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Résumé

L’objectif de cette étude est la détermination du champ thermique d’une plaque qui est
soumise avec ou sans source de chaleur (S). Ce probléme a été modélisé par 1’équation de la

chaleur dans le cas transitoire.

Comme la résolution exige une méthode numérique, la méthode des éléments finis est

utilisée pour discrétiser les équations du modéle mathématique par la détermination des matrices
[K] et[Cij]

Les résultats obtenus avec logiciel MATLAB ont permis de déterminer I’influence du

domaine de 1’énergie thermique dans la plaque.

Mots clés : une plaque ; équation de la chaleur ; la méthode des éléments finis ; MATLAB
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Introduction

INTRODUCTION

Il existe de nombreux problemes physiques faisant intervenir la variable temps. On peut
penser aux problémes de conduction de chaleur, Les problemes de conduction de chaleur dans les
cas stationnaire et instationnaire sont en générale compliqués, pour les résoudre, on est amené a
négliger certaines phénomenes et a simplifier certaines autres tels que la nature de milieux

(isotrope, anisotrope...) [1].

Méme avec ses simplification, les équations obtenues sont souvent insolubles par les

méthodes algébriques connues .il est alors nécessaire d'avoir recours a des méthodes numériques.

L'objet de ce mémoire est 1'étude de 1’équation de chaleur sans et avec source de chaleur
(de formes triangulaires ou carrés), par la méthode des éléments finis dans des situations

dépendant du temps, avec les conditions aux limites de Dirichlet et de leurs performances.
Ce mémoire est organisé en quatre chapitres :
Le premier chapitre traite 1’étude de généralité sur le transfert de chaleur par conduction.

Le second chapitre est consacré a un rappel sur quelques techniques numériques telles que les
volumes finis, les différences finies, et les éléments finis. Dans ce méme chapitre nous avons

expos¢ la méthode de résolution de 1’équation de la chaleur.

Le troisieme chapitre concerne la représentation de 1’équation de chaleur

M_%M} d (,’LMJJrS(t,X, y)

T dx dy dy

Et la résolution de cette équation

e Hr} ey - 1
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Dans le dernier chapitre, I’ensemble des résultats de simulation sont obtenus a 1’aide du

logiciel MATLAB.

Finalement, ce travail est terminé par une conclusion générale.



Chapitre I Généralité sur le transfert de chaleur par conduction

Chapitre I:

GENERALITES SUR LE TRANSFERT DE CHALEUR
PAR CONDUCTION

I.1.Notions de base

1.1.1. Lachaleur

En physique, on appelle chaleur une forme particuliére de 1’énergie. Cette équivalence de
la chaleur et du travail constitue le premier principe de la thermodynamique. Il en résulte
qu’énergie, travail et quantité de chaleur ont une méme unité: le joule [1].

A la base de I’étude des transferts thermiques se trouvent les concepts de quantité de
chaleur et de différence de température.

Le transfert de chaleur d'une partie d'une substance a une autre partie, ou d'un corps a un
autre corps, s'effectue sous forme d'énergie cinétique d'agitation moléculaire désordonnée.

Ce transfert est le fait d'une différence de température entre les deux corps. La chaleur se
propage spontanément du corps ayant la température la plus élevée vers celui ayant la
température la plus basse, élevant ainsi la température de ce dernier, tout en abaissant la
température du premier, dans la mesure ou le volume des deux corps reste constant. Ceci
constitue le second principe de la thermodynamique.

Ce second principe met en évidence la notion d’irréversibilité : La chaleur ne pourra pas
se propager d'un corps froid vers un corps chaud, sauf si on fournit un travail [1].

1.1.2. Flux de chaleur

La chaleur s’écoule sous I’influence d’un gradient de température des hautes vers les
basses tempeératures. La quantité de chaleur transmise par unité de temps et par unité d’aire de la

surface isotherme est appelée densité de flux de chaleur [2]:
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1 0

Ou S est I’aire de la surface.

On appelle flux de chaleur la quantité de chaleur transmise sur la surface Spar unité de

temps:
0 = 2Q (1.2)

1.1.3. La Température

On appelle température la grandeur physique qui mesure le degré de chaleur d'un corps ou
d'un milieu.

Lorsque deux corps sont placés dans une enceinte adiabatique, le corps le plus chaud céde
de la chaleur au corps le plus froid, jusqu'a ce que les deux corps aient la méme température. On

dit alors qu’on a atteint 1’équilibre thermique voir figure (1.1) [1].
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Gaz 4 bazse température: Barribre Gaz 4 température dlevée:il a
il a une faible énergie cinétique moyenne une énergie cingtique mogenne importante

Sans barriére

M&lange dez gaz :les deux gaz ont désormaiz 1a méme énergie
cingtique rnoyenne et 1a méme termpérature (dquilibres cingtique et therrique)

Figure .1.1. Illustration des notions de transfert de chaleur, de température et d’équilibre

thermique
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La température est une propriété thermodynamique du corps et mesure l'agitation
microscopique de la matiére. Selon la théorie cinétique, la température d'un corps est fonction de
I'énergie cinétiqgue moyenne de translation de ses molécules. L'énergie cinétique d'un corps est
nulle a une température appelée zéro absolu [1].

1.1.4. Unités de chaleur

On a vu qu’en physique, la quantité¢ de chaleur est exprimée dans les mémes unités que
I'énergie et le travail, a savoir en joules (J).

On utilise également la calorie (Cal), définie comme la quantité de chaleur nécessaire pour
élever la température de 1 g d'eau de 14,5 °C a 15,5 °C sous une pression de 1 atm.

L'énergie mécanique peut étre convertie en chaleur par frottement, et le travail mécanique
nécessaire pour produire une calorie s'appelle «I’équivalent mécanique de la calorie» [1].

Ona: 1 Cal =4,1855 ]
1.2. Transfert de chaleur

La thermodynamique permet de prévoir la quantité totale d’énergie qu’un systeme doit

échanger avec I’extérieur pour passer d’un état d’équilibre a un autre [2].

La thermique (ou thermocinétique) se propose de décrire quantitativement (dans 1’espace
et dans le temps) 1’évolution des grandeurs caractéristiques du systéme, en particulier la

température, entre 1’état d’équilibre initial et 1’état d’équilibre final [2].

1.2.1. Définition

Un transfert thermique, appelé plus communément chaleur, est un transfert d'énergie
microscopique désordonnée. Cela correspond en réalité a un transfert d'agitation thermique entre

particules, au gré des chocs aléatoires qui se produisent a I'échelle microscopique [3].


http://fr.wikipedia.org/wiki/Chaleur
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_thermique
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_thermique
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_thermique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Agitation_thermique
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1.2.2. Modes de transfert de chaleur

On distingue trois mécanismes d'‘échange de chaleur entre milieux matériels :
1.2.2.1. Conduction
1.2.2.1.1. Définition

La conduction est une transmission de chaleur dans la masse d’un milieu matériel, les
zones chaudes cédant de la chaleur a celles qui le sont moins. C'est le cas lorsqu'on chauffe

I'extrémité d'une barre [4].

Au plan corpusculaire, I’interprétation est la suivante: une zone chaude est occupée par
des particules a vitesse élevée, par définition méme de la température. Le mouvement brownien
fait constamment passer des particules d'une zone a l'autre ; mais entre zones a températures
inégales, les particules ont des énergies cinétiques différentes ; le brassage a pour effet de
transférer de I'énergie cinétique d'agitation, des zones chaudes vers celles qui le sont moins. La
manifestation macroscopique en est un transfert de chaleur. C'est donc un mécanisme de chocs

qui intervient [4].
1.2.2.1.2. Applications

Le transfert de chaleur par conduction caractérise tous les transferts de chaleur qui
s’effectuent dans les parois séparant deux corps a des températures différentes. C’est le cas des
surfaces d’échange des échangeurs de chaleur, mais c’est aussi celui des murs et vitrages d’un

batiment, des cuves contenant des liquides chauds ou froids, des parois des fours, etc [5].

Il est courant que les parois soient constituées de plusieurs matériaux ayant chacun un réle
specifique (réfractaire, revétement anticorrosion, isolant thermique, etc.) et qui sont des parois

composites a travers lesquelles s’effectue le transfert de chaleur [5].
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1.2.2.2. Rayonnement
1.2.2.2.1. Définition

Le rayonnement est une transmission d'énergie a distance, entre deux corps séparés ou non
par un milieu matériel (transformation dénergie thermique dun émetteur en énergie
électromagnétique, propagation, transformation partielle en énergie thermique sur un corps

récepteur) [4].

Cest le cas de I'énergie qui nous vient du soleil. L'interprétation physique est la suivante:
tout corps émet des particules désignées par “photons™; ceux-ci se déplacent a la vitesse de la

lumiére et transportent une énergie fonction de leur "longueur d'onde" [4].

Un corps C émettant des photons dans toutes les directions possibles, certains d'entre eux

sont regus par l'autre corps C', éventuellement absorbeés, en tout ou partie [4].

Bien entendu, le corps C' ément aussi des photons dont certains seront recus et absorbeés

par C. Le bilan net se traduit par un échange d'énergie entre C et C' [4].
1.2.2.2.2. Applications

Le rayonnement infrarouge est appliqué dans de trés nombreux procédés industriels. Son
action sur la matiere est essentiellement thermique et les applications principales concernent [5]:

- le séchage (papiers, cartons, textiles, etc.);
- la cuisson (teintures, appréts, enductions...) ;

- le chauffage (avant formage de matériaux divers, traitements thermiques, soudage, chauffage de

postes de travail...) ;
- les polymérisations (encres, revétements, emballages...) ;

- la stérilisation (flacons pharmaceutiques, produits alimentaires divers...).
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Le rayonnement ultraviolet est constitu¢ de photons dont 1’énergie est de 1’ordre de

grandeur de I’énergie des liaisons atomiques.

Ceux-ci agissent sur la matiére par déplacement des électrons vers des niveaux
énergétiques supérieurs. Lorsque la matiere soumise au rayonnement y est sensible, il s’y produit
des réactions chimiques. La partie du rayonnement ultraviolet absorbée par la matiére et qui n’est

pas utilisée a la réaction chimique est transformée en chaleur [5].

Dans la pratique, cet échauffement reste faible et le rayonnement ultraviolet est
principalement utilisé dans le domaine des réticulations de films plastiques et des polymérisations
de produits organiques comme les encres d’imprimerie, les laques et vernis, opérations qui sont

souvent appelées improprement séchages [5].
1.2.2.3. Convection
1.2.2.3.1. Définition

La convection est le phénomene observé entre un fluide en mouvement et une paroi,

phénomeéne principal dans la plupart des échangeurs de chaleur [4].

La cause profonde est encore une agitation des particules fluides, mais a une échelle
beaucoup moins microscopique. Les parcelles de matiére au contact de la paroi (chaude par
exemple) s‘échauffent par conduction ; le mouvement du fluide reporte ces parcelles dans la
masse ou elles cédent par mélange une partie de la chaleur recue; d'autres les remplacent a la

paroi et ainsi de suite [4].

Quant au mouvement du fluide, il peut avoir deux causes. Ou bien il est imposé de

l'extérieur par une machine (pompe, ventilateur, compresseur); c’est la convection forcée.

Ou bien le contact du fluide avec la paroi plus chaude ou plus froide crée des différences

de masse volumique, génératrices de mouvement au sein du fluide; c’est la convection naturelle

[4]
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Rigoureusement, méme en convection forcee, les différences de densité créent un
écoulement parasite, en général insignifiant par rapport a 1’écoulement principal. On parle de

convection mixte quand les 2 phénomenes ont de I'importance [4].

1.2.2.3.2. Applications

Les applications du transfert de chaleur par convection sont beaucoup trop nombreuses
pour que I’on puisse envisager de les citer toutes. Elles interviennent chaque fois que 1’on chauffe
ou que I’on refroidit un liquide ou un gaz, qu’il s’agisse de faire bouillir de ’eau dans une
casserole, du radiateur de chauffage central, du radiateur associ¢ au moteur d’une voiture ou de

I’échangeur dans un procéd¢, évaporateur ou condenseur [5].

La convection s’applique méme si la surface d’échange n’est pas matérialisée par une
paroi, ce qui est le cas des condenseurs par mélange ou des réfrigérants atmosphérigues, voire des

sécheurs a air chaud [5].

Les trois mécanismes de transfert de la chaleur sont [5] :
- Conduction : transfert dans la masse.
- Rayonnement : transfert a distance d’autant plus important que la température est élevée.
- Convection : transfert par transport.

A cela, il faut ajouter le changement d’état qui dissipe ou absorbe de la chaleur

4+ 4 ) .
m — Conduction

- _| ' ' '__ e * Radiation
— Composant

“ " "\ “* /" Convection

—>  ‘Substrat. ~+—»

Figure .1.2. Représentation des trios modes de transfert de chaleur [6].
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1.3. Transfert de chaleur par conduction
1.3.1. Conduction

La conduction thermique est le phénomeéne de transport de la chaleur mis en jeu dans les
solides ; elle est également présente dans les liquides immobiles et & un moindre degré dans les
gaz. Le phénoméne microscopique (a I’échelle atomique) intervenant dans la conduction
thermique est la propagation de I’agitation thermique des particules des zones plus chaudes vers

celles des zones plus froides.

Le mécanisme microscopique consiste dans la vibration moléculaire ou atomique
(liquides, gaz) et la vibration cristallin ainsi que dans le déplacement des électrons libres

(métaux).

La conduction thermique est donc le phénoméne par lequel 1’énergie est transférée des

zones a haute température vers des zones a basse température [7].

T(=)
Tz

¥

Figure .1.3.Conduction thermique dans une plaque.
1.3.2. Champ de température

Les transferts d’énergic sont déterminés a partir de 1’évolution dans 1’espace et dans le
temps de la température w = f(x,y,z,t). La valeur instantanée de la température en tout point
de I’espace est un scalaire appelé champ de température. Nous distinguerons deux cas:

Champ de température indépendant du temps : le régime est dit permanent ou stationnaire.

10
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Evolution du champ de température avec le temps : le régime est dit variable ou

instationnaire [2].
1.3.3. Laloi de Fourier

Pour un milieu isotrope, a travers une surface isotherme montre que le flux thermique, par
conduction, dans une direction donnée est proportionnel a 1’aire A normale a la direction du flux
thermique et au gradient de température a cette direction. Le flux thermique, dans la directionx,

par exemple, conformément a la loi de Fourier est donné par la relation :

dT

Q: = -2 4 (W] (13)
Ou si I’on exprime la densité du flux thermique :

Q& 2
g =%=-22 [W/m?] (1.4)

Le coefficient de proportionnalitéA, appelé coefficient de conductivité thermique, dépend
de la substance (nature, structure, température, pression, densité, etc.); il se mesure en Wm™K™
et il est toujours positif car la chaleur se transmet des zones chaudes vers les zones froides. Si la
température décroit dans la direction positivex, alors dT /dx est négatif. Le flux thermique Q, et
la densité du flux thermique g, étant des quantités positives dans la direction positivex, alors il est
nécessaire d’introduire le signe moins dans le membre droite des expressions (1.3) et (1.4). Si le
membre droite des expressions (1.3) et (1.4) est négatif alors le flux thermique (et également la

densité du flux thermique) est orienté dans la direction négative x.

Dans le cas général, dans 1’espace a plusieurs dimensions, 1a loi de Fourier est donnée par

la relation :
Q = —AVTA (1.5)
ol A est le vecteur normal a I’aireA. La densité du flux thermique est :

G=—AVT (1.6)
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Chapitre I Généralité sur le transfert de chaleur par conduction

En général la conductivité thermique A varie en fonction de la température. A des basses

températures, cette variation peut étre négligée [7].

1.3.4. Conduction en régime permanent

Nous commencerons par raisonner, pour plus de clarté, dans le cadre d’un probléme a une
seule dimension voir figure (1.4).
Un tel probléme unidimensionnel est connu sous le nom de probléme du mur, ¢’est-a-dire d’un
milieu limité par deux plans paralléles, dans lequel la chaleur se propage uniquement suivant la
normale a ces plans. Le gradient de température est par conséquent porté par cette normale. Les

isothermes sont des plans paralléles aux faces [1].

TI TE
T14
0 X
'4'91 o iﬂz
— — Sy
e

Figure .1.4.Conduction dans un mur plan

Un tel champ thermique est unidirectionnel. Dans ce cas, la température T n’est fonction

que de I’abscisse x[1].
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Chapitre 11:

GENERALITES SUR LA METHODE DE
RESOLUTION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR

I1.1. Présentation générale

Il existe des méthodes de résolution en forme locale ou en forme faible. Le cas transitoire

est toujours plus délicat a résoudre que le cas stationnaire.

Les solutions analytiques, basées sur la forme locale du probléeme (équation aux dérivées
partielles avec conditions aux limites) ne peuvent pas étre déterminées dans le cas général, et ne
concernent que les cas académiques connus depuis longtemps. Ces cas sont pédagogiquement
intéressants mais demeurent beaucoup trop limités pour I’industriel, en particulier au niveau des
géomeétries. lls permettent de mettre en pratique la méthode de séparation des variables, ou les

séries de Fourier.

On cherche donc des méthodes permettant d’approcher le comportement de la structure, la

notion d’approximation est inhérente aux méthodes numériques de résolution des problemes [8].
11.1.1. Différences finies

La méthode des différences finies est une methode trés utilisée en analyse numérique car
la discrétisation des opérateurs de dérivations sont assez triviaux et que le schéma numérique

converge bien, en revanche c’est un mod¢le assez lent car le pas de temps doit étre petit [§].
Avantages : grande simplicité d'écriture et faible codt de calcul.

Inconvénients : limitation a des géométries simples, difficultés de prise en compte des conditions

aux limites de type Neumann.
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11.1.2. Eléments finis

La méthode des ¢léments finis est une méthode d’approximation des solutions d’équations
aux dérivées partielles qui est construite a partir d’une formulation équivalente du probléme a
résoudre ; cette derniére est appelée formulation variationnelle du probléme et nécessite le

minimum de régularité de la solution [9].

Avantages : traitement possible de géométries complexes, nombreux résultats théoriques sur la

convergence.
Inconvénient : complexité de mise en oeuvre et grand codt en temps de calcul et mémoire.
11.1.3. Volumes finis

La méthode des volumes finis intégre, sur des volumes élémentaires de forme simple, les
équations écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de maniere naturelle des
approximations discrétes conservatives et est donc particulierement bien adaptée aux équations de

la mécanique des fluides [10] :

-équation de conservation de la masse,

-équation de conservation de la quantité de mouvement,
-équation de conservation de I'énergie.

Avantages : permet de traiter des géométries complexes avec des volumes de forme quelconque,

détermination plus naturelle des conditions aux limites de type Neumann.

Inconvénient : peu de résultats théoriques de convergence.
11.2. Generalité sur la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis (MEF) est employée dans de nombreux domaines
scientifiques pour résoudre des équations aux dérivées partielles. Elle permet de construire une
approximation simple des inconnues pour transformer ces équations continues en un systeme

d'équation de dimension finie, que I'on peut écrire schématiquement sous la forme suivante:

[A]l.{U} = {L} (11.1)
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ou {U} est le vecteur des inconnues, [A] une matrice et {L}un vecteur.

La matrice [A] et le vecteur {L} peuvent étre construits par assemblage des matrices et

vecteurs élémentaires, calculés localement [11].
11.2.1 Historique

La méthode des éléments finis est le fruit de deux domaines de recherche : Les
mathématiques et les sciences de l'ingénieur. Les outils mathématiques remontent jusqu'aux
résidus pondérés de Gauss(1775), Galerkin (1915) et Biezenokoch (1923), ainsi qu'aux méthodes
variationnelles de Rayleigh (1870) et Ritz (1909) [12].

La contribution des sciences de l'ingénieur a débuté dans les années quarante avec
Hrenikoff (1941), Henry (1943) et Newmark (1949) qui toucherent pour la premiere fois aux
structures continues, en faisant une approximation sur des portions de petites dimensions dans un
probléme continue d'une barre longue. D'ou I'idée de base des éléments finis. Par suite, Argyris
(1955), Turner (1956), Glough (1956) et Martin (1956) ont fait une analogie directe en adoptant
un comportement simplifié pour des petites portions : ils représentent un milieu continu élastique
a deux dimensions par un assemblage de panneaux triangulaires, sur lesquels les déplacements
sont supposés variés linéairement comme pour chaque barre ou poutre du systeme discret: chaque
panneau est decrit par une matrice de rigidité et I'assemblage donnait la rigidité globale du milieu

continu. D'ou la naissance des éléments finis avec "panneaux" comme nom [12].

Argyris et Kelsy (1960) utilisent la notion d'énergie dans I'analyse des structures et font

appel a des méthodes mathématiques (résidus pondéres, principes variationnelles).

Le terme "élément fini" est utilisé pour la premiére fois par Glough (1960), et dés lors, il y

a un développement rapide de la méthode [12].

Dans les années soixante; Zienkiwicz (1965), De Arante (1968), Oliviera (1968),Green
(1969), Tones (1969), Lay (1969), Storne (1969), et Finlayson (1975) ont reformulé la méthode a
partir de considérations énergétiques et variationnelles sous forme générale de résidus pondérés,

d'ou le modeéle mathématique de la MEF [12].
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En 1969 la MEF est reconnue comme un outil général de résolution d'EDP, et utilisée

pour résoudre des problémes non linéaires et non stationnaires dans plusieurs domaines [12].
11.2.2 Principes généraux

La recherche d'une fonction approchée idoine sur tout le domaine devient difficile dans le

cas général d'une geomeétrie de forme quelconque.

L'idée de la méthode des éléments finis est donc de construire cette approximation en

deux temps:

*Identifier des sous-domaines 2, géométriqguement simples qui pavent le domaine ;
*Définir une fonction approchée sur chaque sous-domaine.

On pressent donc un certain nombre de caractéristiques de cette construction :

Le pavage du domaine £, par les sous-domaines £2,doit étre aussi précis que possible.

La fonction approchée sur le sous-domaine doit respecter des conditions de continuité entre les

différents sous-domaines.

*La fonction approchée sur le sous-domaine doit avoir des propriétés cohérentes avec les
conditions de dérivabilité et en rapport avec la description physique de la solution (ce qui peut
impliqué d'utiliser une formulation affaiblie par exemple) [11].

11.2.3 La formulation variationnelle du probleme

L’approche variationnelle est trés utilisée pour la dérivation des équations de
discrétisation par la méthode des éléments finis seulement elle n’est possible que s’il existe une
modélisation du probleme étudié par une fonctionnelle ayant un certain extremum existe,
malheureusement il y a pas mal de problemes scientifiques pour lesquels les principes
variationnelle classiques sont tres difficiles & déterminer, dans ce cas on peut aussi utiliser la
méthode des éléments finis pour discrétiser les équations modélisantes voir figure (11.1), mais il
faut considérer une approche mathématique plus généralisée. L’une de ces méthodes utilisées est
celle des résidus pondérés [13]. 1l existe plusieurs techniques de résidus pondérés la technique de
Galerkin est la plus utilisée car la pondération sont des fonctions d ‘approximation.
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Equations aux dérivées
partielles

v
Formulation intégrale

v
Systéme d’équation algébrique

Solution
Approchée

Figure .11.1. Transformation d’un syst¢éme du mode
- Exemple 2-D
Soit Qouvert borné de R™ On veut résoudre le probléme

—Au +u = fdans()

(P) {anu =0 sur d()

(11.2)

Une solution classique de ce probléme est une fonction de €2 () vérifiant (11.2) en tout point

de Q. Au passage, on voit que ceci impose que f soit ¢°(Q) [14].
Toute solution classique vérifie donc :
vweCl(@Q) [, —dw + [quv = [ fv. (11.3)

Intégration par parties: [, — VuVv + [ uv = [,fv puisque d,u = 0 sur 9Q.0r,

cl(Q) = H'(Q).
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On peut donc definir le nouveau probleme :

Trouveru € H'(Q)telque

©@ {fg —Vuvv + [ouv = [ fvvv € H'(Q). (11.4)

C'est la formulation variationnelle de (). On voit aussi que ce probléme est défini dés lors
que f € L?(Q) [14].

11.2.4 Construction et assemblage des matrices élémentaires

La phase d’assemblage consiste a construire les matrices K et S de la structure complete

a partir des matrices caractéristiques des différents éléments K*°, S® préalablement calculés.
L’assemblage comporte deux étapes :
- construction de la matrice (K®) et du vecteur ( s¢) de chaque élément

- addition des matrices et vecteurs élémentaires [15].

KTi={s)

AVeC :

{T}: {T11T2vT3}
Ou: [Ke]La matrice élémentaire, [Se]Le vecteur élémentaire, {T } Le vecteur de température

11.2.5. Maillage en 2D

La conduction thermique a l'intérieur d’'un domaine bidimensionnel provoque un

changement de la température T (X,y,t) qui est régie, en I’absence de source par L’E.D.P
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(ﬂj:a(ai +a"“r2j (11.5)
ot ox° oy

Pour resoudre cette équation aux dérivées partielles de temps on utilise un maillage (maille de

cotes AX,Ay) avec:

{x =i AX
y =]y
V4 Domaine
F'_'_'_Fi,j+1 \
I. . . = = - - H
j;gcr:: \ i-1,j M.I.J i+1,j i+2.1’/ .
N | [~
i,j-1 L4
ligne “ax " X ]

i=cte

Figure .11.2. Maillage
Le domaine temporel est devisé en petits intervalles de temps At de telle sorte que :
t = (n —1)At [16].

11.2.6 Caractéristiques

Le systeme étudié est discrétisé en un nombre finis d’éléments. La continuité entre les
¢léments du domaine existe grace aux nceuds communs entre éléments. L’élément fini contient
les caractéristiques physiques (parametres hydrauliques, parametres de transport...) de 1’espace
qu’il représente, et les nceuds, faisant la jonction cohésive entre éléments, sont les points de calcul
(les valeurs spatio-temporelles de I’inconnue U sont calculées pour chaque nceud du domaine).
L’emploi d’éléments finis, aux géométries diverses et hybrides (1-D, 2-D, 3-D, linéaires a
curvilinéaires...) permet une discrétisation complexe et realiste du systéme a modeéliser [17].

L’inconnue U (charge hydraulique, concentration C, température T, etc. ) est définie

mathématiquement en chaque point du domaine par le biais de fonctions d’interpolation
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(polynémes). Les équations différentielles discrétisées sont intégrées sur 1’ensemble des éléments
constituant le domaine d’étude [17].

L’intégration sur le domaine de la contribution de chaque ¢lément conduit a établir un
systéeme algebrique d’équations linéaires qu’il conviendra de résoudre (en tenant compte des
conditions initiales et aux limites) afin d’obtenir I’inconnueU & notre probléme [17].

L’utilisation de fonctions d’interpolation (pour la forme des éléments comme pour
I’approximation des quantités inconnues U ) permet d’appliquer des principes mathématiques
comme celui du « variationnel » ou « des résidus pondérés » [17].

11.2.7 Les fonctions d’interpolation.

Les fonctions d’interpolation N jouent un réle double. Elles définissent d’une part la
forme ‘réelle’ de I’élément dans un systetme de coordonnées globales, et d’autre part la
distribution des valeurs inconnues sur I’élément réel (espace global) d’aprés les valeurs
nodales U [17].

11.2.7.1. Espace local et espace global

Deux espaces sont couramment distingués : I’espace local (¢lément) et 1’espace global
(cartésien). Les fonctions d’interpolation sont définies dans I’espace local de 1’élément et le
calcul numérique s’effectue également dans I’espace local.

L’utilisation d’une transformation (‘mapping’) permet de passer de I’espace global a
I’espace local, et la transformation inverse de 1’espace local a I’espace global, chaque nceud étant
référencé par ses coordonnées cartésiennes dans 1’espace global [17].
11.2.7.2. Définition

Les fonctions d’interpolation (ou fonctions de forme) sont des applications qui font
correspondre a chaque point de 1’élément dans 1’espace local un et un seul point de 1’élément
dans I’espace global. Ces fonctions, couramment dénotéesN, (s;), correspondent a des
polyndmes linéaires ou quadratiques, donnés en fonction des coordonnées locales s;[17].

x;(s;) = N (s5)x™ n = 1,node
Avec
x;= coordonnées globales
sj= coordonnées locales telles que s; € [—1;+1]

N,,= fonctions d’interpolation
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X™= coordonnées globales des N nceuds
node= nombre de nceuds par élément

En utilisant une convention de sommation sur 1’indice n de bas en haut, s’écrit

node

xi(sj) = Z N, (s)X™
n=1

Il y a donc sur un élément donné autant de fonctions d’interpolation que de nceuds dans

I’¢élément. La valeur numeérique des coordonnées locales s; est fixée par les fonctions

d’interpolation N,, (s;)avec la condition

ONy(s;)
TR Na() =1 donc ¥ —r= =0

D’une manicre similaire, si les valeurs nodales U"sont connues aux nceuds de 1’élément,
la distribution des valeurs inconnues sera approchée par la fonction d’interpolation N,,:
U"(s) = Ny (s)U"
U représente la distribution approximée de la variable d’état que 1’on souhaite résoudre
(H,C,T).

Elle est obtenue sur un élément par interpolation des inconnues U aux nceuds de 1’élément, et
s’exprime généralement comme une sommation de séries, dont chaque terme est un produit de
quantités nodales (inconnues) U™et de fonctions d’interpolation N,,.

Si la forme de 1’élément est définie a 1’aide des mémes fonctions d’interpolation que celles
permettant d’accéder a la distribution des valeurs inconnues, alors on parle d’éléments finis iso-
paramétriques [17].

11.2.7.3.  Quelques fonctions de forme

La liste topologique du champ des éléments finis étant longue, on ne donne ici que quelques
exemples d’éléments finis courants 1-D et 2-D (Figure .11.3) [17].

- Segment linéaire 1-D (2 nceeuds)

M) =5 (1)

M) =5 (1)
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- Segment quadratique 1-D (3 neeuds)

1
M) =5 (52— 5)
Ma(s) =5 (1~ 5)

Mi(s) =5 (s +5)

- Quadrangle linéaire (4 nceuds)

Nl(s,t)zi(l—s)(l—t) N3(s,t)=%(1+s)(1+t)

Ny(s,t) =%(1+s)(1—t) Ny(s, t) =%(1—s)(1+t)

- Quadrangle gquadratique (8 ou 9 noeuds)

MO =320 Nyls,) =2 (113~

N,(s,t) = %(s2 + s)%(t2 —t)  Ng(s,t) = %(52 + s)%(l —t?)
1 1 1 1

N5(s,t) = 5(52 + s)E(t2 +t) N;(s,t) = 5(1 - sz)z(tz + t)

N,(s,t) = %(s2 — s)%(t2 +t) Ng(s,t) = %(s2 — s)%(l —t?)

No(s,t) = (1 —sH)(1—t?)
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Elément 1-D lindaire Quadrangle linéaire
y

i) Mgy

-1
.-\-\""'-._ ___,_--""- H - !
.I-F-"'::-c-"“- 5 : : '
— ey s - > X 4
-1 L] +1
Coordonnées locales Coordonnées globales Coordonnées locales Coordonnées globales

Elément 1-D quadratique (uadrangle #iﬂd"ﬂﬁtlﬂf
¥

&

! [ hy :I-qu- |I-?
I PNt Pz .
——t * X - > X
Coordonnées locales Coordonnées globales Coordonnées locales

Coordonnées globales
Figure.l11.3. Typologie de quelques éléments finis 1-D et 2-D [17].

Pour un élément finis quelconque défini par «node » nceuds, la fonction inconnue
approximéeU (x, y, z) estobtenue par la sommation des séries

node

U(x,y,z) = z N;(x,y,2)U' = NyU + NyU? + -+ ... N, g, U™0%€
i=1
Ou bien sous la forme matricielle

1
()
U(X:y;z) = [NlNZ Nnode] ' = [N(ny'Z)]T{U}
|
kUn;)deJ

T désignant la transposée d’une matrice [17].
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Chapitre 111:

MODELE DE L’EQUATION DE LA CHALEUR

Ce chapitre passage sur la modélisation par modéle de 1’équation de chaleur dans une
plague. Dans un premier temps, 1’équation générale de chaleur sera presentée et la méthode de
résolution de cette équation parla methode des éléments finis qui fera 1’objet principal de ce

présent chapitre.
111.1. Modélisation d’équation de chaleur

La modélisation numérique est au cceur des sciences appliquées et joue un réle
fondamentale dans presque toutes les disciplines des sciences et du génie. La modélisation ou
simulation numérique, consiste a representer un phénoméne physique par un modele
mathématique sous forme de trés grands systémes d’équations qui sont résolues a 1’aide de
I’ordinateur [18].

I11.2. Equation de la chaleur
111.2.1. Bilan énergétique

Aprés avoir commence par traiter le cas unidimensionnel en régime permanent, nous
allons maintenant établir le bilan thermique d’une quantité de maticre a 1’état solide, contenue
dans un volume fini v, délimité par une surface s, appartenant a un milieu en trois dimensions

voir figure(l11.1).
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A B
2dz M /

dy dy V- dV VT dV

Figure.ll11.1. Transfert de chaleur dans un petit élément de volume

La substance considérée a des caractéristiques thermiques décrites par sa capacité
thermique massique C et sa conductivité thermiqueK. Nous supposerons que les grandeurs ne
dépendent ni de 1’espace (substance homogene), ni de la température (approximation valable tant
que les écarts de température ne sont pas trop importants).

Nous supposerons en outre que le volume v contient des sources internes dégageant de la
chaleur avec une puissance volumique S (par effet Joule par exemple).

Si le phénomeéne considéré n’est pas en régime permanent, mais en régime variable, cela
signifie que 1’échange de chaleur a travers la surface s provoque une variation de la quantité de
chaleur accumulée dans le volume v.

La puissance thermique recue (algébriquement) par le volume v a pour expression:

®=—[[pnds (111.1)

Il faut y ajouter la puissance dégagée dans le volume v par les sources internes, soit:
[[f sdv (111.2)
Pendant I’intervalle de temps dt la substance contenue dans le volume v emmagasine

donc une quantité de chaleur @dt, qui va provoquer une variation de température T ,
dépendant de capacité thermique massiquecC.

Comme on raisonne sur ’unit¢ de volume, il est nécessaire d’introduire la capacité

thermique volumique égalea p cC.

On aura donc: ddt = j”p coT dv
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Soit en tenant compte des expressions (I11.1) et (111.2):

~[Jonds+ [[[sdv=[[[ peaTdv (1-3)

La formule (111.3) permet de transformer I’intégrale de surface en une intégrale de

volume:

[[o n ds=[[div ((;)dv (111.4)

En combinant les équations (111.3) et (I11.4), on obtient alors:
_[j.[[—div;+s —pC%}dV=O

~divgrs - o0 =0 (111.5)

Et dans le cas tridimensionnel, nous obtenons 1’équation de chaleur dans le cas le plus

générale :

0 or) o0 or| o oT oT
—|Ke— [+ | kK, — |+ |k, = |[+S=pc—
OX ox ) oy oy ) oz oz ot

111.2.2. Equation de la chaleur en milieu homogéne et isotrope

Si on tient maintenant compte de la Loi de Fourier

N

o(M t)=—k grad T
Le bilan (111.5) devient:

div(k grz;de+ S —,00% )

C’est-a-dire,
AT 42 _ 20T _ 4 (111.6)
kK k ot

Qui constitue I’équation de la chaleur.

On écrit souvent cette équation sous la forme:

AT+ S LT (11.7)
a

- a est la diffusivité thermique de la substance considérée.a = Pyt [a]=LT "
Yo,
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La diffusivité thermique d’un solide s’exprime en m?/s, comme la viscosité cinématique

d’un fluide [15].

111.2.3. Différentes formes de I’équation de la chaleur

Selon la nature des problémes examinés, 1’équation de la chaleur prend des formes

différentes [15].

+ Cas d’un milieu sans sources internes, en régime permanent.

L’équation de la chaleur (111.6) se réduit alors a: AT =0
C’est-a-dire:
oT? or? o1°
7t~ t—7=0
OX oy oz

C’est I’équation de Laplace.

+ Cas d’un milieu avec sources internes, en régime permanent.

L’équation de la chaleur (I11.7) se réduit alors a:

AT+§=0
k

C’est I’équation de Poisson.
+ Cas d’un milieu sans sources internes, en régime variable.

L’équation de la chaleur (111.6) se réduit alors a:

AT =221
k ot

C’est I’équation de Fourier.

I11.3. Loi de Fourier dans le cas anisotrope :

(111.8)
(11.9)
(111.10)

Dans le cas anisotrope la projection de vecteur de flux suivant les trois axes voir figure (111.2)

s'écrit:

P e

4 -
L Py

Figure 111.2. La projection de vecteur flux
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2% =_kxx ﬂ_kxy ﬂ_kxz ﬂ
OX oy 0z
oT oT oT
¢y :—kyxa—x— yyg— yza—z (“lll)
ook, T Ty T
OX oy 0z
XX Xy Xz
~ Kk, Kk, | :Matrice deconductivité thermique
zX zy 2z
111.3.1. Le bilan énergétique
i taux [ les apport taux de
d 'énergie +|de chaleur |=| chargement
| par conduction | |volumique d 'énergie interme
Ax@x — Ax+Ax¢x+Ax + AV(DY — AY+AY(DY+AY + Az(Dz - Az+Az¢z+Az +S = pCV ﬂ (|||12)
\Y \Y \Y ot
Avec :
V =AX.Ay Az
V =AXAy Az
AX = AX +AX = Ay 'AZ
A, =A, ., =AX.Az
Az = Az +Az = AX Ay
L'équation (111.6) peut étre écrite sous la forme suivante:
A, A A, Vv V oT
7(§0x _(px+Ax)+7y(§0y _¢y+Ay)+V(¢z _¢z+Az)+\78 = pcva (|“13)
Py ~ Prinx + Py ~Pyry + P, =P +S = IDCa—T
AX Ay Az ot
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Chapitre 111 Modéle de I’équation de la chaleur

Pour :

AX — 0,Ay > 0,Az >0

i(k ﬂ+k ﬂ+k 2—TJ+i(kyxﬂ+k £+k GTJ

ox\ ™ ox Y “ oz OX W s
% % % (1.14)

2 ke ok, Sk, T | s = S

0z OX oy ot

Cette équation s'écrit sous forme condensée comme sulit :

0 oT oT
— | k. — |+S = pc— 111.15
X, { ! aij a (111.15)
Avec :

I =X,Y,Z

] =X,Y,2Z

On admettant I'écriture suivante X —>1 ;Y —>2 ;Z—>3 | on peut écrire 1’équation (I11.11)

comme suit:

oT oT oT
—+

=k kK, —+k,—
Dy 15 12 oy 1o,
oT oT oT

@, = K,, _6x +k,, _6y + Ky _az (111.16)

oT oT oT
=k, —+k,, — +k,, —
?, N oy 2 5 Sp

Dans le cas bidimensionnel I’équation précédente s’écrit :

oT oT
Oy = kll&‘F klza
oT oT
Q, = k21& +Ky, 8_y
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Chapitre 111 Modéle de I’équation de la chaleur

D'ou:

k,, k
{ u 12} : Matrice de conductivité thermique.
k21 k22

111.3.2. Conditions aux limites

Pour la résolution d’une équation de transfert thermique, des conditions initiales et aux limites
adéquates sont nécessaires. Les conditions initiales spécifient la distribution de la température a
I’instant t = 0. Les conditions aux limites spécifient les conditions thermiques aux frontieres du
domaine de calcul. Par exemple, sur une frontiére, on peut spécifier la distribution de la
température, ou la distribution de la densité du flux thermique, ou un transfert thermique par
convection vers le fluide environnant ayant une température connue et un coefficient de transfert

thermique aussi connu [7].

Par la suite on présente la représentation mathématique des trois types de conditions aux
limites appelées température imposée, densité du flux thermique imposée et condition a la limite

par convection [7].
111.3.2.1. Conditions aux limites de type “température imposée” (Dirichlet)

Dans de nombreuses applications pratiques la température est considérée connue sur les
frontieres du domaine de calcul. Par exemple, une surface de frontiere en contact avec la glace
qui se fond est maintenue a une température uniforme ou la distribution de la température sur la

frontiére est connue en fonction du temps [7].

On considére une plaque d’épaisseur L illustrée a la figure 3.3. On suppose que la surface

de la frontiere a x = 0 est maintenue a la température uniformeT; et la surface de frontiére a

x = L alatempérature uniformeT, .
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Chapitre 111 Modéle de I’équation de la chaleur

Tzb|=T T(zh|=Ts
1=0 =L

Figure.ll1.3. Température imposée aux frontiéres (Conditions aux limites du premier type).
Les conditions aux limites peuvent étre écrites ainsi :
T, t)|x=0 =T(0,t) =Ty ; (111.17)

T(x,t)| =, =T(L,t) =T,. (111.18)

Dans certains cas, la distribution de la température aux frontiéres est spécifiée en
fonction de la position et du temps. Quand la valeur de la température est spécifiée a la

frontiére, on dit que la condition a la limite est du premier type [7].
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Chapitre 111 Modéle de I’équation de la chaleur

I11.4. Résolution numérique de I’équation de chaleur en 2D par la méthode des éléments
finis

11.4.1. Application

111.4.1.1. Le choix d’élément

a) domaine d’étude D. b) élément et ces dimensions.

JLY

Figure 111.4. Géométrie de I’¢1ément

111.4.1.2. Fonction d'interpolation

% Cas bidimensionnelle, le polyndme est donné par :
b . .
T,(%y) =Y ax'y’ i+j<n
k=1

b= (n+1)(n+2)
2

Avec :

Pour le premier ordre : N=1=b=3 alors:

TOX y)=a,® +a, "%+, "y (111.19)
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En chaque nceud 1’équation s’écrit :

T =, + &, + "

T, = o, + az(e)xj +a,®

T = al(e) + az(e)xk + a3(e

)Yi
)yj
)Yk

Pour calculer les racines de 1’équation (3.19) « al(e) , 0(2(6) , ag(e) »

Ona:
T X Y

A, =T X5 Y, :Ti<xjyk_xkxj)+TJ(Xkyi_Xiyk)+Tk(Xiyi_iji)
T X Y

a1(e) _ A, _ Ti(xiyk _Xkyj)+Tj(Xkyi _Xiyk)+Tk(Xiyj _iji)
2A 2A

La méme chose pour o et ” qui donné :

() _ A, _ Ti(yj ~ yk)+Tj(yk - yi)+Tk(yi - yj)

% 7oA 2A
© _ A, =Ti(xk _Xj)+Tj(Xi _Xk)+Tk(Xj _Xi)
RV 2A
Alors
© A _Ti(xiyk _Xkyj)+Tj(Xkyi _Xiyk)+Tk(Xiyj _iji)
“TA T 2A
o Aoy Ti<yj _yk>+Tj(yk - yi)+Tk(yi - yJ')
T T 2A
o A _Ti(xk —xj)+Tj(xi —xk)+Tk(xj —xi)
“ToA T 2A
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0 _Tiai +Tjaj +T,4,
b 2A
o T.b, +ijj +T.b,
=>ea, = A
L0 - T.c. +chj +T.C,
P 2A
Avec

& = XY =X Yil a5 = XY = XY |8 = XY — XY,
bi:yi_yk bj:yk_yi bk:yi_yj
Ci:Xk_Xj Ci:Xi_Xk Ck:Xj_Xi

Donc 1’équation (II1.19) :

T, +Tjaj +T.a, +Tibi +ijj +T,b, X+Tici +chj +T.C,

N1.19) & T®(x,y)=
(119 =T (xy) 2A 2A 2A

Aprés simplification

Db , a. +bx+c.
(111.18)es T (x,y) = 2FOXEOY hp [ FDXHET (3 FBXHEY

<:>T(E)(X’ Y): Ni(X! y)Ti + Nj(X! y)Tj + Nk(X' Y)Tk

N; (%,¥),N; (% y),N,(x y):Sont appelées fonctions d’interpolations ou d’approximation, ces

fonctions doivent garantir la compatibilité et la complétude.
111.4.1.3. Equation de chaleur

L’équation de conduction thermique instationnaire pour un probléme 2D est la suivante
dr d dT d dT
—=—A—|+—|A— [+S
S dx( dxj dy( dyj (111.20)
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111.4.1.3.1. Discrétisation

Intégration de 1’équation générale de chaleur
£_1££j+i[£J+s

P2 5t~ dx | dx dy | dy

2. S wan = [ 5 ot [ 8 deD A0 Gy
d (dT

5[ 3 e n{

dT dN dT dN, dT
:_Jﬂ(dx de (dy dy ﬂdD ﬂ(d }

(I)@ﬂpcp—N dD® HK?; dd'\)'( j (g dd'\)'/ ﬂdD Jﬂ%nx}(%nyﬂ'\"d )

dDe
+ [[sN,dD®

}N dD®

En poser

MY ERYEN e

= 5 5 5 e

Ona

T(X! y): Nl(X’ Y)T1 + Nz(x’ y)Tz + NS(X, y)Ts
d_T:le_l_leszszLdNaT3 %:_i
dx dx dx dx Et dx 2A
dT leTl+dN2T2 dN, o7, %:c_i
dy dy dy dy dy 2
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Chapitre 111 Modéle de I’équation de la chaleur

Avec
_a, +bx+cy
t2A
_a, +b,x+c,y
2 2A
_ag +byx+cyy
oA

-G o 5 S o
[Ke]=g£(dd'\)'(lTl+d$(2T2+dg' j j jj(( 1T+ 2T d(;\)';ngdd'\;/idi<e>

Simplifiant écriture [K® |=1, +1,

|1=jj(dN1Tl+dN2T2 dN Tde'dD(e
AW dx dx °)d

dN dN,_  dN,_ )dN,
H( LT, + T dy )dydD

:j(j( bT+bT+bT)j ° etl, jj[ cT+cT+cT))2c_iAdA(8)

En utilise la formule intégrale d’Eisenberg-Malvern

alblc!

LeLPLSdA=2A—""—
J; e (@a+b+c+2)

Alors

1 b
(ﬂ (b,T, +b,T, +b,T, )j ox dA®

A®): Surface élémentaire et A: Déterminant
1
l,=b, (E (b,T, +b,T, +b,T, )j [[ aa®
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I—b( (bT+bT+bT)j( (0!0!0!)

0+0+0+2)

1
=1, =h (M (b,T, +b,T, +b,T, )j
La méme chose pour |,
=1, =c i(clTl +¢,T, +¢,T,)
4A
Donc
[Ke]=1, +1, =b, L 0T, +b,T, +b.T,) | +c [ L (cT, +c,T, +c.T,)
i 4A 3'3 i 4A 3'3
Pour i=1

[ke]= b( (b,T, +b,T, +bT)j+cl(i(c1Tl+c2T2+03T3)j

[Ke]_ (b2+c I, tx bb +¢,C, )T, + (bb +¢,C, )T,

[K®|=kyyT, +KppT, + KyoT,

k11 = i(blz +C12)

1
Avec ik, = M(blbz +C,C, )

1
k13 = M(b1b3 +C,Cq )

Pour i=2= [K® =Ky, +Ky,T, +KyeT,

Pour i=3= [Ke]= KaiTy + Ko Ty + KT
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Chapitre 111 Modéle de I’équation de la chaleur

111.4.1.3.1.1. La matrice rigidité élémentaire [Ke] est

> Cas de transfert de chaleur par convection dans une plaque :

111.4.1.3.1.2. La matrice de convection élémentaire[K |

Ona

dT dT e
=] H&”Xj{d_y”yﬂ“‘dz”
Ze

Le transfert de chaleur par convection forcée ® =hAT

Il existe seulement sur les limites ; estime 'zte) comme suit :

lo = [hTONAZ® = [h(N,T, + N, T, + NT N, d £¢
> >

[R(NGNLT, + NGNLT, + Ny NGT, )d 5
ZE
Pour:i=1,2,3

1= [h(N;NJT, + N;N,T, + NN T, )i 5
Ze
=41, = [R(N,N,T, + N,N,T, + N,N,T, i 5
Ze

On suppose :

Iy = [h(NNT, + NN,T, + NoN,T, )d ¢
ZS

N =1-—>

Figure.ll1.5.Fonction d’interpolation d’un élément
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Pour :

i=1j=1
Lll 2 Lll 2
thlNld T = J[l—iJ ds = I[ij ds=E
e 0 Ly 0 Ly 3
i=Lj=2

Ly L2 L3
hINldeZ(e):thldeSZI ]__i idS:L T _n :hL12
se . L L, L,| 2 3L, 6

0 12

Donc
L hL,
|:J:>h_[Nides:—‘
3 3
o hL,
I¢j:>hINideS=—J
3 6

Alors la matrice de convection élémentaire [K,f](H)

_ﬁ i 0_

3 6

. L, L
=[Kily = 22 0
0 0 O

Pouri =1,23etj=1,2,3 quidonne la matrice de convection élémentaire [Kﬁ] suivante :

L., L, 0
3 6
L., L, 0
6 3
0 0] 0]
[Kr(1e ](172) 0 LO LO
[Kr?]:h [Kr?](zfs) =h| |0 ?2’3 é3
[Kﬁ ](1—3) 0 L23 L23
L 6 3
_ﬁ 0 ﬁ
3 6
0O 0 O
ﬁ 0 ﬁ
| 6 3
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Modéle de I’équation de la chaleur

Donc la matrice [K] ;

ona [K]=Y|ke|=[K]=|Kke]+[Ke]

LoL
3 6
Lot
6 3
0 0 O
LO LO Ky Ky Ky
[Ke]=nhl| 0 - et Ke]={ky Ky Ky
0 i i Koy Ky Ky
L 6 3
[P
3 6
0O 0 O
b, b
| 6 3

111.4.1.3.1.3. Vecteur de charge élémentaire [Se]

Ona
[[sN;dD® = [ ['sN;dxdy
De Xy
- ~ ~ 010! _ <A
Pouri=1 sj{ N, dxdy = s{ N,dA = S(ZA—(1+O+O+ 2)!) 53

. oHIo! A
Pouri=2 S[[N.dxdy=S[N.dA=S|2A——— _|=S5—=
our I{ 2 XY { 2 E (0+1+0+2)!j 3

. olon! A
Pouri=3S[[N.dxdy=S[N.dA=S|2A-——"— _|-s=
. u XY { 3 ( (0+0+1+2)!] 3
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w

w

:>[Se]:

w
wW|> w|> w|>

111.4.1.3.2. La discrétisation Temporelle

Modéle de I’équation de la chaleur

L’intégration temporelle permet d’obtenir 1’évolution au cours du temps du vecteur des

températures aux nceuds du maillage, et donc par approximation nodale la température et son

gradient en tout point du solide. On résout ce probléeme pas a pas dans le temps. On peut par

exemple utiliser un schéma aux différences finies explicite

On part de la condition initiale {T(O)} at=0. On estime a chaque instant par incréments

successifs At . La solution est approchée en espace par la méthode par éléments finis et en temps

par la methode des différences finies.

Ce probléme pourrait étre résolu avec d’autres méthodes : la méthode par décomposition

modale, des méthodes d’intégration directe dans le temps (méthode d’Euler explicite ou implicite,

les méthodes semi explicites, la méthode de Crank—Nicholson...).

111.4.1.3.2.1. La méthode explicite

L’équation (111.19) peut s’écrire sous la forme suivante :

e Hrf Iy =)
Avec Cij : Matrice de capacité

La discrétisation temporelle s’écrit sous la forme suivante

CEEMBLE.

ot At
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Chapitre 111 Modéle de I’équation de la chaleur

o IS} Ik =)
111.4.1.3.2.2. La matrice de capacité
i=j=12

Cy=|[ pe,NiNdA?

Cy=[[pe, 4N [N N; N, |dA®

NN, NN, NN,
Co=[[| NIN;  NjN; NN, [ pe,da®
NN, NN, NN,

N, =L,
soit : N :L =
N, =L

~

Soit les Ly, Ly, L3, sont les coordonnées naturelles

L LL LL
C,=f[lLL L Ll |peda’
LL LL L

Pour calculer I’intégrale suivante, nous appliquent les formules suivantes [19]:

al.ply!
(a+B+y+2)! 4=2,=0,y=0

[[ Ll Lda=2a
[ RECTS RECH
Donc :

210100 o 1

2dA=2A ————— = £ _1
.[[ALi (2+0+0+2)! 4!A 12A
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Chapitre 111 Modéle de I’équation de la chaleur

” Higa—pa— =1,p=1,y=
LLdA= ,a=1,p=1,y=0
A (1+1+0+2)!
11 _2 1
Jl.uda =Za=2A
A 2 1 1
c F =221 2 1 (111.25)
12
1 1 2
Finalement :

> Si I'élément considéré appartient a I’intérieur du domaine (pas de convection) alors :
c, ]{T} + KTy ={s)"” (111.26)

> Si I'élément considéré appartient a la limite, alors la convection intervienne

c, ]G{T}e H(KE + [k, )Ty =451 (111.27)

111.4.1.4. L’exemple appliqué

I m)
2.0 %
r.o« 'q
T=200 K =200 K
J i€
- L
7 - 3 < &
.25 2.5 3.75 5.0
ar

7

Figure .111.6. Les conditions aux limites imposées (exemple appliqué)
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- L’¢lément considéré appartient a I’intérieur du domaine (pas de convection) alors :

o} ey - sy

111.4.1.4.1. Matrice rigidite élémentaire [Ke]

¢ 1 1
[Ke]=1, +1, =b, (M (b,T, +b,T, +b,T, )j +c, (M (c,T, +¢,T, +c,T, )j

k11 k12 k13
[Ke]: kZl kzz k23

k31 ksz kss
Pour i=1

[Ke =k, T, + Ky, T, +KisT,

11 A 1
A:E:L X2 Y2 :E[(Xzys_X3y2)+(x3yl_x1y3)+(X1Y2_Xzyl)]
1 X, Y,

X, =125y, =0
X, =2.5;y,=0 :A:%[2.5—1.25+0]:0.625

X; =2.5y,=1
1 1
k - = 2 2 — _12 — 4
= g O ) 4*0.625((  +0)-04
1 .
AVG‘C k12 :E(blbz +C1C2): m((—l)‘F 0): —0.4,
1 1
leZE(ble +ClC3):m(O+O):O.

Pour i=2

[K® =k, T, + Ky, T, + KyoT,
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Avec

Pour

-

Avec

1 .
k21 = E(bel + CZCI) = m((_ 1)+ O) =-0.4;

Ky, = i( 2ic?)-= 4*01.625(1+1.5625) =1.025

1
kzs = E(bzbs + Czc3)

: (0+(~1.5625)) = —0.625.

=3

k31T1 + I(32T2 + k33T3

1
k21 :E(bsbl +C3C1):m(0+0):0;

Ky, = i(bsbz +C4C, ) = (0+(~1.5625)) = —0.625;

Kys :i(bsz +C32):

4*0.625
(0+1.5625)=1.025.

4*0.625

04 -04 0

- La matrice rigidité élémentaire|[K ] est = [ke]=|-04 1025 -0625

0 -0625 1.025

111.4.1.4.2. Vecteur de charge elementaire [Se]

onaS=40W/m° [[sN,dD® = [ [SN,dxdly
De Xy

Pouri=1= S”Nldxdy: S%
Xy

Pouri=2= S”dexdyz S%
Xy

Pouri=3= S!{Ngdxdy: 85

A

8.33

-Le vecteur de charge élémentaire [Se] = [Se]z 8.33

8.33
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111.4.1.4.3. Matrice de capacite [Cii]

Ona

2 11
e PCRA
c,] =S5-|1 2 1let pr, =1003/mK;A=0.625
11 2

]e _ 100*0.625

[C"' 12

2
1
1

B NP
N

10416 5208 5208
—[c,F =| 5208 10416 5208
5208 5208 10.416
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Chapitre IV Résultats et discussion

Chapitre IV :
RESULTATS ET DISCUSSION

Ce chapitre comporte trois parties, la premiere partie est consacrée aux résultats
numériques de I’équation de chaleur dans une plaque sans source, et la deuxiéme partie aux
résultats graphiques avec terme de source sur la plaque et enfin la derniere partie aux
comparaisons entre les résultats numériques et les solutions analytiques dans les deux cas.

IV.1. Résolution de I’équation de chaleur

Nous nous sommes intéressés dans cette partie aux solutions approchées de cette équation.
L’application de la méthode des éléments finis au sens de Galerkin, comme a été décrite au

chapitre III, donne un systéme d’équations différentielles présenté sous la forme matricielle

suivante :

lc, {T}e +[K]fT)e = {5}

Ce systeme est ensuite résolu a I’aide du logiciel MATLAB. Pour présenter les solutions

numériques de ce systéme nous avons choisis 16éléments(N = 16), il sagit du nombre
d’¢léments qui donne les meilleures solutions,

Dans cet exemple, la solutionT (x, y, t) est :
,ocpd—T=i(/1d—Tj+i /”td—T +3S
dt  dx\{ dx/) dy( dy
IV.2. Discrétisation du domaine

Le domaine physique de notre étude est un solide bidimensionnel de forme carrée ayant
1m de cote. Les éléments choisis sont des triangles, le maillage est (5.x2m) ce domaine divisé en

16 éléments et 15 nceuds figure (1V.1),
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1VV.3. Les conditions aux limites

Les frontiéres de la plague qui changent de la chaleur par convection avec le milieu

extérieur, et en plus, une source de chaleur au milieu de la plaque voir figure (IV.1).

Nous avons confronté la solution numérique a deux cas 1’équation de chaleur sans source

de chaleur et 1’équation avec source pour la condition initiale suivanteT(x,y,0)=0, et les
. - . dT dT
conditions aux limites données T (0, y,t) =300; T ((5, y,t) =300 d—(x,o,t) = O;d—(x,z,t) =0.
y y

Y m

2.0

.o
T=200 E
T=300 K

i [m]

Figure 1V.1. Les conditions aux limites imposées

IV.4. Solution numérique de I’équation de chaleur

Aux figures 1V.2 et V.3 sont présentées les solutions numériques obtenues a 1’aide du

programme MATLAB, dans les deux cas a différents moments de temps, pour un pas de temps

At =0.1s
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IV.4.1. Solution numérique de I’équation de chaleur sans source

dT d ( de d(,dT
PCp—=—|A— |+—| 1 —
dt  dx\ dx/) dyl dy
Pour les caractéristiques des matériaux

On donne : pc, =100J /m°K; A=W /m/K

La figure au dessous permet la solution numérique pour des nceuds choisis en fonction

de temps pendant 1’opération de transfert de chaleur sans source.

solution numeérigue une equation de chaleur sans source
300 ‘ ‘

250

200 )
/ s * nceud no 8

150 / H |
// - - nceud no 9

100

I 1

Solution @ noeud

_100 | | | | | | | | |
0

Temps (s)

Figure .1V.2. Solution numérique de 1’équation de chaleur sans source
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IV.4.2. Solution numérique de I’équation de chaleur avec source

pcpd—T:i(ld—Tj+i id—T +S
dt  dx\ dx/) dy{ dy
Pour les caractéristiques des matériaux

Donné : pc, =1003/m°K ; A=W /m/K et S =40W /m’

La figure 1V.3 montre la variation de température en fonction de temps pendant

I’opération de transfert de chaleur avec source de chaleur.

solution numérique une equation de chaleur avec source
300 T T T T T T T T T

250 -

200 -

150 -

Température (K)

£
A
100 - o |
£
F
/ *
50+ //’ *

O»e

-100 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temps (S)

Figure .1V.3.Solution numérique de 1’équation de chaleur avec source

IV.5. Comparaison entre la solution analytique et la solution numérique pour chaque cas

Les figures 1V.4 et IV.5 présentent une comparaison entre la solution numérique et la
solution analytique obtenue a 1’aide du programme MATLAB, dans le cas d’équation de chaleur
sans et avec source en utilisant la méthode des éléments finis.
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Chapitre IV Résultats et discussion

IV.5.1. Le premier cas : I’équation de chaleur sans source

La figure 1V.4 présente la comparaison entre la solution analytique et la solution

numérique de 1’équation de chaleur sans source avec le nceud (8) a long de la droite X =25mm

comparaison du solution numérique et analytique sans source
300 T T T T T T T T T

t=5s
200 - |

150 , _ _ ,
g* solution numerique sans source

100 4 . . 1
r- solution analytique sans source

Température(K)

50 n

_50 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

y (mm)

Figure .IV.4. Solution analytique et numérique de I’équation de chaleur sans source de nceud 8

D’apres la figure IV.4; la comparaison entre les deux solutions analytiques et

numériques, montre que la température de la plaque augmente en fonction du temps.

Nous remarquons aussi que ces deux solutions donnent des résultats proches et
satisfaisants pour 1’équation de la chaleur sans source et ceci est confirmé dans la figure ci-dessus

au nceud 8 par le calcul de ’erreur qu’est égal a 0.002.
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Chapitre IV Résultats et discussion

IV.5.2. Le deuxiéme cas : I’équation de chaleur avec source

La figure IV.5 présente la comparaison entre la solution analytique et la solution

numérique de 1’équation de chaleur avec source a nceud (8) de long de la droite X =25mm

comparaison du solution numeérique et analytique avec source
300 T T T T T N | = =

X=25 mm
250 -

t=5s
200 #F 1

150 £ g* solution numérique avec source *

100 - h
/ r- solution analytique avec source

Température(K)
Ul
o
1

100 | :

2150 .

_200 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

y (mm)
Figure .1V.5. Solution analytique et numérique de I’équation de chaleur avec source de nceud 8

D’apres la comparaison entre les deux solutions analytiques et numériques de 1’équation
de chaleur avec une source au nceud 8, nous notons la différence entre les courbes de la

température de la plaque en fonction du temps qui est montrée a la figure 1V.5.

Nous remarquons aussi que ces deux solutions donnent des résultats proches et
satisfaisants pour 1’équation de chaleur avec source et ceci est confirmé dans la figure 1V.5 au

nceud 8 par le calcul de I’erreur qu’est égal a 0.05.
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Chapitre IV

Résultats et discussion

IV.6. Comparaison entre la solution numérique de I’équation de chaleur sans source et

solution de I’équation de chaleur avec source

La figure IV.6 présente la comparaison entre la solution numérique de I’équation de

chaleur sans source et solution de 1’équation de chaleur avec source

Température(K)

300

250

200

150

100

50

comparaison du solution numérique sans et awvec source

x=25 mm

t=5s //

/
/ g* solution numérique sans source -
,'//
//” . yanl
J r- solution numérique avec source :
/
| | | | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14 16 18
y (mm)

20

Figure .IV.6. Comparaison entre la solution numérique de 1’équation de chaleur sans source

et solution de 1’équation de chaleur avec source
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Conclusion

CONCLUSION

A partir de cette étude nous concluions que 1’équation de chaleur est utilisé dans le génie
des procédés et son application est trés vaste dans 1’industrie chimique, Les résultats obtenus par
le programme développés dans ce travail avec le logiciel MATLAB , nous ont permis de dégager

les conclusions suivantes:

La méthode des éléments finis est une méthode trés générale qui peut résoudre facilement

les problemes de la conduction de la chaleur.

La comparaison entre la solution analytique et la solution numérique en régime transitoire
en deux dimensions donne des solutions proches avec une erreur de 0.002 dans le cas sans source

et 0.05 dans le cas avec source.

54



Références bibliographiques

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[1] : Pierre Cormault, «Cours de Thermique théorique et pratique», Edition Janvier, 1999.

[2] : Yves JANNOT, «TRANSFERTS THERMIQUES », Ecole des Mines Nancy 2°™ année,
2012, 5,6.

[3]: «Transfert thermique », http:/fr.wikipedia.org/wiki/Transfert thermique, Derniere

modification de cette page le 26 mars 2013 & 16:25

[4] : Dominique Marchio et Paul Reboux, «Introduction Aux Transferts Thermiques », Ecole
des mines de Paris,ISBN : 978291176293, 2008, 6,7.

[5] : René LELEU, «Transferts De Chaleur » J 1 080, Techniques de 1’Ingénieur, traité Sciences

fondamentales, 2,4, 10.

[6] :« Performances Thermiques Théorie », Etude des caractéristiques techniques et économiques

des filieres d’interconnexions Des composants ¢lectroniques dans les systémes, 6.

[7] : Loan C POPA, «Modélisation numérique du transfert thermique, méthode des volumes
finis», 2002, 131.

[8] : Guillaume Marmin «Résolution numérique de 1’équation de la chaleur 1 D en coordonnées

sphériques, Application au refroidissement de la Lune», 2009-2010, 1.

[9] : Pierre SPITERI, « Approche Variationnelle Pour La Méthode Des Eléments Finis» AF 503,

Techniques de 1’Ingénieur, traité Sciences fondamentales, 2.

55


http://fr.wikipedia.org/wiki/Transfert_thermique

Références bibliographiques

[10] : Nelly POINT et Jacques- Hervé SAIAC, «Equations Aux Dérivés Partielles
Mathématiques Et Méthodes Numériques», E.S.C.P.l. G.M.2-Second Cycle, 2008, 62,62.

[11] : Mickael ABBAS, « La méthode des éléments finis iso-paramétriques», Clé : R3.01.00
Révision : 5068, 2011, 3, 5.

[12] : A. Seghir, « Méthode des éléments finis », Département de Génie Civil, Université A. Mira
de Bejaia, 40, 42.

[13] : Sayed SAYARI, thése présentée pour obtenir le cadre de docteur en Science, « Etude
Numérique De Quelque Equation Aux Dérivée Partielle Par La Méthodes Discontinue De
Galerkin», I’Université de CERGY-PONTIOSE, Spécialité : mathématique, 2010.

[14] : Eric Blayo, « Notes De Cours Sur La Méthode Des Eléments Finis », 2010, 9,10.

[15] Gouri. Dhatt, Gilbert Touzot, «Une présentation de la méthode des éléments finis»,  2eme
Edition 1984.

[16] : M.Kadja, «Résolution numérique des équations aux derivées partielles. Méthode des
différences finies» Edition 2000/2001

[17] : Fabien Cornaton, «Modélisation des écoulements souterrains et du transport de masse en
solution. Apercu sur la méthode des éléments finis» Fabien.Cornaton@unine.ch
http://www.unine.ch/chyn/ CHYN, version 2004

[18] : Abdelmadjid Chabani, Abdelmalek Bekkouche et Yazid Abdelaziz, «Utilisation de

modeles numériques pour simuler les processus d’écoulement et de transport dans les eaux

56


mailto:Fabien.Cornaton@unine.ch
http://www.unine.ch/chyn/

Références bibliographiques

souterraines », Université de Béchar, Universite Aboubakr Belkaid Tlemcen, 2009, Colloque
International Sols Non Saturés et Environnement UNSA.Tlemcen09, 3.

[19]: Kennith H.huber-Earl. A .thoraton, «The finite element method for engineers», Second
Edition 1982.

57



Résumé

L’objectif de cette étude est la détermination du champ thermique d’une plaque qui est
soumise avec ou sans source de chaleur (S). Ce probléme a été modélisé par 1’équation de la

chaleur dans le cas transitoire.

Comme la résolution exige une méthode numérique, la méthode des eléments finis est

utilisée pour discrétiser les équations du modele mathématique par la détermination des matrices
[K]et[C;]

Les résultats obtenus avec logiciel MATLAB ont permis de déterminer 1’influence du

domaine de I’énergie thermique dans la plaque.

Mots clés : une plaque ; équation de la chaleur ; la méthode des éléments finis ; MATLAB
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