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Résumé

La  dépendance  entre  variables  aléatoires  dans

beaucoup  de  domaines  telle  que  hydrologiques,  la

financier  l’actuariat…,  est  d’une  importance  extrême

par cela que nous nous sommes intéressés aux copules

qui  représentent  l’un  des  outils  des  plus  usités

actuellement  par  modéliser  cette  dépendance  entre

variables aléatoires.

Un  intérêt  particulier  est  donné  à  leurs  estimations

paramétriques et semi-paramétriques, que nous avons

étayées dans ce mémoire ; nous citrons entre autre les

méthodes du maximum de vraisemblance, du pseudo-

maximum  de  vraisemblance,  la  méthode  d’inférence

des marginales, et les méthodes d’inversion du Tau de

Kendall et du rho de Spearman.
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Notations et abréviations

X; Y variables aléatoires

U; V variables aléatoires uniformes

C copule

c densité de la copule

CX;Y copule bivariée

M copule min

W copule max

� copule produit

C�� copule gaussienne

Ct�;� copule student

CA copule Archimédienne

CGuma copule de Gumbel

CFraa copule de Frank

CClaa copule de Clayton

C� copule de valeurs extrêmes

~C copule empirique

~c copule de fréquence empirique

Cn processus empirique basé sur la copule empirique

Dom domaine de dé�nition

F1; :::::; Fd fonctions de répartitions univariées

F�1 inverse généralisé de F

� fonction de la loi normale standard

�� fonction de la loi normale bivariée
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L (�) fonction de maximum de vraisemblance

�L dépendance de queue inférieur

�U dépendance de queue supérieur

MV méthode de maximum de vraisemblance

p p-valeur

p̂ estimateur de p-valeur

PMV pseudo maximum de vraisemblance

Q mesure de concordance et de discordance

R transformation intégrale de Rosenblatt

�(X;Y ) tau de Kendall

�n tau de Kendall empirique

�(X;Y ) rho de Spearman

�n rho de Spearman empirique

�; � paramètres de dépendance

�n estimateur de �

�PMV
n estimateur de � par la méthode de PMV

�IFMn estimateur de � par la méthode de IFM

�MV
n estimateur de � par la méthode de MV

�RSn estimateur de � par l�inversion de rho de Spearman

�TKn estimateur de � par l�inversion de tau de Kendall

H fonction de répartition jointe

I la matrice d�information de Fishes

IFM fonction d�inférence des marginales
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Introduction

Dans la théorie des probabilités, lorsque les variables aléatoires X1; :::; Xn sont indé-

pendantes, leur fonction de répartition jointe H(x1; :::; xn) s�écrit comme le produit de ses

marginales F1; :::; Fn, c�est à dire :

H(x1; :::; xn) = F1(x1)::::Fn(xn):

Dans la pratique, les variables aléatoires ne sont pas toujours indépendantes, comme

par exemple les risques �nanciers, donc on ne peut pas négliger cette relation de dépen-

dance. Par cette raison il faut déterminer la loi jointe de ces variables.

Les copules sont des fonctions qui permettent de coupler les lois marginales des va-

riables a�n d�obtenir la loi jointe, mesurer et modéliser la dépendance. Ces fonctions de

dépendances ont permis de construire une nouvelle théorie, dite "théorie des copules",

cette dernière, qui joue un rôle trés important et contribuet de manière signi�cative dans

di¤érents domaines, telle que la statistique, la �nance, l�hydrologie, la biologie,...etc. Par-

mis les traveaux les plus importants sur les copules en statistique : on peut citer ceux

Hoe¤ding, en 1941, qui a utilisé les copules pour étudier les mesures d�associations non

paramètriques comme le rho de Spearman et il a étudié les propriétés de cette fonction

comme l�invariance des mesures de dépendance, ce qui lui a permis de proposer un théo-

rème, en 1957, qui porte son nom, ce thèorème assure que toute les copules sont bornées par

deux copules, appelés bornes de Fréchet-Hoe¤ding, par la suite Sklar, en 1959, a proposé

un théorème fondamental dit théorème de Sklar et à partir du quel, Sklar a montré l�exis-

tence de cette fonction de dépendance, qui joint les fonctions de distributions marginales

à leur de distribution jointe et il l�a nomé "copule".
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Paul Deheuvels (1979) a utilisé la fonction de dépendance empirique pour construire

des tests non paramètriques d�indépendance. En assurance Tibillti (1996) a introduit les

copules pour modéliser la variation.

Parmi les nouvelles recherches sur les copules, on peut cité : l�estimation des paramètres

des copules, Dans ce mémoire nous présentons les di¤érentes l�approches classiques de

l�estimation des copules.

Cé mémoire est réparti comme suit :

Dans le premier chapitre nous présentons les rappeles sur les espaces probrbilisés ainsi

que les dé�nitions et les propriétés des distributions classiques.

Dans le second chapitre les principales dé�nitions et propriétés des copules sont établis

par servir de base aux chapitres suivants.

Le troisiéme chapitre est consacré à l�estimation comme important volet de la statis-

tique Inférentielle ; dans La théorie de l�estimation on étudie les propriétés des estimateurs

ainsi que les méthodes générales classique comme celle du «Maximum de vraisemblance» .

Le dernier chapitre est réparti en deux sections. Dans la première section nous allons

présentés quelques mesures d�association, telle que la mesure de concordance, la mesure

de dépendance ainsi que des exemples de ces mesures, comme le rho de Spearman, le tau

de Kendall et la mesure de dépendance de Schewizer et Wol¤, les mesures de dépendances

des queues sont aussi citées. Dans la deuxième section on donne les di¤érentes méthodes

d�estimation paramètriques et semiparamètriques utilisées dans di¤érents domaines pour

estimer les paramètres d�une copule.
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Chapitre 1

Rappels de probabilités

1.1 Espace probabilisé

Soit 
 un ensemble �ni et P (
) l�ensemble des parties de 
 :Le couple (
; P (
)) est

appelé espace probabilisable (littéralement que l�on peut munir d�une probabilité).

Dé�nitions

Dé�nition 1.1.1 Une tribu ou �-algèbre est un ensemble A de sous-ensembles de 
 avec

les propriétés suivantes :

1� �;
 2 A;

2�Si A 2 A alors Ac 2 A;

3�Si A1,A2 ,...2 A,alors
S1
k=1Ak;

T1
k=1Ak 2 A

Dé�nition 1.1.2 Soit A une �-algèbre de 
 . Une application P : A ! [0; 1] est une

mesure de probabilité sur (
; A) si

1�P (�) = 0; P (
) = 1;

2�Si A1,A2 ,....2 A ;alors P (
S1
k=1Ak) �

P1
k=1 P (Ak)

3�Si A1,A2,....2 A sont disjoints alors P (
S1
k=1Ak) =

P1
k=1 P (Ak)

�Un élément A de A est un événement.

�P (A)est la probabilité de l�événement A.
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�Une propriété vraie sauf pour un événement de probabilité nulle est dite vraie presque

sûrement (p.s.).

�Si 
 = Rn;la plus petite �-algèbre, notée B, contenant tous les ouverts de Rns�appelle

la tribu des boréliens.

Le triplet (
;A; P ) est appelé espace probabilisé .

1.2 Variable aléatoire

Dé�nition 1.2.1 Soit (
;A; P ) un espace de probabilité. Une application X : 
! Rn

est une variable aléatoire de dimension n si pour tout borélien

B 2 B; X�1(B) 2 A est mesurable .

Lemme 1.2.1 SoitX : 
! Rn une variable aléatoire. Alors A (X) = fX�1 (B) nB 2 Bg

est une �-algèbre, dite engendrée par X .

�Soit A 2 A, la fonction indicatrice de A

{A (!) =

8<: 1 si ! 2 A

0 sinon
(1.1)

est une v.a.

�Si A1; ::::; Am 2 A satisfont
Sm
k=1Ak = 
 et a1; :::::; am sont des réels ,X =

Pm
k=1ai{Ai ;est

une v.a .

1.3 Loi de probabilité

La loi de probabilité d�une variable aléatoire permet de connaitre les chances d�appa-

rition des di¤érentes valeurs de cette variable.

On se place dans l�espace de probabilité (
;A; P ).
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Fonction de répartition

Dé�nition 1.3.1 Soit X une variable aléatoire. La loi de probabilité de X est dé�nie par

la fonction FX ; appelée fonction de répartition de la variable aléatoire X ,dé�nie par

FX :

8<: R! [0; 1]

x! P (X � x)
(1.2)

On dit que deux v.a X et Y ont le même loi si elles ont la même fonction de répartition

FX = FY :

Propriété 1.3.1 La fonction de répartition est une fonction croisante à valeur dans [0; 1]

telle que

lim
n!�1

FX (x) = 0 et lim
n!+1

FX (x) = 1 (1.3)

Remarque 1.3.1 Soit a � b; on a

P (X 2 [a; b]) = P (X � b)� P (X � a)

Loi d�une variable discrète

Dé�nition 1.3.2 La fonction de répartition d�une variable discrète est constante par mor-

ceaux. Si X est une variable discrète à valeurs dans fx1; :::; xngavec x1h:::::hxn alors pour

x 2 R

FX (x) =

kX
i=1

P (X = xi) avec k tel que xk � x hxk+1: (1.4)

De meme, si X prend une in�nité de valeurs fx1; :::; xn; ::::g avec x1h:::::hxn::::;on a

pour x 2 R

FX (x) =
kX
i=1

P (X = xi) avec k tel que xk � x h xk+1 (1.5)

Proposition 1.3.1 Si X est à valeurs discrètes dans fx1; :::; xng (ou fx1; :::; xn; ::::g), la

loi de X est entiérement caractérisée par fP (X = xi)g :

On remarque que

1� pour tout i � 1; P (X = xi) 2 [0; 1] ;
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2 �
P

i�1 P (X = xi) = 1:

Loi d�une variable aléatoire à densité (ou continue)

Dé�nition 1.3.3 Une variable aléatoire X est à densité, ou continue , s�il existe une

fonction f dé�nie sur R telle que la fonction de répartition de X s�écrit

8X 2 R FX (x) =
Z x

�1
f (t) dt (1.6)

ou f est une fonction intégrable sur R statisfaisant les conditions suivantes :

1� f (t) � 0 pour tout t 2 R ,

2 �
R +1
�1 f (t) dt = 1:

Une fonction qui véri�e les conditions 1: et 2:est appelée densité de probabilité.

Propriété 1.3.2 Soit X une variable aléatoire à densité.

Alors pour tout x 2 R; P (X = x) = 0:

Preuve. Soit x 2 R:On considère l�intervalle réduit à un point I = fxg :On a P (X = x) =

P (X 2 I) =
R x
x
f (t) dt = 0

Espérance et variance d�une variable aléatoire

L�espérance

Dé�nition 1.3.4 L�espérance d�une variable aléatoire X est notée E [X] : Elle représente

la valeur moyenne prise par la variable X .

1� Si X est une variable discrète à valeurs dans D = fx1; :::; xng ; son espérance est

E [X] = x1P (X = x1) + :::::+ xnP (X = xn) =

nX
i=1

xiP (X = xi) : (1.7)

2�Si X est une variable à discrète à valeurs dans l�ensemble in�ni D = fxi : i � 1g ;

son espérance est

E [X] =
+1X
i=1

P (X = xi) : (1.8)
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3� Si X est une variable à densité f , lorsque l�intégrale est bien dé�nie, son espérance

est

E [X] =

Z +1

�1
xf (x) dx: (1.9)

lorsqu�une variable X véri�e E [X] = 0; on dit que la variable est centée.

Propriété 1.3.3 1� L�espérance est linéaire :

Soient a et b 2 R; deux variables aléatoires X et Y d�espèrance �nie alors

E [aX + bY ] = aE [X] + bE [Y ] :

2�Si X � 0;alors E [X] � 0:

3�Si X � Y;alors E [X] � E [Y ] :

Variance

Dé�nition 1.3.5 La variance d�une variable aléatoire X, notée V ar (X) ; est dé�nie par

V ar (X) = E
�
(X � E (X))2

�
(1.10)

L�écart type est la racine carrée de la variance :

� (X) =
p
V ar (X): (1.11)

Lorsqu�une variable X véri�e V ar (X) = 1; on dit que la variable est réduite.

Remarque 1.3.2 La variance s�écrit aussi V ar (X) = E [X2]� E [X]2 :

Preuve. Il su¢ t de développer le carée et d�utiliser la linéarité de l�espérance.

Propriété 1.3.4 1 � V ar (X) = 0 ssi X est constante.

2� Soient a et b 2 R; alors V ar (aX + b) = a2V ar (X) :

Preuve. Comme E [aX + b] = aE [X]+b;on a par dé�nition V ar (aX + b) = E
�
(aX � aE [X])2

�
=

a2V ar (X) :
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Indépendance

Dé�nition 1.3.6 Soient A1; :::; An; :::des événements. Ils sont dits indépendants si pour

tous 1 � k1 � :::: � km on a

P (Ak1
T
::::
T
Akm) = P (Ak1)::::P (Akm) (1.12)

Dé�nition 1.3.7 Soient Ai � A , i = 1; :::des �-algèbres. On dit qu�elles sont indépen-

dantes si pour tous 1 � k1 � :::: � km pour tous événements Aki 2 A

P (Ak1
T
::::
T
Akm) = P (Ak1)::::P (Akm): (1.13)

Dé�nition 1.3.8 Soient Xi, i = 1; :::des v.a. de dimension n. Elles sont indépendantes

si pour tout entier k � 2 et quels que soient les boréliens B1; :::; Bk de Rn on a

P (X1 2 B1; :::; Xk 2 Bk) = P (X1 2 B1):::::P (Xk 2 Bk):

Les variables aléatoires X1; :::; Xm de dimension n sont indépendantes si et seulement

si

FX1;:::;Xm(x1; ::::; xm) = FX1(x1):::FXm(xm)8xi 2 Rn; i = 1; :::;m:

Si elles ont des densités on a

fX1;:::;Xm(x1; :::; xm) = fX1(x1)::::fXm(xm)8xi 2 Rn; i = 1; ::::;m: (1.14)

Dé�nition 1.3.9 Si X1; :::; Xm sont des v.a. réelles indépendantes telles que V (jXij) h

1; i = 1; ::::;m alors

V (X1 + :::::+Xm) = V (X1) + ::::+ V (Xm) : (1.15)

Fonctions caractéristiques

Dé�nition 1.3.10 Soit X une v.a. à valeurs dans Rn; la fonction dé�nie par :

�X (�) = E
�
ei�X

�
� 2 Rn (1.16)
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est la fonction caractéristique de X:

Lemme 1.3.1 1�Si X1; ::::; Xm sont des v.a. indépendantes à valeurs dans Rn alors

�X1+:::::+Xm (�) = �X1 (�) :::::�Xm (�)

2�Soit X une v.a.r.

�(k) (0) = ikE
�
Xk
�
k = 0; 1; :::

Les lois usuelles

Cas continue

1� Loi uniforme : On dit que X suit une loi uniforme sur [a; b] ; noté X  U [a; b] ;si

elle admet la densité

fX (x) =
1

b� a1[a;b] (x) =

8<: 1
b�a si x 2 [a; b]

0 sinon.
(1.17)

avec

E (X) =
(a+ b)

2
; V (X) =

(b� a)2

12
;�X (u) =

eiub � eiua
iu (b� a)

2� Loi de Gauss : On dit que X suit une loi de Gauss de moyenne m et de variance

�2; noté X  N (m;�2) ; si elle admet la densité

fX (x) =
1

�
p
2�
e�

(x�m)2

2�2 ;8x 2 R (1.18)

On

E (X) = m;V (X) = �2;�X (u) = e
ium��2u2

2

3� Loi exponentielle : On dit que X suit une loi exponentielle de paramètre � i
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0;noté X  E (�) ; si elle admet la densité

fX (x) =

8<: �e��x si x � 0

0 sinon.

et

E (X) =
1

�
; V (X) =

1

�2
;�X (u) =

�

�� iu

4� Loi gamma : X est de loi gamma de paramètres � i 0 et � i 0; noté X  � (�; �) ;

si elle admet la densité

fX (x) =

8<:
��

�(�)
x��1e��x si x � 0

0 sinon.
(1.19)

où � (�) =
R1
0
t��1e�tdt:

telle que

E (X) =
�

�
; V (X) =

�

�2
;�X (u) =

�
1� iu

�

��
5� Loi de Cauchy : X est de loi de Cauchy , noté X  C , si la densité est dé�nie

par :

fX (x) =
1

� (1 + x2)
;8x 2 R (1.20)

Une variable de Cauchy n�admet pas d�espérance mathématique car :

Z 1
�1
x+fX (x) dx =

Z 1
�1
x�fX (x) dx =

Z 1
0

1

� (1 + x2)
dx = +1

Cas discrèt

1�Loi de Bernoulli :

Soit X est une v.a , X  B (p) qui prend les deux valeurs 0 et 1 respectivement avec

p 2 ]0; 1[ :

P (X = 1) = p P (X = 0) = 1� p: (1.21)

telle que E [X] = p ,V ar (X) = pq
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2�Loi Binomaile :

Soit X  B (p; n) de paramètres n et p, lorsque p 2 ]0; 1[ ; n 2 N� on a :

P (X = k) =

�
n

k

�
pk (1� p)n�k avec k 2 f0; 1; ::::; ng : (1.22)

Et : E [X] = np , V ar (X) = npq

3�Loi Géométrique :

Soit X v.a , telle que X  G (p) de paramètre p avec p 2 ]0; 1[, alors :

P (X = k) = p (1� p)k�1 avec k 2 N�: (1.23)

Et p 6= 0. On a : E [X] = 1
p
, V ar (X) = 1�p

p

4�Loi de Poisson :

Soit X v.a et X  P (�) de paramètre � avec � � 0 :

P (X = k) =
�k

k!
e�� avec k 2 N: (1.24)

Alors : E [X] = � , V ar (X) = �
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Chapitre 2

Les copules

2.1 Copules bivariées

2.1.1 Dé�nition et théorème d�existence

Dans toute la suite I désigne l�intervalle [0; 1]

Dé�nition 2.1.1 On appelle copule bivariée toute fonction C dé�nie de I2 ! I qui pos-

sède les propriétés suivantes :

(i) 8u 2 I; C (u; 0) = C (0; u) = 0 (2.1)

(ii) 8u 2 I; C (u; 1) = C (1; u) = 1 (2.2)

(iii) C est 2-croissante c�est-à-dire :8 (u1; u2) ; (v1; v2) 2 I � I avec u1 � v1 et u2 � v2

C (v1; v2)� C (v1; u2)� C (u1; v2) + C (u1; u2) � 0 (2.3)

Cette dé�nition signi�e que C est une distibution avec des marginales uniformes .

Soient U1 et U2 deux variables aléatoires uniformes . Considérons le vecteur aléatoire

U = (U1; U2) : Nous avons
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alors :

C (U1; U2) = P [U1 � u1; U2 � u2] :

La propriété i) implique que

P [U1 � 0; U2 � u] = P [U1 � u; U2 � 0] = 0:

La propriété ii) implique que

P [U1 � 1; U2 � u] = P [U1 � u; U2 � 1] = u:

C est une distibution de probabilité , ce qui implique que

P [u1 � U1 � v1; u2 � U2 � v2] = C (v1; v2)� C (v1; u2)� C (u1; v2) + C (u1; u2) :

Exemple 2.1.1 8 u; v 2 I , la fonction M (u; v) = min (u; v) dé�nit une copule .

En e¤et :

�8 u; v 2 I , min (u; 0) = min (0; u) = 0)M véri�e (i):

�8 u; v 2 I , min (u; 1) = min (1; u) = 1)M véri�e (ii):

� de même , 8u1; u1; v1; v2 2 I avec u1 � u2; v1 � v2
min (u2; v2) � min (u2; v1) et min (u1; v2) � min (u1; v1))M véri�e (iii)

Par conséquent , M est une copule

De la même façon, on peut montrer que les fonction W (u; v) = max (u+ v � 1; 0) et

�(u; v) = uv dé�nissent aussi des copules .M;W et � sont appelées des copules .

Théorème de Sklar (1959)

Ce théorème est fondamentale dans la théorie des copules, établir par Skalar en 1959

il met la relation la loi jointe d�un couple aléatoire et ses marginales.

Théorème 2.1.1 Soit H la fonction de répartition jointe de deux variables aléatoires

X; Y et F (x) ; G (y) les fonctions de répartitions marginales . Alors il existe une copule C
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telle que : pour tout x; y 2 �R

H (x; y) = C (F (x) ; G (y)) (2.4)

Si Fet G sont continues , alors C est unique

Inversement , si C est une copule et F; G des fonctions de répartitions , alors la

fonction H dé�nie dans (2:4) est une fonction de répartition jointe dont les marginales

sont F et G:

Les copules admettent des densités de probabilités. Si la densité c associée à la copule

C existe alors, elle est dé�nie par :

c (u; v) =
@2C (u; v)

@u@v

Si la fonction de répartition conjointe H est absolement continue, en utilisant le théo-

rème de Sklar, nous pouvons exprimer la densité d�un vecteur aléatoire (X; Y ) en fonction

de la densité de sa copule et de ses fonctions de répartition marginales F et G par :

h (x; y) = c (F (x) ; G (y)) f (x) g (y)

Preuve. l�existence

H (x; y) = P (X � x; Y � y)

= 1� P (X i x ou Y i y)

= 1� (P (X i x) + P (Y i y)� P (X i x; Y i y)) ;

alors

H (x; y) = 1� (1� P (X � x))� (1� P (Y � y)) + (1� P (X � x ou Y � y))

= 1� 1 + F (x)� 1 +G (y) + 1� P (X � x ou Y � y)

= F (x) +G (y)� F (x)�G (y) + P (X � x; Y � y)

= P (X � x; Y � y)
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Pour le reste de la démonstration on a besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.1.1 Soit X une v.a de fonction de répartition F , alors

1� Si U est uniforme sur [0; 1] ; alors F�1 (U) d! F:

2� Si F est continue , alors F (X) d! U (0; 1) :

Revenant à la preuve de théorème de Sklar

H (x; y) = P (X � x; Y � y)

= P
�
F�1X (U1) � x;G�1Y (U2) � y

�
= P (U1 � F (x) ; U2 � G (y))

= C (F (x) ; G (y)) :

A partir du théorème de Sklar on peut extraire une dé�nition de copule dépendant de la

notion de variables aléatoires comme suit :

Soient F;G les fonctions de répartitions de deux variables aléatoires X et Y respecti-

vement.

Dé�nition 2.1.2 Une copule C bivariée dé�nie sur [0; 1]2est une fonction de répartition

jointe de X ,Y , et dont les marginales F et G sont uniformes sur [0; 1] .

Remarque 2.1.1 D�aprés la théorème (2:2:1) et la dé�nition (2:1:1) ; on a :

1 � u = F (x) et v = G (y) :

2� La copule C sera appelé la copule de X et Y , et notée CX;Y :

Corollaire 2.1.1 Soit H une fonction de répartition 2-dimensionnelle de fonctions de

répartitions marginales F et G. Alors la copule C associée à H en utilisant la proposition

(2:2:1) est donnée par C (u; v) = H (F�1 (u) ; G�1 (v)) pour tout u; v 2 [0; 1]2

Bornes de Fréchet-Hoe¤ding

Théorème 2.1.2 SoitH une fonction de répartition conjointe d�un couple aléatoire (X; Y )

de fonction de répartition marginales F et G . Pour toute copule bivariée C associée à H
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et 8 (u; v) 2 I2, on a :

W (u; v) = max (u+ v � 1; 0) � C (u; v) � min (u; v) =M (u; v) (2.5)

Preuve. On a

8u; v 2 I

8<: C (u; v) � C (u; 1) = v

C (u; v) � C (1; v) = v
) C (u; v) � min (u; v) =M (2.6)

De iii) de la dé�nition (2:1:1) et 8u; v 2 I , on a :

C (u; v) � C (u; 1) + C (1; v)� C (1; 1)) C (u; v) � (u+ v � 1) or

8u; v 2 I , C (u; v) � 0

) C (u; v) � max (u+ v � 1; 0) = W (u; v) (2.7)

En combinant (2:6) et (2:7) , on a :

W (u; v) � C (u; v) �M (u; v)

Les copules W et M sont appelées borne inférieure ( respectivement borne supérieure)

de Fréchet-Hoe¤ding ou copule minimale ( respectivement copule maximale) .

2.1.2 Propriétés d�une copule

1�Symétrie :

Soient X , Y deux v.a continues, de fonction de répartition jointe H et de marginales

F et G, et soit C une copule .

Dé�nition 2.1.3 On dit que X , Y sont échangeable si seulement si F = G et

C (u; v) = C (v; u) pour tout (u; v) 2 [0; 1]2 :

Si C (u; v) = C (v; u) pour tout (u; v) 2 [0; 1]2 , on dit que C est symétrique.

2�Théorème d�invariance :

Ce théorème est essentielle à la théorie des copules.
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Théorème 2.1.3 Soient deux v.a continues X , Y de marginales F et G et de copule

CX;Y : Si � et � sont deux fonctions strictement croissantes, alors

C�(X);�(Y ) = CX;Y :

La copule CX;Y est invariante par transformations strictement croissantes des variables

aléatoires.

Preuve. On peut démontrer ce théorème façilement à l�aide de lois de probabilité,

comme suit : soient F1, G1 , F2, G2 les fonctions de répartitions de X , Y , � (X) et � (Y ),

respectivrment.

Les fonctions � et � sont strictement croissantes, alors

F2 = P (� (X) � x) = P
�
X � ��1 (x)

�
= F1

�
��1 (x)

�
aussi

G2 = P (� (Y ) � y) = P
�
Y � ��1 (y)

�
= G1

�
��1 (y)

�
8x; y 2 �R;

C�(X);�(Y ) (F2 (x) ; G2 (y)) = P (� (X) � x; � (Y ) � y)

= P
�
X � ��1 (x) ; Y � ��1 (y)

�
= C�(X);�(Y )

�
F1
�
��1 (x)

�
; G1

�
��1 (y)

��
= CX;Y (F2 (x) ; G2 (y)) :

3�Ordre :

Soit C1 , C2 deux copules

Dé�nition 2.1.4

On dit que C1 est plus petite que C2 ou C2 est plus grande que C1 et on note C1 h C2
si

C1 (u; v) � C2 (u; v) pour tout (u; v) 2 [0; 1]2
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Exemple 2.1.2 La copule W = max (u+ v � 1; 0) est la plus petite copule et M =

min (u; v) est la plus grande copule .

4�Convexité et concavité :

Soit (a; b) ; (c; d) 2 [0; 1]2 et 8� 2 [0; 1] :

Dé�nition 2.1.5 Une copule C est concave (convexe) si on a :

C (�a+ (1� �) c; �b+ (1� �) d) � �C (a; b) + (1� �)C (c; d) :

5�Copule harmonique :

Soit C une copule dont les dérivées partielles de second ordre sont continues dans

[0; 1]2 :

Dé�nition 2.1.6 C est harmonique dans [0; 1]2si C satisfait l�équation de Laplace dans

[0; 1]2

O2C (u; v) = @2

@u2
C (u; v) +

@2

@v2
C (u; v) = 0: (2.8)

Exemple 2.1.3

La copule � = uv est une copule harmonique : @2

@u2
uv = 0 = @2

@v2
uv:

6�Copule homogène

Dé�nition 2.1.7 Une copule C est homogène de degré k si 9k 2 R;8u; v; � 2 I; C (�u; �v) =

�kC (u; v) :

Exemple 2.1.4

(a) La fonction � = uv est homogène de degrée 2, car (�u) (�v) = �2uv:

(b) La fonction M = min (u; v) est homogène de degréer 1 :

min (�u; �v) = �min (u; v) :
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Dérivées partielles

Les dérivées partielles de C (u; v) existent presque sûrement pour tout

u; v 2 [0; 1] 0 � @C (u; v)

@u
� 1 et 0 � @C (u; v)

@v
� 1:

2.1.3 Exemple de copules usuelles

1�Copules d�indépendance

Soient X , Y deux v.a continues, et H la fonction de répartition jointe dont les mar-

ginales sont F et G .

Dé�nition 2.1.8 Si X et Y sont indépendantes, alors la copule associée est le produit de

ses marginales comme suit

CX;Y (x; y) = F (x)G (y) :

Cette copule est harmonique (voir 2:8) et homogène de degrée 2 (voir 2:9)

Fig.2.1 : Graphique de la copule d�indépendance et son contour.

2�Copule de survie

Cette copule est très intéressante, car dans la majorité des applications on s�intéresse

à la duré de vie des individus dans une certaine population . Dans le cas univarié la
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probabilité de survie est dé�nie par :

P (X i x) = 1� F (x) ;

telle que F représente la fonction de répartition de X .

De même pour le cas bivarié , si H est la fonction de répartition jointe associée au

couple aléatoire (X; Y ), et soit CX;Y sa copule de la fonction jointe de survie est �H (x; y) =

(X i x; Y i y) et les marginales sont �F et �G , alors :

�H (x; y) = P (X � x; Y � y)

= 1� P (X � x; Y � y)

= 1� F (x)�G (y) +H (x; y)

= �F (x) + �G (y)� 1 + CX;Y
�
1� �F (x) ; 1� �G (y)

�
:

Donc la copule de survie Ĉ de X , Y est

Ĥ (x; y) = Ĉ
�
�F (x) ; �G (y)

�
= �F (x) + �G (y)� 1 + CX;Y

�
1� �F (x) ; 1� �G (y)

�
:

3�Copule Gaussienne

La copule gaussienne de deux variables aléatoires X , Y est dé�nie par :

C�� (u; v) = ��
�
��1 (u) ; ��1 (v)

�
;

telle que �� est la fonction de répartition jointe de la loi normale bivariée, de coe¢ cient

de corrélation linéaire � 2 [�1; 1] et � est la fonction de la loi normale standard, Par suite :

��
�
��1 (u) ; ��1 (v)

�
=
R ��1(u)
�1

R ��1(v)
�1

1

2�
q
1� �2X;Y

exp

 
2�X;Y st� s2 � t2

1� �2X;Y

!
dsdt:

Cette copule est paramétrée par le coe¢ cient de corrélation linéaire �:

- C�� (u; v)! W (u; v) quand �! �1 et- C�� (u; v)!M (u; v) quand �! 1:
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Fig.2.2 : Densité de la copule gaussienne pour � = 0:2 (à gauche) et � = 0:7 (à droite).

Fig.2.3 : Contour de copule guassienne.

4�Copule de Student

Dans le cas univarié, la fonction de répartition de Student est dé�nie par

tv (x) =
R x
�1

�
�
v+1
2

�
p
�v� (v + 2)

�
1 +

S2

v

�� v+1
2

ds;

telle que � est la fonction d�Euler.

Dans le cas bivarié, soit � 2 [�1; 1], alors la fonction de répartition bivariée est

t�;v (x; v) =
R x
�1
R y
�1

1

2�
p
1� �2

�
1 +

s2 + t2 � 2�st
v (1� �2)

�� v+2
2

dsdt:
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Dé�nition 2.1.9 La copule de Student est une copule paramétrique, paramétrée par le

coe¢ cient de corrélation linéaire � et de degré de liberté v. Cette copule est dé�nie par

Ct�;v (u; v) = t�;v
�
t�1v (u) ; t�1v (v)

�
=
R t�1v (u)

�1
R t�1v (v)

�1
1

2�
p
1� �2

�
1 +

s2 + t2 � 2�st
v (1� �2)

�� v+2
2

dsdt:

Sa densité est dé�nie par

ct�;v (u; v) = �
�1
2
�
�
v+2
2

�
�
�
v
2

�
�
�
v+1
2

�2
0BB@
�
1+S21+S

2
2�2�S1S2

v(1��2)

��( v�22 )
Q2
j=1

�
1 + S2j

��( v+22 )
1CCA ;

où S1 = t�1v (u) ; S2 = t
�1
v (v) :

Remarque 2.1.2 (a) La copule gaussienne et la copule de Student appartienent à la

famille de copules élliptique.

(b) Si le degré de liberté v ! 1, alors la copule de student converge vers la copule

gaussienne et dans ce cas trés di¢ cile de di¤érencier entre ces deux copules

Fig.2.4 : Densité de copule de Student pour � = 0:2 (àguache) et � = 0:5 (àdroite) et v = 5:

5�Copule archimédienne

Cette famille de copule a été nommé par Ling (1965), mais il a été reconnu par Schweizer

et Sklar (1961) dans l�étude de t-norme. Avant d�être introduit dans la �nance et aussi
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dans d�autres domaines. Mais avant de dé�nir cette famille de copules, on a besoin de

présenter quelque dé�nitions, et propriétes utiles pour dé�nir les copules archimidiennes.

Dé�nition 2.1.10 Soit ' : [0; 1] ! R�+,continue, décroissante et convexe, telle que

' (1) = 0; alors ' est dite générateur. La pseudo-inverse de ' est dé�nie par :

'�1 (u) =

8<: '�1 (u) si 0 � u � ' (0) ;

0 si ' (0) � u � +1 .
(2.9)

Remarque 2.1.3 Si ' (0) =1 , alors ' est strictement décroissante.

Dé�nition 2.1.11 Une copule est dire Archimédienne si elle d�écrir sur la forme :

CA (u; v) = '�1 (' (u) + ' (v)) : (2.10)

Propriété 2.1.1 Cette copule est

(a) Symmétrique

CA (u; v) = CA (v; u) ;8 (u; v) 2 [0; 1]2 :

(b) Associative

CA
�
CA (u; v) ; z

�
= CA

�
u;CA (v; z)

�
; 8 (u; v; z) 2 [0; 1]3 :

(c) De contour convexe

�
(u; v) 2 [0; 1]2 : ' (u) + ' (v) = ' (k)

	
; k i 0:

(d) De densité

cA (u; v) =
�'" (C (v; u) �' (u) �' (v))

( �' (C (v; u)))3
:

(e) Si c est une constante strictement positive, alors c' est un générateur de la copule

CA:
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Exemple 2.1.5 (a) Pour ' (t) = � ln (t) comme générateur et de pseudo-inverse '�1 (t) =

exp (�t) :on génére la copule C par (2:11) ;

CA (u; v) = exp (� [(� ln (u)) + (� ln (v))]) = uv = �(u; v) :

� est une copule archimédienne stricte .

(b) Soit ' (t) = 1� t pour t 2 [0; 1] : Donc '�1 (t) = 1� t pour t 2 [0; 1] et 0 pour t i

1; alors '�1 (t) = max (1� t; 0) : D�aprés (2:11)

on a :

CA (u; v) = max (u+ v � 1; 0) = W (u; v) ;

donc la copule W (u; v) est Archimédienne .

Famille des copules archimédienne

Les copules les plus utilisés de cette famille sont les copule de Gumbel ; de Clayton et

de Frank, dé�nies dans ce qui suit .

1� Copule de Gumbel

En prenant comme générateur ' (t) = (� ln (t))a avec a > 1. La fonction anisi dé�nie

satisfait à les conditions du théorème sur les copules Archimédiennes, ce qui permet générer

la copule de Gumbel en prenant :

CGuma (u; v) = exp
n
� ((� ln (u))a + (� ln (v))a)

1
a

o
:

Les cas limites suivant la valeur du paramètre sont donc :

lim
a!1

Ca = C
M :

lim
a!1

Ca = C
�:

2� Copule de Clayton

Pour ' (t) = a
�
t�

1
a � 1

�
avec a > 0. Nous obtenons ainsi la copule de Clayton

CClaa (u; v) =
n
u�

1
a + v�

1
a � 1

o�a
:
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Les cas limites suivant la valeur du paramètre sont donc :

lim
a!�1

Ca = C
W :

lim
a!0

Ca = C
�:

3� Copule de Frank

Si ' (t) = � ln
�
e�at�1
ea�1

�
avec a 6= 0: On obtient ainsi la copule de Frank qui est donc

dé�nie comme suit :

CFra (u; v) = �1
a
ln

�
1 +

(e�au � 1) (e�av � 1)
e�a � 1

�
:

Et de densité

cFr (u; v) =
(a� 1) ln au+v

(a� 1 + (au � 1) (av � 1))2
:

Les cas limites sont donc les suivants :

lim
a!�1

Ca = C
W :

lim
a!0

Ca = C
�:

lim
a!1

Ca = C
M :

On présente dans le graphique suivant les densités des copules archimédiennes et leurs

contours.
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Fig:2:5 : Densités de copules Frank(A) pour a = 2,Clayton(B) pour a = 3 et Gumbel(C) pour a = 1:5:

Fig.2.6 : Contours de copules Frank (A), Clayton (B) et Gumbel (C).

6�Copule de valeurs extrêmes

Avant de citer les copules de valeurs extrêmes , on va d�abords présenté les lois de ces

variables aléatoires. Pour cela, considérons X1; :::::; Xn une suite de variables aléatoires

i.i.d. Soit Mn = max (X1; :::::; Xn)

Théorème 2.1.4 (Fisher-Tippet, 1928)

S�il existe deux suite cn i 0 et dn 2 R; telle que Mn�dn
cn

converge en distribution, alors :

lim
n!1

P

�
Mn � dn
cn

� x
�
= G� (x) ; au Mn = max (X1; :::::; Xn) :

G� (x) prend une des trois lois suivantes :

Fréchet �� (x) =

8<: 0; x � 0

exp f�x��g ; x � 0
� � 0:

Weibull 	� (x) =

8<: exp f� (x)�g ; x � 0

1; x � 0
� � 0:

Gumbel � (x) = exp f�e�xg ; x 2 R:

Exemple 2.1.6 (Loi uniforme )

Soit X1; ::::; Xn une suite de variables aléatoires uniformes sur [0; �] telle que � i 0:

Lemme 2.1.1 La statistique
�
n
�
Mn

�
� 1
��
n�1 converge en loi vers la variable aléatoire de

Weibull, telle que � = 1
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Démonstration

On pose G (x) = P
�
n
�
Mn

�
� 1
�
� x

�
et FXn = P (max (Xi) � x) = (F (x))n =

�
x
�

�n
car la fonction de répartition de la loi uniforme F (x) = x

�
; alors

Gn (x) = P

�
n

�
Mn

�
� 1
�
� x

�
= P

�
Mn

�
� x

n
+ 1

�
= P

�
Mn � �

�x
n
+ 1
��

= FMn

�
�
�x
n
+ 1
��

=
�
1 +

x

n

�n
G (x) = lim

n!1
Gn (x) = lim

n!1

�
1 +

x

n

�n
= ex:

Donc G (x) = exp (x) a une loi de Weibull.

Soit (X1;Y1) ; ::::; (Xn;Yn)n couples aléatoires i.i.d d�une copule commune C, et C(n) la

copule associée à X(n) = max (Xi) et Y(n) = max (Yi) ; i = 1; :::; n: Alors

C(n) (u; v) = C
n
�
u
1
n ; v

1
n

�
; 0 � u; v � 1:

Démonstration

H(n) (x; y) = P (max (Xi) � x;max (Yi) � y)

= P (X1 � x;X2 � x; :::; Xn � x et Y1 � y; Y2 � y; :::; Yn � y)

= (H (x; y))n

= C (F (x) ; G (y))n

= Cn
��
F(n) (x)

� 1
n ;
�
G(n) (y)

� 1
n

�
:

La limite de la suite
�
C(n)

	
nous donne la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.1.12 Une copule C� est copule de valeurs extrêmes bivariées s�il existe une
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copule C, telle que

C� (u; v) = lim
n!1

Cn
�
u
1
n ; v

1
n

�
:

Loi de valeurs extrêmes bivariées

Soit (X1; Y1) ; ::::; (Xn; Yn)n copules aléatoires i.i.d de distribution commune H. Alors

il existe des an,cn i 0 et bn,dn 2 R telles que

lim
n!1

P

�
MX;n � bn

an
� x ; MY;n � dn

cn

�
= G� (x; y) ;

Avec G est une distribution non dégénérée si et seulement si les lois marginales de G

sont des lois de valeurs extrêmes univariées :

Théorème 2.1.5 Pour toute copule de valeurs extrêmes bivariées C�il existe une fonction

convexe A dé�nie de [0; 1] dans
�
1
2
; 1
�
;telle que

C� (u; v) = exp

��
� ln (u) + ln (v)A

�
lnu

ln (u) + ln (v)

���
:

De plus A véri�e

max (t; 1� t) h A (t) h t; 8t 2 [0; 1] :

Le générateur A est dite générateur ou fonction de dépendance de Pickands:

Caractèrisation des domainnes d�attraction

Nous allons donner des conditions sur la fonction de répartition F pour qu�elle appar-

tienne à l�un des trois domaines d�attractions. Dans la suite, on note xF = sup fx j F (x) h 1g

le point terminal de F et F (y) = inf fx 2 R j F fxg � yg l�inverse généralisée de F

Domaine d�attraction de Fréchet

Théorème 2.1.6 F appartient au domaine d�attraction de Fréchet avec un indice de va-

leur extrême � i 0 si et seulement si xF = +1 et 1 � F est une fonction à variations
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réguliéres d�indice �1
�
: Dans ce cas, un choix possiple pour les suites an et bn est :

an = F
 
�
1� 1

n

�
et bn = 0: (2.11)

Remarque 2.1.4 On déduit du théorème (2:1:6) que F appartient au domaine d�attrac-

tion de Fréchet avec un indice de valeur extrême � i 0 si et seulement si xF = +1 et

1� F (x) = x�
1
� l (x) ; ou l est une fonction à variations lentes.

Domaine d�attraction de Weibull

Théorème 2.1.7 F appartient au domaine d�attraction de Weibull avec un indice de

valeur extrême � h 0 si et seulement si xF � +1 et 1� F � est une fonction à variations

réguliéres d�indice 1
�
avec

F � (x) =

8<: 0 si x � 0

F (xF � x�1) si x i 0.

Dans ce cas, un des choix possible pour les suites an et bn est :

an = xF � F 
�
1� 1

n

�
et bn = xF : (2.12)

Remarque 2.1.5 On déduit du théorème (2:1:7) que F appartient au domaine d�attrac-

tion de Weibull avec un indice de valeur extrême � h 0 si et seulement si xF � +1 et

1� F (x) = (xF � x)�
1
� l
�
(xF � x)�1

�
:

Domaine d�attraction de Gumbel

Rappelons tout d�abord la dé�nition d�une fonction de Von-Mises.

Dé�nition 2.1.13 Soit F une fonction de rèpartition de point terminal xF �ni ou in�ni.

S�il existe z h xF tel que

1� xF = c exp
�
�
Z x

z

1

a (t)
dt

�
; z h x h xF ; (2.13)

ou c i 0 et a est une fonction positive absolument continue de densité á véri�ant

limx"xF �a (x) = 0; alors F est une fonction de Von-Mises et �a est sa fonction auxiliaire.
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Théorème 2.1.8 F appartient au domaine d�attraction de Gumbel si et seulement si il

existe une fonction de Von-Mises F � telle que pour z h x h xF on ait :

1� F (x) = c (x) [1� F � (x)] = c (x) exp
�
�
Z x

z

1

a (t)
dt

�
; (2.14)

ou c (x)! c i 0 lorsque x! xF :

Famille paramétriques des copules de valeurs extrêmes

Il existe essentiellement deux grandes familles de modéle paramétrique usuels de co-

pules de valeurs extrêmes bivariées : le modéle mixte ou de Tawn (1988) et le modéle

logistique ou de Gumbel (1960). Les autres modèles proviennent généralement d�une ex-

tension symétrique de ces modèles. Les modèles Galambos et Husler-Reiss et le modéle

Marchal-Olkin , cette copule dépend de deux paramétres.

Les copules des di¤érentes familles sont présentés dans le tableau suivant :

famille C�� A� (t)

Indépendance uv A (t)

Gumbel1 exp
n
�
�
~u� + ln ~v�

� 1
�

o
; � � 1

�
t� +

�
1� t�

�� 1
�

Gumbel2 uv exp
�
� ~u ~v
~u+~v

	
; � � 0 t2 � �t+ 1

Galambos uv exp
n
�
�
~u�� + ~v��

� 1
�

o
1�

�
t� +

�
1� t��

�� 1
�

Husler-Reiss exp

�
�~v�[ 1�+

1
2
� log( ~v~u)]�

~u�[ 1� ]+
1
2
� log( ~u~v )

�
; � � 0 t�

8<:
�
1
�
+ 1

2
� log

�
t
1�t
��
+

t�
�
1
�
+ 1

2
� log

�
t
1�t
��

Marchal-Olkin u1��v1��min
�
u�; v�

�
= fuv1�� si u��v�

u1��v si u��v�

8<: max f1� �t; 1� � (1� t)g ;

� � �; � � 0

Tawn uv exp

�
�(1��)+(���)~u

[(�)~u]+[�~v]
1
�

� �
(1��)+(1��)t+
[(�t)�+(�(1�t)�)]

�

TAB:1 : Quelque copules de valeurs extrêmes

Avec ~u = � lnu; ~v = � ln v et � est la fonction de répartition de la loi normale centrée

réduite.
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Remarque 2.1.6 La copule de Gumble est la seule copule qui appartient à la famille de

copules archimédiennes et à la famille de copules de valeurs extrêmes.

31



Chapitre 3

Estimation

Soit X une variable aléatoire dont la densité de probabilité f (x; �) dépend d�un para-

métre � appartenant à Rk; au vu d�un échantillon de X il s�agit de déterminer au mieux

la valeur �0 de �:

Pour cela il existe deux types de l�estimations :

3.1 Estimation ponctuelle

Dé�nition 3.1.1 L�estimation est dite ponctuelle si on estimè un paramètre de la popu-

lation avec un seul nombre.

� La statistique T est fonction dé�nie par :

(X1; ::::::::; Xn) : T = '(X1; ::::::; Xn) (3.1)

Exemple 3.1.1 : Xn =
1
n

nX
i=1

Xi X(n) = max(X1; ::::; Xn) X(1) = min(X1; :::::; Xn)

3.1.1 Estimateur

On appelle estimateur l�application T : L! D telle que (X1; ::::; Xn)! T (X1; ::::; Xn):

Exemple 3.1.2 T = 1
n

nX
i=1

Xi est un estimateur de l�espérance mathématique de X:

Proprietés d�un estimateur .
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Estimateur biaisé

Si T est un estimateur de �, on appelle biais de T pour la valeur � la valeur :

b (T ) = E[T ]� �; E[T ] 6= � (3.2)

Exemple 3.1.3 S2n =
1
n

Pn
i=1

�
Xi � �X

�2
est un estimateur biaisé de �2de biais

�
� 1
n
�2
�
:

�Xn =
1
n

Pn
i=1Xi est un estimateur ponctuelle sans biais de m ;

et

T = ½S
2

n =
1

n

nX
i=1

(Xi �m)2 (3.3)

est un estimateur sans biais de �2:

Estimateur asymptotiquement sans biais

Un estimateur Tn est dit asymptotiquement sans biais si le biais diminue quand la

taille de l�échantillon augmente limn!1E [Tn] = �:

Exemple 3.1.4 S2n =
1
n

Pn
i=1

�
Xi � �X

�2
est un estimateur asymptotiquement sans biais

de �2

Estimateur convergent

L�estimateur Tn est convergent en probabilité si pour tout " i 0 �xé la quantité :

P (kTn � �k i ") tend vers 0 quand n tend vers 1 .

Pour tout � de � , Tn
P! � , 8" i 0 P� (j Tn � � j h ") !

n!1
1:

Proposition 3.1.1 Un estimateur Tn de � asymptotiquement sans biais et dont la va-

riance tend vers 0 est convergent

Théorème 3.1.1 Un estimateur Tn dont l�espérance mathématique tend vers 0 et la va-

riance tend vers 0 est convergent pour � ceci résulte de la conséquence de convergence en

probabilité.

Ainsi �Xn, S2n mais aussi �S
2
n sont des estimateur convergents de E [X] et V ar (X)

Remarque 3.1.1 Pour qu�un estimateur Tn de � asymptotiquement sans biais soit convergent

il faut et implique :

V ar (Tn)n!1 ! 0 (3.4)

33



Estimateur exhaustif

On dit que Tn est un estimateur exhaustif pour � 2 � � Rk si la loi conditionnelle de

(X1; :::::; Xn) sachant Tn ne dépend pas de �:

Estimateur e¢ cace

Théorème 3.1.2 (Inégalité de Gramer-Rao au de Fréchet) Soit T un estimateur

sans biais pour � de dimension 1: Sous certaines conditions de regularité on a nécessaire-

ment pour tout� 2 � : V� (T ) � 1
nI(�)

ou I (�) est l�information de Fisher, qui vaut :

I (�) = E

"�
@

@�
ln f (x; �)

�2#
: (3.5)

S�éstimateur sans biais pour � atteint la borne de Gramer-Rao , on dit qu�il est e¢ cace

.

Exemple 3.1.5 Soit X  N (m;�) et soit l�échantillon i.i.d (X1; ::::; Xn) de même loi

que X on a :

In (m) =
n

�2

et

V ar
�
�Xn

�
=
�2

n
; g (m) = m

d�ou :

V ar
�
�Xn

�
=
�2

n
=
1
n
�2

=
�g2 (m)

In (m)

�Xn est un estimateur e¢ cace de m

3.1.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Nous présenterons la méthode d�estimation du maximum de vraisemblance et qui relève

de l�approche classique, ansi que quelques exemples il la stratifs

Dé�nition 3.1.2 Soit le modèle statistique (X;P�) et f(x; �) la densité de P� relativement

à la mesure dominante �. Considérons un échantillon aléatoire (X1; :::; Xn) de (X;P�). On
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appelle vraisemblance la fonction :

Ln (�) = f(X1; :::; Xn; �): (3.6)

Si les variables Xj; j = 1; :::; n sur i.i.d, on a :

f(X1; :::; Xn; �) =

nY
j=1

f(Xj; �): (3.7)

Dé�nition 3.1.3 Soit Ln(�) la vraisemblance au point � 2 �: On appelle estimateur du

Maximum de Vraisemblance (EMV) la statistique �̂n = � (X1; :::; Xn) telle que

Ln

�
�̂n

�
� Ln (�)8� 2 � p:s: (3.8)

Quelques exemples

� Calcul de l�EMV du paramètre d�une loi de Poisson de paramètre �

Soient X1; :::; Xn � P (�). On a

Ln (�) = e
�n��

Pn
j=1Xj

nY
j=1

1

Xj!
:

ln (�) = �n�+
nX
j=1

Xj log �+ c:

@ln

�
�̂n

�
@�

= �n+
Pn

j=1Xj

�̂n
= 0() �̂n = �Xn:

et
@2Ln

�
�̂n

�
@2�

= �
Pn

j=1Xj

�̂2n
h0: (3.9)

Donc, �̂n = �Xn (la moyenne empirique) est l�EMV dans le cas d�un modèle de Poisson.
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3.2 Estimation par intervalle de con�ance

Soit � un paramètre de la population on veut déterminer un intervalle [a; b] recouvrant

la vraie valeur de �. Fournir un tel intervalle s�appelle une estimation par intervalle de

con�ance de �:

Dé�nition 3.2.1 Soit � 2 [0; 1] on appelle intervalle de con�ance pour le paramétre � ;

de niveau de con�ance 1� � la famille des ensembles C� (�) telle que :

P (� 2 C� (�)) = 1� �:

3.2.1 Estimation de la moyenne d�une loi normale

Nous considérons une variable X de loi N(�; �2), donc de loi normale de moyenne �

et de variance �2: Nous cherchons à estimer � à l�aide d�un échantillon (X1; :::; Xn) de

variables aléatoires indépendantes toutes de loi N(�; �2).

Le premier cas est celui ou � est connue. L�intervalle de con�ance qu�on choisit, alors

est �
�Xn � z1���2

�p
n
; �Xn + z1���2

�p
n

�
(3.10)

ou z1���2 est le quantile d�ordre 1� ��2 de la loi Normale N(0; 1).

Lorsque � n�est pas connu, on considère

�
�Xn � t1���2

Snp
n
; �Xn + t1���2

Snp
n

�
: (3.11)

ou t1���2 est le quantile d�ordre 1���2 de la loi de Student à n�1 degrés de liberté.

3.2.2 Estimation de la variance d�une loi normale

Soient X v N(m;�2) et X1; :::; Xn n variables i.i.d selon la loi de X.

1- Cas m est connue
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Soit ½S2n =
1
n

Pn
i=1 (Xi �m)2 : On a

n
½S
2

n

�2
� �2 (n) :

D�où

P

 
�2�1

2
� n

½S
2

n

�2
� �21��2

2

!
= 1� �:

ou �2�1est le fractile d�ordre �1 de la loi �
2 (n) ; et �21��2 est le fractile d�ordre 1 � �2

de la loi �2 (n) :

L�intervalle de con�ance pour la variance d�une loi normale s�écrit donc au niveau 1��

sous la forme suivante

IC
�
�2
�
=

"
n
½S
2

n

�2
1��2

2

; n
½S
2

n

�2�1
2

#
: (3.12)

Remarque 3.2.1 Cet intervalle n�est pas centré car la loi du khi-deux n�est pas symé-

trique.

2- Cas où m est inconnue

On considère la variance empirique �S2n =
1
n�1

Pn
i=1

�
Xi � �Xn

�2
:On sait que

(n� 1) �S2n
�2

� �2 (n� 1) :

On a donc

P

 
�2�1

2
� (n� 1)

�S2n
�2
� �21��2

2

!
= 1� �:

ou �2�1 est le fractile d�ordre �1 de la loi �
2 (n� 1) ; et �21��2 est le fractile d�ordre

1� �2 de la loi �2 (n� 1) :

L�intervalle de con�ance pour la variance d�une loi normale s�écrit donc au niveau 1��

sous la forme suivante:I

C
�
�2
�
=

"
(n� 1)

�S2n
�2
1��2

2

; (n� 1)
�S2n
�2�1

2

#
(3.13)
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Chapitre 4

Estimation de copules

L�estimation en statistique est une opération qui permet de calculer la valeur in-

connue d�un paramètre � du modéle statistique(
; P ) à partir d�un échantillion observé

(X1; ::::; Xn), on prend comme exemple la loi normale de paramètres � et �2 (N (�; �2)) ;

telle que l�estimateur de � est la moyenne �Xn =
1
n

Pn
i=1Xi et l�estimateur de �2 est

la variance S2n =
1
n

Pn
i=1

�
Xi � �Xn

�2
: Il existe beaucoup de méthodes d�estimation telle

que la méthode du maximum de vraisemblance (méthode classique), la méthode des mo-

ments...etc, et comme les copules sont des fonctions de répartition paramètriques comme

on a vu dans le deuxième chapitre, alors on a besoin d�estimer ces paramètres. Dans qua-

trième chapitre, on va expliquer les méthodes d�estimation des paramètres d�une copule,

mais avont on donne la notion de copule empirique et la mesure d�association .

4.1 Fonction de répartition empirique

Soit (X1; ::::; Xn) un échantillon de taille n de loi F . La fonction de répartition empi-

rique est donc dé�nie par :

Fn (x) =
1

n

nX
i=1

{(Xi�x) (4.1)

Cet estimateur conduit à un estimateur non paramétrique naturel d�une copule.

Propriétés asymptotiques
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- Fn est un estimateur sans biais

E (Fn (x)) = F (x) :

- Par la loi forte des grands nombres

Fn(x)!p;s F (x):

- Fn est asymptotiquement normale de variance F (x)(1� F (x))

p
n(Fn(x)� F (x))! N(0; F (x)(1� F (x))):

- Fn est un estimateur uniformément consistant de F , c�est-à-dire

kFn � Fk1 !p;s 0:

4.2 Copule empirique

La copule empirique a été introduite et d�abord étudié par Deheuvels (1979)[9], qui

l�appelé fonction de dépendance empirique.

Dans le cas bivarié, nous donnons une dé�nition.

4.2.1 Cas bivarié

Dé�nition 4.2.1 Soit f(xk; yk)gnk=1un échantillon de taille n d�un copule de variables aléa-

toires. La copule empirique est la fonction Ĉ dé�nie par

Ĉ

�
i

n
;
j

n

�
=
Nombre des paires (x; y) dans l�échantillon tels que x � x(i) et y � y(j)

n
;

ou x(i) et y(j) représentent les statistiques d�ordre associées à l�échantillon.
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La fonction densité empirique de la copule C notée ĉ est donnée par :

ĉ

�
i

n
;
j

n

�
=

8<: 1
n
si
�
x(i); y(j)

�
est un élément de l�échantillon ;

0 si non.

Elle est parfois appelée «fréquence empirique de la copule» ; il existe une relation entre

Ĉ et ĉ donnée par :

Ĉ

�
i

n
;
j

n

�
=

iX
p=1

jX
q=

ĉn

�p
n
;
q

n

�
;

et

ĉ

�
i

n
;
j

n

�
= Ĉ

�
i

n
;
j

n

�
� Ĉ

�
i� 1
n
;
j

n

�
� Ĉ

�
i

n
;
j � 1
n

�
+ Ĉ

�
i� 1
n
;
j � 1
n

�
:

Beaucoup d�autres mesures de dépendance sont connues et utilisées telles que les me-

sures de concordance le tau de kendall, le de rho de Spearman dites aussi mesures d�asso-

ciation et veri�ant certaines conditions.

4.3 Mesure d�association

Concordance et discordance

Soient (xi ; yi) et (xj ; yj) deux observations d�un couple de variables aléatoires (X ; Y )

pour i 2 f1; :::; ng et j 2 f1; :::; ng :

Dé�nition 4.3.1 On dit que (xi ; yi)et (xj ; yj) sont concordantes si et seulement si

(xi � xj)(yi � yj) i 0, (xi h xj et yi h yj)ou (xi i xj et yi i yj)

Dé�nition 4.3.2 On dit que (xi ; yi)et (xj ; yj) sont disconcordantes si et seulement si

(xi � xj)(yi � yj) h 0, (xi h xj et yi i yj)ou (xi i xj et yi h yj)

Exemple 4.3.1 Soit un échantillon de taille n = 4 de données bivariées f(xi; yi)g4i=1. Les
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observations xi et yi présentés dans le tableau suivant

xi 2 �6 �5 4

yi 1 2 3 4

A partir de cet échantillion nous donnons les paires concordantes et discordantes :

(xi � xj)(yi � yj) i 0 (x1 � x4)(y1 � y4) (x2 � x4)(y2 � y4) (x3 � x4)(y3 � y4)

(xi � xj)(yi � yj) h 0 (x1 � x2)(y1 � y2) (x1 � x3)(y1 � y3) (x2 � x3)(y2 � y3)

Mesure de concordance

Dé�nition 4.3.3 Une mesure numérique d�association k entre deux variables aléatoires

continues X et Y dont la copule C est une mesure de concordance si elle satisfait les

propriétés suivantes :

1� k est dé�ni pour chaque couple (X; Y ) des variables aléatoires continues ;

2 � �1 � kX;Y � 1; kX;X = 1;et kX;�X = �1 ;

3 � kX;Y = kY;X ;

4� Si X et Y sont indépendants, alors kX;Y = k� = 0 ;

5� k�X;Y = kX;�Y = �kX;Y ;

6� Si C1 et C2 sont copules telles que C1 � C2, puis KC1 � KC2 ;

7� Si f(Xn; Yn)g est une suite de variables aléatoires continues de copule Cn, et que Cn
converge simplement vers C, puis limn!1kCn = kC :

Théorème 4.3.1 Soit (X1; Y1) et (X2; Y2) sont des vecteurs indépendants de variables

aléatoires continues de fonctions de répartitions jointe H1 et H2 respectivement, avec F

et G les marginales associées à X1; X2 et Y1; Y2 respectivement. On note par C1et C2 les

copules associées à H1et H2 de sorte que :

H1(x; y) = C1(F (x); G(y)) et H2(x; y) = C2(F (x); G(y)):

On note par Q la di¤érence entre les probabilités de mesure de concordance et de
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discordance des (X1; Y1) et (X2; Y2), c�est-à-dire :

Q = P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0]� P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) < 0]; (4.2)

alors

Q = Q(C1; C2) = 4

ZZ
I2

C2(u; v)dC1(u; v)� 1: (4.3)

Preuve. Puisque toute les variables aléatoires sont continus, alors

P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) < 0] = 1� P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) � 0];

et donc de (4:2) on a :

Q = 2P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0]� 1:

or

P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0] = P [X1 > X2; Y1 > Y 2] + P [X1 < X2; Y1 < Y2];

par l�intégration sur la distribution des vecteurs (X1; Y1) et (X2; Y2)

P [X1 > X2; Y1 > Y 2] = P [X2 h X1; Y2 h Y1] ;

=

ZZ
R2

P [X2 h x; Y2 h y] dC1 (F (x) ; G (y)) ;

=

ZZ
R2

C2 (F (x) ; G (y)) dC1 (F (x) ; G (y)) ;

Si on pose u = F (x) et v = G(y); on obtient :

P [X1 > X2; Y1 > Y 2] =

ZZ
I2

C2 (u; v) dC1 (u; v) :
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De la même façon,

P [X1 h X2; Y1 h Y 2] =

ZZ
R2

P [X2 i x; Y2 i y] dC1 (F (x) ; G (y)) ;

=

ZZ
R2

[1� F (x)�G (y) + C2 (F (x) ; G (y))] dC1 (F (x) ; G (y)) ;

=

ZZ
I2

[1� u� v + C2 (u; v)] dC1 (u; v) ;

où (U; V ) sont des variables aléatoires uniformes (0; 1), E(U) = E(V ) = 1
2
, et donc :

P [X1 h X2; Y1 h Y 2] = 1�
1

2
� 1
2
+

ZZ
I2

C2 (u; v) dC1 (u; v) ;

ainsi

P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0] = 2
ZZ
I2

C2 (u; v) dC1 (u; v) :

D�aprés le théorème (4:3:1) ;on déduit

Q = Q(C1; C2) = 4

ZZ
I2

C2(u; v)dC1(u; v)� 1:

Corollaire 4.3.1 Soient C1; C2 deux copules, et Q une mesure de concordance et discor-

dance dé�nie par (4:3:1) ; et possédant les propriétés suivantes :

1 �Q est symétrique :

Q(C1; C2) = Q(C2; C1):

2� Q est nondécroissante dans chaque argument :

si C1 h �C1et C2 h �C2 pour tous (u; v) 2 I2;Alors Q(C1; C2) � Q( �C1; �C2):

3� On peut remplacer la copule C par la copule de survie �C dans Q,

Q(C1; C2) = Q( �C1; �C2):

43



Exemple 4.3.2 La fonction Q est mesuré pour les copules M;W et �:

Le support de M est la diagonale u = v dans I2: Si g est une fonction intégrable dont

le domaine I2; telle que

ZZ
I2

g(u; v)dM(u; v) =

1Z
0

g(u; u)du:

Par conséquent nous avons

- Q (M;M) = 4
ZZ
I2

min(u; v)dM(u; v)� 1 = 4
1Z
0

udu� 1 = 1

- Q (M;�) = 4
ZZ
I2

uv dM(u; v)� 1 = 4
1Z
0

u2du� 1 = 1
3
; et Q (M;W ) = 4

ZZ
I2

max(u+

v � 1; 0)dM(u; v)� 1 = 4
1Z

1
2

(2u� 1) du� 1 = 0:

De la même façon, car le support de West la diagonale v = 1� u, nous avons

ZZ
I2

g(u; v)dW (u; v) =

1Z
0

g(u; 1� u)du;

et donc - Q (M;�) = 4
ZZ
I2

uv dW (u; v)�1 = 4
1Z
0

u (1� u) du�1 = �1
3
et Q (M;W ) =

4

ZZ
I2

max(u+ v � 1; 0)dW (u; v)� 1 = 4
1Z
0

0du� 1 = �1:

En�n, puisque d �(u; v) = dudv;alors

Q (�;�) = 4

ZZ
I2

uvd �(u; v)� 1 = 4
1Z
0

1Z
0

uvdudv � 1 = 0:

Remarque 4.3.1 Dans l�exemple ci-dessus, soit C une copule arbitraire, nous avons tou-
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jours

Q (C;M) 2 [0; 1] ; Q (C;W ) 2 [�1; 0] et Q (C;�) 2
�
�1
3
;
1

3

�
:

Tau de Kendall

Soit (X1; Y1) et (X2; Y2) de vecteurs aléatoires continues, indépendants et identiquement

distribués de fonction de répartition jointes H. Le tau de Kendall du vecteur aléatoire

(X;Y ) est dé�ni par

�(X;Y ) = P f(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0g � P f(X1 �X2)(Y1 � Y2) < 0g : (4.4)

On peut dé�nir le tau de Kendall en fonction d�une copule C, utilisant la fonction Q

dé�nie dans (4:3) :Le théorème suivant représente la relation entre le tau de Kendall et les

copules.

Théorème 4.3.2 Soient X;Y deux variables aléatoires continues dont la copule est C.

Le tau de Kendall de X et Y est dé�ni par

�
(X;Y )

= Q(C;C) = 4

Z
I2

C(u; v)dC(u; v)� 1; (4.5)

car les variables aléatoires U = F (x) et V = G(y) sont des variables aléatoires uni-

formes, alors l�équation (4:5) devient

�(X;Y ) = 4E(C(U ;V ))� 1:

Exemple 4.3.3 Nous présentons dans le tableau suivant quelques copules et le tau de

kendall correspondant :

Copule Tau de Kendall

Normale 2��1 arcsin(�)

Gumbel (��1)
�

Frank 1�4
�
+ 4Dk(�)

�

Clayton �
(�+2)
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telle que Dk (�) =

�Z
0

x
�
� (ex � 1) dx est la fonction de Debye.

Tau de Kendall empirique (estimateur de tau de Kendall)

Soit un echantillon de taille n de donnés bivariées f(xk; yk)gnk=1. Dé�nissons les nombres

c et d comme étant respectivement le nombre de paires concordantes et discordantes dans

cet échantillon. On dé�nit la version empirique du tau de Kendall par

�n =
c� d
c+ d

=
c� d
Cn2

; avec Cn2 =
n!

2! (n� 2)! : (4.6)

Exemple 4.3.4 En reprevant l�exemple (4:3:1) on trouve que �n = 3�3
3+3

= 0
C42
= 0:

Une autre mesure d�association basée sur les mesures de concordances et discordance,

est connue sous le non du rho de Spearman :

Rho de Spearman

Soient (X1; Y1); (X2; Y2) et (X3; Y3) des coples indépendants du vecteur aléatoire (X; Y ).

Le rho de Spearman, noté �(X;Y ), est dé�ni par

�(X;Y ) = 3 (P f(X1 �X2)(Y1 � Y3) > 0g � P f(X1 �X2)(Y1 � Y3)g) < 0: (4.7)

Comme le tau de Kendall, nous pouvons dé�nir le rho de Spearman en fonction d�une

copule C grâce au théorème suivant :

Théorème 4.3.3 Soient X; Y deux variables aléatoires continues dont la copule est C.

Le rho de Spearman de X et Y est donnée par

�(X;Y ) = 3Q(C; �);

= 12

Z
I2

uv dC(u; v)� 3;

= 12

Z
I2

C(u; v)dudv � 3;
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Car les variables U; V sont uniformes d�espérance E(U) = E(V ) = 1
2
; et de variance

var(U) = var(V ) = 1
12
; alors �(X;Y ) peut s�écrire

�(X;Y ) =
E(UV )� E(U)E(V )q
var(U)

p
var(V )

: (4.8)

Démonstration

On sait que
Z
I2

uv dC(u; v) représente l�espérance de (UV ), alors

�(X;Y ) = 12

Z
I2

uv dC(u; v)� 3

= 12E(UV )� 3

= E(UV )�1=4
1=12

= E(UV )�E(U)E(V )q
var(U)

p
var(V )

Remarque 4.3.2 Puisque le rho de Sparman est dé�ni en fonction d�une copule paramè-

trique C nous notons �(X;Y ) par ��:

Exemple 4.3.5 1� Soit C� une copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern, de paramètre � 2

[�1; 1], alors

C�(u; v) = uv + �uv (1� u) (1� v) ;

donc Z
I2

C�(u; v)dudv =
1

4
+
�

36
;

le rho de Spearman est

�� =
�

3

2� Soit C�;� la copule de Marchall Olkin, de paramètres 0 h � et � h 1dé�nie par

C�;� =

8<: u1��v et u� � v�

uv1�� et u� � v�
;
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donc Z
I2

C�;�(u; v)dudv =
1

2

�
�+ �

2�� �� + 2�

�
;

et le rho de Spearman est alors égale à :

�
�;�
=

3��

2�� �� + 2� :

3� Si (X; Y ) est un couple de variables aléatoires gaussienne de corrélation r; alors

�r =
6

�
arcsin

�r
2

�
:

Rho de Spearman empirique (estimateur du Rho de Spearman)

Soit un échantillon de taille n de données bivariées f(xi; yi)gni=1 : la version empirique

du rho de Spearman est dé�nie par :

�n =
12

n (n2 � 1)

nX
i=1

RiSi � 3
�
n+ 1

n� 1

�
; (4.9)

telle que, Ri est le rang de Xi parmi les X1; ::::; Xn et Si est le rang de Yi parmi les

Y1; :::::; Yn:

Exemple 4.3.6 On calcule �n à partir de l�exemple (4:3:1) :

Ri 3 1 2 4

Si 1 2 3 4

donc : �n = 12
4(16�1)

nX
i=1

RiSi � 3
�
5
3

�
= 0:2:

Mesure de dépendance

Dé�nition 4.3.4 Une mesure numerique d�association � entre deux variables aléatoires

continues X; Y dont la copule est C est une mesure de dépendance si et seulement si elle

satisfait les propriétés qui suivent (on la note �X;Y )
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1� �X;Y est dé�nie pour chaque couple (X; Y ) de variables aléatoires continues.

2 � 0 � �X;Y � 1:

3� �X;Y = �Y;X :

4� �X;Y = 0 si et seulement si X et Y sont indépendantes.

5� �X;Y = 1 si et seulement si chacun de X; Y est une fonction strictement monotone

de l�autre, prèsque sûrment.

6� Si � (X) et � (Y ) sont des fonctions strictement monotones prèsque sûrment, alors

��(X);�(Y ) = �X;Y :

7� Si (Xn; Yn) est une suite de variables aléatoires continues de copule Cn, convergent

vers C, alors

lim
n!1

�Xn;Yn = �X;Y :

Exemple de mesure de dépendance

Mesure de Schweizer et Wol¤s : Le rho de Spearman de deux v.a continue X;Y

est dé�nie par

�(X;Y ) = 12

Z
I2

(C(u; v)� uv)dudv;

cet intégral représente le volume entre la copule C est la copule produit �. Si on

change la di¤érence (C(u; v)� uv) par jC(u; v)� uvj ; alors on obtient une mesure basée

sur la distance L1 entre le graphique de C et �; cette distance représente la mesure � de

Schweizer et Wol¤s, qui est dé�nie par

�C = �X;Y = 12

Z
I2

j(C(u; v)� uv)j dudv: (4.10)

Théorème 4.3.4 Soit X; Y deux v.a continues d�une copule C. Alors la quantité �C dé-

�nie dans (4:10) est une mesure de dépendance.

Schweizer et Wol¤s (1981) assure que toute distances entre les surfaces z = C(u; v) et

z = uv représentent une mesure nonparamètrique de dépendance,81 � p � 1; la distance
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Lp entre C et � est dé�nie par :

Lp =

0@kpZ
I2

j(C(u; v)� uv)jP dudv

1A 1
P

; (4.11)

telle que kp est une constante choisis de sorte que la quantité dans (4:11) :Soit égale à

1 lorsque la copule C est égale à M ou W .

A partir la de quantité dans (4:11) on dé�nit les mesures de dépendances suivantes

Mesure �X;Y : Si p = 2, alors nous avons :

�X;Y = �C =

0@90Z
I2

j(C(u; v)� uv)j2 dudv

1A 1
2

;

telle que le carré de cette derniére c�est-à-dire �2X;Y représente l�indice de dépendance

entre les variables X et Y .

Mesure �X;Y : Pour p = 1 nous avons

�X;Y = �C = 4 sup
u;v2I

j(C(u; v)� uv)j :

Remarque 4.3.3 D�après les dé�nitions de mesures de dépendance �C ; �C et �C on

trouve que ces derniéres sont basées sur le coe¢ cient du rho de Spearman. Il existe d�autres

mesures de dépendance basées sur un autre coe¢ cient telle que le coe¢ cient de Gini (voir

Nelsen, 2006, p.211 [6]).

Dépendance de queue

La dépendance de queue est une mesure locale, car elle mesure la dépendance au niveau

des queues de distribution. Il existe deux coe¢ cients de dépendance de queues, dé�nies

comme suit :

Dé�nition 4.3.5 Soit X; Y deux v.a continues de fonctions de répartition respectives F

et G.
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Le coe¢ cient de dépendance inférieure (lower tail dependence coe¢ cient) �L est dé�nie

par

�L (X; Y ) = lim
�!0+

P
�
X � F�1 (�)�Y � G�1 (�)

�
:

Le coe¢ cient de dépendance supérieure (upper tail dependence coe¢ cient) �u est dé�nie

par

�U (X; Y ) = lim
�!1�

P
�
X � F�1 (�)�Y � G�1 (�)

�
:

On peut dé�nir ces mesures en fonction d�une copule C de la façon suivante :

Dé�nition 4.3.6 Soit X; Y deux v.a continues de copule C, alors nous avons

�L (X; Y ) = lim
u!0+�

C(u; u)

u
; (4.12)

�Quand �L 2]0; 1], alors C a une dépendance de queue inférieure.

�Quand �L = 0, alors C n�a pas de dépendance de queue inférieure.

Et

�U (X; Y ) = lim
�!1�

1� 2u+ C(u; u)
1� u ; (4.13)

�Quand �U 2]0; 1] alors C a une dépendance de queue supérieure.

�Quand �U = 0 alors C n�a pas de dépendance de queue supérieure.

Nous présentons maintenant quelques copules avec les coe¢ cients de dépendance de

queues, si elles existent dans le tableau suivant.

Copule C(u; v) �L �U

Clayton 2�
1
� 0

archimédienne C(u; v) Gumbel 0 2� 2� 1
�

Frank 0 0

C�(u; v) gaussienne 0 0

C�;�(u; v) Marchall-Olkin 0 0

La copule de Clayton a une dépendance de queue inférieur, au contraire de la copule de

Gumbel qui posséde une dépendance de queue supérieur, elle est à ce titre particulièrement
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adaptée en assurance et en �nance pour étudier l�impact de la survenance d�événement de

forte intensité sur la dépendance entre branches d�assurance ou actifs �nanciers [11], et

pour la copule de Frank il n�existe aucune dépendance de queue ni inférieur ni supérieur,

telle que la copule gaussienne.

Remarque 4.3.4 La copule gaussienne n�a pas de dépendance de queue, sauf pour � = 1 ;

telle que

�L = �U =

8<: 0 si � h 1

1 si � = 1

On peut observer graphiquement la dépendance de queue entre les variables, comme le

montre les graphique suivants :

Fig.4.1 :Echantillons de taille1000 de trois copules archimédiennes (� = 5)

Fig.4.2:Echantillons de taille1000 de deux copules gaussienne pour � = 1(à gauche)et � = 0:5(à droite):
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Quadrant de dépendance positive

Le concepet de quadrant de dépendance positife (positive quadrant dependency) PQD

peut être dé�nie en terme de copule comme on a dé�ni la dépendance de queue.

Dé�nition 4.3.7 Soit X; Y deux v.a continues de copule C. On dit que X et Y sont PQD

si

C(u; v) � uv;8(u; v) 2 [0; 1]2 :

On peut aussi utiliser la notion d�ordre entre les copules, telle qu�elle est dé�nie au

chapitre 2 pour dé�nir la PQD. X et Y sont PQD si leurs copule C est superieme à la

copule produit �

C(u; v) � �:

4.4 Méthodes d�estimation

Dans cette section, on va expliquer les méthodes d�estimation telle que la méthode de

maximum de vraissemblance exacte, méthode des fonctions d�inférence des marginales qui

sont des méthodes paramétriques, et deux méthodes sont semiparamétriques, telle que la

méthode de pseudo-maximum de vraissemblance et la méthode de moment, on termine

par la méthode de la distance minimale.

4.4.1 Méthode du maximum de vraissemblance exacte

Soit C � une copule paramétrique multivariées de paramètre �. On estime sous les deux

hypothéses suivantes

H0 : C 2 C0; (4.14)

telle que C0 = fC� : � 2 �g ; où� est un sous ensemble de Rp pour tout entier p � 1:et

�H0 = F1 2 F1; :::::; Fd 2 Fd;

telle que Fj pour j = 1; ::::; d sont les lois marginales deX1; ::::; Xd etFj =
�
F
j : 
j 2 �j

	
;où

�j est un sous ensemble de R et en maximisant la fonction log- vraissemblance L (�) dé�nie
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par

L (�) =
nX
j=1

ln f (xj) ; (4.15)

telle que f(x1; ::::; xd) est la fonction de densité jointe de X1; :::::; Xd:::

Comme on peut voir la fonction L(�) peut s�écrire

L(�) =
nX
i=1

ln (c� (F1(xi1); ::::; Fd(xid))

dY
j=1

fj (xj)

=

nX
i=1

ln c� (F1(xi1); ::::; Fd(xid) +

nX
i=1

dX
j=1

ln fi (xj) ;

où c représente la densité de la copule C �, alors l�estimateur de � , noté �̂MV
n est

�̂MV
n = argmaxL(�):

Cet estimateur est consistant et véri�e la propriété de normalité asymptotique

p
n
�
�̂MV
n � �

�
! N

�
0; I�1 (�)

�
;

telle que I(�) et la matrice d�information de Fisher. Cette matrice est estimée par

l�inverse de la matrice Hessian de la fonction de vraissemblance.

4.4.2 Méthode des fonctions d�inférence des marginales (IFM)

Supposant que nous avons les mêmes hypothèses que la méthode de maximum de

vraissemblance, alors cette méthode consiste à maximimiser la fonction log- vraissemblance

L(�)mais en séparant entre les paramètres de distributions marginales 
j et les paramètres

de dépendance.

La procédure d�estimation e¤ectuer en deux étapes, introduites par Joe et Xu (1996)

consiste à :

- Estimer les parmètres de distribution marginales univariées 
j, qui sont

dé�nis par :


̂j = argmaxLj(
j); (4.16)

54



telle que

Lj(
j) =
nX
i=1

ln fj (xij) ;

où fj est la densité de Fj .

- Puis, on estime �; En utlisant les estimateurs 
̂j obtenues par (4:16),

nous avons alors :

�̂IFMn = argmaxL(�);

où

L(�) =

nX
i=1

ln c� fF
̂1(xi1); ::::; F
̂d(xidg :

Là encore, l�estimateur �̂IFMn véri�e la propriété de normalité asymptotique

démontré par Joe (1997) :

p
n
�
�̂IFMn � �

�
! N

�
0; V �1 (�)

�
;

avec V (�) est la matrice d�information de Godambe, dé�nie par :

V (�) = D�1M
�
D�1

�t
;

où

D = E

�
@

@�

�
g (�)t

��
;M = E

�
g (�)t g (�)

�
et g (�) =

�
@

@
1
L1; :::::;

@

@
d
Ld

�
:

4.4.3 Méthode de pseudo-maximum de vraissemblance (maxi-

mum de vraissemblance canonique)

Cette méthode a été proposé dans le cas où les marginales F1; ::::; Fd associées aux

X1; ::::; Xd sont inconnues, elle compose de deux étapes :

- On remplace les marginales F1; ::::; Fd par leurs estimations naturelles

(estimateur empirique), dé�nies par :
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F̂j;n (xij) =
1

n

nX
i=1

{(Xij�x):

- En maximisant la pseudo log-vraissemblance pour estimer � , telle que :

L(�) =

nX
i=1

ln c�

n
F̂1;n(xi1); ::::; F̂d;n(xid

o
;

alors l�estimateur �̂PMV
n est dé�nie par :

�̂PMV
n = argmaxL(�):

Remarque 4.4.1 Nous avons pour tout i 2 f1; ::::; ng et j 2 f1; ::::; dg, Rij = nF̂j;n (xij) ;

ou Rij est le rang de Xij dans l�échantillon univarié X1j; ::; Xnj: Donc l�estimateur tiré de

cette méthode est basé sur les rangs des observations.

Cas bivarié :

Soit X; Y deux variables aléatoires dont les marginales sont F et G respectivement.

Soit C� la copule associée à X; Y de paramètre �. La pseudo log-vraissemblance est dé�nie

à partir de l�équation (4:15) par

L(�) =
nX
i=1

ln c� fFn(xi); Gn (yi)g ;

telle que (voir 4.1) :

Fn(xi) =
1

n

nX
i=1

{(Xi�x) et Gn (yi) =
1

n

nX
i=1

{(Yi�y);

comme nFn = Ri et nGn = Si; où Ri et Si sont les rangs de Xi et Yi dans leurs

échantillons univariés respectivement, donc L(�) devient

L(�) =
nX
i=1

ln c�
�
Ri
n
; Si
n

�
:
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4.4.4 Méthode d�inversion du tau du Kendall et du rho de

Spearman

Cette méthode consiste à estimer les paramètres recherchés en utilisant certaine mesure

d�association telle que le tau de Kendall ou le rho de Spearman, car il existe une relation

entre ces mesures et le paramètre de dépendance de la copule. Nous présentons dans ce

qui suit les détails de l�aplication de cette méthode.

- Soit (X; Y ) un couple de variables aléatoires dont la copule est C� , de

paramètre �, telle que � 2 � � R:

1- L�estimateur de � basé sur le tau de Kendall

- Supposant qu�il existe une relation entre le tau de Kendall et le paramètre

�. dé�nie par l�égalité suivante

�(X;Y ) = g (�) ;

où g est une fonction continue et dérivable, alors un estimateur �̂TKn ; de �

est dé�ni par :

�̂TKn = g�1 (�n) ;

telle que �n est l�estimateur empirique de voir (4:6) :

- Cet estimateur est asymptotiquement normale

p
n
�
�̂TKn � �

�
! N

�
0; �̂2�

�
;

telle que �̂2� est la variance empirique de �
2
�

�̂2� = (4S�g (�n))
2 ;

où

S2 =
1

n

nX
i=1

�
Wi + ~Wi � 2 �W

�2
;
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et

Wi = 1
n

nX
j=1

{(Xj�Xi;Yj�Yi )et

~Wi = 1
n

nX
j=1

{(Xi�Xj ;Yi�Yj ):

2- L�estimateur de � basé sur le rho de Spearman

De la même manière, si on suppose que le rho de Spearman se dé�nit en fonction de �

par la relation suivante :

� = h (�) ;

où h est une fonction continue et dérivable, alors l�estimateur �̂n de � est dé�ni par

�̂RSn = h�1 (�n) ;

telle que, �n est l�estimateur empirique de � voir (4:9) :

- Cet estimateur est asymptotiquement normale

p
n
�
�̂RSn � �

�
! N

�
0;
�
�nh

�1 (�n)
�2�

;

telle que �2n est l�estimateur de �
2

�2n = 144
�
�9A2n +Bn + 2Cn + 2Dn + 2"n

�
;
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ou

An = 1
n

nX
i=1

Ri
n+1

Si
n+1
;

Bn = 1
n

nX
i=1

�
Ri
n+1

�2 � Si
n+1

�2
;

Cn = 1
n3

nX
i=1

nX
j=1

nX
k=1

Ri
n+1

Si
n+1
{ (Rk � Ri; Sk � Si) + 1

4
� An;

Dn = 1
n2

nX
i=1

nX
j=1

Si
n+1

Sj
n+1

max
�
Ri
n+1
;
Rj
n+1

�
et

"n = 1
n2

nX
i=1

nX
j=1

Ri
n+1

Rj
n+1

max
�

Si
n+1
;
Sj
n+1

�
:

4.4.5 Méthode de la distance minimale

Il existe trois types d�estimation lié à cette méthode et chaque type est basé sur trois

statistiques, telle que la statistique de Cramer-von-Mises, la statistique de L1 variant

Cramer-von-Mises et la statistique de Kolomogorov-Smirnov [8].

Esimateurs de la distance minimale basés sur le processus de copule empi-

rique

C�est le premier type d�estimation qui consiste à :

1. Calculer le processus empirique dé�nie par

Cn =
p
n (Cn � C�̂) ;

telle que, Cn est la copule empirique de Deheuvels et C�̂ est la copule proposé dans

l�hypothése H0 (4:14) :

2. Calculer les statistiques de Cramer-von-Mises, noté �CvMemp , de Kolomogorov-

Smirnov, noté �KSemp et de L1 variante de Cramer-von-Mises,
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noté �L1emp dé�nies par

�CvMemp =

Z
I2

Cn (u)2 dCn (u) ;

�KSemp = supu2[0;1]2 jCn (u)j et

�L1emp =
p
n

Z
I2

jCn (u)j dCn (u) :

Les versions empiriques de �̂CvMemp et �̂L1emp (U; �) sont données par

�̂CvMemp =
nX
i=1

fCn (Ui)� C�̂ (Ui)g ;

�̂L1emp =
nX
i=1

jCn (Ui)� C�̂ (Ui)j :

3. Calculer les estimateurs de la distance minimale basés sur la minimisation

des satististiques ci-dessus dé�nies par :

�̂emp;L1n = argmin �̂L1emp (U; �) ;

�̂emp;CvMn = argmin �̂CvMemp (U; �) et

�̂emp;KSn = argmin �KSemp (U; �) :

Estimateurs de la distance minimale basés sur la fonction de dépendance

de Kendall

Le deuxième type de la distance minimale est basé sur la fonction de dépendance de

Kendall, il a été proposé par Savu et Trede (2004), Genest et al. (2006). La transformée

d�intégrale de probabilité V d�un vecteur aléatoire X dont la fonction de répartition est

H et de marginales F1; :::; Fd est dé�nie par :

X 7�! V = H (X) = C (U1; ::::; Ud) ;

telle que, Ui = F (Xi):

Pour estimer on calcule :

1. L�estimation nonparamétrique de K, telle que K est la fonction de répartition
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jointe de V . Cet estimateur est donné par :

Kn (!) =
1

n

nX
i=1

{(Vi�!); ! 2 [0; 1]
2 :

2. Le processus empirique |n dé�nie par :

|n =
p
n (Kn �K�̂) :

3. Les statistiques �L1K ; �
CvM
K et �KSK sont alors :

�L1K =
p
n

1Z
0

j|n (!)j d|�̂ (!) ;

�CvMK =

1Z
0

|n (!)2 d|�̂ (!) et

�KSK = sup!2[0;1] j|n (!)j :

Estimateurs de la distance minimale basé sur la transformée de Rosenblatt

Avant de présenter cette méthode, on dé�nit la transformé de Rosenblatt dans le cas

bivarié.

Dé�nition 4.4.1 L�intégralede probabilité de Rosenblatt a été proposé par Rosenblatt (1952)

qui transforme une suite de variables aléatoires dépendantes en variables aléatoires indé-

pendantes de lois uniforme U(0; 1).

Soit X1; X2 deux variables aléatoires dont les fonctions de répartition marginales sont

Fj(xj) pour j 2 f1; 2g et une fonction de répartition conditionnelle F2j1; la transformée de

Rosenblatt est dé�nie par :

R(X) = (R(X1); R(X2));

telle que

R1(X1) = F1(x1); R2(X2) = F2j1(x2 j x1):

Donc, pour estimer � en pose V :
= R(X) et on calcule les statistiques de Cramer-
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von-Mises �CvMRos , L1 variante de Cramer-von-Mises �
L1
Ros et Kolomogorov-Smirnov �

KS
Ros;

dé�nies par :

�CvMRos = n

Z
I2

fCn (V )�� (V )g2 dCn (V ) ;

�L1Ros =
p
n

Z
I2

jCn (V )�� (V )j dCn (V ) et

�KSRos = sup jCn (V )�� (V )j :

La version empirique de la statistique de Cramer-von-Mises est donnée par

�̂CvMRos (V ) =

nX
i=1

fCn (Vi)�� (Vi)g2 :

Remarque 4.4.2 La méthode d�inversion est appliquée dans le cas où le paramètre de

dépendance est réel
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Conclusion

Nous avons présentés dans ce mémoire les di¤érentes méthodes d�estimation des co-

pules, ce qui permet de bien modélisé la stricture de dépendance de certaines données.

Des plus connues on peut cité la méthode du maximum de vraisemblance, la méthode

d�inférence des marginales, celle du pseudo-maximum de vraisemblance, ainsi que les mé-

thodes d�inversion du Tau de Kendall est du rho de Spearman.
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