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Résumeé

La dépendance entre variables aléatoires dans
beaucoup de domaines telle que hydrologiques, la
financier l'actuariat..., est d’'une importance extréme
par cela que nous nous sommes intéressés aux copules
qui représentent l'un des outils des plus usités
actuellement par modéliser cette dépendance entre

variables aléatoires.

Un intérét particulier est donné a leurs estimations
paramétriques et semi-paramétriques, que nous avons
étayées dans ce mémoire ; nous citrons entre autre les
meéthodes du maximum de vraisemblance, du pseudo-
maximum de vraisemblance, la méthode d’inférence
des marginales, et les méthodes d’inversion du Tau de
Kendall et du rho de Spearman.
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Introduction

Dans la théorie des probabilités, lorsque les variables aléatoires X, ..., X,, sont indé-
pendantes, leur fonction de répartition jointe H (z1, ..., z,) s’'écrit comme le produit de ses

marginales Fi, ..., F,,, c’est a dire :
H(zy, ., zy) = Fi(z1)....Fp ().

Dans la pratique, les variables aléatoires ne sont pas toujours indépendantes, comme
par exemple les risques financiers, donc on ne peut pas négliger cette relation de dépen-
dance. Par cette raison il faut déterminer la loi jointe de ces variables.

Les copules sont des fonctions qui permettent de coupler les lois marginales des va-
riables afin d’obtenir la loi jointe, mesurer et modéliser la dépendance. Ces fonctions de
dépendances ont permis de construire une nouvelle théorie, dite "théorie des copules",
cette derniére, qui joue un role trés important et contribuet de maniére significative dans
différents domaines, telle que la statistique, la finance, I’hydrologie, la biologie,...etc. Par-
mis les traveaux les plus importants sur les copules en statistique : on peut citer ceux
Hoeffding, en 1941, qui a utilisé les copules pour étudier les mesures d’associations non
parametriques comme le rho de Spearman et il a étudié les propriétés de cette fonction
comme l'invariance des mesures de dépendance, ce qui lui a permis de proposer un théo-
réme, en 1957, qui porte son nom, ce théoréme assure que toute les copules sont bornées par
deux copules, appelés bornes de Fréchet-Hoeffding, par la suite Sklar, en 1959, a proposé
un théoréme fondamental dit théoréme de Sklar et & partir du quel, Sklar a montré ’exis-
tence de cette fonction de dépendance, qui joint les fonctions de distributions marginales

a leur de distribution jointe et il ’a nomé "copule".



Paul Deheuvels (1979) a utilisé la fonction de dépendance empirique pour construire
des tests non parameétriques d’indépendance. En assurance Tibillti (1996) a introduit les
copules pour modéliser la variation.

Parmi les nouvelles recherches sur les copules, on peut cité : I’estimation des parameétres
des copules, Dans ce mémoire nous présentons les différentes ’approches classiques de
I’estimation des copules.

Cé mémoire est réparti comme suit :

Dans le premier chapitre nous présentons les rappeles sur les espaces probrbilisés ainsi
que les définitions et les propriétés des distributions classiques.

Dans le second chapitre les principales définitions et propriétés des copules sont établis
par servir de base aux chapitres suivants.

Le troisiéme chapitre est consacré a l'estimation comme important volet de la statis-
tique Inférentielle ; dans La théorie de I'estimation on étudie les propriétés des estimateurs
ainsi que les méthodes générales classique comme celle du « Maximum de vraisemblance>.

Le dernier chapitre est réparti en deux sections. Dans la premiere section nous allons
présentés quelques mesures d’association, telle que la mesure de concordance, la mesure
de dépendance ainsi que des exemples de ces mesures, comme le tho de Spearman, le tau
de Kendall et la mesure de dépendance de Schewizer et Wolff, les mesures de dépendances
des queues sont aussi citées. Dans la deuxiéme section on donne les différentes méthodes
d’estimation parameétriques et semiparamétriques utilisées dans différents domaines pour

estimer les paramétres d’une copule.



Chapitre 1

Rappels de probabilités

1.1 Espace probabilisé

Soit © un ensemble fini et P (2) 'ensemble des parties de €2 .Le couple (2, P (Q2)) est

appelé espace probabilisable (littéralement que 1’on peut munir d’une probabilité).

Définitions

Définition 1.1.1 Une tribu ou o-algébre est un ensemble A de sous-ensembles de 2 avec
les propriétés suivantes :

1- ¢, € A,

2.5t A € A alors A° € A,

3-8 A1, Ay ,...€ Ayalors |3 Ak N1 Ak € A

Définition 1.1.2 Soit A une o-algébre de Q) . Une application P : A — [0,1] est une
mesure de probabilité sur (2, A) si

1P(6)=0,P(Q) =1,

2.81 Ay, Ay ,....€ A Jalors P (UjeAk) <> ey P (Ak)

3-8i Ay, Ay,....€ A sont disjoints alors P ((Ur— Ax) = > pey P (Ak)

-Un élément A de A est un événement.

-P(A)est la probabilité de l’événement A.



-Une propriété vraie sauf pour un événement de probabilité nulle est dite vraie presque
sarement (p.s.).

-:S1 Q) = R",la plus petite o-algébre, notée B, contenant tous les ouverts de R"™s’appelle
la tribu des boréliens.

Le triplet (2, A, P) est appelé espace probabilisé .

1.2 Variable aléatoire

Définition 1.2.1 Soit (2, A, P) un espace de probabilité. Une application X : Q — R™
est une variable aléatoire de dimension n si pour tout borélien

B e B, X Y(B) € A est mesurable .

Lemme 1.2.1 Soit X : Q — R" une variable aléatoire. Alors A(X) = {X ' (B)\ B € B}

est une o-algébre, dite engendrée par X .

-Soit A € A, la fonction indicatrice de A

lstwe A
ﬂA (w) = ‘ (1.1)
0 sinon
est une v.a.

St Axy oy Ay € A satisfont ] Ax = Q et ay, ....., ap, sont des réels , X = > 7" a;9a,,est

une v.a .

1.3 Loi de probabilité

La loi de probabilité d’une variable aléatoire permet de connaitre les chances d’appa-
rition des différentes valeurs de cette variable.

On se place dans I’espace de probabilité (2, A, P).



Fonction de répartition

Définition 1.3.1 Soit X une variable aléatoire. La loi de probabilité de X est définie par
la fonction Fx, appelée fonction de répartition de la variable aléatoire X ,définie par
R — [0,1]

FXI (12)
x—>P(X<$)

On dit que deuz v.a X etY ont le méme loi si elles ont la méme fonction de répartition

Fx = Fy.

Propriété 1.8.1 La fonction de répartition est une fonction croisante a valeur dans [0, 1]

telle que
lim Fy(x)=0 et lim Fx(x)=1 (1.3)

n——oo n—-+o0o

Remarque 1.3.1 Soit a < b, on a
P(X €la,b]))=P(X <b)—P(X <a)

Loi d’une variable discréte

Définition 1.3.2 La fonction de répartition d’une variable discréte est constante par mor-
ceaux. Si X est une variable discréte a valeurs dans {z1, ..., x, }avec x1(.....(x, alors pour
r e R

Fx (z) = Z P (X = x;) avec k tel que xp, < & (Tg41. (1.4)

De meme, si X prend une infinité de valeurs {x1,...,Zp,....} avec z1{(....(Ty....,on a

pour z € R

Fx (z) = ZP(X =1z;) avec k tel que v, < x ( Tpi1 (1.5)

Proposition 1.3.1 Si X est a valeurs discrétes dans {x1,...,x,} (ou {z1,....;2p,....}), la
loi de X est entiérement caractérisée par {P (X = x;)}.
On remarque que

1- pour touti > 1, P (X = x;) € [0,1],



2.3 P(X =a) = 1.

Loi d’une variable aléatoire a densité (ou continue)

Définition 1.3.3 Une wvariable aléatoire X est a densité, ou continue , s’il existe une

fonction f définie sur R telle que la fonction de répartition de X s’écrit
VX €R Fy (z) = / £ (1) dt (1.6)

ou f est une fonction intégrable sur R statisfaisant les conditions suivantes :
1- f(t) > 0 pour tout t € R,
2. [T f(t)dt = 1.

Une fonction qui vérifie les conditions 1. et 2.est appelée densité de probabilité.

Propriété 1.3.2 Soit X une variable aléatoire a densité.
Alors pour tout v € R, P (X = x) = 0.
Preuve. Soit x € R.On considére l'intervalle réduit a un point I = {x}.Ona P (X =z) =

PXel)=['f{t)dt=0 m
Espérance et variance d’une variable aléatoire

L’espérance

Définition 1.3.4 L’espérance d’une variable aléatoire X est notée E [X] . Elle représente

la valeur moyenne prise par la variable X .

1- Si X est une variable discréte a valeurs dans D = {x1,...,x,}, son espérance est
EX]=2P(X =a1)+ .+ 2, P (X =2,) = Y _a;P (X = ;). (1.7)
i=1

2-Si X est une variable a discréte a valeurs dans l'ensemble infini D = {x; :i > 1},

son espérance est

E[X] = Z P(X =u1;). (1.8)



3- 51 X est une variable o densité f, lorsque l'intégrale est bien définie, son espérance

est

+o00o
BIX] = / of (z) da. (1.9)
lorsqu’une variable X vérifie E[X] =0, on dit que la variable est centée.

Propriété 1.3.3 1- L’espérance est linéaire :

Soient a et b € R, deux variables aléatoires X et'Y d’espérance finie alors
ElaX +bY]=aE [X]+DE[Y].

2.8 X > 0,alors E[X] > 0.
3-5i X <Y,alors E[X| < E[Y].

Variance

Définition 1.3.5 La variance d’une variable aléatoire X, notée Var (X), est définie par
Var (X)=FE [(X — E(X))?] (1.10)
L’écart type est la racine carrée de la variance :

o(X)=+Var(X). (1.11)

Lorsqu’une variable X vérifie Var (X) =1, on dit que la variable est réduite.

Remarque 1.3.2 La variance s’écrit aussi Var (X) = E[X?] — E[X]*.

Preuve. Il suffit de développer le carée et d’utiliser la linéarité de [’espérance.

Propriété 1.3.4 1-Var (X) =0 ssi X est constante.
2- Soient a et b € R, alors Var (aX +b) = a*Var (X).

Prewve. Comme E [aX + b] = aE [X]|+b,on a par définition Var (aX +b) = E [(aX — aE [X])Z]

a*Var(X). m



Indépendance

Définition 1.3.6 Soient Ay, ..., A,,...des événements. Ils sont dits indépendants si pour

tous 1 < k1 <...<k, ona

P(ApNo-NAR,) = P(Ag)o P(Ay,) (1.12)

Définition 1.3.7 Soient A; C A , i = 1,...des o-algébres. On dit qu’elles sont indépen-

dantes si pour tous 1 < ky < .... < ky,, pour tous événements Ay, € A

P(ANAR,) = P(Ag,).. P(Ay). (1.13)

Définition 1.3.8 Soient X;, i = 1,...des v.a. de dimension n. Elles sont indépendantes

st pour tout entier k > 2 et quels que soient les boréliens B, ..., B, de R"™ on a
P(X; € By,.... Xy € By) = P(X; € By)....P(X}, € By).

Les variables aléatoires X, ..., X,, de dimension n sont indépendantes si et seulement
St

FX1 7777 Xm<£B1, ,$m) = FX1<x1)'--FXm<xm)vxi € Rn,l = 1, ., m.
Si elles ont des densités on a

le 77777 X"L<£L'1, ...,l’m) = le (l’l)....me (Q?m)VIl & Rn,i = 1, ey T (114)

Définition 1.3.9 Si Xy, ..., X,, sont des v.a. réelles indépendantes telles que V(| X;]) (

o0, =1,.....,m alors
V(X1 4+ ... + X)) =V(X)+ ..+ V(Xn). (1.15)

Fonctions caractéristiques

Définition 1.3.10 Soit X wune v.a. a valeurs dans R", la fonction définie par :

Py (A\) =E (™) AeR” (1.16)

8



est la fonction caractéristique de X.

Lemme 1.3.1 1-5i X4, ...., X,, sont des v.a. indépendantes a valeurs dans R™ alors

2-Soit X une v.a.r.

Les lois usuelles
Cas continue

1- Loi uniforme : On dit que X suit une loi uniforme sur [a, b], noté X ~~ U [a, b] ,si

elle admet la densité

1 siz € [a,b]
fx (z) = Il (x)=( ° (1.17)
—a 0 sinon.
avec
E(X) = (a+10) V(X) = (b—a)2 Do (1) = giub _ piua
T2 To12 Y T (b —a)

2- Loi de Gauss : On dit que X suit une loi de Gauss de moyenne m et de variance

o2, noté X ~» N (m,0?), si elle admet la densité

1 z—m)?2
fx (z) = e 5 Ve e R (1.18)

B(X) = m,V (X) = 0% & (u) = e ~*3

3- Loi exponentielle : On dit que X suit une loi exponentielle de parameétre A )



0,noté X ~» E(A), si elle admet la densité

)\e—)\x siz >0

fx (x) = .
0 sinon.
et
1 1 A
B(X)= 3,V (X) = 15,85 (1) = 3

4- Loi gamma : X est de loi gamma de parameétres o ) 0 et 5 ) 0, noté X ~ I' (o, 3),

si elle admet la densité

ﬁo‘ o— _61 siz > 0
F(oa)m 1

(1.19)
0 sinon.

ou I (o) = [Tt e dt.

telle que

E(X):%’V(X)I%@x(u)— (1_%“)a

5- Loi de Cauchy : X est de loi de Cauchy , noté X ~~ C', si la densité est définie

par :

fx (@) vz eR (1.20)

T (1+ x?)

Une variable de Cauchy n’admet pas d’espérance mathématique car :

00 o 00 1

Cas discrét
1-Loi de Bernoulli :
Soit X est une v.a, X ~» B (p) qui prend les deux valeurs 0 et 1 respectivement avec
pel0,1]:
P(X=1)=p PX=0)=1-p (1.21)

telle que E[X] =p Var (X) = pq

10



2-Loi Binomaile :

Soit X ~~ B (p,n) de parameétres n et p, lorsque p € ]0,1[,n € N* on a :

P(X =Fk) = <Z)pk (1—p)" " avec k€ {0,1,.....,n}. (1.22)

Et: E[X]=np, Var(X) = npq
3-Loi Géométrique :

Soit X v.a , telle que X ~» G (p) de paramétre p avec p € |0, 1], alors :
P(X=k=p1-p"" avec k € N*. (1.23)

Etp#0.Ona: E[X]=1%, Var (X) =12

1
P
4-Loi de Poisson :

Soit X v.a et X ~» P (\) de parameétre A avec A > 0 :
)\k

P(X=k) = Fe—A avec k € N. (1.24)

Alors : E[X] =X, Var(X) =X\

11



Chapitre 2

Les copules

2.1 Copules bivariées

2.1.1 Définition et théoréme d’existence

Dans toute la suite I désigne 'intervalle [0, 1]

Définition 2.1.1 On appelle copule bivariée toute fonction C définie de I* — I qui pos-

séde les propriétés suivantes :

(i) Vu e I,C (u,0) = C(0,u) =0 (2.1)

(i) Yu e I,C (u,1) = C (L,u) = 1 (2.2)

(1i1) C' est 2-croissante c’est-a-dire ¥ (uyg,uz) , (v1,v9) € I X I avec uy < vy et ug < vy
O(Ul,l)Q) —O<U1,U2) —C(Ul,vg) +O(U1,U2) Z 0 (23)

Cette définition signifie que C' est une distibution avec des marginales uniformes .
Sotent Uy et Uy deux variables aléatoires uniformes . Considérons le vecteur aléatoire

U = (U1,Us) . Nous avons

12



alors :

C(Uh,Up) =PUs <uq, Uy < uyl.

La propriété i) implique que

P[U1§0,U2§u]:P[U1§u,U2§O]:O

La propriété ii) implique que

P[Ulf1,U2§U]:P[U1§U,U2§1]:U

C est une distibution de probabilité , ce qui implique que

Pluy < Uy <wp,ug < Us <) = C (v1,02) — C (v1,u2) — C (uq,v9) + C (uq, ug) .

Ezxzemple 2.1.1 ¥V u,v € I , la fonction M (u,v) = min (u,v) définit une copule .
En effet :
Y u,v €I, min(u,0) = min (0,u) = 0= M vérifie (i).
Y u,v €I, min(u,1) = min (1,u) = 1 = M vérifie (ii).
- de méme , Yuq,u1,v1,v9 € I avec uy < ug, v < Vg
min (ug, v2) < min (ug,v1) et min (uy, ve) < min (uy, v1) = M vérifie (iii)
Par conséquent , M est une copule
De la méme fagon, on peut montrer que les fonction W (u,v) = max (u+ v — 1,0) et

I (u,v) = wv définissent aussi des copules .M, W et I1 sont appelées des copules .

Théoréme de Sklar (1959)

Ce théoréeme est fondamentale dans la théorie des copules, établir par Skalar en 1959

il met la relation la loi jointe d’un couple aléatoire et ses marginales.

Théoréme 2.1.1 Soit H la fonction de répartition jointe de deux variables aléatoires

X,Y et F(z),G (y) les fonctions de répartitions marginales . Alors il existe une copule C
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telle que : pour tout v,y € R

H(z,y) = C(F(x),G(y)) (2.4)

Si Fet G sont continues , alors C' est unique
Inversement , si C' est une copule et F, G des fonctions de répartitions , alors la

fonction H définie dans (2.4) est une fonction de répartition jointe dont les marginales

sont F' et G.

Les copules admettent des densités de probabilités. Si la densité ¢ associée a la copule

C existe alors, elle est définie par :

9*C (u,v

Si la fonction de répartition conjointe H est absolement continue, en utilisant le théo-
réme de Sklar, nous pouvons exprimer la densité d’un vecteur aléatoire (X,Y’) en fonction

de la densité de sa copule et de ses fonctions de répartition marginales F et G par :

h(z,y) = c(F (x),G(y)) f()g(y)

Preuve. Dexistence

H(z,y)=P(X <z,Y <y)
=1-P(X)zouY)y)

—1-(PX)2)+PY )y —P(X)zY)y),

alors

H(z,y)=1-(1-PX<2))-1-PY <y)+(1-P(X<zouY <y))
=1-14+F(z)-1+G(y)+1-P(X <zouY <y)
=F@@)+Gy) —F@)-Gy)+ P(X <Y <y)
=P (X <Y <y)
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Pour le reste de la démonstration on a besoin de la proposition suivante. m

Proposition 2.1.1 Soit X une v.a de fonction de répartition F', alors
1- Si U est uniforme sur [0,1], alors F~(U) L F
2. Si I est continue , alors F (X) LR U(0,1).

Revenant a la preuve de théoréme de Sklar

A partir du théoréme de Sklar on peut extraire une définition de copule dépendant de la
notion de variables aléatoires comme suit :
Sotent F,G les fonctions de répartitions de deux variables aléatoires X et'Y respecti-

vement.

Définition 2.1.2 Une copule C' bivariée définie sur |0, 1]26575 une fonction de répartition

jointe de X )Y , et dont les marginales F' et G sont uniformes sur [0,1] .

Remarque 2.1.1 D’aprés la théoréeme (2.2.1) et la définition (2.1.1), on a :
l-u=F(z) etv=G(y).
2- La copule C' sera appelé la copule de X et Y , et notée Cxy.

Corollaire 2.1.1 Soit H une fonction de répartition 2-dimensionnelle de fonctions de
répartitions marginales F et G. Alors la copule C associée a H en wutilisant la proposition
(2.2.1) est donnée par C (u,v) = H (F~* (u),G™" (v)) pour tout u,v € [0,1]>

Bornes de Fréchet-Hoeffding

Théoréme 2.1.2 Soit H une fonction de répartition conjointe d’un couple aléatoire (X,Y)

de fonction de répartition marginales F' et G . Pour toute copule bivariée C' associée a H
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etV (u,v) € I?, on a :

W (u,v) = max (u +v—1,0) < C (u,v) < min (u,v) = M (u,v) (2.5)

Preuve. On a

C(u,v) <

C (u,v)

Yu,v € 1

(1) = o
= C (u,v) < min (u,v) = M (2.6)
1,v

C
c(

IN

) =w

De iii) de la définition (2.1.1) et VYu,v € I , on a :
C(u,v) >C(u,1)+C(1,v) —C(1,1) = C(u,v) > (u+v—1) or
Vu,v el , C(u,v) >0

= C(u,v) > max (u+v—1,0) =W (u,v) (2.7)

En combinant (2.6) et (2.7) , on a :
W (u,0) < C (u,0) < M (u,0)

Les copules W et M sont appelées borne inférieure ( respectivement borne supérieure)

de Fréchet-Hoeffding ou copule minimale ( respectivement copule maximale) . m

2.1.2 Propriétés d’une copule

1-Symétrie :
Soient X , Y deux v.a continues, de fonction de répartition jointe H et de marginales

F et G, et soit C' une copule .

Définition 2.1.3 On dit que X , Y sont échangeable si seulement si F' = G et
C (u,v) = C (v,u) pour tout (u,v) € [0,1]>.

Si C (u,v) = C (v,u) pour tout (u,v) € [0,1]% , on dit que C est symétrique.

2-Théoréme d’invariance :

Ce théoreme est essentielle a la théorie des copules.

16



Théoréme 2.1.3 Soient deux v.a continues X , Y de marginales F et G et de copule

Cxy. S« et 3 sont deux fonctions strictement croissantes, alors
Cax)pv) = Cxy-

La copule Cx y est invariante par transformations strictement croissantes des variables

aléatoires.

Preuve. On peut démontrer ce théoréme fagilement & 'aide de lois de probabilité,
comme suit : soient Fy, Gy , F», G les fonctions de répartitions de X , Y | a(X) et 5 (Y),
respectivrment.

Les fonctions « et 3 sont strictement croissantes, alors

B=PaX)<z)=P(X<a'(z))=F (" (2))

Go=PBY)<y) =P <p () =G (87" (v)
Vz,y € R,
Cox)pv) (F2 () ,G2(y)) = P(a(X) <z,8(Y) <y)

=P(X<a'(z),Y <B7(y)
= Carx) ) (Fr (@7 (2)), G (B ()
=Cxy (F2(2),G2(y)) -

||

3-Ordre :

Soit ' , Cy deux copules

Définition 2.1.4
On dit que Cy est plus petite que Cy ou Co est plus grande que Cy et on note Cy { Co
St

Cy (u,v) < Cy (u,v) pour tout (u,v) € [0,1]
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Exemple 2.1.2 La copule W = max(u+v —1,0) est la plus petite copule et M =

min (u,v) est la plus grande copule .

4-Convexité et concavité :

Soit (a,b), (c,d) € [0,1]* et YA € [0,1].

Définition 2.1.5 Une copule C est concave (convexe) si on a :
Cha+(1—=XNec, Ao+ (1—X)d) > AC(a,b) +(1—N)C (e d).

5-Copule harmonique :
Soit C' une copule dont les dérivées partielles de second ordre sont continues dans

[0,1)°.

Définition 2.1.6 C est harmonique dans |0, 1]23i C satisfait I’équation de Laplace dans

0, 1]

9 0? 0?
vC (u,v) = wC’ (u,v) + wC (u,v) = 0. (2.8)
Exemple 2.1.3
La copule m = uv est une copule harmonique : %uv =0= %uv.

6-Copule homogéne

Définition 2.1.7 Une copule C est homogeéne de degré k si Ik € R,Vu,v, A € I,C (Au, \v) =
N C (u, ) .

Exemple 2.1.4
(a) La fonction ™ = uv est homogéne de degrée 2, car (Au) (Av) = Nuv.

(b) La fonction M = min (u,v) est homogéne de degréer 1 :

min (Au, Av) = Amin (u, v).
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Dérivées partielles

Les dérivées partielles de C' (u, v) existent presque sirement pour tout

oC (u,v) <

< R S A
u,v €10,1] 0< 5y Sletls—0—=<

2.1.3 Exemple de copules usuelles

1-Copules d’indépendance
Soient X , Y deux v.a continues, et H la fonction de répartition jointe dont les mar-

ginales sont F et GG .

Définition 2.1.8 Si X et Y sont indépendantes, alors la copule associée est le produit de

ses marginales comme suit

Cxy (z,y) = F(2) G (y).

Cette copule est harmonique (voir 2.8) et homogéne de degrée 2 (voir 2.9)

1

00 02 04 06 DB

Fig.2.1 : Graphique de la copule d’indépendance et son contour.

2-Copule de survie
Cette copule est tres intéressante, car dans la majorité des applications on s’intéresse

a la duré de vie des individus dans une certaine population . Dans le cas univarié la
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probabilité de survie est définie par :
P(X)x)=1-F(z);

telle que F' représente la fonction de répartition de X .
De méme pour le cas bivarié , si H est la fonction de répartition jointe associée au
couple aléatoire (X,Y), et soit C'x y sa copule de la fonction jointe de survie est H (z,y) =

(X ) 2,Y ) y) et les marginales sont F et G , alors :

H(z,y)=P(X = 2,Y = y)
=1-P(X<az,Y <y)
=1-F(x) -Gy + H (z,y)
= F@)+Gy)—1+Cxy (1-F(2),1-CG(y)).

Donc la copule de survie C de X , Y est

A — —

H(z,y)=C(F(2),G(y) =F(x)+G(y) —1+Cxy (1-F(2),1-G(y)).

3-Copule Gaussienne

La copule gaussienne de deux variables aléatoires X , Y est définie par :

CF (w,0) = 6, (¢ (u), 67" (v)),

telle que ¢, est la fonction de répartition jointe de la loi normale bivariée, de coefficient

de corrélation linéaire p € [—1, 1] et ¢ est la fonction de la loi normale standard, Par suite :

by (67 (w), 07 () = [ e L oy (2”’”’5 i ’f2> dsdt.

2
21\ /1= pky L=pxy

Cette copule est paramétrée par le coefficient de corrélation linéaire p.

- O (u,v) = W (u,v) quand p — —1 et- O (u,v) — M (u,v) quand p — 1.
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Fig.2.2 : Densité de la copule gaussienne pour p = 0.2 (a gauche) et p = 0.7 (& droite).

an az o oo ae 10

Fig.2.3 : Contour de copule guassienne.

4-Copule de Student

Dans le cas univarié, la fonction de répartition de Student est définie par

v4+1

L) (LS

O Lo () o

telle que I' est la fonction d’Euler.

Dans le cas bivarié, soit p € [—1, 1], alors la fonction de répartition bivariée est

v42
1 s2 412 —2pst\ 2
_ [T [V
tpv” ([E, U) - f—oof—oo o /1 — p2 (1 + —?) (1 — p2) dsdt.
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Définition 2.1.9 La copule de Student est une copule paramétrique, paramétrée par le

coefficient de corrélation linéaire p et de degré de liberté v. Cette copule est définie par

_vt2
t _ -1 -1 ptot(w) pty t(w) 1 s 4+ 12 — 2pst 2
Cl o, (u,v) =t,, (t," (u), 6, (v) = [ i —_ (1 t AT 1= dsdt.

Sa densité est définie par

2 2 —<L—2)
t srepre) [(RE)
4+1\2

v4+2 ) ’

I, (1+52)

ou Sy =t (u), Sa =1t (v).

Remarque 2.1.2 (a) La copule gaussienne et la copule de Student appartienent a la
famille de copules élliptique.
(b) Si le degré de liberté v — oo, alors la copule de student converge vers la copule

gaussienne et dans ce cas trés difficile de différencier entre ces deux copules

Fig.2.4 : Densité de copule de Student pour p = 0.2 (aguache) et p = 0.5 (adroite) et v = 5.

5-Copule archimédienne
Cette famille de copule a été nommé par Ling (1965), mais il a été reconnu par Schweizer

et Sklar (1961) dans I’étude de t-norme. Avant d’étre introduit dans la finance et aussi
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dans d’autres domaines. Mais avant de définir cette famille de copules, on a besoin de

présenter quelque définitions, et propriétes utiles pour définir les copules archimidiennes.

Définition 2.1.10 Soit ¢ : [0,1] — R*" continue, décroissante et convexe, telle que

v (1) =0, alors  est dite générateur. La pseudo-inverse de ¢ est définie par :

) o (u) .sz' 0< u < ¢(0), (2.9)
0 si p(0) < u < +o0.

Remarque 2.1.3 Si ¢ (0) = oo , alors ¢ est strictement décroissante.

Définition 2.1.11 Une copule est dire Archimédienne si elle d’écrir sur la forme :

C* (u,v) = ¢ " (p (u) + ¢ (). (2.10)

Propriété 2.1.1 Cette copule est

(a) Symmétrique
C4 (u,v) = C*(v,u),V (u,v) €[0,1]7.
(b) Associative
CA(C* (u,v),2) = C* (u, C* (v, 2)), ¥ (u,v,2) € [0,1].
(c) De contour convere

{(w,0) € 0,1 o () + () =@ (R)}, k) 0.

(d) De densité
5 (C 0w () ¢ ()
(¢ (C (v,u)))’

(e) Si c est une constante strictement positive, alors cp est un générateur de la copule

cA.

cA(

u,v) =
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Ezemple 2.1.5 (a) Pour o (t) = —In (t) comme générateur et de pseudo-inverse p=' (t) =

exp (—t).on génére la copule C' par (2.11) ;
C4 (u,v) = exp (— [(—1In (u)) + (= In (v))]) = wv =11 (u, v) .

IT est une copule archimédienne stricte .

(b) Soit v (t) =1—1t pourt € [0,1]. Donc o' (t) =1 —t pourt € [0,1] et 0 pourt )
1, alors ™! (t) = max (1 — ¢,0) . D’aprés (2.11)

on a:

C4 (u,v) = max (u+v —1,0) = W (u,v),
donc la copule W (u,v) est Archimédienne .

Famille des copules archimédienne

Les copules les plus utilisés de cette famille sont les copule de Gumbel ; de Clayton et
de Frank, définies dans ce qui suit .

1- Copule de Gumbel

En prenant comme générateur ¢ (t) = (—In (¢))* avec a > 1. La fonction anisi définie
satisfait a les conditions du théoréme sur les copules Archimédiennes, ce qui permet générer

la copule de Gumbel en prenant :

Q=

b

CE (u,v) = exp { = ((~In (w))" + (~ In (0))")
Les cas limites suivant la valeur du parametre sont donc :

lim C, = CM.

a—00

hqqzoﬂ

2. Copule de Clayton
Pour ¢ (t) =a (t*% - 1) avec a > 0. Nous obtenons ainsi la copule de Clayton

Col (u,v) = {u_% foTa — 1}_ :
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Les cas limites suivant la valeur du parameétre sont donc :

lim C,=C".
liII(l) c, =cm

3- Copule de Frank

Sig(t)=—In (e_at’l) avec a # 0. On obtient ainsi la copule de Frank qui est donc

ed—1

définie comme suit :

Et de densité

(a—1)Ilna**tv

( (a—l—i—(a“—l)(a”—l))Q'

¢ (u,v) =

Les cas limites sont donc les suivants :

lim C,=C".
liH(l) c,=Cm
lim C, = CM.

On présente dans le graphique suivant les densités des copules archimédiennes et leurs

contours.

{a) () (<}
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Fig.2.5 : Densités de copules Frank(A) pour a = 2,Clayton(B) pour a = 3 et Gumbel(C) pour a = 1.5

(o) (e} ic)

o1

Fig.2.6 : Contours de copules Frank (A), Clayton (B) et Gumbel (C).

6-Copule de valeurs extrémes
Avant de citer les copules de valeurs extrémes , on va d’abords présenté les lois de ces
variables aléatoires. Pour cela, considérons Xj,....., X,, une suite de variables aléatoires

i.i.d. Soit M, = max (X1, ..., X,)

Théoréme 2.1.4 (Fisher-Tippet, 1928)

S’il existe deuz suite ¢, ) 0 et d,, € R, telle que M"c—;d” converge en distribution, alors :

n—oo

M, —d,
lim P(— §x) =G, (x), au M, = max (Xq,....., X,) .
Cn

Go (z) prend une des trois lois suivantes :

0, =z <0

Fréchet o, (r) = a > 0.
exp{—27“}, 2z = 0
exp{—(2)*}, z < 0
Weibull |0, ()= ) “PI@ e <0y
1, x = 0

Gumbel | A(z)=exp{—e*},z€R.

Exemple 2.1.6 (Loi uniforme )

Soit Xy, ...., X,, une suite de variables aléatoires uniformes sur [0, 0] telle que 6 ) 0.

Lemme 2.1.1 La statistique (n (M= — 1 converge en lot vers la variable aléatoire de
0 n>1

Weibull, telle que o = 1
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Démonstration

On pose G (z) = P (n (M —1) <=z) et Fx, = P(max(X;) <z) = (F(2))" = (%)"

car la fonction de répartition de la loi uniforme I’ (x) = %, alors

o2 (o (2 1) <)

Donc G (z) = exp (z) a une loi de Weibull.

Soit (X1.Y1),...., (X Ys), couples aléatoires i.i.d d'une copule commune C, et C,) la

n

copule associée & X(,) = max (X;) et Y,y = max (Y;),i=1,...,n. Alors

1

Cuy (u,v) =C" (u%,vﬁ) ,0<wu,v<1.
Démonstration

Hyy (z,y) = P (max (X;) < z, max (Y;) < y)
=PXi<z,Xo<z,.,. X, <zetY)<yYs<y, ..Y,<y)

= (H (z,y))"
=C(F(x),G )"

1 1
=" ((Fon ()", (G )" )
La limite de la suite {C’(n)} nous donne la définition suivante.

Définition 2.1.12 Une copule C* est copule de valeurs extrémes bivariées s’il existe une
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copule C, telle que
C* (u,v) = lim C" (u%,v%) :

n—oo

Lot de valeurs extrémes bivariées

Soit (X1,Y1), ..., (X0, Yn), copules aléatoires i.i.d de distribution commune H. Alors

n

il existe des ay,c, ) 0 et by,,d, € R telles que

lim P

n—oo

(Mea=te _, Moa=ie) g0,

an c

Avec G est une distribution non dégénérée si et seulement si les lois marginales de G

sont des lois de valeurs extrémes univariées .

Théoréme 2.1.5 Pour toute copule de valeurs extrémes bivariées C*il existe une fonction

convere A définie de [0, 1] dans [%, 1] Jtelle que

¢ () =ewp | (<) + ) 4 (0 )|

De plus A vérifie
max (t,1 —t) ( A(t) (t, vt € [0,1].
Le générateur A est dite générateur ou fonction de dépendance de Pickands.

Caractérisation des domainnes d’attraction

Nous allons donner des conditions sur la fonction de répartition F' pour qu’elle appar-
tienne a 1'un des trois domaines d’attractions. Dans la suite, on note zr = sup{z | F'(z) ( 1}
le point terminal de F' et F*~ (y) = inf {x € R | F {z} > y} l'inverse généralisée de F

Domaine d’attraction de Fréchet

Théoréme 2.1.6 F appartient au domaine d’attraction de Fréchet avec un indice de va-

leur extréme ¢ ) 0 si et seulement si xp = +oo et 1 — F est une fonction a variations
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réquliéres d’indice =*. Dans ce cas, un choiz possiple pour les suites a, et b, est :
C )

1
a, = F~ (1 — —) et b, = 0. (2.11)

n

Remarque 2.1.4 On déduit du théoréme (2.1.6) que F appartient au domaine d’attrac-
tion de Fréchet avec un indice de valeur extréme ¢ ) 0 si et seulement si xp = +00 et

1—F(z) = 2 el (x), ou l est une fonction & variations lentes.
Domaine d’attraction de Weibull

Théoréme 2.1.7 F appartient au domaine d’attraction de Weibull avec un indice de
valeur extréme ¢ ( 0 si et seulement si xp < 400 et 1 — F* est une fonction a variations

réquliéres d’indice % avec

0 stx < 0

P (x) = e
F(zxp —27%) si x)0.

Dans ce cas, un des choix possible pour les suites a,, et b, est :

1
a, =xp — F™ (1——) et b, = xp. (2.12)
n

Remarque 2.1.5 On déduit du théoréme (2.1.7) que F' appartient au domaine d’attrac-
tion de Weibull avec un indice de valeur extréme ¢ ( 0 si et seulement si xp < +00 et

1= F(2) = (zp —a) < [(zp —2) 7] .

Domaine d’attraction de Gumbel

Rappelons tout d’abord la définition d’une fonction de Von-Mises.

Définition 2.1.13 Soit F une fonction de répartition de point terminal xr fini ou infini.

S’il existe z ( xp tel que

1—xp:cexp{—/j$dt},z<x ({ o, (2.13)

ou c ) 0 et a est une fonction positive absolument continue de densité G vérifiant

lim,1,,. @ (z) =0, alors F' est une fonction de Von-Mises et G est sa fonction auxiliaire.
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Théoréme 2.1.8 F appartient au domaine d’attraction de Gumbel si et seulement si il

existe une fonction de Von-Mises F'* telle que pour z ( x ( xp on ait :

1= F(2) = c(@)[1 - F* (2)] = ¢ (z) exp {_ / ﬁdt} | (2.14)
ou c(x) — c) 0 lorsque v — xp.

Famille paramétriques des copules de valeurs extrémes

Il existe essentiellement deux grandes familles de modéle paramétrique usuels de co-
pules de valeurs extrémes bivariées : le modéle mixte ou de Tawn (1988) et le modéle
logistique ou de Gumbel (1960). Les autres modeéles proviennent généralement d’une ex-
tension symétrique de ces modeles. Les modéles Galambos et Husler-Reiss et le modéle
Marchal-Olkin , cette copule dépend de deux paramétres.

Les copules des différentes familles sont présentés dans le tableau suivant :

famille Cy Ag (1)

Indépendance | uv A(t)

Gumbel, exp { - (i + 1n@9)%} 0>1 17+ (1 1)]7
Gumbel, wvexp {6£%1 .0 >0 t*—0t+1
Galambos uv exp {— (a0 + 079 %} 1— [+ (1—t7)] g

Husler-Reiss exp {

_ : 1—a,),1-08 11 a ,B) — fuvt=B siu*<wf
Marchal-Olkin | «'~*v'# min (u*,v%) = {4, * g

a<fB,p>
T —(1-0)+(0—0)i (1—0)+(1—0o)t+
awn uv exp {[(G)ﬁ]+[a@]i [(Gt)k-k(o(l—t)x)]

TAB.1 : Quelque copules de valeurs extrémes

Avec t = —Inu, = —Inwv et ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée

réduite.
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Remarque 2.1.6 La copule de Gumble est la seule copule qui appartient a la famille de

copules archimédiennes et a la famille de copules de valeurs extrémes.
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Chapitre 3

Estimation

Soit X une variable aléatoire dont la densité de probabilité f (x, ) dépend d’un para-
métre f appartenant a R*, au vu d’un échantillon de X il s’agit de déterminer au mieux
la valeur 6, de 6.

Pour cela il existe deux types de I'estimations :

3.1 Estimation ponctuelle

Définition 3.1.1 L’estimation est dite ponctuelle si on estimé un paramétre de la popu-
lation avec un seul nombre.

- La statistique T' est fonction définie par :

Ezemple 3.1.1 : X, =YX, Xy =maz(Xy,..,X,)  Xqy =min(X;, ..., X,)

3.1.1 Estimateur

On appelle estimateur 'application 7' : L — D telle que (X, ...., X;,) — T(Xq, ..., X,).

n

Exemple 3.1.2 T = %ZXl est un estimateur de l’espérance mathématique de X.
i=1

Proprietés d’un estimateur .
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Estimateur biaisé

Si T est un estimateur de 0, on appelle biais de T pour la valeur 6 la valeur :
b(T)=FE[T]—0,E[T]#6 (3.2)

Exemple 3.1.3 52 =1%" (X, - X)Q est un estimateur biaisé de o*de biais (—+o?) .
X, = %Z?Zl X, est un estimateur ponctuelle sans biais de m ;

et

r=§ =13y (33)

est un estimateur sans biais de o?.

Estimateur asymptotiquement sans biais
Un estimateur 7, est dit asymptotiquement sans biais si le biais diminue quand la

taille de I’échantillon augmente lim,, ., £ [T,,] = 6.

Exemple 3.1.4 S? = %Z?:l (XZ- — )_()2 est un estimateur asymptotiquement sans biais

de o

Estimateur convergent

L’estimateur 7,, est convergent en probabilité si pour tout € ) 0 fixé la quantité :
P (||T,, — 0] ) €) tend vers 0 quand n tend vers oo .

Pour tout 6 de © , T, 5 0 < Ve ) 0 Py (| T, — 0| (&) — 1.

Proposition 3.1.1 Un estimateur T,, de 0 asymptotiquement sans biais et dont la va-

riance tend vers 0 est convergent

Théoréme 3.1.1 Un estimateur T,, dont l’espérance mathématique tend vers 0 et la va-
riance tend vers 0 est convergent pour 6 ceci résulte de la conséquence de convergence en
probabilité.

Ainsi X,,, S2 mais aussi S sont des estimateur convergents de E[X] et Var (X)

Remarque 3.1.1 Pour qu’un estimateur T, de 0 asymptotiquement sans biais soit convergent
il faut et implique :

Var (T),) — 0 (3.4)

n—oo
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Estimateur exhaustif
On dit que T, est un estimateur exhaustif pour § € © C RF si la loi conditionnelle de
(X1, ..., X;,) sachant T, ne dépend pas de 6.

Estimateur efficace

Théoréme 3.1.2 (Inégalité de Gramer-Rao au de Fréchet) Soit T un estimateur
sans biais pour 0 de dimension 1. Sous certaines conditions de regularité on a nécessaire-
ment pour toutd € © : Vy (T') > #W)

ou I (0) est linformation de Fisher, qui vaut :

1(0)=E

(%m f(m,9)>2] . (3.5)

S’éstimateur sans biais pour 6 atteint la borne de Gramer-Rao , on dit qu’il est efficace

Exemple 3.1.5 Soit X ~» N (m,o) et soit l’échantillon i.i.d (Xi,....,X,) de méme loi

que X on a :

n
I, (m) = ;
et
_ 0'2
V(M"( n) =—, g(m)=m

d’ou :

> o> 1§ (m)

X = —= — =

X, est un estimateur efficace de m

3.1.2 Meéthode du maximum de vraisemblance

Nous présenterons la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance et qui reléve

de 'approche classique, ansi que quelques exemples il la stratifs

Définition 3.1.2 Soit le modéle statistique (X, Py) et f(x,0) la densité de Py relativement

a la mesure dominante v. Considérons un échantillon aléatoire (X1, ..., X,,) de (X, Pp). On
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appelle vraisemblance la fonction :
L, (0)= f(Xy,...,X,,0). (3.6)

Si les variables X;,7 =1,...,n suri.id, ona:
n

F(X1, . X, 0) = [ £(X5,0). (3.7)

J=1

Définition 3.1.3 Soit L,(0) la vraisemblance au point 0 € ©. On appelle estimateur du
Mazimum de Vraisemblance (EMV) la statistique 0,, = 0 (X1, ..., X)) telle que

Ln (9n> > L, (0)V0 €O p.s. (3.8)

Quelques exemples

e Calcul de PEMYV du paramétre d’une loi de Poisson de paramétre \

Soient X1,..., X, ~ P(A). On a
"oy L
A XTI
L, (\) = e ™M A\&=i=1 || T
j—1‘<

I (A) = —nXA+ ) X;logA+c.

J=1

ol,, <;\n> o X
O\

et R
Lo (M) CTLX
92\ A2

(0. (3.9)

~ —

Donc, A, = X,, (la moyenne empirique) est 'EMV dans le cas d’'un modéle de Poisson.
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3.2 Estimation par intervalle de confiance

Soit # un parametre de la population on veut déterminer un intervalle [a, b] recouvrant
la vraie valeur de . Fournir un tel intervalle s’appelle une estimation par intervalle de

confiance de 6.

Définition 3.2.1 Soit o € [0,1] on appelle intervalle de confiance pour le paramétre 0 ;

de niveau de confiance 1 — « la famille des ensembles C,, (0) telle que :

PO eC,(0)=1-a.

3.2.1 Estimation de la moyenne d’une loi normale

Nous considérons une variable X de loi N(u,o?), donc de loi normale de moyenne g
et de variance 2. Nous cherchons a estimer p & l'aide d’un échantillon (X7, ..., X,,) de
variables aléatoires indépendantes toutes de loi N (u,o?).

Le premier cas est celui ou ¢ est connue. L’intervalle de confiance qu’on choisit, alors

est

- o - o
|:Xn — Z1fa/2%7 Xn+ Zla/2%:| (3.10)

OU 21_4 2 est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi Normale N(0,1).

Lorsque o n’est pas connu, on considére

. Su + S,
|:Xn — tl—a/2%a Xn + tl_a/Qﬁ:| . (311)

ou t1_, 2 est le quantile d’ordre 1 — a2 de la loi de Student & n — 1 degrés de liberté.

3.2.2 Estimation de la variance d’une loi normale

Soient X « N(m,c?) et Xy, ..., X,, n variables i.i.d selon la loi de X.

1- Cas m est connue
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Soit §2 = L3 (X, —m)’. On a

D’ou
P<X2a21§n—2§)<§ a2) =1-a.

ou x?2 est le fractile d’ordre oy de la loi x* (n), et xi_,, est le fractile d’ordre 1 —
de la loi x? (n) .

L’intervalle de confiance pour la variance d’une loi normale s’écrit donc au niveau 1 —«

sous la forme suivante

72 72
IC (0%) = [nin S ] : (3.12)

X?,‘ﬁ Xo
2 2
Remarque 3.2.1 Cet intervalle n’est pas centré car la loi du khi-deur n’est pas symé-
trique.
2- Cas ou m est inconnue

1=

. N . . . \2 _ 1 n e 2 .
On considére la variance empirique S, = — > " (XZ- — Xn) .On sait que

n—1 Sfl
=5 -,

On a donc

ou X2 est le fractile d’ordre oy de la loi x* (n—1), et xi_,, est le fractile d’ordre

1 —aydelaloi x*(n—1).

L’intervalle de confiance pour la variance d’une loi normale s’écrit donc au niveau 1 — «

sous la forme suivante./

C (0?) = [(n—l) QS” ,(n—1) 52"] (3.13)
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Chapitre 4

Estimation de copules

L’estimation en statistique est une opération qui permet de calculer la valeur in-
connue d’'un parameétre § du modéle statistique(€2, P) & partir d'un échantillion observé
(X1, ...., X,), on prend comme exemple la loi normale de paramétres ;1 et 02 (N (u,0?)),
telle que 'estimateur de p est la moyenne X, = %Z?:1 X; et l'estimateur de o2 est
la variance S? = %Z?Zl (XZ- — )_(n)z . Il existe beaucoup de méthodes d’estimation telle
que la méthode du maximum de vraisemblance (méthode classique), la méthode des mo-
ments...etc, et comme les copules sont des fonctions de répartition paramétriques comme
on a vu dans le deuxiéme chapitre, alors on a besoin d’estimer ces parameétres. Dans qua-
trieme chapitre, on va expliquer les méthodes d’estimation des parameétres d’une copule,

mais avont on donne la notion de copule empirique et la mesure d’association .

4.1 Fonction de répartition empirique

Soit (X1, ...., X,,) un échantillon de taille n de loi F'. La fonction de répartition empi-

rique est donc définie par :

1 n
=1

Cet estimateur conduit & un estimateur non paramétrique naturel d’une copule.

Propriétés asymptotiques
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- F}, est un estimateur sans biais

- Par la loi forte des grands nombres
Fu(@) —ps F(2).
- F,, est asymptotiquement normale de variance F'(z)(1 — F(z))

Vi(Fy(z) = F(z)) — N(0, F(2)(1 - F(z))).
- F,, est un estimateur uniformément consistant de F', c’est-a-dire

[£5 = Flloo =5 0-

4.2 Copule empirique

La copule empirique a été introduite et d’abord étudié par Deheuvels (1979)[9], qui
I’appelé fonction de dépendance empirique.

Dans le cas bivarié, nous donnons une définition.

4.2.1 Cas bivarié

Définition 4.2.1 Soit {(xk, yx)},_, un échantillon de taille n d’un copule de variables aléa-

toires. La copule empirique est la fonction C définie par

C

9

. (i l) ~ Nombre des paires (z,y) dans Uéchantillon tels que x < x¢) ety <y

n'n n

ou x(;) ety représentent les statistiques d’ordre associées a I'échantillon.
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La fonction densité empirique de la copule C' notée ¢ est donnée par :

-, =

(i %si (x(l-), y(j)) est un élément de l’échantillon ;
C =
nn 0

St non.

Elle est parfois appelée «fréquence empirique de la copule» ; il existe une relation entre

C et ¢ donnée par :

()0 (d) e (50) e e (55
n n n n n n n n n n

Beaucoup d’autres mesures de dépendance sont connues et utilisées telles que les me-
sures de concordance le tau de kendall, le de rho de Spearman dites aussi mesures d’asso-

ciation et verifiant certaines conditions.

4.3 Mesure d’association

Concordance et discordance

Soient (z; ,v;) et (z; ,y;) deux observations d’un couple de variables aléatoires (X ,Y)

pouri € {1,...,n} et je{l,...n}.

Définition 4.3.1 On dit que (z; ,y;)et (x; ,y;) sont concordantes si et seulement si
(i =) (i —y;) ) 0= (2 (25 ety Cys)ou (i) x5 et ys ) yj)

Définition 4.3.2 On dit que (z; ,y;)et (x; ,y;) sont disconcordantes si et seulement si
(i —2;)(yi —y;) (0= (s (25 ety ) ys)ou (i) x; et y; (y;)

Exemple 4.3.1 Soit un échantillon de taille n = 4 de données bivariées {(x;,y:)}i_,. Les
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observations x; et y; présentés dans le tableau suivant

2| 2] —6| =54
v l1l2 |3 |4

A partir de cet échantillion nous donnons les paires concordantes et discordantes :

(i =) (Wi —y;) ) 0| (21— 2a) (Y1 — va) | (T2 — T4) (Y2 — va) | (23 — 24) (Y3 — Ya)
(i — ;)i —y;) (0] (21— 22)(y1 — v2) | (w1 — @3)(v1 — 3) | (22 — 23)(y2 — ¥3)

Mesure de concordance

Définition 4.3.3 Une mesure numérique d’association k entre deux variables aléatoires
continues X et Y dont la copule C' est une mesure de concordance si elle satisfait les
propriétés suivantes :
1- k est défini pour chaque couple (X,Y') des variables aléatoires continues ;
2-—1<kyxy <lkxx=1letkx_x=-1;
3-kxy =kyx;
4- 51 X etY sont indépendants, alors kxy =kn =0;
5 k_xy =kx_v = —kxy:
6- i C et Cy sont copules telles que Cy; < Cy, puis Koy < Key, ;
7- Si{(Xn, Yn)} est une suite de variables aléatoires continues de copule C,,, et que C,,

converge simplement vers C, puis lim, ke, = kc.

Théoréme 4.3.1 Soit (X1,Y1) et (Xa,Ya) sont des vecteurs indépendants de variables
aléatoires continues de fonctions de répartitions jointe Hy et Hs respectivement, avec F
et G les marginales associées o X1, Xo et Y1,Ys respectivement. On note par Cret Cs les

copules associées o Hyiet Hy de sorte que :
Hy(z,y) = CL(F(x),G(y)) et Hy(z,y) = C2(F(2), G(y))-
On note par ) la différence entre les probabilités de mesure de concordance et de
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discordance des (X1,Y71) et (Xa,Y3), c’est-a-dire :
Q = P(X; — Xo)(¥i — ¥a) > 0] — P[(X, — X)(¥i — ¥3) < 0], (42)

alors

Q=Q(Cr,Cy) = 4 / Co(ut, 0)dCh () — 1. (4.3)
Preuve. Puisque toute les variables aléatoires sont continus, alors
Pl(X1 = X5)(Y1 = Y3) <0] =1 = P[(X; — X5)(Y1 — Y3) > 0],
et donc de (4.2) on a :
Q =2P[(X; — X2)(Y1 —Y3) > 0] — 1L
or
P[(X: —X5)(Y1 —Y2) > 0] = P[X; > X5, Y] >Y2]+ P[X; < X5, V) <Y,

par lintégration sur la distribution des vecteurs (X1,Y1) et (Xa, Ys)

P[X1>X2,Y1>Y2 —P X2 X171/2<Y1]
l/ X {2,% (4)dCy (F (2),G (5))

:ﬂ@ (), G () dCy (F () .G (y)),

Si on pose u = F(x) et v=G(y), on obtient :

PIX; > X5,V > V2| = //02 (u,v) dC (u,v) .
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De la méme fagon,
PIX, ( X0, Vi (V2] =//P[Xm,my]dcmF(:c),G(y)),
://[1—F<a:> “G )+ Co(F (2),C ) dCy (F (2) .G (1),

RQ
= //[1 —u—v+ Cy (u,v)]dC (u,v),
12
ot (U, V) sont des variables aléatoires uniformes (0,1), E(U) = E(V) =

1 1
P[X; ( Xo, Y1 (YZ]:1—5—§+//C’2(u,v)d01(u,v),
]12

ainsit

P[(X1 — X3)(Y1 —Y3) > 0] = 2//02 (u,v) dC} (u,v).

D’aprés le théoréme (4.3.1) ,on déduit

Q= Q(Cy,Cy) = 4//02(u,v)d01(u,v) Y

Corollaire 4.3.1 Soient C1,Cs deux copules, et () une mesure de concordance et discor-
dance définie par (4.3.1), et possédant les propriétés suivantes :
1-Q est symétrique :

Q(C1, C2) = Q(Co, Ch).

2- ) est nondécroissante dans chaque argument :
si Cy ( Cret Cy ( s pour tous (u,v) € I?, Alors Q(C}, Cy) < Q(C’l,C’Q).
3- On peut remplacer la copule C' par la copule de survie C' dans Q,

Q(Cy,Cy) = Q(Ch, Cy).
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Exemple 4.3.2 La fonction ) est mesuré pour les copules M, W et II.
Le support de M est la diagonale u = v dans I*. Si g est une fonction intégrable dont

le domaine I, telle que

// (11, 0) M (11, v) = /(uu)du.

Par conséquent nous avons
1
-Q (M, M) = 4/ min(u, v)dM (u,v) — 1 :4/udu— 1=1

1

—Q(M,H):4//uv dM(u,U)—1:4/u2du—1:%, et Q(M,W):4/ max(u +

0
1

v—l,O)dM(u,v)—l:4/(2u—1)du—1:0.

1

De la méme fagon, car le support de West la diagonale v =1 — u, nous avons

1

//uvquU /g 1 —u)d

0

1
et donc - Q (M,II) =4 [ [uv dW (u,v)—1 =4 [u(l—u)du—1=F et Q(M,W)=
Jfoaten-i-]

1
4/ max(u +v —1,0)dW (u,v) — 1 :4/0du— 1=-1.
0
Enfin, puisque d 11 (u,v) = dudv,alors

11

Q(H,H):4//uvdH(u,v)—1:4//uvdudv—1:0.
5

00

Remarque 4.3.1 Dans l’exemple ci-dessus, soit C' une copule arbitraire, nous avons tou-
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jours

Q(C, M) €[0,1],Q(C,W) € [=1,0] et Q (C,TI) € {%1%}

Tau de Kendall

Soit (X1, Y1y et (X2, Y2) de vecteurs aléatoires continues, indépendants et identiquement

distribués de fonction de répartition jointes H. Le tau de Kendall du vecteur aléatoire

(X,Y) est défini par
Txy) = P{(X1 — X5)(Y1 = Y2) > 0} — P{(X; — X5)(Y1 — Y2) <O0}. (4.4)

On peut définir le tau de Kendall en fonction d’une copule C, utilisant la fonction )
définie dans (4.3) .Le théoréme suivant représente la relation entre le tau de Kendall et les

copules.

Théoréme 4.3.2 Soient X,Y deux variables aléatoires continues dont la copule est C'.

Le tau de Kendall de X etY est défini par

T(X,Y) = Q(C, C) - 4/C<U, v)dC(u, U) — 1; (45)

car les variables aléatoires U = F(x) et V = G(y) sont des variables aléatoires uni-

formes, alors l’équation (4.5) devient

Exemple 4.3.3 Nous présentons dans le tableau suivant quelques copules et le tau de

kendall correspondant :

Copule Tau de Kendall

Normale | 27~ arcsin(p)

Gumbel | Y=Y

0

Frank 22+ 4D§(0)
0

Clayton (2]
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0
telle que Dy, (0) = /%/ (e — 1) dx est la fonction de Debye.
0

Tau de Kendall empirique (estimateur de tau de Kendall)

Soit un echantillon de taille n de donnés bivariées {(zg, yx) }_,. Définissons les nombres
c et d comme étant respectivement le nombre de paires concordantes et discordantes dans

cet échantillon. On définit la version empirique du tau de Kendall par

c—d c—d n!
pr— = —-— n:_ . 4-
™= ord T oy = g — ) (46)

3-3 _ 0 =0

Exemple 4.3.4 En reprevant [’exemple (4.3.1) on trouve que T, = il
2

Une autre mesure d’association basée sur les mesures de concordances et discordance,

est connue sous le non du rho de Spearman :

Rho de Spearman

Soient (X1, Y1), (X2, Y2) et (X3, Y3) des coples indépendants du vecteur aléatoire (X, Y).

Le rho de Spearman, noté p(x y), est défini par

pexy) =3 (P{(X1 = Xo)(Y1 = ¥5) > 0} = P{(X1 — Xp)(V1 — ¥3)}) < 0. (4.7)

Comme le tau de Kendall, nous pouvons définir le rho de Spearman en fonction d’une

copule C' grace au théoréme suivant :

Théoréme 4.3.3 Soient X,Y deux variables aléatoires continues dont la copule est C'.

Le rho de Spearman de X etY est donnée par

3Q(C;10),
12/uv dC(u,v) — 3,

12
12/Cuvdudv—3

12

PX,Y)
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Car les variables U,V sont uniformes d’espérance E(U) = E(V) = %, et de variance
var(U) = var(V) = 15, alors pixy) peut s’écrire
EUV)—-EU)E(V)

\/U(IT(U) var(V)

PXy) = (4.8)

Démonstration

On sait que / wv dC(u,v) représente l'espérance de (UV'), alors

12

pxy)y = 12/uv dC(u,v) — 3
12
— 12B(UV) -3

_ E(UV)-1/4
- T 112
E({UV)—E(U)E(V)

\/vm“(U)\ /var(V)

Remarque 4.3.2 Puisque le Tho de Sparman est défini en fonction d’une copule paramé-

trique C' nous notons p(x,y) par pg.

Exemple 4.3.5 1- Soit Cy une copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern, de paramétre 6 €

[—1,1], alors
Co(u,v) =uv+ Quv (1 —u) (1 —v),
donc
1 0
/C’g(u,v)dudv =1 + 36’

12

le Tho de Spearman est

_9
P9—3

2. Soit Cy g la copule de Marchall Olkin, de paramétres 0 ( o et B ( 1définie par

ul= et u® > o8
Cap =

b
wvl=P et u® < o8
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donc

1 a+f
/Caﬁ(u, v)dudv = 3 (m> )

12

et le rho de Spearman est alors égale & :

a3

Pus = 20— af + 28

3- 5 (X,Y) est un couple de variables aléatoires gaussienne de corrélation r, alors

~arcin (5)
, = —arcsin ( = ) .
P ™ 2

Rho de Spearman empirique (estimateur du Rho de Spearman)

Soit un échantillon de taille n de données bivariées {(x;,y;)},—, - la version empirique

du rho de Spearman est définie par :

12 - n+1
_ 2:“_ 4.

telle que, R; est le rang de X; parmi les Xi,...., X,, et S; est le rang de Y; parmi les

R, |3]|1]2]4
S; 11234

donc : p, = ﬁZRiSﬁ' -3 (%) =0.2.
i=1

Mesure de dépendance

Définition 4.3.4 Une mesure numerique d’association ¢ entre deuz variables aléatoires
continues X,Y dont la copule est C' est une mesure de dépendance si et seulement si elle

satisfait les propriétés qui suivent (on la note dxy)
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1- §xy est définie pour chaque couple (X,Y) de variables aléatoires continues.
2.-0<0xy <1.

3-dxy = Oy x.

4- 6xy =0 si et seulement si X et'Y sont indépendantes.

5 dxy =1 si et seulement si chacun de X,Y est une fonction strictement monotone
de autre, présque sirment.

6- Si o (X) et B(Y) sont des fonctions strictement monotones présque sirment, alors

da(x),8(v) = OX,y-

7- Si(X,,Y,) est une suite de variables aléatoires continues de copule C,,, convergent
vers C, alors

hm 6men = 6X,Y-

n—oo

Exemple de mesure de dépendance
Mesure de Schweizer et Wolffs : Le rho de Spearman de deux v.a continue X,Y

est définie par

PX,Y) = 12/(C(u;v) — uv)dudv;

12
cet intégral représente le volume entre la copule C est la copule produit II. Si on
change la différence (C'(u;v) — uwv) par |C(u;v) — uv|, alors on obtient une mesure basée
sur la distance L, entre le graphique de C et II, cette distance représente la mesure o de

Schweizer et Wolffs, qui est définie par

oc =0xy = 12/ [(C(u;v) — uv)| dudv. (4.10)
[2

Théoréme 4.3.4 Soit X,Y deux v.a continues d’une copule C'. Alors la quantité oo dé-
finie dans (4.10) est une mesure de dépendance.
Schweizer et Wolffs (1981) assure que toute distances entre les surfaces z = C'(u;v) et

2z = uv représentent une mesure nonparamétrique de dépendance,¥1 < p < oo, la distance
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L, entre C et II est définie par :

1

P

I, = kp/|(C(u;v)—uv)]Pdudv | (4.11)
12

telle que k, est une constante choisis de sorte que la quantité dans (4.11) .Soit égale &
1 lorsque la copule C' est égale a M ou W.
A partir la de quantité dans (4.11) on définit les mesures de dépendances suivantes

Mesure ®xy : Sip =2, alors nous avons :

1
2

Pyy =Pc= 90/ |(C(u; v) — uwv)|* dudv |,
]2

telle que le carré de cette derniére c’est-a-dire <I>§(,Y représente l'indice de dépendance
entre les variables X et'Y .
Mesure Axy : Pour p =1 nous avons

Axy =Ac =4 sup [(C(u;v) —w)|.

u,vel

Remarque 4.3.3 D’aprés les définitions de mesures de dépendance oc; ®c et Ac on
trouve que ces derniéres sont basées sur le coefficient du rho de Spearman. Il existe d’autres
mesures de dépendance basées sur un autre coefficient telle que le coefficient de Gini (voir

Nelsen, 2006, p.211 [6]).

Dépendance de queue

La dépendance de queue est une mesure locale, car elle mesure la dépendance au niveau
des queues de distribution. Il existe deux coefficients de dépendance de queues, définies

comme suit :

Définition 4.3.5 Soit X,Y deux v.a continues de fonctions de répartition respectives F

et G.
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Le coefficient de dépendance inférieure (lower tail dependence coefficient) A, est définie
par

A (X,Y) = lim P(X <F '(a) /Y <G ' ().

a—0t
Le coefficient de dépendance supérieure (upper tail dependence coefficient) \, est définie

par

A (X,Y)=lim P(X > F ' (a) /Y =G " ().

a—1—

On peut définir ces mesures en fonction d’une copule C' de la fagon suivante :

Définition 4.3.6 Soit X,Y deux v.a continues de copule C, alors nous avons

A (X, V) = Tim S (4.12)

u—0t— u

— Quand A\, €]0,1], alors C' a une dépendance de queue inférieure.
— Quand A\, = 0, alors C' n’a pas de dépendance de queue inférieure.

Et

, (4.13)

— Quand Ay €)0;1] alors C' a une dépendance de queue supérieure.
— Quand A\y = 0 alors C' n’a pas de dépendance de queue supérieure.
Nous présentons maintenant quelques copules avec les coefficients de dépendance de

queues, st elles existent dans le tableau suivant.

Copule C(u,v) || A Au
Clayton 27 0

archimédienne C(u,v) Gumbel 0 2—2%
Frank 0 0
C)y(u;v) gaussienne 0 0
Cop(u;v) Marchall-Olkin || 0 0

La copule de Clayton a une dépendance de queue inférieur, au contraire de la copule de

Gumbel qui posséde une dépendance de queue supérieur, elle est a ce titre particuliérement
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adaptée en assurance et en finance pour étudier l'impact de la survenance d’événement de
forte intensité sur la dépendance entre branches d’assurance ou actifs financiers [11], et
pour la copule de Frank il n'exviste aucune dépendance de queue ni inférieur ni supérieur,

telle que la copule gaussienne.

Remarque 4.3.4 La copule gaussienne n’a pas de dépendance de queue, sauf pour p=1;

telle que

0 si 1
M= Ay P
lsip =1
On peut observer graphiquement la dépendance de queue entre les variables, comme le

montre les graphique suivants :

copule de Gumbel copule de Clayton eopule de Frank

e
68 8z 04 08 03 1o

Fig.4.1 :Echantillons de taille1000 de trois copules archimédiennes (o = 5)

04 06 0F

0z

0o

Fig.4.2:Echantillons de taille1000 de deux copules gaussienne pour p = 1(a gauche)et p = 0.5(a droite
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Quadrant de dépendance positive

Le concepet de quadrant de dépendance positife (positive quadrant dependency) PQD

peut étre définie en terme de copule comme on a défini la dépendance de queue.

Définition 4.3.7 Soit X,Y deux v.a continues de copule C. On dit que X etY sont PQD
St

C(u;v) > uv,¥(u;v) € [0,1]%.

On peut ausst utiliser la notion d’ordre entre les copules, telle qu’elle est définie au
chapitre 2 pour définir la PQD. X etY sont PQD si leurs copule C' est superieme a la

copule produit T1
C(u,v) > IL

4.4 Meéthodes d’estimation

Dans cette section, on va expliquer les méthodes d’estimation telle que la méthode de
maximum de vraissemblance exacte, méthode des fonctions d’inférence des marginales qui
sont des méthodes paramétriques, et deux méthodes sont semiparamétriques, telle que la
méthode de pseudo-maximum de vraissemblance et la méthode de moment, on termine

par la méthode de la distance minimale.

4.4.1 Méthode du maximum de vraissemblance exacte

Soit C' y une copule paramétrique multivariées de parameétre 6. On estime sous les deux

hypothéses suivantes

Hy : C' € Cy, (4.14)

telle que Cyp = {Cy : 6 € O} ; ou O est un sous ensemble de R? pour tout entier p > 1.et
Hy=F € F,....,Fy € Fy,

telle que Fj pour j = 1, ...., d sont les lois marginales de X1, ...., Xg et F; = {.7-"%, 1 € Fj} ,ou

I'; est un sous ensemble de R et en maximisant la fonction log- vraissemblance L (#) définie
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par

L) = Zln f(z), (4.15)

telle que f(z1,....,z4) est la fonction de densité jointe de Xj, ....., Xg...

Comme on peut voir la fonction L(6) peut s’écrire

L) = Zln (co (F1(zi1), - Fal@ia)) Hfj (z;)

= Zln Co (Fl(l"z‘l)y e Fd(fbid) + ZZ In f; (xy) )

=1 j=1
ol ¢ représente la densité de la copule C g, alors I'estimateur de 6 , noté MV est

oMV — arg max L(0).

Cet estimateur est consistant et vérifie la propriété de normalité asymptotique

Jn (éﬁ” - 9) — N (0,171(0)),

telle que 1(0) et la matrice d’information de Fisher. Cette matrice est estimée par

I'inverse de la matrice Hessian de la fonction de vraissemblance.

4.4.2 Meéthode des fonctions d’inférence des marginales (IFM)

Supposant que nous avons les mémes hypothéses que la méthode de maximum de
vraissemblance, alors cette méthode consiste & maximimiser la fonction log- vraissemblance
L(#) mais en séparant entre les parameétres de distributions marginales ; et les parameétres
de dépendance.

La procédure d’estimation effectuer en deux étapes, introduites par Joe et Xu (1996)
consiste a :

- Estimer les parmetres de distribution marginales univariées v;, qui sont
définis par :

7; = argmax L;(v;), (4.16)

54



telle que
v) = I fj (@),
i=1

ou f; est la densité de Fj .
- Puis, on estime ¢, En utlisant les estimateurs 4; obtenues par (4.16),

nous avons alors :
O M — arg max L(6),

ou
Z Incy { F5, (zan), Fy (wia} -

é]FM

La encore, l'estimateur ¢, vérifie la propriété de normalité asymptotique

démontré par Joe (1997) :
Vi (817 —0) — N (0,v 1 (9)).
avec V' (0) est la matrice d’information de Godambe, définie par :

t

V(@) =DM (D),

ou

D=E {% (g (e)t)} M=FE[g(0)qg(0)] et g(0) = ((%Ll, ..... , %Ld) .

4.4.3 Meéthode de pseudo-maximum de vraissemblance (maxi-

mum de vraissemblance canonique)

Cette méthode a été proposé dans le cas ot les marginales F,...., Fy associées aux
X1, ...., X4 sont inconnues, elle compose de deux étapes :
- On remplace les marginales Fi, ...., F,; par leurs estimations naturelles

(estimateur empirique), définies par :
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n

N 1
Fjn (z5) = EZﬂT(XUSz)-

=1

- En maximisant la pseudo log-vraissemblance pour estimer 6 , telle que :
Lo) =Y Ine {Fl,n(xﬂ), ....,Fd,n(xid} ,
i=1

alors l'estimateur 7'MV est définie par :

0rMY — argmax L(6).
Remarque 4.4.1 Nous avons pour touti € {1,....n} et j € {1,.....d}, R;; = nﬁjm (i),
ou R;j est le rang de X;; dans l’échantillon univarié Xy, .., X,;. Donc l'estimateur tiré de
cette méthode est basé sur les rangs des observations.

Cas bivarié :

Soit X,Y deux variables aléatoires dont les marginales sont F' et G respectivement.
Soit Cy la copule associée a X,Y de paramétre 6. La pseudo log-vraissemblance est définie

a partir de l’équation (4.15) par

L) = Zln co {Fn(x:), G (4:)}

telle que (voir 4.1) :
1o 1
Fo(z;) = EZW(&@:) et G (yi) = Ezﬂ(yigy)’

i=1 i=1

comme nk, = R; et nG,, = S;; ot R; et S; sont les rangs de X; et Y; dans leurs

échantillons univariés respectivement, donc L(0) devient

L) = Zlnce (8, 55,
i=1
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4.4.4 Méthode d’inversion du tau du Kendall et du rho de

Spearman

Cette méthode consiste & estimer les paramétres recherchés en utilisant certaine mesure
d’association telle que le tau de Kendall ou le rho de Spearman, car il existe une relation
entre ces mesures et le parametre de dépendance de la copule. Nous présentons dans ce
qui suit les détails de ’aplication de cette méthode.

- Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires dont la copule est Cy , de
parametre 6, telle que # € © C R.
1- L’estimateur de 6 basé sur le tau de Kendall
- Supposant qu’il existe une relation entre le tau de Kendall et le parameétre
6. définie par I’égalité suivante

Txy)=4Jd (9) )

ol g est une fonction continue et dérivable, alors un estimateur 62X de 6

est défini par :

0T% = g7 (1),

telle que 7,, est 'estimateur empirique de voir (4.6).

- Cet estimateur est asymptotiquement normale
Vi (B - 0) = N (0.6%)
telle que 62 est la variance empirique de o2
62 = (459 (r))*,

ou
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et

n

Wi =2 fixcxy<v et
j=1

n
1
Wi =2 Qxcx vy )
i=1

2- L’estimateur de 0 basé sur le rho de Spearman
De la méme maniére, si on suppose que le rho de Spearman se définit en fonction de 6

par la relation suivante :

p="h(0),

ou h est une fonction continue et dérivable, alors I’estimateur 6, de 0 est défini par
953 = h‘il (pn) ’

telle que, p, est l'estimateur empirique de p voir (4.9).

- Cet estimateur est asymptotiquement normale
Vvn <éfs - 9) — N (0, A (pn))2> ,
telle que o2 est l'estimateur de o>

o2 =144 (=9A2 + B, +2C,, + 2D, + 2¢,)
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ou

_ 1 R; S;
A” T on n+1n+17

=1
n

B, =%Z(ﬁ1)2(%)27
C, = ZZZ i SLq(Ry < Ri, S < ) + 3 — Ay,

i= l] 1 k=1
_ § :E : R R
D” - n+1 n+1 (nJrl’ n+1) et
= 1] 1
— Ay S; S;
En - z :z :n—l—l n+1 max <n+1’ n+1 ) °
=1 j=1

4.4.5 Méthode de la distance minimale

Il existe trois types d’estimation lié & cette méthode et chaque type est basé sur trois
statistiques, telle que la statistique de Cramer-von-Mises, la statistique de L; variant
Cramer-von-Mises et la statistique de Kolomogorov-Smirnov [8].

Esimateurs de la distance minimale basés sur le processus de copule empi-
rique

C’est le premier type d’estimation qui consiste a :

1. Calculer le processus empirique définie par

C, = \/E(Cn_Cé)ﬂ

telle que, C),, est la copule empirique de Deheuvels et Cj est la copule proposé¢ dans

I’hypothése Hy (4.14) .

CoM

2. Calculer les statistiques de Cramer-von-Mises, noté pg,",

de Kolomogorov-

Smirnov, noté pl> et de Ly variante de Cramer-von-Mises,
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Ly

emp définies par

noté p

st = [ Catu) dCa ).

12
pfnfp = Supue[(),l}2 |Cn <U)| et
P = Vi [ 1€ ()] dC, ().
12
Les versions empiriques de pS2" et pkt (U, 0) sont données par

ponM - — Z {C. (Ui) = C; (Ui)},

plr, =D IC. (1) — Cy (Uh)] .
=1

3. Calculer les estimateurs de la distance minimale basés sur la minimisation

des satististiques ci-dessus définies par :

éflmp,Ll = arg min ﬁfﬁ,lp <U7 0) )
érelmp,C"UM = arg min ﬁf,ljf (U,0) et
ézmILKS = arg min pfnfp (U,0).

Estimateurs de la distance minimale basés sur la fonction de dépendance
de Kendall

Le deuxiéme type de la distance minimale est basé sur la fonction de dépendance de
Kendall, il a été proposé par Savu et Trede (2004), Genest et al. (2006). La transformée
d’intégrale de probabilité V' d’un vecteur aléatoire X dont la fonction de répartition est

H et de marginales F}, ..., F,; est définie par :

X V= H(X) = C(Uh, s U).

telle que, U; = F(Xj;).
Pour estimer on calcule :

1. L’estimation nonparamétrique de K, telle que K est la fonction de répartition
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jointe de V. Cet estimateur est donné par :

1 n
K, (w) = ﬁzﬂ(‘ﬁﬁw)aw e [0, 1]2.
=1

2. Le processus empirique k,, définie par :

kn:\/ﬁ(Kn_Ké>'

3. Les statistiques pf(l,p%“M et pK9 sont alors :

=i / ()]l ()

JooM / Ky ()2 dicy () et
0

Pgs = SUDPy¢(0,1] kn, (w)] -

Estimateurs de la distance minimale basé sur la transformée de Rosenblatt
Avant de présenter cette méthode, on définit la transformé de Rosenblatt dans le cas

bivarié.

Définition 4.4.1 L’intégralede probabilité de Rosenblatt a été proposé par Rosenblatt (1952)
qui transforme une suite de variables aléatoires dépendantes en variables aléatoires indé-
pendantes de lois uniforme U(0,1).

Soit X1, Xy deux variables aléatoires dont les fonctions de répartition marginales sont
Fj(xj) pour j € {1,2} et une fonction de répartition conditionnelle Fy1, la transformée de

Rosenblatt est définie par :
R(X) = (R(X1), R(X2)),

telle que
Rl(Xl) = Fl(l’l), RQ(XQ) = F2|1(1’2 | l’1>.

Done, pour estimer 0 en pose V.= R(X) et on calcule les statistiques de Cramer-
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CoM

. . . L .
von-Mises pgos’, Ly variante de Cramer-von-Mises py.. et Kolomogorov-Smirnov pi3

087
définies par :

M = / (C, (V) ~ IL(V)}2dC, (V).
. = / C, (V) — TL(V)|dC, (V) et

Phos = sup|C, (V) = IL(V)].

La version empirique de la statistique de Cramer-von-Mises est donnée par
~Cv 2
Pt (V) =D {C. (V) —TL(V)}.
i=1

Remarque 4.4.2 La méthode d’inversion est appliquée dans le cas ot le paramétre de

dépendance est réel
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Conclusion

Nous avons présentés dans ce mémoire les différentes méthodes d’estimation des co-
pules, ce qui permet de bien modélisé la stricture de dépendance de certaines données.

Des plus connues on peut cité la méthode du maximum de vraisemblance, la méthode
d’inférence des marginales, celle du pseudo-maximum de vraisemblance, ainsi que les mé-

thodes d’inversion du Tau de Kendall est du rho de Spearman.
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