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Introduction générale:



Introduction générale:

Ce mémoire se compose d'une introduction générale aux solutions d'ingénierie pour
des ondes non linéaires montrant I'importance de ce sujet, et les objectifs de cette recherche,

qui se compose de quatre chapitres.

Une introduction générale aux phénomeénes non-linéaire, qui sont connus que, dans divers
domaines, y compris l'optique non linéaire, et des dispositifs de communication, tels que la
fibre optique, les ondes sonores dans l'atmosphere et les océans. On s'intéresse a l'étude de
plusieurs ondes issues des systémes aux dérivées partielles. Ces ondes sont spécialement de

type soliton.

Le deuxieme chapitre présente certaines méthodes traitant l'aspect non linéaire des
évenements qui peuvent se produire dans la vie courante. Nous abordons quelques méthodes
telles que la méthode de décomposition, ce qui nous a permis de trouver des solutions

rationnelles pour les ondes non linéaires.

Le troisieme chapitre propose donc une nouvelle approche : la méthode de la variable

fonctionnelle appliquée a plusieurs types de problémes non-linéaires a coefficients

constants et variables. Dans ce chapitre, on essaye d’appliquer cette méthode pour quelques
exemples bien connus, 1’équation de KdV, la forme généralisée du systéeme de Boussinesq,

I’équation d’onde longue régularisée (RIW), et autres systémes.

Dans le dernier chapitre, nous examinons comment I'étude des équations d'ondes non-linéaire
a coefficients constants et d'utiliser pour la premicre fois la méthode de la variable

fonctionnelle a une premiere forme différentielle non linéaire et une autre confrontation

concernant I'équations de Benjamin - Bona - Mahony.

Les solutions obtenues sont exactes et coincident avec d'autres méthodes utilisées dans la

littérature.
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Phénomene non linéaires



I-1-Introduction au phénomene non linéaire :

Ces phénomenes qui surgissent dans différents domaines incluent le systéme optique
non-linéaire, les dispositifs de communication tels que les fibres optiques transsoniques, les
ondes dans I’atmosphére et I’océan, et la turbulence dans le plasma. Les exemples des
¢quations partielles dispersives non-linéaires renferment 1’équation de Korteweg de Vries
(KdV en abrégé), les équations non-linéaires de Klein Gordon, les équations de Schrodinger

non-linéaires, et beaucoup d’autres.

Les réalisations principales des mathématiques appliquées ont montré entre autres la découverte
des interactions de soliton, en introduisant la méthode «d’Inverse Scattering» pour trouver la
solution exacte explicite pour un systéme d’équations partielles, et 1’analyse asymptotique de

perturbation pour la recherche des équations non-linéaires d’évolution.

La compréhension mathématique de ces objets et de leur role dans la description des
dynamiques des ondes non-linéaires étaient depuis les années 60 un sujet de recherche
extrémement actif qui met en ceuvre des points de vue trés divers : la théorie classique des
¢quations aux dérivées partielles (théorie des EDP elliptiques et de I’intégrabilité compléte),
I’analyse fonctionnelle et I’analyse harmonique, la théorie des systemes dynamiques (théorie des
perturbations, fonctionnelles de Liapounov), des ingrédients classiques de la physique
mathématique (analyse spectrale), ainsi que des contributions importantes de 1’analyse

numeérique.

Avec le développement rapide de la science non-linéaire, les scientifiques et les ingénieurs sont
intéressés par les techniques analytiques asymptotiques pour des problémes non-linéaires. Bien
qu’il soit trés facile pour nous maintenant de trouver les solutions des systémes linéaires a 1’aide

de I’ordinateur.
D’autres équations d’évolution issues de la physique sont complétement intégrables.

Mais cette propriété exceptionnelle a le défaut d’étre instable par perturbation de 1’équation, ce
qui ne permet pas de raffiner la modélisation physique. Ces trente dernieres années un effort
considérable a été entrepris pour développer une théorie beaucoup plus robuste et générale avec

des apports importants de différentes parties des mathématiques.
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L’objectif de ce travail, est la construction des solutions de certains modeles physiques
classiques ou quantiques traités mathématiquement au moyen de la méthode de la variable

fonctionnelle.
I-2- les équations des ondes non linéaires :
I-2-1- Introduction :

Les équations différentielles partielles expriment beaucoup de lois fondamentales de la
nature et surgissent généralement dans ’analyse mathématique des problémes en science et
technologie. Bien que, les équations différentielles partielles non-linéaires aient subi de
nouveaux développements remarquables pendant la derniere moitié du vingtiéme siecle, une des
impulsions principales pour développer des équations partielles non-linéaires a été 1’étude des

problémes non-linéaires de propagation des ondes [1-9].

Ces problémes apparaissent dans différents domaines des mathématiques appliquées, de la
physique, y compris la dynamique des fluides, le systéme optique, la mécanique des solides, la

physique des plasmas, et la physique non-linéaire de la matiére condensée.

Les équations d’ondes non-liné€aires en particulier ont fourni plusieurs exemples de nouvelles
solutions qui sont remarquablement différentes de celles obtenues pour des problémes d’ondes

linéaires.

On va essayer dans ce chapitre d’exposer rapidement un apercu de la théorie de base pour 1’étude
de certaines équations aux dérivées partielles modélisant la propagation des ondes, suivie de

quelques équations modeles décrivant des situations physiques données.
I-2-2 Les équations aux dérivées partielles :

Soit u une fonction définie sur RY a valeurs dans R et suffisamment réguliere. Une
¢quations aux dérivées partielles (E.D.P.) pour la fonction u est une relation entre u, les

variables x4,.......... X4 et un nombre fini de dérivées partielles de u

F (x4,..... ,Xg,u,Diu,....,Dgu,D,Dyu, DD, u,...,Dfu,....) =0
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Ces équations peuvent €tre linéaires ou non-linéaires a coefficients constants ou variables.
L’équation partielle non linéaire de premier ordre ayant deux variables indépendantes x et y

est généralement exprimée sous la forme.

F,yuunuy,) = f (I.1)

ou f est une fonction d’une ou deux variables indépendantes x et y. De méme, 1’équation
partielle non linéaire du second degré ayant deux variables indépendantes x et y peut étre

exprimée par
F (X, 5,U, Uy, Uy, Ugy, Uyy) = f (1.2)

L’équation partielle non linéaire s’appelle homogene si f = 0, et dite non homogene si

f 0.

Quelques exemples des équations différentielles partielles non linéaires :

ur+ 2uu, = 0 (L.3)
U +uu,, =0 (1.4)
U + uu, = sinx (L5)

Plus formellement, il est possible d’écrire ces équations sous forme d’opérateur.
Lyu(X) = f&X) (1.6)

Ou L, est un opérateur différentiel partiel et f (X ) est une fonction de deux variables et,

X =0y ... ).

Si Ly n’est pas un opérateur linéaire, I’Eq. (1.6) s’appelle une équation partielle non linéaire.
Pour trouver des solutions particuliéres d’une équation aux dérivées partielles, a partir de la
solution générale, on va imposer des conditions restrictives sur I’ensemble des solutions. Les

contraintes les plus fréquentes sont :
1-Conditions initiales :
Si u est fonction de (x,t) € R% X R on donne :

u(x, to) = Po(x) ou DI u(x,to) = @, (x), on parle aussi de conditions de Cauchy.
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2. Conditions au bord :
Si u est fonction de x € R?on a trois types de contraintes :

- conditions de Dirichlet ou u est fixé sur le bordde Q : u |0Q = g ; et Q est le domaine de

définition de la solution.

- conditions de Neumann ou la dérivée normale de u est fixée Z—Z | 0Q = g;
- conditions mixtes C(x)u + C™(x) Z—Z = g sur 0Q;
Si g = 0 on a des conditions homogenes au bord ;
3. Conditions a P’infini :
Si u n’est pas bornée on a des conditions de la forme :
ux) ~ ®(x)quand |u| - ooulul, < o

Les contraintes sont en général imposées par la nature du probléme que 1’on essaye de
résoudre, et I’équation aux dérivées partielles et ses conditions restrictives seront donc a priori

cohérentes.

De facon générale une équation aux dérivées partielles ne donne lieu a un probléme
raisonnable que si on 1’associe a un certain type de conditions restrictives, par exemple des
conditions initiales pour des problémes d’évolution (équation de la chaleur et équation des

ondes) ou des conditions au bord pour I’équation de Laplace.
I-2-3 Problemes bien posés :

Pour un probléme physique modélisé par une équation aux dérivées partielles, le
scientifique essaye de formuler les conditions auxiliaires physiquement réalistes, le tout

constitue un probléme bien-posé.

Si on considére une équation aux dérivées partielles sur un domaine avec éventuellement des

conditions auxiliaires sur la solution, on dit que le probléme est bien posé si on a :

- Existence d’une solution du probléme : I’existence au moins d’une solution satisfaisant

toutes les conditions.

- Unicité de cette solution.
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- Stabilité par rapport aux données du probléme : la solution unique dépend d’une fagon stable

des données du probleéme.

Si la solution change beaucoup quand les données changent peu, on dit que le probléme est

sensible aux données.
I-2-4 Notions de solution :

Soit u la solution d’un probléme bien pos¢€. Dans ce qui précede on n’a pas précisé la
régularité¢ de u, on a seulement supposé que u était suffisamment différentiable pour que les
¢quations aient un sens. Dans beaucoup de cas un probléme n’admet pas de solutions
régulieres : ex, I’équation des ondes avec conditions initiales non continues, les lois de

conservation scalaires qui générent des ondes de choc (Chaos).

En général, le principe de superposition linéaire peut étre appliqué aux équations partielles
linéaires. Ce principe est habituellement employé pour trouver une nouvelle solution comme
une combinaison linéaire d’un ensemble donné de solutions. Cependant, pour des €quations
partielles non-linéaires, le principe de superposition linéaire ne peut pas étre appliqué pour
donner une nouvelle solution. Ainsi, parce que la plupart des méthodes de solution pour des
¢quations linéaires ne peuvent pas Etre appliquées aux équations non-linéaires, et des
techniques numériques son t habituellement exigées pour leur solution. On peut parfois
trouver une transformation des variables qui transforme une équation non-linéaire en équation
linéaire. En fait, de nouvelles méthodes sont manifestement exigées pour trouver des solutions

aux équations de types non-linéaires.
I-2-5 Les équations dispersives non-linéaires :

L’intérét que portent les physiciens aux équations non linéaires dispersives est du a
I’existence pour ces équations non linéaires des ondes solitaires, c.-a-d. des solutions se

propageant a vitesse constante sans changement de forme.

La premiere observation dans la « nature » de ce phénomene est sans doute I’expérience
vécue par J. Scott-Russel, en 1834. Lors d’une promenade le long du canal Edinburgh-
Glasgow, il suivit pendant plusieurs kilometres une vague produite par le sillage d’un bateau.
Celle-ci se propageait sans se déformer. Il découvrit alors ce qu’il a appelé les grandes ondes

de translation ou ondes solitaires.
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La découverte remarquable a motivé Russel pour conduire des expériences physiques de

laboratoire pour accentuer son observation et pour étudier ces ondes solitaires.
Il a empiriquement dérivé la relation :
C’= g(h + a) (1.7)

Cela détermine la vitesse C de 1’onde solitaire, ou a est ’amplitude maximale au-dessus de la
surface de 1’eau, h est la profondeur finie et g est I’accélération de la pesanteur. Les ondes

solitaires s’appellent donc les ondes de gravité.

La Fig.I.1. montre les paramétres et les variables utilisés dans la description de 1’onde

solitaire.

l.!_’.' - 7z
—_—

Fig I.1. La description de ’onde solitaire

Ce n’est qu’en 1895, que la découverte de Russel fiit confortée grice aux mathématiciens
Korteweg et de Vries qui proposérent leur célebre équation aux dérivées partielles, appelée
depuis, équation de Korteweg-de Vries, couramment abrégé en KdV, pour décrire le
mouvement des ondes en eaux peu profondes (longueur d’onde plus grande que la
profondeur). Ils montrerent que les ondes solitaires sont solutions de cette équation.

Cette équation est 1’'une des équations d’évolution non-linéaires les plus étudiées. L’intérét
porté par les scientifiques envers cette équation est di a ses propriétés remarquables lui
permettant d’€tre un bon modele pour de nombreux systémes physiques.

-L’équation de KdV sous sa forme plus simple est donnée par :

U + 66Uy + Uy = 0 (1.8)
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qui indique que la dispersion et la non-linéarité pourraient se produire. On assume que les
solutions d’ondes solitaires sont de la forme.

u(xt)=f(x — ct) (1.9)

ou, ¢ est la vitesse de la propagation de 1’onde, nous obtenons I’équation différentielle
ordinaire (EDO) :

—cf'+ f"+6ff'=0
qui fournit apres intégration
—cf + f"+ 3f’=a

ou a est une constante d’intégration. Une multiplication par f' suivi d’une intégration on
trouve :

—cf?+ (f)°+ 2f°= 2af + b (L.10)
ou b est encore une constante.

Nous cherchons une solution solitaire, signifiant que loin du tamas de 1’eau, il n’y a aucune
altitudeet f,f',f"— 0, quand x — oo, alors nous devons avoira = b = 0, de sorte
que

—of*+ (f)+ 2f°= 0

La solution de cette EDO de premier ordre est
u (x, t) ngechz [%\/E (x — ct + x0)], (I.11)

ou X, est une constante d’intégration

%A

Fig.1.2. Le soliton, t fixe.

La solution (I.11), tend a zéro exponentiellement quand x — +oo.
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(voir Fig.I1.2.). Avec la fonction f ,u (x,t) = f (x — ct), c’est la forme d’un soliton.
Il voyage vers la droite a une vitesse ¢, son amplitude est %

I1 existe un soliton pour chaque ¢ > 0. Il est long, étroit et rapide si c est grande, et est
court, large et lent si c est petite.

La stabilité¢ du soliton, est découverte seulement en 1965 par M. Kruskal et N. Zabusky. Ils
ont trouvé une propriété inattendue de 1’équation de KdV . Si nous commencgons par deux
solitons, les plus rapides dépasseront le plus lent et, aprés une interaction non linéaire
compliquée, les deux solitons émergeront sans changement de forme quand ils se déplacent
vers la droite, excepté un léger retard. En fait, ils ont observé que chaque solution de (I.8),
avec n’importe quelle fonction initiale u (x,0) = @(x), semble se décomposer, quand
t — +oo, en un nombre fini de solitons (voir Fig.1.2).

Ce comportement spécial incite des physiciens a employer le soliton comme un modele
mathématique d’une particule élémentaire stable.

I-2-6 Le concept "soliton" :

Pendant ces derniéres années, la théorie de soliton a été appliquée a de nombreux
problémes pratiques et fondamentaux dans des domaines divers. En raison de leur stabilité, les
solitons constituent une image commode et adéquate pour décrire une multitude de
phénomenes non linéaires.

Notons que le terme soliton (formé du latin solitarius : solitaire) est employé dans la physique
et les mathématiques. Dans la littérature mathématique ce terme est typiquement associé aux
solutions des équations intégrables qui interagissent élastiquement et reprennent leurs formes
apres collision. Donc, le soliton est une onde non-linéaire, qui a les deux propriétés
importantes suivantes :

1. Une onde localisée se propage sans changer ses propriétés (forme, vitesse etc.)

2. Les ondes localisées sont stables contre des collisions mutuelles et maintiennent leurs
1dentités.

La premiére propriété est un état d’onde solitaire connu en hydrodynamique depuis le 19¢me
siécle. La seconde signifie que I’onde a I’aspect d’une particule.

Comment confirmons-nous analytiquement les propriétés des solitons ? Pourquoi les solitons
sont-ils stables comme des particules? Le soliton est-il un phénomeéne spécifique de 1’équation
de KdV ? Les réponses a ces questions ont joué¢ un role important en établissant le concept de
soliton.

La raison pour laquelle chaque onde solitaire reste stable contre des interactions mutuelles est
que DI’équation de KdV a un nombre infini de quantités conservées. Des propriétés
dynamiques du systeme sont limitées par I’existence d’un nombre infini de lois de
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conservation. Les quantités conservées garantissent I’indépendance des parameétres par
rapport au temps ; ce qui caractérise les solitons, et donc les solitons sont stables.

Le plus important développement des solitons est survenu en 1967 dans lequel une relation
remarquable entre les solitons et la diffusion transformée de 1’opérateur de Schrodinger a été
introduite par Gardner, Green, Kruskal et Miura.

Ces derniers ont proposé¢ de résoudre le probléeme de Cauchy de 1’équation de KdV en
utilisant la diffusion inverse. Gardner, Green, Kruskal et Miura ont présenté un probléme
linéaire (probléme de valeur propre) ou le potentiel U (x, t) est la solution de 1’équation de
Kdv,

Yy —uX )Y = AP (I.12)
c’est une équation de type Schrodinger. Quand u satisfait I’Eq. (1.8), la valeur propre

A = —c®ne dépend pas du temps. Puisque A est négatif ceci représente un état lié dans la
mécanique ondulatoire. D’autres valeurs de A > 0 peuvent étre associées aux solitons mais
ce ne sont pas des états liés et ils sont reliés aux ondes progressives.

Le fait que les solitons peuvent étre associés a 1’équation de Schrédinger, des physiciens ont
postulé I’idée que les solitons peuvent apparaitre en tant que particules €lémentaires massives
beaucoup plus lourdes que le proton. Les solitons peuvent décrire la physique des particules
d’une autre maniére, confinées non seulement dans I’espace mais aussi dans le temps. Dans ce
cas ils s’appellent les Instantons.

1-2-7 Définitions :

La propagation des ondes intervient dans différents domaines. Une onde peut se
définir comme étant une perturbation qui se propage dans un milieu provoquant ainsi des
variations de ses propriétés physiques locales. Une onde transporte de 1’énergie sans
transporter de la matic¢re. Il existe différents types d’ondes : ondes acoustiques, ondes
¢lastiques, ondes ¢€lectromagnétiques, ondes solitaires..etc. Les ondes sont solutions
d’équations aux dérivées partielles.

Un exemple d’une équation d’onde est 1’équation des ondes acoustiques qui décrit la
propagation des ondes sonores dans un fluide. En une dimension d’espace, celle-ci s’écrit :

UU o — CPUyy = 0 (1.13)

ou x et t représentent les variables spatiale et temporelle respectivement. La notation ut
désigne la dérivée seconde de u par rapport a la variable t. De méme on notera, u, la dérivée
de u par rapport a la variable «a.

Les définitions suivantes sont inspirées des notes de Scott et al :

a- Définition 1 :
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Une onde progressive est une solution d’une équation aux dérivées partielles qui dépend des
variables spatiale x et temporelle t uniquement a travers la relation §¢ = x — ct ; ¢ étant la
vitesse de propagation constante.

Exemple, la solution de I’Eq. (I.13) se met sous la forme :
ulxt) =f(x+ct) + glx —ct), (1.14)

ou f (x,t) est une onde qui se propage vers la gauche et g(x, t) est une onde se propageant
vers la droite.

b-Définition 2 :

Une onde solitaire est une onde progressive localisée, c’est a dire, une onde progressive qui
tend vers des états constants.

c-Définition 3 :

Un soliton est une onde solitaire qui asymptotiquement préserve sa forme et sa vitesse apres
collision avec d’autres ondes solitaires.

d-Définition 4 :

Un N-soliton consiste en N ondes solitaires de différentes amplitudes, se propageant a
différentes vitesses, éventuellement en interaction.

I-2-8- Ondes non-linéaires et milieux dispersifs :

Les phénomenes de non-linéarité tendent a favoriser la formation de fronts raides étant
donné que les points de plus grande amplitude se propagent plus vite. Prenons 1I’exemple de
I’équation dite de Burgers :

u, + uu,=0 (L.15)
Un terme non-linéaire est présent dans cette équation, a savoir (UiLy).
Pour comprendre son effet, rappelons que 1’équation linéaire :

U +cu,=0 (I.16)
admet pour solution une onde de la forme u (x,t) = f (x — ct) qui se propage a la vitesse c.

Ainsi en assimilant dans 1’équation de Burgers (1.15) le coefficient du terme u,, a savoir u, a
la vitesse de propagation de 1’onde, il est facile de se conv aincre qu’en premicre
approximation, les parties aux grandes valeurs de u vont se propager plus vite que les parties
de faible amplitude, ce qui induit a la formation d’ondes de choc, c’est a dire des solutions
présentant des discontinuités a temps fini (voir Fig.IL. 3).
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F ig.1.3: La rupture de ’onde non-linaire

Par ailleurs, on définit un milieu dispersif par le fait que les différentes fréquences constituant
I’onde ne se propagent pas a la méme vitesse. Les vitesses de phase et de groupe sont alors
différentes. Une onde se propageant dans un milieu dispersif s’étale. Prenons I’exemple
suivant :

Ut Uyrr=0 (I.17)
Cette équation admet comme solution une onde plane du type

u(x,t) = Aexp [i (Kx — wt)]
si la pulsation w est liée au nombre d’onde k par la relation

w = —k?appelée relation de dispersion. La vitesse de phase dépend dans ce cas du nombre
d’onde et est différente de la vitesse de groupe.

I-2-8-1-Le comportement des équations non-linéaires dispersives :

Une des conséquences mathématiques de la dispersion pour les équations linéaires est
la présence d’effets régularisant locaux ; c’est a dire qu’a I’instant t > 0, les solutions sont
localement en espace plus régulicres qu’elles ne le son t & I'instant initial. Ces effets
régularisant, ne peuvent pas étre globaux puisque, pour ces équations linéaires, les normes de
Sobolev sont conservées au cours du temps ; de plus, elles sont toutes réversibles en temps).
Ces effets régularisant sont liées a la dispersion :

- Ils n’existent pas pour I’équation des ondes par exemple ; plus 1’équation est dispersive, plus
ces effets seront importants.

- Il est remarquable que la non-intégrabilité ne soit pas forcément li¢ aux termes non linéaires.
Les dispersions d’ordre supérieur, par exemple, peuvent ¢galement effectuer le systéme pour
étre non-intégrable.

20



I-3-Types d’équations d’information non linéaires :
I-3-1- Les modéles d’équations dispersives non-linéaires :

Les équations partielles non linéaires apparaissent fréquemment en formulant des lois
fondamentales de la nature et dans 1I’analyse mathématique d’une grande variété de problémes
physiques. Nous nous intéresserons donc a des équations de la forme :

oiu = Lu + f (w) (I.18)

. a(. \ . . \
ou, ot :% etu = u(t, x) estavaleurs réelles( ou complexes (ou éventuellement a valeurs

dans RX,t €ER" etx € R™; l’opérateur L sera anti-adjoint, f est une fonction donnée.

On cite quelques exemples modeles d’équations dispersives non linéaires importantes.
[-3-1-1-Les équations de type Korteweg-de Vries ( KdV) :

Cela concerne les équations qui se mettent en général sous la forme :

oiu + 0, Mu + 9,f () = 0, (I1.19)

ou,x € R, t > 0,u(t,x) esta valeurs réelles. M est un opérateur différentiel ou pseudo
différentiel a coefficients constants. Aussi des dérivées d’ordre élevé par rapport au temps
peuvent se manifester dans 1’équation (1.19).

1. L’équation de Korteweg-de Vries ( KdV ) :
oiu + Ou + 03u + 9,(u’) = 0,t € R*,x €ER (1.20)

Cette équation décrit un modele de propagation unidirectionnelle pour les ondes longues a la
surface de I’eau, en faible profondeur.

2. L’équation de Benjamin-Ono (B.O) :

L’équation de Benjamin-Ono (B.O) est donnée par

deu + d,u + 0°H (u) + 0,(u) = 0,t € R,x ER (L21)
Ou, H est la transformation d’Hilbert

Cette équation surgit dans I’étude de longues ondes de gravité internes faiblement non-
linéaires et appartient a la classe des modéles faiblement non-linéaires.

3. L’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP ) :

L’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP) est un modéle bi ou tridimensionnel, qui tient
compte de faibles perturbations transversales, dont la longueur d’onde est de 1’ordre du carré
de la longueur d’ondes dans la direction de propagation. Cette équation s’écrit en deux
dimensions :

0,(0iu + y0°u + 0,(u?))y + 0?0%yu = 0,t € R, (x,y) € R? (1.22)
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ou les différents coefficients sont constants.

Kadomtsev et Petviashvili ont présenté la premiére fois cette équation pour décrire le
changement lent des ondes non linéaires dans un milieu dispersif. L’Eq. (1.22) avec 0? = +1
surgit dans I’étude des ondes dispersives faiblement non-linéaires dans les plasmas et
¢galement dans la modulation de longues ondes d’eau faiblement non-linéaires qui voyage
presque dans un plan vertical.

Récemment, en les auteurs ont dérivé 1I’équation de KP unifiée (UKP) pour les ondes
externes et d’interface se propageant dans un canal tournant avec la topographie variable et
les parois latérales. Cette nouvelle équation inclut la majeure partie des équations de type KP
existant dans la littérature en tant que cas spéciaux.

4. L’équation de Benjamin-Bona-Mahony généralisée (BBM) :

Une variante des modeles de type KdV est donnée par 1’équation de Benjamin-Bona Mahony
(BBM ) ou "Regularized Long Wave equation (RLW )".

Oiu — 0,0°u + 0x(u + w) = 0,t € R,x €R (1.23)
est mise aussi sous la forme :
oiu = —(1 — 0%) 0,(u + u?) = 0, (1.24)

L’équation de Benjamin-Bona-Mahony généralisée (BBM) comme modele qui caractérise de
longues ondes dans des milieux dispersifs non-linéaires. De nombreux chercheurs sont attirés
par I’application de I’équation de BBM.

5. L’équation de Boussinesq :

L’équation de Boussinesq, décrit les vagues d’eau non-linéaires unidimensionnelles
faiblement dispersives se propageant dans les directions positives et négatives de x

Upe = Uy + GU)xx = Unzax = 0, (1.25)
6. L’équation de Burgers :

U + UUy = VU, = 0,x € Rt > 0 (1.26)
ou v est la viscosité cinématique

C’est I’équation non-linéaire et modele le plus simple pour les ondes diffusives dans la
dynamique de fluide. Elle a ¢té présentée la premicre fois par pour décrire la turbulence
unidimensionnelle, et elle surgit également dans beaucoup de problémes physiques
comprenant les ondes sonores dans un milieu visqueux, les ondes dans des tubes élastiques
visqueux remplis de fluide, et les ondes magnétohydrodynamiques dans un milieu avec la
conductivité électrique finie.
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7. L’équation de Fisher :
2
U — VU, = K(u —u?) =0,x €Rt>0 (1.27)

ou v, K et k sont des constantes.

L’Eq. (1.27) a été employée comme équation modele non-linéaire pour étudier la propagation
d’ondes dans un grand nombre de systemes biologiques et chimiques. Fisher a présenté la
premiére fois cette équation pour étudier la propagation d’ondes d’un géne dans une
population. Ces derniéres années, I’équation de Fisher a ét¢ employée comme équation
mode¢le pour une grande variété de problémes qui incluent la propagation d’onde chimique, la
population de neutrons dans un réacteur nucléaire, et peut s’appliquer a la théorie de
combustion, de diffusion non-linéaire, et la cinétique chimique.

8. Les équations non linéaires fortement dispersives et les Compactons :

Récemment, un type spécial d’équations de KdV a été découvert et un nouveaul9 phénomene
a été observé. Quand I’onde de dispersion est purement non-linéaire, on peut observer
I’existence des ‘compactons’ : solitons avec la longueur d’onde finie.

Rosenau et Hyman ont découvert une classe d’ondes solitaires avec un support compact
appelés ‘compactons’.Les compactons sont définis par les ondes solitaires avec la propriété
remarquable qu’apres collision avec d’autres compactons, ils émergent avec la méme forme
de cohérence.

Cette nouvelle classe de solutions est régie par une famille de deux-parameétres, dénotée par
K(m,n),

UrEa (U™t b (U =0, m>0,1<n<3 (1.28)

Pour certaines valeurs de m et de n, ou a et b sont des constantes positives réelles. Ainsi, des
compactons sont définis comme des solitons avec un support compact. En d’autres termes, les
compactons ont les propriétés suivantes :

1- Les Compactons sont des solitons avec la longueur d’onde finie ;

2- Les Compactons sont des ondes de solitons avec un support compact ;

3- Les Compactons sont des solitons exempts de queues exponentielles ;

4- Les Compactons sont des solitons caractérisés par 1’absence des ailes finies ;
5- Les Compactons sont des solutions robustes de type soliton ;

6- Les Solutions de type compactons sont des solutions d’ondes spéciales qui peuvent étre
exprimées par le carré des fonctions sinusoidales. A la différence du soliton standard de KdV ,
la largeur se décroit quand les amplitudes (vitesse) augmentent, la largeur d’un compacton est
indépendante de I’amplitude, mais sa vitesse dépend de sa hauteur. Puisque la dispersion
augmente avec I’amplitude ; aux amplitudes élevées, la dispersion est plus dominante que
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dans I’équation de KdV , et par conséquent, elle peut efficacement équilibrer 1’effet de la non-
linéarité. L’Eq.(1.28) avec (+a) s’appelle la branche focalisante et admet des solutions
d’ondes solitaires de déplacement. D’autre part, I’Eq.(1.28) avec (—a) est référée comme la
branch défocalisante et admet des solutions d’ondes solitaires avec des pentes infinies. Ainsi,
I’Eq.(1.28) représente deux modeles non-linéaires avec des structures physiques entiérement
différentes.

La solution de K(2,2) aveca = b =1 de I’Eq.(1.28)
Up (WU (U2) yxx = 0, (L29)
est donnée par

(%) cosz[é (x—ct)] |x—ct] <2n

0, autrement

e t)={ (130)
Wazwaz a obtenu des compactons, des solitons, des modeles solitaires et des solutions

périodiques pour la forme généralisée en utilisant la méthode de Tanh et la méthode de sine-
cosine .

Récemment, une famille des équations de KdV non-linéaires est apparue dans la théorie de
soliton parce que diverses formes d’effets de non-linéarité et de dispersion ont été prises en
considération.

A titre d’exemple, nous citons principalement I’équation de type KdV de cinquiéme ordre et
I’équation dispersive non-linéaire K (m,n) .

Aussi, Wazwaz [10] a dérivé plusieurs types de solutions, y compris des compactons pour
I’équation dispersive non-linéaire K (n,n) et

K(m, n).

Aussi, I’équation K(m,n) (I.31) a coefficients dépendant du temps étudié par Wazwaz et
al :

W)e + 28 Wu+ [a (®) + B (Ox](W)x + §OQuwu, + ¥ ()W) xxx
= 0’

(1.31)

avec «a et [§ sont des coefficients variables (dépendant du temps). y et & sont les coefficients de
la non-linéarité et la dispersion en fonction du temps respectivement.

Les solitons et les compactons sont deux types d’ondes non-linéaires. Ils jouent un role
essentiel dans toutes les ramifications de la science et de la technologie, et sont employés
comme ¢léments constructifs pour formuler le comportement dynamique complexe des
systtmes d’ondes dans toute la science : de I’hydrodynamique au systéme optique non
linéaire, des plasmas aux ondes de chocs, des tornades a la grande tache rouge de Jupiter, de
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Tsunamis a la turbulence. Récemment, le soliton et le compactons sont d’importance
principale dans le domaine de la nano hydrodynamique.

9. L’équation de Sine-Gordon (SG) :
Dyt — @y + sing = 0, (1.32)

L’équation de SG possede diverses solutions intéressantes : car x varie de (—o0 — +0) , une
solution qui change de 0 a 2 est un soliton (kink). Une solution qui change de 2w a 0 est un
anti-soliton (anti-kink) et 1’état 1i¢ de kink et anti-kink est un breather.

En 1939, Frenkel et Kontrova ont présenté 1’équation de SG comme modele pour les
dislocations dans les cristaux. Le déplacement ¢ (x, t) des atomes peut se propager comme un
kink dans le champ périodique du cristal. Autour de 1960, Perring and Skyrme ont considéré
I’équation de SG comme modele pour les particules élémentaires (plus rigoureusement,
baryons). Ils ont étudié les collisions de kink-kink et de kink-(anti-kink) et ont confirmé la
stabilité des kink.

10. L’équation complexe de Korteweg de Vries modifiée (CMKdV ) :
Cette équation est donnée par

| o ©@lv|v) _
6t+6x3+a ax =0,

(1.33)
-0 < x < 4ot > 0,

ou, Y est une fonction complexe évaluée en fonction de la coordonnée spatiale x et du temps
t, a est un parametre réel. Cette équation est utilisée comme modele pour 1’évolution non-
linéaire des ondes de plasma. Elle incorpore la propagation des ondes transversales dans un
modele a chaines moléculaires.

11. L’équation de Schrodinger non linéaire :
L’exemple type est donné par I’équation de Schrédinger non linéaire :
wau + fAu+y |u|2au =0,
(1.34)
x € Rt > 0,
ou u est une fonction a valeurs complexes, t € R, x €Rn, B et

vy = *1 sont desconstantes réelles. Cette équation intervient dans la physique des plasmas
(c’est alors un cas particulier de 1’équation de Zakharov) et en optique non linéaire (par
exemple comme modele de propagation dans les fibres optiques).
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Bien souvent, I’effet de non linéarité est a 1’origine d’une interaction cohérente de matiere-
rayonnement et a forte puissance.

Ceci ne peut étre réservé que pour les sources laser notamment les lasers a solides. Par
ailleurs, le transport d’informations par solitons dans les systemes de télécommunications
utilise la fibre optique comme milieu de propagation non linéaire en s’appuyant sur le
principe de réflexion totale des ondes a I’interface cceur-gaine de la fibre. De ce fait,
I’équation de Schrédinger non linéaire a été développée pour approximer la dynamique de
propagation

non linéaire dans un systéme faiblement non linéaire et fortement dispersif comme les fibres
optiques et les guides d’ondes.

Cette équation intervient aussi dans la propagation des ondes solitaires dans les semi
conducteurs piézoélectriques, mais également dans le contexte des ondes de surface, lorsque
la profondeur est infinie. Le cas le plus souvent rencontré dans les modeles physiques
correspond a ¢ = /. En hydrodynamique, on rencontre également 1’équation en deux
dimensions dans laquelle I’operateur A est remplace par I’operateur 9,2 — 0,2 [1].
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Chapitre Il :

Quelques méthodes de construction
des solutions.
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I1-Quelques méthodes de construction des solutions :
II-1-Premiére partie :

II-1-1-Les méthodes d’approximations :

I1-1-1-1-Introduction :

L’effort pour trouver une solution exacte a une €quation non-lin€aire est important
pour comprendre la plupart des phénomeénes physiques non-linéaires. Ces derni¢res années
beaucoup de méthodes puissantes pour chercher les solutions exactes des équations partielles
non-linéaires ont été établies et développées, ce qui est I'une des avancées les plus

passionnantes de la science non-linéaire et de la physique mathématique et théorique.

Il y a un grand nombre d’approches analytiques a la recherche des solutions. Parmi ces
méthodes nous pouvons citer la méthode de perturbation, la méthode « de diffusion inverse »,
la transformation de Backlund /Darboux, la méthode d’Adomian, la méthode bilinéaire
d’Hirota, la méthode elliptique de Jacobi, la méthode de perturbation d’homotopie, la
méthode de la fonction tangente hyperbolique (Tanh), la méthode de Sinus Cosinus (Sine-
Cosine ), la méthode d’itération variationnelle, les méthodes d’ansatze . . . et beaucoup

d’autres .

Dans cette partie, on va donner un aperc¢u sur quelques méthodes puissantes et connues d’étre
utilisées dans plusieurs modeles physiques, ensuite on tente de résoudre quelques modeles
intéressants, en citant I’équation de KdV, et 1’équation complexe de Korteweg-de Vries

modifiée (CMKdAV). Toutes ces méthodes peuvent étre consultées dans [11-18].
I1-1-1-2-Présentation de quelques méthodes d’approximations :
II-1-1-2-1-L’Approche Variationnelle :

La théorie variationnelle a été¢ appliquée avec succes a la recherche des solutions de

soliton .Cette méthode peut mener a une simple dérivation des solutions de soliton.

Considérons I’équation de KdV

ou ou oud
—_ _,—’—_ =
ot u 0x 0x3 i (IL1)
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Nous cherchons ces solutions comme une onde de la forme suivante

ulx,t) =U(¢), & =x—ct (IL.2)
.0u ¢ est la fréquence angulaire (ou vitesse). La substitution de (I1.2) dans ’Eq.(II.1) donne
—cU'— 6UU'+U"=0 (IL3)
ou """ dénote la différentiation selon & . L’intégration de I’Eq. (I1.3) donne

—cU — 30?2+ U"=0 (I1.4)

et par la méthode de semi-inverse , la formulation variationnelle suivante est établie.

1 ,0u

] = [y GoeU? + U+ (57)d¢ (IL5)

La méthode semi-inverse est un outil mathématique puissant a la recherche des formules
variationnelles pour des problémes physiques réels. Par la méthode de Ritz, nous cherchons
une solution d’ondes solitaires sous la forme d’un polyndme en termes de fonctions

hyperboliques :

u=%Lomy,

ou

y=sech(q;$ ), (IL.6)

ou p;, g;et M sont des constantes a déterminer. Pour des mesures de simplicité, nous posons

M = 2,py=p;=0,p2=petq=q.
La substitution de (I1.6) dans la relation (I1.5) résulte
1=17(3) cp?sech*(g) + p3sech®(q€) +3 (4p>q>sech* (g€ tanh?(q))| d¢
2.7)
2 o0 3 [o0] 0
=% J, sech*(z)dz + %fo sech®(z)dz + 2p?q [, {sech*(z)tanh*(2)} dz

cp? 8p3 4p?
_cp 14 p-q
3q 15q 15

La fonctionnelle ] est minimale par rapport a p et q , il résulte
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2
3q 15q 15

¥ (IL9)

Apres simplification, on trouve
S5c+12p+4¢>=0

(IL.10)
—5¢c—8p+49*=0

A partir du systéme (I1.10), nous pouvons facilement obtenir les quantités suivantes :

1 c
p__zch_\/; (IL11)

ainsi la solution d’onde solitaire peut étre approximée comme

u= —%sechz\/%(x —ct—¢&y) (11.12)

qui fournit la solution d’onde solitaire exacte de 1’équation de KdV (IL.1).

L’analyse précédente a la vertu de la simplicité totale, ’approche variationnelle peut aisément
étre appliquée a la recherche des solutions d’ondes solitaires a d’autres problémes non-
linéaires, et peut étre employée comme point de référence pour beaucoup d’autres

applications.
1I-1-1-2-2-La méthode d’itération Variationnelle :

La méthode d’itération variationnelle est une méthode pour obtenir des solutions de
type soliton a de diverses équations d’ondes non-linéaires. La méthode commence par une
solution de type soliton avec quelques paramétres inconnus qui peuvent étre déterminés apres
quelques itérations seulement. La formule d’itération est construite par un multiplicateur
général de Lagrange qui peut étre identifi¢ de fagon optimale par I’intermédiaire de la théorie

variationnelle.

I1-1-1-2-3-La méthode de perturbation d’homotopie (MPH) :
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Cette méthode est un outil mathématique simple dans la recherche des solutions de
soliton . Dans cette méthode, une homotopie est construite avec un parameétre p. Pour illustrer

les idées fondamentales de cette méthode, nous considérons 1’équation non-linéaire suivante :
AU)—f(r)=0 req (I1.13)

avec les conditions aux bords sont données. A est un opérateur différentiel général, f () une

fonction analytique connue, € est le domaine de la solution.

L’opérateur A peut étre, généralement divisé en deux parties de L et N, ou L est la partie

linéaire, alors que N est la partie non-linéaire. L’ Eq.(II.13) peut, donc, étre réécrite comme :
LWU)+NWU)-f(r)=0 (IL.14)
Par la technique d’homotopie, nous construisons une homotopie v(r,p):
qui satisfait :
H(v,p) = (1 =p)IL(v) — L(up)] + p[A(v) = f(r)] = 0,p € [0,1],

(IL.15)
ou
H(v,p) = L(v) = L(uo) + pL(uo) + p[N(v) — f(1)] = 0 (IL16)

ou p est un parametre et u, est une approximation initiale de ’Eq.(II.13) qui satisfait les

conditions aux limites. Evidemment, en considérant ’Eq.(I1.16),on a :
H(v,0) = L(v) — L(uyp) (IL.17)
Hwv,1)=AWw)—-f(r)=0 (I1.18)

Le changement de p de zéro a I’unité est justement le changement de v(r,p) de uy (r) a
U (r). Dans la topologie, ceci s’appelle la déformation, et L(v) — L(uy) et A(v) — f (1)

s’appellent homotopie.

Selon MPH, nous pouvons d’abord employer le parametre p comme "petit parametre”, et

supposons que la solution de (2.16) peut étre écrite comme une série entiere en p :

v = Vg + pr+pPvyt...... (I1.19)
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Posons p = 1, la solution approximative de I’Eq.(2.13) :
u = lim,_,,v = vytv vyt (1.20)

La combinaison de la méthode de perturbation et de la méthode d’homotopie s’appelle la

méthode d’homotopie de perturbation.

La série (I1.20) est convergente pour la plupart des cas. Cependant, le taux de convergence

dépend de I’opérateur non-linéaire A(v).
Les remarques suivantes sont suggérées par He :

(a)- la deuxiéme dérivée de N (v) selon v doit étre petite parce que le parameétre p peut étre

relativement grand, c-a-d.p — 1.
(b)- la norme L™ N /0v doit étre plus petite que "un" de sorte que la série converge.
I1-1-1-2-4-La méthode du développement du parametre

La méthode du développement du paramétre est une nouvelle méthode pour
rechercher les solutions de type soliton et les solutions périodiques des systémes non linéaires.
La méthode suppose que les solutions peuvent étre exprimées sous formes arbitraires de

fonction exponentielle. Cette méthode n’exige pas de construire une homotopie.

Pour illustrer la procédure de la recherche des solutions, nous considérons comme exemple

I’équation non-linéaire suivant

ou ou 23u

E+aua+bﬁ+N(u)—0, a>0,b>0 (IL.21)
ou ou o3u

E-I_ aua+b$+ 1N(u) =0,

(11.22)

Supposons que les parameétres a, b, et 1 peuvent s’exprimer de la forme

a=ay+pa; +pa,+- - (11.23)
b = bO + pbl + pzbz + .- (11.24)
1=pc, +pic, + - (11.25)
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ou p est un paramétre de comptabilité, p = 1. La substitution des Eqs.(IL.19) et (I1.23)
—(I1.25) dans I’Eq.(I1.22) et en procédant la méme démarche utilisée dans la méthode de

perturbation, nous pouvons facilement obtenir la solution nécessaire.
I1-1-1-2-5 La méthode de la fonction exponentielle :

La méthode de la fonction exponentielle nous fournit une approche directe
et concise sur la réalisation des solutions solitaires généralisées et les solutions périodiques.
Considérons une équation partielle non-linéaire générale de la forme
F = (u, Uy, Uy, Uz, Up, Ugy , Uyy, Uzy, Uty Uy, Uxt, Uyt ) =0 (11.26)
Utilisant la transformation
n = ax + by + cz + dt, (11.27)
nous pouvons réécrire 1’Eq.(I1.26) sous forme d’équation ordinaire non-linéaire comme suit
G=u,u’u",..), (I11.28)
ou les primes dénotent la dérivée par rapport a 7.

On donne aux solutions d’ondes la forme suivante

Sn=—i @neXp (n 1) (IL.29)

u@m) = Z{n:_i bmexp (mn)

oui,j, k,etlsont des nombres entiers positifs qui pourraient étre librement choisis, a,, et b,,

sont des constantes inconnues a déterminer.
1I-1-1-2-6 -La méthode Tanh :
1- introduction :

Depuis que le monde autour de nous est intrinsequement non linéaire , les équations
aux dérivées partielles non linéaires ( PDE ) sont largement utilisées pour décrire des
phénoménes complexes dans différents domaines des sciences , en particulier dans la
physique telles que la physique des plasmas , la mécanique des fluides , fibres optiques , la
physique de 1'état solide , l'optique non linéaire et ainsi de suite . L'un des progres les plus

passionnants de la science non linéaire et la physique théorique est le développement des
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méthodes pour rechercher des solutions exactes des équations aux dérivées partielles non

linéaires.
2- Présentations et applications :

Dans cette section, nous donnons une bréve description de la tanh-fonction étendue

modifiée. Considérons une forme non linéaire PDE.
H = (Uy, U, Uyy, ...) = 0. (I1.30)

Nous considérons d'abord les solutions d'onde de voyage u(x,t) =u(é), ou & =x—
ct, I'équation (2.30) devient une équation différentielle ordinaire . La prochaine étape nous

recherchons les solutions sous la forme

u(®) = %L, wt (a; + bw=?) (IL31)
et

w' =b+w? (I11.32)
ot b est un paramétre a déterminer w = w(&),w’ = Z—? . Le paramétre M se déduit en

équilibrant 1' ordre le plus élevé du terme linéaire avec celui du terme non linéaire . L'insertion
(IL.31) et (I1.32) dans 1'équation différentielle ordinaire fournit un systeme d'équations
algébriques par rapport a a;, b;, betc(i = 1,...,M) car tous les coefficients de w'
doivent s'annuler. Avec l'aide de Mathematica, on peut détermine a;, b;, b et c. L'équation

de Ricati (I1.32) présente des solutions générales:

a)si b<0

w = —/=bt an[l/—b&],

(IL33)
w = —V—=b cotk/—h¢].
b)si b=0
W= —1/¢ (I1.34)
¢)si b>0
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w = \/Etan[\/b_f];

(IL35)

w=— —bcot[\/b_f].

- Dans la section suivante, nous étudions quelques équations non linéaires d'un intérét

particulier en physiques et mathématiques pour illustrer cette méthode.

I1-1-1-2-7 -La méthode Sine-Cosine :
La description de cette méthode peut étre illustrée comme suit :
Soit, I’équation aux dérivées partielles (EDP) suivante,
D = (U, Ug, U, U, Unges ) (IL.36)
qui peut étre convertie en EDO,
Q=wu,u’u",..) (I11.37)

Le changement de variable, § = x — ct est utilis¢é comme une variable d’onde. Les solutions

de I’équation réduite EDO peuvent étre exprimées sous la forme,

u = (peosP wd), 1§l <m/2u (I1.38)
0 autr ement

ou sous cette forme,

= (s wd), 1§l <m/2u (11.39)
0 autr ement

ou A, u et B sont des parametres qui seront déterminés, u et ¢ sont le nombre d’onde et la

vitesse de I’onde respectivement.

Ces hypothéses donnent
W™ = —n’u’ BN cos™ B (ué) + nu?AmB(nf — cos™P=2(ué) , (11.40)

W™ = —n?uW?BPA%sin™ P (ué) + nu’AMB(np — Nsin™ =2 (ué) , (IL41)
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L’utilisation de (2.38)—(2.41) dans I’EDO réduite donne une équation trigonométrique de
termes cos? (u&) ou sinf (u&). Puis, les paramétres sont déterminés en équilibrant d’abord

les exposants de chaque paire de cosinus ou sinus pour déterminer £.

Ensuite, nous rassemblons tous les coefficients de méme puissance de cos®(u&) ou cos® (ué)

Ceci donne un systéme d’équations algébriques ou les inconnus f3, A, et u seront déterminés.

Les solutions proposées en (I1.38) et (I1.39) suivent immédiatement .

-Variante d'onde longue régularisée (RLW: Abréviation de: Regularized Long Wave)

Une variante de 1'équation RLW non linéaire est donnée par
U +au, — k() + b(U) gy =0 (I1.70)

La substitution u (x,t) = u (§), ou la variable d'onde est § = x — ct, transforme 1' Eq.

(I1.70) a une ODE

(a—)u' —k@™) —bc(u™)" =0 (I1.71)
L'intégration (I1.71), avec la constante d'intégration mise a zéro, on obtient
(a—c)u—ku™—bc(u™) =0 (IL.72)
En substituant (I1.66) dans (I1.72) donne :

(a — c)AcosB (u&) — kA"cos™ (u&) + ben’ u? B2 A% cos™ (ué) — benA™u’f(nf —
Dcos™=2(u&) =0 (I1.73)

En égalant les exposants de la premicre et la dernieére des fonctions cosinus, en recueillant les
coefficients de chaque paire de fonctions cosinus comme des exposants, on obtient le systeéme

d'équations algébriques suivant:

ng—1+0
ng—2= (IL.74)
ben’u’B’ =k

benA™u2B(nf — 1) = (a — c)A
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Ce systeme permet de trouver

2
b=
k
- E > (), (I1.75)
_ 2n(a—c) L_
N (k(n+]))n hn>1

qui peuvent également étre obtenus en utilisant la forme sinus (2.67). Sur la base de ce

résultat, nous obtenons les solutions de type compactons et non compactons suivantes.

1-Des solutions de type Compactons :

. k . . L
Des solutions de Compactons Pour pre 0, et en utilisant les résultats précédents en (I.75)

on obtient une famille de solutions de compactons

1
2n(a—c) . n—-1 |n-I n-l
u(x,t) = {ms‘"zlﬁ\/ﬁ@—“)l} o ugl<m, (IL.76)
0 ailleurs,
et
;
2n(a-c) . - T
u(x, t) = msm (x—Ct) il <2, (IL77)
0, ailleurs,

2-Solutions de type solitaires :

k . . . .
Cependant, pour - < 0, on obtient une famille de solutions solitaires

1

u(x,t) = {—%sinh lz / (x — ct)l} B (I1.78)

et

u(x, t) = {2,:1(5;: f)) osh? l" ! /——(x— ct)l} " (11.79)

3-Solutions de type périodiques :
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Il est utile d'examiner l'effet des exposants négatifs sur les compactons précédents et des

solutions solitaires. Pour o> 0 et n négatif, on obtient les solutions périodiques

u(x,t)={2’;((’; s 2[”“( (x —ct)]}"” (IL.80)

et

u(x,t)={2’;(; 5 se 2["”( (x—ct)]}”n (IL81)

4-Solutions de type solitons :

Pour s <0 et pour n négatif, les deux dernieres solutions seront solitons solutions de la forme

u(x, t) ={ 2’;((’; ’C)) och? l”” / (x—ct)l}Hn (11.83)

et

u(x, t) = {Zk((n D scsh? lnH / —(x— ct)l}ml (11.84)

II-2-Deuxieme partie :
I1-2-1-Les méthodes de décomposition :
I1-2-1-1-Introduction :

Des problémes non-linéaires sont résolus facilement sans linéarisation et discrétisation
en employant les méthodes de décomposition. Ces méthodes consistent en la décomposition
du terme non linéaire en une série infinie. Les deux méthodes qui seront présentées ici sont :

la méthode d’Adomian [11 ] et la méthode de perturbation a parametre artificiel [12].
I1-2-1-2-La méthode d’Adomian :
I1-2-1-2-1-Description de l1a méthode :

La méthode présente un algorithme formel pour établir une représentation appropriée

de toutes les formes des termes non-linéaires. La représentation des termes non-linéaires est
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nécessaire pour manipuler I’équation non-linéaire d’une maniére efficace. Un algorithme
alternatif pour calculer les polynomes d’Adomian sera décrit en détails. De facon semblable,
la représentation des termes non-linéaires sera également présentée. La discussion sera

illustrée par un exemple faisant preuve de test.
I1-2-1-2-2- Polynémes d’Adomian :

La solution u(x, t) est écrite comme une somme infinie de composantes
Uy, (x, t) définie par .

u(x, t) = Yg—pun(x,t) (11.39)

la méthode de décomposition identifie le terme non-linéaire,

N (u(x,t)) = F (u(x,t)) par la décomposition en Ay(uy) + A;(ug, u; )+ Ay (g, upuy) +

e Ap(Ug, Ugy e, Up),
Flu(x, )] = Y=o An (U, u;, us, ..., Uy) (11.40)
ou A, sont les polynomes d’ Adomian.

Adomian a présenté plusieurs formules pour générer les polyndmes (d’Adomian) pour toutes
les formes d’opérateurs non-linéaires. Récemment, quelques méthodes récentes pour calculer
les polynomes d’Adomian d’une maniére simple sans le besoin des formules introduites par

Adomian ont été étudiées par nombreux auteurs .
I1-2-2-La méthode de perturbation artificielle :
I1-2-2-1-Introduction :

Cette méthode est présentée dans le contexte du systéme dynamique pour résoudre
I’équation complexe de Korteweg-de Vries modifiée (m KdV Couplée) dans le but de séparer
le terme non-linéaire dans 1’équation d’évolution. La description de la méthode de
perturbation, ainsi que la représentation des termes non-linéaires seront présentés en détail

[11-13].

I1-2-2-2-Description de la méthode :
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Pour illustrer les concepts de base de cette méthode, nous considérons une équation

différentielle aux dérivées partielles avec deux variables indépendantes.
F (U, Uy, Up, Usyey o) = 0 (IL41)
Cette approche consiste a introduire un paramétre auxiliaire,

(0 < &€ £ 1) et le remplacement du terme non-linéaire par Nu = F (u). Donc, on

obtient I’équation partielle analogue suivante :

F(V, 0,06, Ugyy o) = 0 (I1.42)
avec la solution u(x, t) étant de la forme :

u(x, t) = lim,_,; v(x, t, €) (I1.43)

Supposons 1’existence des solutions des équations pour toutes les valeurs de &, et nous
pouvons voir que u(x, t) sera modifiée et dépend maintenant du paramétre € . Les solutions v
dans I’Eq.(I1.43) peuvent étre trouvées par un développement en séries de Taylor en fonction
du parametre €. Dans les calculs pratiques nous retenons seulement les termes d’ordre M de la

série pour décrire la solution v, notée comme suit :

vy(x,t,e) =M, elv® (11.44)

1 6”17M

v(()) = UM(X, t; O)IU(N) = n! " oen e=0"

n=1,....M

ﬁ”vM
" Qen e=0

Ou

représente la dérivée d’ordre n évaluée au point 0.

En introduisant la forme de la solution, Eq.(I1.44) dans I’équation différentielle (I11.42) et
ensuite par égalisation des mémes puissances de €, on obtient un systéeme d’équations

linéaires qui peut étre résolu récursivement.

La solution v(?) est obtenue a partir de 1’équation linéaire qui peut étre résolue par la méthode

de la transformée de Fourier ou par d’autres méthodes.

En introduisant v(?) dans le systéme d’équations, nous obtenons la solution v qui sera

incorporée dans le systéme pour obtenir la solution v(? et ainsi de suite.
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Notons que la séparation du terme non-linéaire de 1’équation initiale nous permet d’obtenir un
systeme d’équations et la reconstruction de la solution finale est alors possible dans la plupart

des cas.
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II1- Nouvelle méthode de la variable fonctionnelle formulée par A. Zerarka

pour les équations d'ondes non linéaires

III-1- Les équations d’ondes a coefficients constants:

Les développements récents des problémes non-linéaires avec 1’effort intense entrepris
a augmenté le besoin de la construction de nouvelles approches. Nous décrivons dans ce
chapitre un nouveau traitement basé sur la méthode de la variable fonctionnelle [20,21]
¢laborée par le Prof A. Zerarka pour trouver les solutions exactes pour une classe d’équations
d’ondes non-linéaires . Pour montrer 1’efficacité de cette méthode, on présente les structures
de quelques équations non linéaires a coefficients constants, et I’effet de I’exposant négatif

des termes non-linéaires est aussi traité.
ITI-2-Description de la méthode
Dans cette section, nous décrivons la méthode de la variable fonctionnelle

(MV F) qui conduit a I’intégration de plusieurs mode¢les des équations différentielles
partielles non-linéaires EDP . Considérons 1’équation différentielle partielle non-linéaire

suivante, écrite en plusieurs variables indépendantes
P(u, g, Uy, Uz, Uyy, Uyz) Ugy oo oo oee ) (ITL.1)

les indices expriment les dérivées partielles de la fonction inconnue u(t, x,y, z, ...), P est une

fonction qui relie les différents €tres mathématiques tels que  u, Uy, Uy, Uy, Uy, Uyz, Uy oo
On exprime la nouvelle variable d’onde par :

E=0+Y0,aix; (I11.2)
x; sont les variables indépendantes, § et a; sont des parametres .

Quand m =1, alors & = agxy + a;x; + 6, et si x;, x4 sont les variables t et x
respectivement, les paramétres a,, a, sont identifiés comme la pulsation d’onde, w et le

vecteur d’onde, k respectivement.

A ce stade, nous introduisons la transformation suivante pour la solution d’onde

u(xg, xq, ....) = U(&) (II1.3)
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et avec la régle de chaine

o ()= al-aj%(. ) - (111.4)

0 d
6_xl() - aid_g’(')'axiaxj

Avec I’utilisation des relations (II1.3) et (I11.4), I’équation différentielle partielle non-linéaire

(ITL.1) est convertie en équation différentielle ordinaire (EDO) :

Q(U,Ug, Ugg, Uggg, Ugggg, .. ) = 0 (IIL.5)

On introduit alors une transformation dans laquelle la fonction inconnue U est considérée

comme une variable fonctionnelle est écrite sous la forme
Us = F(U) (I11.6)

et les dérivées successives de U sont

Uge = = (F2), Ugge = = (F2) VFZ, Uggge = 5 [(F))"F2 + (F?)'(FD)], (I11.7)

)

2

., , Y . , .., (D
Ou K< "> représente la dérivée (E) , & "> représente la dérivée (m),....

L’ équation différentielle ordinaire (IIL.5) peut étre réduite en termes de U, F et ses dérivée en

utilisant les relations (I11.7), on obtient une fonction R de la forme
R(U,F,F,F F" F% .....)=0 (I11.8)

L’idée principale de la forme particuliere (II1.8) est d’intérét spécial parce qu’elle admet les

solutions analytiques pour une certaine classe d’équations d’ondes non-linéaires.

Apres intégration, 1’¢q.(I11.8) fournit I’expression de F , et alternativement avec 1’¢q.(I11.6),
on peut extraire les solutions appropriées au probléme original. Dans la suite, nous examinons
quelques exemples traités par d’autres approches notamment par la méthode de sine —

cosine, la méthode de Tanh et les méthodes d’ansatze.
I11-3-Quelques applications traitées

Dans la plupart des cas, cette méthode peut donner des solutions exactes, telles que par
exemple, des solutions de type soliton, des solutions de type compactons et non —

compactons, des solutions trigonometriques, des solutions de type Pattern, des
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solutions de type Kink, et d’autres profils de solutions. Dans cette section, nous intéressons a

quelques exemples bien connus tels que, I’équation de KdV , la forme généralisée du systeme

de Boussinesq , et 1’équation des ondes longues régularisées (RLW ). En conséquence

beaucoup de recherches ont été consacrées a ces types d’équations.
III-3-1- L’équation de KdV :
Nous allons tester cette méthode sur 1’équation de KdV

e+ U + Ty = 0,

avec ¢ = 1 = 1. en utilisant la relation (IIL.2), I’¢q.(I11.9) prend la forme :
a,Ug + agUU; + agUegs = 0,

et apres intégration on trouve

a, U + %cxo(U)2 + agUg =0,

En multipliant I’eq.(IIL.11) par Ug, et en intégrant il vient,

DU+ 2ay(U)® +5a3(Ug)? = 0,

avec I’aide de la transformation (I11.6), I’éq.(I11.12) devient :

0, U +5ao(U)* + a§F2(U) = 0,

qui fournit I’expression de F (U ) :

F(U) =i\/‘—“1u\/1 +2y,

(244} (244} 3
En regardant I’expression (II1.14), la relation différentielle (II1.6) est complétement
intégrable, puisque ses solutions sont déduites directement de 1’intégrale

—-1+,/1+y
1+/1+y

)

dy _
Isis=tn
A partir de (I11.6) et (II1.15), nous pouvons obtenir I’équation quadratique suivante

A272 4+ 4(1-AD)Z —4(1—-A%) =0,
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7 = ? U, (II1.17)
et
_ znnfd] (IIL18)
{1+tanh2[§$]}' )
ouv’
=L |-& 1119
¢= (243} ao’ ( ’ )

Finalement, les deux solutions de I’équation (II1.16), et aprés une certaine manipulation

algébrique sont données par :

1.Pour a—; <0,
ap

On trouve la solution exacte

u(x, t) = ailsech2 [%( —Z—% (apt + ayx) + ﬁ)l, (111.20)

a
avec B=6 /a—é
0

2. Pour = >0,
Qo

On trouve la solution exacte

U, (x, t) = Olisec2 l% (\/% (aot + a1x) + ﬁ)l, (IIL.21)

a . . . ’
avec B =6 ’a—§ et qui sont identiques avec celles trouvées en
0

III-3-2-La forme généralisée du systéme Boussinesq

Ve + a(U™)y — bUyyx =0
u+v, =0

{ , a,b#0etn>1 (I11.22)
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ou, a et b sont des constantes arbitraires. Les équations de Boussinesq décrivent les vagues
d’eau non-linéaires faiblement dispersives et les solitons d’ions acoustiques . Plusieurs
formes des équations de Boussinesq sont également construites avec différentes stratégies
afin de fournir de nouvelles structures physiques . Nous présentons d’abord les variables
indépendantes, x et t, par I’intermédiaire de la variable d’onde en utilisant la relation (II1.2),

alors on a
E=apt +ax+ 6, (111.23)

et nous cherchons les solutions d’ondes de déplacement du systéme (I11.22) en utilisant la
relation (II1.3), u(x,t) = U (&)et v(x,t) = V (¢ ). En employant la régle de chaine (I11.4),

le systeme (II1.22) devient comme

CZOV§ + aal(U”)f - bag US(S(S('

{ 0{0U+CZ1V=O

(I11.24)

L’intégration du systeme (I11.24) donne

aoV + aa;(U™) — bagUgse = 0

¢ agU+ aV

(11L.25)
ou, d’une maniére équivalente, (II1.25) est écrite sous cette forme

—ajU + aafU™ — batUg =0
{ s , (111.26)

aq

Suivant les relations (II1.7), nous obtenons a partir de I’Eq.(I11.26), ’expression de la fonction

F @)

%_ g 2aa?

FO) =75 T ntDal

un-1, (11L.27)

Evidemment, en vertu de (I11.27), I’Eq.(I11.6) est complétement intégrable, puisque ses

solutions sont déduites directement de I’intégrale :

dy _ -1+,/1-y
fym == (I11.28)

Suivant (I11.6) et (II1.28), nous pouvons obtenir I’équation quadratique suivante
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A272 4 4(1— A®)Z —4(1— A%) =0, (I11.29)

Avec

_2aa? nq
Z= U (111.30)
et

2tanh|<
- Lm , (IL31)
{1+tanh2[gf]}

Ou

_ (n-1ag

T ad-b (I11.32)
Finalement, les deux solutions de (I11.29)et (II1.30), apres une certaine manipulation
algébrique sont données par

1
(n+1)ag (n Dag
Uy(§) = {208 sech? [S-Da ]} (111.33)
et
1
_ (n+1)a? (n Dag

Un(§) = {~ % cscn? [Sote g1 (I11.34)
1.Pour b > 0

A partir des Eqs.(3.33) et (3.34), nous obtenons les solutions périodiques pour u(x, t) et

v(x,t)
) 1
u(x, t) = {% sec? (n 1)ao (aot +a,x + 6)]} (II1.35)
1
et
2 1
u,(x, t) = {(n;;gfo csc? [( —Lag = (2ot + ayx + 8)]} (111.36)
1

et pour v(x, t), tel que

v(l)(x, t) = —Z—:u(l) (x,t), (I1.37)
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V(2) (x,t) = — Z—:‘U,(z) (x,t), (IT1.38)

1

(n+1)ag ( 1) n-1
v, (x,t) = —§{"2a—0§‘° R (et + anx + 5)]} (I11.39)
et
1
(n+1)ad (n 1)010

vy(x,t) = — Z—j{ (aot +a;x + 6)]}_ (I11.40)

2aa?
2. Pourb<0

A partir des Eqs.(I11.33) et (I11.34), les solutions de type solitons sont

1

u, (x,t) = {% ech? (27;;/);; (apt + a;x + 8)]}1_n, (111.41)
Et

1
u,(x, t) = { (n;z% ch? (n 1)ao (aot +a;x + 5)]} (111.42)

et pour v(x, t), nous obtenons

1

+1 (n-1) n—1

v(x,t) = — {% ech? zr;fx/—i; (apt + ayx + 5)]} " (111.43)
1

vy(x,t) = - {% sch? [ (- 1)a0 7= (@ot + 21X + 5)]} ) (1I1.44)

On note que les solutions d’ondes de déplacements exactes (I11.41), (I111.42), (II1.43) et (I11.44)
sont identiques avec celles trouvées en en employant la méthode Sine — Cosine avec les

parametres suivants :
ay=—1,a,=1La=2,b=1etd=0 (111.45)

Nous montrons dans la F ig-I1I-1 (a, b), la formation des solutions périodiques
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uq (x,t) donnée par I’Eq.(I11.35) ou les courbes (a) et (b) affichentlescasn = 2et n = 3

respectivement.

U(x,t)

F ig-llI-1— a. La courbe de la solution périodique , le casn = 2

fee
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o
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X
5

F ig-1lI-1- b. La courbe de la solution périodique, lecasn = 3
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III-3-3- L’équation d’onde longue régularisée (RLW) :
Dans cet exemple, nous exposons 1’équation d’onde longue régularisée (RLW )

(regularized long-wave) qui est un modele pour la description des ondes longues de faible

amplitude.
L’équation (RLW ) est présentée comme suit
Us+aU, — KU, +b(U") syt =0, (I11.46)

En utilisant la nouvelle variable d’onde (II1.2) et avec les transformations (II1.3) et (I11.4),

I’Eq.(111.46) devient

(ap+ aap)U(E) —a; K(U™)e + afagh(U™)gee = 0, (111.47)

1
En posant U = V(ﬁ), et apres intégration de 1’¢€q.(I11.47), nous obtenons I’équation suivante en

termes de V

1
(o + aa))Vn — Ka;V + apazbVe = 0, (I11.48)

A partir des eqs.(I11.7) et (I11.48), il est facile de déduire 1’expression de la fonction F (V)

2n(ap+aas) i-n
FV) = / \/ wkern U " (I11.49)

On pose alors

_n(aptaa;)
a;K(n+1)

et en utilisant la relation (I11.49), la solution de 1’éq.(I11.6) est obtenue comme suit

- I-y| _
In ﬁ = Cf, (HISO)

I-n K
Avec c= d-m /—
n bapa;
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En combinant le résultat (II1.50), nous obtenons la forme quadratique suivante
AZ2+4(1-ANZ-4(1—-ADN =0

Ou

. Ztanh[(l n)\/;(m]f]

SJu-m [k
{1+tanh [ —baoa]f]}

Il résulte deux solutions possibles du systéme (I11.51) et (I11.52) :

_(ajk(n+ D) 2[u=m [k -n
VI(E) - {2n(a0+a1) sech [ n baya; f]}

et

_ | akm+D 2|U—m) /L I
V2(€) _{ n(ag+a;) csch [ n baya; 5]}

Des Eqgs.(II1.53) et (II1.54) nous déduisons les solutions du probléme (I11.46)

1

| ak+n) 2|U—m) /L =
UI(E) - {2n(a0+aa1) sech [ 2n baya; 5]}

et
1
_ | aku+n 2|U-n) | k =
Us(§) = |- sl csch? |2 |}
[1]

On a deux cas a discuter :

1. Pour >0

o

Les solutions des Eqgs.(II1.55) et (I11.56) sont

1

_ (2n(apt+aay) (n-1) n-1
u;(x,t) = {—alk(nﬂ) cosh? [ > /baoa (apt + a;x + 6)]}

et
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(1IL52)

(1IL53)

(3.54)

(111.55)

(111.56)

(111.57)



;
n—

_ 2n(a0+aa1) (n 1)
u(x, t) = { ki) S ’baoal (apt + a;x + 6)]} (TI1.58)

Ces deux solutions sont connues comme des solutions solitaires "Pattern".

2. Pour

<0
411129

Les résultats (II1.55) et (II1.56), meénent a des solutions de la famille des compactons suivante

1

_ |n(ap+aa)) 2| (-0 n—I
u;(x,t) = { w ke 05 [ g ’ ba0a1 (apt + a;x + 6)]} (111.59)
et
L
__Nn(aptaa;) . > |(n-1D) a
u,(x, t) = { wrein S [ > ba()a (apt + a;x + 6)]} (I11.60)

Notant que, pour les deux cas, ces solutions exactes sont similaires a ceux trouvés dans

l'utilisation des méthodes de Ansatz avec le mappage suivant
ay=—c,a; =1, =0 (ITL.61)
III-3-3-1-D'autres structures ayant un exposant négatif :

Solutions remarquables peuvent étre déduites de deux exemples dans le cas ou les
termes non linéaires de 1'équation. (II1.59) a été utilisé pour tracer les portraits de solutions
compactons comme indiqué sur la figure. 2 (a) et (b) pour n = 2, et n = 3 respectivement.

le probléme initial comporte un exposant négatif

U+, = 0,v, +a(u™), — buyyy = 0,a,b # 0,etn > 1 (IT1.62)
pour la forme généralisée du systeme de Boussinesq, et

U+ U —kKU™T™)y + DU sne =0, (IT1.63)

pour I'équation régularisée longueur d'onde (RLW).
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u (z, t)

Fig.III. 2. Portraits de deux solutions périodiques typiques u;(x,t) donnée par I'équation.

(IT1.59), les paramétres d'entrée: ay = —1, a; = 1, 6 = 0, a =2, b =1, k = 1.
(ayn =2 (b)n =3
III-3-3-2- Structures de 1'équation. (I11.62)

Compte tenu des résultats (I11.35) et (I11.36), for b > 0, et n est remplacée par —n, on

en déduit les solutions compactons-comme exactes suivantes pour I'équation. (I11.62)

1

2aa’? n+Na T+n
u,(x,t) = {m cos? 2“5*/50 (apt + a;x + 6)]} (111.64)

et
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1

| 2aa] . 5 [(+Day T+n
u(x, t) = {(I_n)ag sin [ 2 (apt + a;x + 6)]} (II1.65)

a
et vy = —a—fu(m.

Cependant, pour b < 0, et des équations. (I11.41) et (I11.42) dans laquelle n est remplacée par
—n, nous obtenons les solutions exactes de modeles solitaires suivants pour l'équation.

(111.62)

1

_( 2aa] 2 | (n+Day T+n
u;(x,t) = {(]_n)ag cosh [—2a§\/—_b (apt + a;x + 6)]} (I11.66)
et
5 L
_ | 2aaj . o |(m+Day 1+n
u,(x, t) = {(]_n)ag sinh [—2a§\/—_b (apt + a;x + 6)]} (IT1.67)
et 'U(])Z = —Z—(])u(])z.

L'intrigue de I'évolution de la solution de motif solitaire associée a un exposant né¢gatif donné

par 1'équation. (II1.66) est affiché sur la figure 3

Fig. I11.3. L'évolution des solutions de mode¢les solitaires v;(x, t) associée a un exposant

négatif donné par 1'équation. (II1.66), parametres d'entrée:

ap = —lLa,=16 =0n =2,a =—-1,b = -1
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III-3-3-3- Structures de 1'équation. (I11.67)

Compte tenu des résultats (I11.57) et (II1.58) pour - Z > > 0, et n est remplacé par n,
o]

on en déduit les solutions solitons-comme exactes suivantes pour 1'équation. (II1.67)

ak(n— 1) H‘”
u;(x,t) = {Zn(tx s ’a s (apt + a;x + 6)]} (I11.68)
et
_ | aik(n-D n+1 H‘"
u(x, t) = { prvommmiald ’a v (apt + a;x + 6)]} (111.69)

A s : . K
De méme, nous utilisons maintenant les résultats (II1.59) et (3.60) pour —< 0, et n est
o]

remplacé par-n, nous avons la solutions périodiques analytiques de 1'équation suivante.

(11L.67)

1

_ ) ajk(i—n) 2 (n+l |k I+n
u;(x,t) = {—Zn(zx0+tx1a) sec ( g o (apt + a;x + 6))} (I11.70)
et
L
| ak-n) 2 (ntl 1+n
u(x,t) = {—Zn(zx0+tx1a) csc ( W (apt + a;x + 6))} (II1.71)

L'intrigue de 1'évolution de la solution soliton comme associée a un exposant négatif donné

par 1'équation. (II1,68) est affiché sur la Fig.III. 4.
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Fig.IIL. 4. L'évolution du soliton comme solutions v; (x, t) associée a un exposant négatif

donné par 1'équation. (II1.68), les parameétres d'entrée:
ay = —lLa;, = 1,6 =0n=2a=2b=1k=1

I11-4 Conclusion

Cette méthode a été appliquée avec succes pour résoudre certaines équations d'ondes non
linéaires considérés comme banc d'essai. Dans ces exemples , nous avons montré que cette
méthode peut fournir un moyen utile de trouver efficacement les structures exactes des
solutions a une variété d'équations d'ondes non linéaires . Le procédé ne nécessite pas la
linéarisation des équations différentielles , parce que c'est un traitement direct, pure et simple
dans la réalisations des solutions exactes de certains modeles physiques non linéaires.
L'application de cette méthode, a fournit des résultats exacts pour les modeles exposés ici et
qui concerne 1’équation de KdV , la forme généralisée du systeme de Boussinesq , et le
systeme d'onde long et régularisé ( RLW ). En résumé, nous pouvons conclure que, cette
méthode permet de produire des solutions exactes de plusieurs familles de problémes non

linéaires plus complexes.
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ChapitrelV :

Rappel de la méthode de la variable
fonctionnelle
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IV- La méthode de la variable fonctionnelle :
IV-1-Présentation

On expose brievement la méthode de la variable fonctionnelle sur une forme
différentielle générale . Les ingrédients de la méthode peuvent étre présentés comme suit: On
considere un systeme différentielle linéaire ou non linéaire quelconque suivant:

P(x, t, U, Uy, Up, Uy, Uy, Uyy, Uty Uty Uz ) =0, (IV.1)

P est une certaine fonction, et u(t, x,y, z,...) est appelée la variable indépendante

ou la variable fonctionnelle a déterminer.
Nous introduisons d'abord la nouvelle variable d'onde suivante:
=6+ 20aix (Iv.2)

x; sont les variables indépendantes, et § et a; sont des paramétres libres. Quand m =1,
§ =08+ apgyxo + a1 x1, et les paramétres a, et a;, sont identifiés comme la pulsation de I'onde

w et le vecteur d'onde £ respectivement si y, et y; sont respectivement les variables ¢ and x.

Nous introduisons la transformation suivante pour les solutions d'onde du systéme principal

u(xo, X1,---) =U($) (IV.3)

et la régle de chaine suivante

62
Oxi0x;j

aixi(') =aid%U(-), (.)=aiocjj—;U(.),... (IV.4)

En utilisant ces transformations, le systéme (IV.1) se convertit en un systéme différentiel

ordinaire comme
Q(U,Ug, Ugs, UgUgg, Uggg, ... ) = 0 (IV.5)

Faisant maintenant une transformation ans laquelle la fonction inconnue U est considérée
comme une variable fonctionnelle de la forme

Us = F(U) (IV.6)

ou F est une fonction de U seulement. On donne quelques dérivées successives de U en

posant, G = F?
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1 1
Ugg =5 Gy, Uggg = E(G)UU\/E

1 (IvV.7)
Uggee = E[(G)UUUG + (@) yyGyl, -
En utilisant ces transformations le systeme (IV.5) devient
R(U, Gy, Gyy, GyGyy, Gyyy, ) =0 (IV.8)

L'intérét de la forme (IV.8) est qu'elle admet des solutions analytique pour une large classe de
systémes linéaires et non linéaires. L'intégration (IV.8) fournit 1'expression de F' via G. Enfin,

l'usage de (IV.6) permet de construire les solutions possible du systéme original.
IV-2-Applications

Nous allons montrer dans ces applications comment peut on mettre en ceuvre cette

méthode dans la construction des solutions pour une certaine classe d'ondes non linéaires.

IV-2-1. Premier test

Le systéme qu'on désire présenter est I'équation non linéaire de Benjamin- Bona- Mahony

[6].
U + auy — by + k(U™),, =0 (IV.9)

On utilise la variable d'onde suivante ¢ = x — ct, et on pose u(x, t) = U(§). On effectue les

différentes dérivées via la régle de chaine, le systéme (IV.9) se transforme comme
cU5+au§—ch§§§+k(U")g =0 (IV]O)

Une premiére intégration du systeéme (IV.10) fournit

cU+alU — bcUgs + k(U™) =0 (Iv.11)
Nous utilisons la transformation Us = /G (U), I'équation (IV.11) se transforme comme
Gy = — [(c — U — kU™] (IV.12)

L'intégration de (IV.12) donne

_2[C=d) 2k rm+1)
G—bc[ SOUR - U ] (IV.13)

Ainsi on obtient la fonctionnelle F(U)
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c—a 2k
= B _ ( _1)
F(U) \’ 2bc U\/l (c—a)(n+1) Ut

et la solution U et obtenue par intégration

c—a auvu
et = fUJ1 T

- (c—a)(n+1)

yn-1)

On obtient la relation suivante aprés intégration de (IV.15)

__z ___ 2k pn-
Zbcf — Arct an(h\/l o U" )

11 vient alors

_ 2 pn-1_—_ noloje-a
\/1 (c—a)(n+1) u tan 2 2bc f]

La relation (IV.17) fournit I'expression suivante

__ 2k pmn-1_ n-1 /
(c—a)(n+1) u o SeChZ [ 2 2bc f]

On déduit U qui s'écrit avec % >0

@) = (2D een2 [ \/76])

. c—a . .y . .
Si e < 0, on obtient la deuxiéme solution suivante

UG = <(c D+ [n 1\/;

Les solutions en termes de x et ¢ sont
. CcC—a
Si he >0

1

- — _ n-1
u(x, t) = ((Ca)ﬂsech2 [nTl %(x - ct)])

2k
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(IV.15)

(IV.16)

(IV.17)

(IV.18)

(IV.19)

(IV.20)
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Figure IV.1: Profile de la solution (IV.21)avecc =2, n=3, k=b=a = 1.

. c—a . . s . .
Si e < 0, on obtient la deuxiéme solution suivante

1
- _ _ n-1
u(x, t) = ((Ca;# sec? [nTl ’%(x — ct)]) (IV.22)

Figure IV.2: Profile de la solution (IV.22)avecc=b =1, n=3, k=-1, a = 2.
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IV-2-1. Deuxiéme test

Nous utilisons 1’équation différentielle partielle non linéaire de type "puissance n" et

qui s'écrit comme suit [vv]

ut(u™) + a(uP™), + du™(U) g = 0, >0 (IV.23)
on pose :
v=u"
on obtient
20, + 3(v2), + 2d vy, = 0 (IV.24)

on divise 1'éq (4.24) par 2 on a:
Ve +2 (12 + AUy = 0 (IV.25)

Pour trouver une solution a I'équation (IV.25) au moyen de la méthode de la variable fonctionnelle,

on introduit la variable d'onde & = x — ct il vient alors
—CUE + Za(vz)f + dvfff =0 (IV26)

on intégre I'équation on trouve

—cv + %avz +dves =0 (IV.27)
Nous utilisons la transformation Ug = /G (U), I'équation (IV.27) se transforme comme

2, — 3 g2
G, =—v—>av (IV.28)

G =v2-2y3 (IV.29)
d d
G =2v2[1-2v) (IV.30)

Ainsi on obtient la fonctionnelle F(U)
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F(U) = ﬁv\/@ (IV.31)

Et la solution V et obtenue par intégration :

\/§€=va%

On obtient la relation suivant apres intégration de (IV.32)

Ce=—__%2 # _a
\/gf— n_lArctan 1 v (IV.33)

Il vient alors

J1-2v = —tann [ [5¢] (4.34)

La relation (IV.34) fournit I’expression suivant :

(IV.32)

%v = sech? [nT_l\/gf] (IV.35)
Alors

c 2 |n-1 |c
v =Zsech [T\/;f] (IV.36)
v=u"
u™ =—sech2 —IE] (IV.37)
u= sech2 —IE] (IV.38)

On déduit u qui s'écrit avec 2 >0

u(x, t) = (2 sech? [nT_l\/éfD% (IV.39)

Les solutions en termes de x et ¢ sont
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1

u(x, £) = (gsech2 ["7‘1 \/g(x _ ct)])n (IV.40)

Si 2 < 0, on obtient la deuxiéme solution suivante :

u(x,t) = (2 sec? [nT_l\/g(x — ct)])% (IV.41)
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Conclusion générale

66



Conclusion :

Bien qu’il soit tres facile pour nous maintenant de trouver les solutions des systémes
linéaires a 1’aide de I’ordinateur. Cependant, il est trés difficile de résoudre toujours les

problémes non-linéaires numériquement ou analytiquement.

C’est probablement di au fait que les diverses méthodes de simulations numériques
s’appliquent a des techniques d’itération pour trouver leurs solutions numériques a des
problémes non-linéaires, et presque toutes les méthodes itératives sont sensibles aux solutions
initiales. Ainsi, il semble difficile d’obtenir des résultats convergents dans les cas de forte

non-linéarité.

Nous avons présenté la méthode de décomposition d’Adomian dans le but de séparer le terme
non linéaire dans I’équation d’évolution spécifique, qui est 1’équation non linéaire de
Schrdédinger, (équation cubique : CNLS). nous avons montré que la méthode est bonne dans la
recherche des solutions approximatives, et on a constaté que les résultats itérés sont en bon

accord avec les solutions exactes.

La deuxieme méthode de décomposition est la méthode de perturbation artificielle basée sur
la série de Taylor qui permet d’obtenir les termes de correction ordre-par ordre de la solution
approximée du probléme original. Le systéme d’équations lin€aires différentielles résultant est
résolu a I’aide de la transformée de Fourier comme un premier test. Les résultats obtenus sont

excellents.

La méthode de la variable fonctionnelle a été appliquée avec succes pour résoudre quelques
¢quations d’ondes non-linéaires a coefficients constants. Nous avons montré que cette
méthode est souple et efficace pour trouver les structures exactes des solutions a une variété

d’équations d’ondes non-linéaires.

En appliquant cette méthode, nous avons obtenu des solutions exactes des ondes de
déplacement pour trois modeles de la physique mathématique notamment, I’équation de KdV
, la forme généralisée du systeéme de Boussinesq, et I’équation des ondes longues régularisées

(RLW ).

En se basant sur les résultats de ces modeles typiques, nous avons également analysé 1’effet

de I’exposant négatif sur les solutions obtenues. En résumé, nous pouvons conclure que cette
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méthode permet de trouver les solutions exactes pour plusieurs familles de problémes non-

linéaires a coefficients constants.

En outre, la formulation de la méthode de la variable fonctionnelle présentée dans ce travail
peut étre aisément appliquée aux systemes non-linéaires a coefficient variable (dépendant du

temps). Cette notion est envisageable dans un travail futur.
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Résumé

Nous avons dans ce travail d'essayer de trouver un ensemble de formes et de solutions pour
des ondes non linéaires en utilisant une variété de méthodes et d'applications différentes.
Ces méthodes, nous ont permis d'obtenir plusieurs types de solutions exactes concernant les
ondes non linéaires avec la contribution de certaines applications mathématiques en relation
avec l'aspect physique.
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