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Cette these a pour objectif de prouver I’existence et 1’unicité d’une solution d’un
probléme de Goursat non linéaire dans la classe de fonctions quasi-analytiques de type Denjoy-
Carleman, plus précisément dans I’ensemble des fonctions continues-Denjoy-Carleman. L’idée
est de transformer le probleme intégro-différentiel a un probléeme de point fixe appliqué dans
une boule fermée dans une algebre de Banach définie par une serie formelle et une suite
numérique logarithmiquement convexe convenablement choisies.

Mots clés: Probléme de Goursat, point fixe, Algébre de Banach, Série formelle, Classe
Denjoy-Carleman.

Abstract

This thesis aims to establish the existence and uniqueness of a solution to a nonlinear
Goursat problem within the class of quasi-analytic functions of Denjoy-Carleman type,
specifically within the set of continuous Denjoy-Carleman functions. The approach involves
transforming the integro-differential problem into a fixed-point problem, applied to a closed
ball in a Banach algebra defined by a formal series and a suitably chosen logarithmically convex
sequence.

Keywords: Goursat problem, fixed point, Banach Algebra, Formal power series,
Denjoy- Carleman space.
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NOTATION

a, e, x,yecC"ouR"
e K[X] ensemble des polynomes

e C[[X]] l'algebre des séries formelles & coefficients dans C.

C{X} l'algebre des séries convergentes.

|| - || norme

e a=(ay, - ,a,) tel que o; € Zy, pour tout i =1...n

e ol =qaq! !

atf=(a1xp, a0, £ B) tel que ay, B; € Z, pour tout i =1...n

a # [ signifie (35,0 <i<n:a; #5;)

a < B signifie a; < G; pour tout e =1...n

v < « signifie y < et 7 # «

al
(3) = (5) ooeen (g:):m;ﬁ<a

®
o % =zg" a0
o 16
o D% — o o™
T o @
Ox} Oxon
e D lu désigne la primitive de u par rapport a z qui s’annule avec x

k_ |O‘|!Iaya
()t =2 =0

la|=k
aeN?

k € [[0,n]],n € N désigne les entiers naturels compris entre 0 et n



INTRODUCTION

En 1842 ,Cauchy énonce, dans [I] un théoréme fondamental, les conditions de convergence
d’une série formelle a I’aide des fonctions majorantes, puis il décide d’appliquer ce principe
a l'intégration par séries des équations aux dérivées partielles. Aprés il établit dans [17] un
théoréeme d’existence et d'unicité de la solution analytique pour les équations, quasi-linéaire
de la forme :

Du=Y» AD,u+B
=1 ) (1)

U= = Uo(T1, ..., Tp)
ou B, A; sont des fonctions analytiques de (n + 1) variables ¢, z1, ..., z,, et de I'inconnue
u elle méme fonction des mémes variables, uy est une fonction analytique des variables
X1y enny Ty
L’idée consiste a développer en série formelle la solution de (1), les coefficients de cette
série obtenus a I’aide des conditions initiales et de I’équation en déterminent alors 'unicité.
dans un premier temps il étend ce résultat et cette méthode de démonstration pour les

systémes quasi-linéaire de la forme :

N n
Dyuj =Y AuDsup+B; pour 1<j<N
k=1 i=1 ’

Ujlt=0 = U0,j(T1, -y Tp) pour 1<j<N
ou Bj, Ai; sont des fonctions analytiques de (n + 1) variables t, 21, ..., z, et de I'inconnue
u = (uy,...,uy) elle méme fonction des mémes variables, v ; est une fonction analytique de

n variables x, ..., x,.



Dans un second temps, il généralise le résultat et la méthode de démonstration de [17]
pour les équations semi-linéaire de la forme :
Dyu = F(x1, ..., xp, t,u, Dyt ...y Dy 1)

?

Ujt=0 = Uo(xh ey ﬂﬁn)

ou F,uy sont des fonctions analytiques en leurs variables respectives et u une fonction de
t, L1y eeey L.
Dans le paragraphe 2 de [16], il étend le résultat et la méthode de démonstration du

paragraphe 1 pour les systémes semi-linéaire d’ordre un de la forme :

Dywu; = Fj(z1,...,Tn, t,u1, ..., un, Dyu, Dyu) pour 1< j <N
Ujlt=0 = Uo,j(T1, ..o, Tn) pour 1<j<N 7
ou
D, = {Dxiuk}(lgign,lgng) et D= {Dtuk}lgng,k;éj7
avec Fj, ug ; sont des fonctions analytiques en leurs variables respectives et u; une fonction
de t,xq,...,x, pour 1 < j < N.
Apreés, il généralise dans [I8], le résultat de [I7] au équation semi-linéaire d’ordre quel-

conque de la forme :
DMy = F(xq, ..., T, t, D)
DFupy—g = ugp(z1,...;zn) pour 0<k<m-—1

ou

DAy = {D;“Dfu/(a, p) € A}, A est une partie finie de ’ensemble

{(a,8) eN""V/a| + B <m, (a,B8)# (0,m)},

ot I, ug, sont des fonctions analytiques en leurs variables, et u une fonction de t, 24, ..., z,.
Il réduit ce probléme & un systéme semi-linéaire de premiére ordre. A la fin de méme ar-
ticle [18], il généralise ce résultat et cette méthode de démonstration a des systémes d’ordre

quelconque sans préciser la forme particuliére des équations.

Sans jamais faire référence aux résultats de Cauchy précédemment cités sophie Kowa-

lewsky dans [10] généralise les résultats de Cauchy aux systémes semi-linéaires d’ordre quel-



conques de la forme :

D"y = Fi(xq,...,xn,t, DPu) pour 1<i< N
Diujji—o = gig(21, ..oy ) et 0<k<m;—1
ou

DBy = {D;‘Dfuk/(k‘, a,p) € B}, B= U {k} X By, By est une partie finie de I’ensemble
k

{(a.8) e N""V/]a| + B < my,  (a,8) # (0,mu) },

les fonctions F; sont des fonctions analytiques des variables t, zq,...,x,, et de y € R" ou
r = cardB, g, sont des fonctions analytiques des variables z1, ..., x, et u; est une fonction
de ces mémes variables et de ¢.

Elle démontre directement le résultat sans ramener le systéme & un systéme de premier
ordre,en suivant le méme schéma de Cauchy, c’est -a-dire en développant en série formelle
la solution et en montrant sa convergence a l’aide du principe des fonctions majorantes de
Cauchy. Ce résultat sera plus connu sous le nom de "Théoréme de Cauchy-Kowalewsky".
Cette démonstration fut simplifiée par Goursat qui étend en 1895, ce résultat et cette dé-
monstration au "probléme de Cauchy généralisé" de la forme suivante (certains auteurs

appellent "probléme de Goursat") :

DDy = f(t,x.u.Dyu., Dyu,t, D2uD?u,)

w(0,2) = ¢ (a),u(t,0) = (1), 6 (0) =¥ (0)
ol ¢, 1 sont des fonctions holomorphes des variables x et t respectivement, f est holomorphe
en toute ces variables.
Un demi siécle apres, Lednev généralise le résultat de Goursat au "probleme de Cauchy

généralisé pour les systémes" de la forme :
D{u; = Fy(xy,...,xn,t, DPu) pour 0<i< N
Uj|—wy=0 = O (x7) pour 0<i<N
ot oy € N, DBy = {DPu;/(k,8) € B}, B = U{kz} X By, By est une partie finie de
k

I'ensemble { € N"/ 5| < ||, B # au}, les fonctions F; sont des fonctions analytiques des
variables x1,xg,.....x,, et de y € R” ot r = cardB,w;, sont des fonctions analytiques des

variables x1, xg, .....x, et u; est une fonction de ces méme variables.
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Plus précisément, il définit pour £ € (Ri)n le rayon spectral p (£) de la matrice spectrale du
systéme précédent et démontre ,suivant le méme schéma de démonstration que Cauchy, que
le systéme précédent admet une unique solution analytique s’il existe un £ € (Ri)n vérifiant
p(§) <1

Cette derniére condition est vérifiée pour le probléme de "Cauchy -Kowalewsky ce qui prouve
que le théoréme de Lednev est une généralisation du théoréme de "Cauchy -Kowalewsky, que
nous appellerons "théoréeme de Cauchy-Kowalewsky-Lednev".

En 1965, Garding donne une démonstration plus élégante du théoréme de Lednev, en utilisant
une fonction majorante plus fine que celle de Cauchy et la méthode des approximations
successives sur une suite récurrente de séries formelles holomorphes.

Persson généralise ce théoéme dans ’espace des fonctions partiellement analytiques, c’est-
a~dire analytiques en certaines variables (que 'on appellera variables principales et par rap-
port aux quelles sont dérivées les fonctions inconnues, dans les termes de gauche des équations
du systéme précédent), et de classe de Gevrey d par rapport a toutes les variables , ot d est
multi-indice, (suivant la terminologie de Persson).

Ce probléme de Cauchy partiellement analytique a été introduit par Leroux, et Helmogrem,
puis a été étudié par d’autres auteurs comme Salehov, Friedlender, Friedman, Pucci et Ta-
lenti.

Persson a utilisé dans sa démonstration la méthode des approximations successives, par
une suite récurrente des séries formelles analytiques en les variables principales, et dont les
coefficients sont des fonctions adéquates des autres variables.

Une dizaine d’années aprés, C.Wagschal dans [26], en se basant sur deux idées daes a
Gevrey réduit la démonstration des résultats analogues & ceux de Garding et Pearsson au
théoréeme du point fixe dans des algébres de Banach, algebres définies par 'intermédiaire
soit du formalisme des fonctions majorantes de Cauchy, dans le cas holomorphe, soit d'un
formalisme de séries formelles dans le cas non holomorphe. La premiére idée, consiste a
utiliser des fonctions majorantes ¢ vérifiant ¢? < ¢,la seconde idée consiste & déduire les
propriétés Gevrey de celles des espaces de fonctions analytiques.

Il restreint cependant son étude au "probléme de Cauhy généralisés scalaires semi-linéaires.

Dans sa thése Chantal Moussy a étendue la méthode de Wagschal aux problémes de

Cauchy généralisés pour les systémes semi-linéaires.



Nous nous proposons dans cette thése d’étendre les résultats et la méthode de Wagschal (du
cas continu-Gevrey) au cas continu-Denjoy-Carleman, c’est-a-dire remplacer la suite n!?~?
pour d > 1 par une suite M, logarithmiquement convexe avec My = 1 et passer de la classe

Gevrey-continue a la classe Denjoy-carleman-continue.

Plan de la thése

la thése est composée de 4 chapitres contient chacun :

1. Le chapitre 1 : contient toutes les notions sur les séries formelles et propriétés d’une

fonction majorante qui jouent un roéle important dans la suite de la thése .

2. Le chapitre 2 : contient quelques rappels sur les algébres et les algébres de Banach

cloturé par quelques algébres de Banach construites a partir des séries formelles.

3. le chapitre 3 : contient trois sections :

(a) Dans la premiére section, on trouve les suites logarithmiquement convexes et

toutes les propriétés remarquables de ce type de suites.

(b) Dans la deuxiéme section, on trouves les fonctions quasi-analytiques de type
Denjoy-Carleman d’une fagon général avec un petit apercu historique sur cette

classe de fonctions.

(c¢) Dans la troisiéme section, on trouve la classe de fonctions quasi- analytiques, as-
sociée aux suites logarithmiquement convexe ;la stabilité de cette classe par la

multiplication et la différentiation.

4. Le chapitre 4 : est I'objectif de la thése qui est une tentative de démonstration de

I’existence et 'unicité d’une solution d’un probléme de Goursat non linéaire dans la

8



classe Denjoy- Carleman en utilisant le théoréme du point fixe de Banach dans une
algébre de Banach construite a partir d’une suite logarithmiquement convexe et une

série formelle convenablement choisie .



CHAPITRE 1

SERIES ENTIERES FORMELLES ET FONCTIONS

MAJORANTES

1.1 Séries formelles

1.1.1 Algébres des polynémes formels

Définition 1.1 (et propriétés). [3/

Soit K un corps commutatif. On considére les polynomes formels a une lettre (ou indé-
terminée) X a coefficients dans K . L’addition de deux polynomes, la multiplication d’un
polynome par un scalaire (c’est-a-dire par un élément de K ) font de l’ensemble K[ X] des

polynomes un espace vectoriel sur K , ayant la base infinie
{1, X,..,X", ..}

Chaque polynome est une combinaison linéaire finie des X™ a coefficients dans K , qu’on
écrit

ZanX”,

n>0

étant entendu que, dans la suite illimitée des coefficients a,,, tous sont nuls sauf un nombre
fini.
La table de multiplication XP. X9 = XPT4 définit une multiplication dans K[X] ; le produit

10



de deux polynomes est définit par :
(Z apo> . (Z qu‘1> => X", (1.1)
p q n

ol ¢, = Z ayby, Cette multiplication est commutative et associative.

pta=n
Elle est bilinéaire, en ce sens que

(P + P).Q =PQ+ RQ
(AP).Q = A\.(PQ)
quels que soient les polynomes P, Py, Py, () et le scalaire \.
Elle admet comme élément unité le polynome
ZanX” tel que ag = 1,a, =0 Vn > 0.
n>0
On exprime toutes ces propriétés en disant que K[X]|, muni de sa structure d’espace

vectoriel et de sa multiplication, est une algebre commutative sur le corpsK

1.1.2 Algébres des séries formelles

Définition 1.2 (et propriétés). [/

Une série entiére formelle en X est une expression formelle E a, X" ou cette fois ci on
n>0
ne suppose plus nécessairement que les coefficients a,, soient nuls sauf un nombre fini d’entre

eur. On définit la somme des deux séries formelles
(Z a, X") + (Z b, X") = ZCan, Cn = Gy + by
n>0 n>0 n>0
Ainsi que le produit d’une série formelle par un scalaire :
A <Z anX"> = (Aan)X™
n>0 n>0
L’ensembleK[[X]] des séries formelles forme ainsi un espace vectoriel sur K .
On note 0 I’élément neutre de 'addition, c’est la série formelle dont tous les coefficients
sont nuls.
Le produit de deux séries formelles se définit encore par la formule qui conserve un

sens car dans le second membre il n’y a qu’un nombre fini de termes a ajouter.

11



La multiplication est encore commutative et associative, et bilinéaire vis-a-vis de la struc-
ture vectorielle.

Ainsi K[[X]] est une algébre sur le corps K, ayant pour élément unité noté 1 la série

ZanX" telle que ag =1 et a, =0, Vn > 0.

n>0
1.1.3 Ordre d’une série formelle

Définition 1.3.

Soit S (X) = ZanX" une série formelle. L’ordre w (S) de cette série est un entier qui
n>0
n’est défini que si S # 0, c’est le plus petit entier n tel que a,, # 0.

On convient que w (0) = +o0.

Remarque 1.1. Les séries formelles S telles que w (S) = k ( k entier donné)
sont simplement les séries Z a, X" telles que a,, = 0 pour n < k.
n>0

1.1.4 Familles sommables

Définition 1.4.
Soit une famille (S; (X)),c; de séries formelles ou S; (X) = Zai,nX"et I désigne un

n>0
ensemble d’indices, elle est dite sommables si

— Pour tout n € N la famille (a;y),., ne comprend qu’un nombre fini de coefficients non

nuls.

— Pour tout n € N on pose ¢, = Zam, la série Z cn X" appelée somme de la famille

el n=0

(S;) notée Z Si.

i€l

12



1.1.5 Algébre des séries convergentes

Définition 1.5. [2/

Soit F' = ZanX" une série formelle, sl existe p > 0 tel que F' converge pour tout
n>0

X € K, tel que | X| < p,
alors, F(X) est dite une fonction holomorphe dans le disque ouvert de centre O et de rayon
p.

L’ensemble des séries convergentes de K[[X]] forment une algébre noté K {X}.

1.1.6 Substitution d’une série dans une autre

Considérons deux séries formelles
S(X)=> a. X", T(Y)=> bY"
n>0 p=0
Supposons ce qui est essentiel que by = 0, autrement dit w (7) > 1.
A chaque mondme a, X™ associons la série formelle a,, (T (Y))", ce qui a un sens puisque les
séries formelles en Y forment une algébre.
Puisque by = 0, ordre de a, (T (Y))" est supérieur a n, donc la famille des a, (T (Y))"
lorsque n prend les valeurs 0, 1,2..... est sommable et on peut considérer la série formelle
doan (T ()",
n>0
dont on regroupera les termes en Y.
Cette série formelle en Y est dite obtenue par substitution de 7'(Y) a X dans S (X), on I'a

note S (7(Y)), ou encore (S oT) lorsqu’on ne spécifie pas I'indéterminée Y.

1.1.7 Dérivation d’une série formelle

Soit S (X) = Z a, X" par définition la série dérivée S’ (X) est donnée par :

n=0

S'(X) = Znaanfl.

n=0

ds d
On écrit aussi e ou ES pour la dérivée 5.

13



1.2 Fonctions majorantes

Siu= g U et & = g ®,x sont deux séries formelles & n variables (x1, ..., z,)

aEeNn aeNn
telles que u, € C et &, € R,

On note u <« @ la relation (Va € N")(Ju,| < ®,).

Si @ est une série convergente, auquel cas on dit que ® est une fonction majorante.

Proposition 1.1. [2]/
Soit u,v,U,V € C[[z]]. Alors

u<U et v<V=au+fov<lalU+|5]V.

uLU e v<V=uvgUV.

9% < U
uovLUoV.
Avec :
(UoV)(z)= n—T[V(iL’)—V(O)]”
n=0 ’

Fonction de Lax

la fonction majorante de Lax est définie par :

o(t) = Zﬁ, It] < 1.

n=0

Dont voici une propriété essentielle

Proposition 1.2. [26/

1l existe une constante K telle que

0%(t) < KO(t).

14

—
[\

—
=~

AA,_\A
—_ —_
ot w
—_  ~—  ~—



Preuve. [26]

D’aprés le produit de Cauchy on a :

On majore les coefficients de " dans 6%(t) :

n

1 1 1 1
Z(j+1)2<n—j+1)2 = _Z (j+1)° (n—j+1)°

J=0

= 1
comme E m = %, donc il nous suffit de prendre K tel que :
=0

S 4 (n+1)?

— 3 (n+2)*

4
On prend par exemple K = ?W

Définition 1.6. [26/

Considérons la fonction majorante pr définie par :

on(t) = K—le(iR), R>0.

Proposition 1.3. [26/

Vk>1,VR>0 on a :

Pr(t) < er(t).

Preuve. [26]

On a pour k = 2

13
R

t

t
2(t) = K20%(= K ?2x K6 .
() () < K7 x Ko )

)= K7'0(
On itére les processus pour les autre ordres.

Ph(t) < () < -+ < @g(1).

15
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Proposition 1.4. [26/

Il existe une constante ¢ > 0 telle que :
D *pp (t) < cR*pg (t), pour tout R > 0 et tout k € N.

Preuve. [26]

Par intégration £ fois la fonction g (t) par rapport a ¢ on a :

= 1 1l
D* t) =K1 _— "
avec
o0 tn
cRFpR (1) = cRF K1
0 ; R (n+1)?
d’ou
D~*op (1) < cR*op (t) & K~ f: L e i S
—(n+ 1)* R* (n+k)! — R (n+ )%
et I'inégalité cherchée s’ecrit :
n+k+1\> !l
> ) ,(n,k eN),
¢ ( n+1 ) (n+k)! (n )
cette derniére fonction est décroissante par rapport a n, donc il suffit de choisir
(k+1)
= ~ 7 O
S
Remarque 1.2. , )
k+1 k+1
Remarquons que sup% est atteint car u, = % est le terme général d’une
k ! :

série convergente.

16



Lemme 1.1. [26] Pour tout n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que pour tout

R>0,o0na:

Preuve.

<c(n)er(t).

Pour |t| <nRon a:

et donc

implique :

I'inégalité devient :

n=0
Nk
t
g <emerl),
1 1 1
— < c(n) K'————, pour tout n € N,
1)2
0(77)21(@,
n

qui et le terme général d’une série convergente donc il suffit de prendre

1 2
neN U”

17
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CHAPITRE 2

ALGEBRES ET ALGEBRE DE BANACH

2.1 Espace vectoriel

Définition 2.1.
Etant donné un corps commutatif K d’élément neutre 0 et e. On dit qu’'un ensemble E
muni d’une opération interne et d’une opération externe dont le domaine des opérateurs est

K, a une structure d’espace vectoriel sur Ksi :
1. E est un groupe abélien pour son opération interne.

2. L’opération externe est telle que, pour tout x de E et tous \ et i de K, on ait :
AMpx) = (Ap)x, ex=uzx.

3. L’opération externe est distributive par rapport a [’addition dans K et par rapport a

[’opération interne de E.

2.1.1 Sous espace vectoriel

Théoréme 2.1.
Tout partie non vide F' d’un espace vectoriel E sur Kstable par l’addition interne de E et
la multiplication externe a pour structure induite sur elle par la structure de E une structure

d’espace vectoriel sur K.
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Définition 2.2.

On dit que F' est un sous espace vectoriel de E

Théoréme 2.2.
Pour qu’une partie non vide de F d’un espace vectoriel E sur K , soit un sous espace

vectoriel de E, il faut et il suffit que :
1. Vee F);(Vye F):o—yeF.

2. VxeF);VaeK): axeF.

2.2  Espace vectoriel normé

Définition 2.3.
E désigne un espace vectoriel sur K =R ou C

Une application ||.|| : E — R est appelée norme si elle vérifie les trois propriétés suivantes :
e pour tout x € E;||z|]| =0« = =0.
e pour tout v € E et tout A € K : ||[A.x| = |\|||=].

e pour tout x,y € E; ||z +y| < ||lx||+] yl-

Définition 2.4.

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé, noté (E.||.|).

Définition 2.5.
On dit que deux normes Ny, Ny sur un espace vectoriel E& sont équivalentes s’il existe

deux constantes ¢, cy € R telles que :
cilN1 < Ny < V5.

Proposition 2.1.

Deux normes équivalentes sur un espace vectoriel E définissent la méme topologie sur E.

2.2.1 Espace complet

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé,
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Définition 2.6.

On appelle suite de Cauchy d’éléments de E toute suite (x,) C E telle que :
Ve > 0,3ng € N tel que ,Yn,m € Nyn,m = ng : ||z, — x| <e.

Définition 2.7.
Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet si toute suite de Cauchy de E converge

dans E.

Définition 2.8.
Un espace vectoriel normé (E,|.||) est dit de Banach s’il est complet pour la norme

associee.

2.2.2 Point fixe et principe de contraction

De nombreuse questions, liées a 'existence et a I'unicité des solutions de certains types
d’équations (par exemple des équations différentielles) peuvent étre ramenées a la questions
d’existence et d’unicité d’un point fixe pour une application de ’espace métrique correspon-
dant dans lui méme. Parmi les différents critéres d’existence et d’unicité d’un point fixe pour
de telles applications, 'un des plus simples et a la fois des plus importants et celui qui porte

le nom de principe de contractions.

Définition 2.9.
On dit que x est un point fixe pour une application f si f (x) = x.

Autrement solution de l'equation f (z) = x.

Définition 2.10.

Soit (E,d) un espace métrique.
Une application [ : (E,d) — (E,d) est appelée application contractante ou simplement une
contraction, s’il existe une constante k, 0 < k < 1 tel que pour tout couple (x,y) € E* on a
["inégalité :

d(f (@), f(y) < kd(z,y).

Théoréme 2.3 (Théoréme de Point fixe de Banach ). [///
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Soit (E,d) un espace métrique complet, A un sous ensemble fermé de F,

soit une application f: A — E telle que f(A) C A et
d(f(u), f(v)) < kd(u,v) Yu,ve A, et0<k<l,
alors, f admet un point fixe unique.

Corollaire 2.1.
Si f est dérivable sur le segment [a,blet si |f (z)] <k <1 alors :

f est contractante.

2.3 Formule de Stirling et formule de Leibnitz

2.3.1 Formule de Stirling

Historiquement Abraham de Moivre qui a initialement démontré la formule suivante,

1
nl~cn"tie™,

ol ¢ est une constante réelle non nulle.

L’apport de Stirling fut d’attribuer la valeur ¢ = v/27 la formule devient

n! ~V2mr.n.n"e ", portant le nom de Stirling.

2.3.2 Formule de Leibnitz

Proposition 2.2.

St u,v deux fonctions C*° de la variable x € R™ on a :

0% (u.v) = Z (%) 0" Pu.0%v.

BLa
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2.4 Algeébres

Définition 2.11.
Un espace vectoriel E s’appelle algébre s’il est muni d’une troisieme opération, nommeée

multiplication et satisfaisant aux ariomes suivants :

o pour tout x,y,z € E:x(y.2) = (x.y) 2,

pour tout x,y,z € E:x(y+2) =zy+uz.z, (y+2).c=yx+ 2z,

pour tout x,y € E,a € K: a(z.y) =z (ay) = (a.x) .y,

S’il existe un élément e € E tel que e.x = x.e = x quel que soit x € E on dit que e est

['unité de ['algébre et que E est une algébre avec unité,

st la multiplication est commutative on dit que E est une algebre commutative.
Remarque 2.1. L’élément unité lorsqu’il existe il est unique.

Définition 2.12.
Un espace vectoriel normé s’appelle algebre normée s’il est une algébre avec unité qui

veérifie en plus les deux axiomes :
o Jlef =1,
o pour tout 3,y € E : |o.yl| < ] Iyl

Définition 2.13.

Une algebre normée est dite de Banach si elle est compléte pour la norme associée

Définition 2.14.
Une application p : E — F' s’appelle homomorphisme de ’algébre E dans l’algébre F' si

elle vérifie les conditions suivantes :
e p(z+y) =p)+pQy),

o p(ax) = ap(x),
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2.5 Quelques algébres de Banach définies par des séries
formelles

Dans un article Wagschal a démontré I'existence et 1'unicité d’une solution d’un probléme
de Goursat non linéaire dans différentes classes de fonctions en le réduisant a un probléeme
de point fixe dans des algébres de Banach définies par 'intermédiaire de séries formelles

convenablement choisies dont :

1. Algébre de Banach des fonctions holomorphes

Soient x = (z1, g, ....,x,) € C", & = (&,....,€,) € (]Rj)n
On note &.x = Z &.x;
=1

Br (€) = {u € C{z};(3c = 0) (u(r) < cgr (1))},

et pour u € Bg (§),||ul| = min{c > 0;u (z) < cogr (£.2)}.
Les espaces Bg (£) munis de cette norme sont alors des algébres de Banach de fonctions

holomorphes au voisinage de 1'origine de C", associées la fonctions majorante ¢g.

2. Algébre de Banach des fonctions partiellement holomorphes
Soient x = (1, T2, ..., Tn) € R, y = (Y1,Y2, ..., Yg) € CI, x| = (|21], |22] , ..., [20])
yl = (il lyal o lyal) s €= (€1, 1 60) € (RY),
¢ = (G, Gy Cy) € (R%)?, On note

P q
3 |$|:Zfi i, Clyl :ZQ‘%|7
i=1 i=1
Soit §) un ouvert de R x C{,
Qr ={(z,y) e R x C, & |z + Cly| < R}, R >0,

on note
C% (Qr) = {u : Qg — C, holomorphe par rapport a y et continue par rapport a z},

I’ensemble noté

Er (&) ={ueC™ (Qr);(Bc=0)(u< cor) (& x|+ Cly)},

munis de la norme ||u|| = inf {¢ > 0,u < c¢r (€. |x| + (|y|)} est une algébre de Banach

de fonctions partiellement holomorphes associée a la fonction majorante ¢g.
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3. Algébre de Banach de fonctions de classe de Gevrey G4

On note
CO®UxQ)={u:UxQ—R;V e Nq,Dgu soit continue sur U x Q}
et on note
GM (U x Q) = {u e C' (U xQ)/3e>0,V5 € Nq,[s]ug | Ddul| < cl5|+15!d} ,
X

I'espace G4 (U x Q) est appelé espace des fonctions de classe Gevrey sur U x ().

Considérons la série formelle en y, ¢ (¢, y) Z 50 gb(;

6eNY
¢s 1 |U| — RT sont continues.

Définition 2.15.

On note

Co™ (Up x Q) ={ueC™ (Upx Q2);(Fc>0)(u<co)},
avec la notation
u<cp=VyeN Ve UR,Slglzp ‘Diu (x,y)’ <cps (t), (t=|z]).
On munit cet espace de la norme
lufl = min{e > 0;u < co}.

Proposition 2.3.

Les espaces Cg’oo (Ur x Q) sont des espaces de Banach.

En considérant la série formelle suivante :

o0

B2 (,4) :Z

k=0

g (€1),

cette série formelle est bien définie pour t € |Ug|,

Corollaire 2.2.

On note

04 (Qp) = {cgm (Up x Q) 3e > 0,u < c@%d} ,
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ou
u < cd% & V5 € NeTeeUr, sgp ‘D‘;u (z,y)] < e (6N DPlgR (£1),
muni de la norme
|lu|| = min {c > 0u < c@%’d} :
Les espaces g%’d (QR) sont des algébres de Banach de classe Gevrey associées a la série

0,d
formelle ®3°.

. Algébre de Banach de fonctions de classe de Gevrey G“¢
Soit d un nombre plus grand ou égal a 1,

x = (xl,xQ....:cp) eCr y= (yl,yg....yq) € R?,

§= (51752--~fq) € (Ri)paC = (Ch C2----Cq) € (Ri)q7

U x € un ouvert de CL x R,

pour R > 0, on note

Up={xeCP;¢& |z| <R}, Qr=Ugxq.
C¥ (U x Q) = {u UxQ— CV6 € Nq,Dgu soit holomorphe en x et continue en y} .
Et :

G (U x Q) = {u € C¥*® (U x Q) /de > 0,V € N7 sup |Dzu‘ < c|5+15!d} :
UxQ

En considérant la série formelle ®4¢ (), vérifiant &% (z,y)* < &% (z,y) définie

par :

q)R,d (z,y) = Z (C.y) k!d—lpk¢R (€x).

prd k!
Corollaire 2.3.
On note
wd () = {u € ¢ (Up x Q); (3 = 0) (u < c<1>;gd)} ,
ou :
u < ey & Vi e Ny e Q, Dgu (z,) < C® |61 Dllg, (€.2).
muni de la norme
|u|| = min {c > 0; <u < c@“é’d>} :
les espaces g;gd (Qg) sont des algébres de Banach de fonctions de classe Geuvrey gg’d

o y d
associées a la série formelle ®3°.
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CHAPITRE 3

SUITES LOGARITHMIQUEMENT CONVEXES ET
QUASI-ANALYCITE

3.1 Suites convexes et log-convexes

Définition 3.1.

Soit (ar) une suite de nombres réels et My, une suite de nombres réels strictement positifs,

1. on dit que (ay) est conveze si :
1
Vk € N, A1 < 5 (ak -+ ak+2) . (31)

2. On dit que (My) est logarithmiquement convexe si la suite (logMy) est convexe.

Proposition 3.1.
Soient (ay)gen une suite de nombres réels et (My)une suite de nombres réels strictement

positifs alors :

1. (ag)ken est conveze si et seulement si : (ap11 — ag) est croissante.

A — Ap
k—p

2. Si (ag)ren est conveze, alors quel que soit p € N; ( ) est croissante.

3. Si (ar)ken est convexe et si

Qg . . . , .
alors : " est croissante a partir d’un certain rang
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4. (My) est log-convezxe si et seulement si pour tout

keN: M < My_y .M. (3.2)

M1

5. (My) est log-conveze si et seulement si pour tout : k € N : (
k

) est croissante.

6. Si (My) est log-convexe et My =1 alors :

M,y M, < Myip, ¥n,m € N, (3.3)

==

7. Si (My) est log-conveze alors pour k € N : (My)* est croissante.

Preuve.

1. (agy1 — ag) est croissante si et seulement si :
Vk € N; (ags2 — agy1) — (age1 — ax) > 0 si et seulement agio + ap > 2a541 ce qui est

équivalent a (ay) convexe.
2. Supposons (ay) convexe. Soit p € N, quelque soit k > p on a :

Ag+1 — Qp Ak — Qp (ag+1 —ap)(k —p) — (ar, —ay)(k+1—p)

k+1—p k—p (k—p)(k+1—p) ’

(a1 = ap) (k= p) = (ar —ap) (k =p+1)

= (Z(dn-H - an)> (k—p)— <Z(an+1 - an)) (k—p+1)

z (k=p+1) (app1 — ap) (k —p) = (apt1 —ap) (k —p+1) (k —p)

=0,

. ar — a .
par la croissance de (ayy; — ag) on a : P croit.
k — p k>p

a
3. Supposons (ay)ren est convexe et i lim - = oo alors il existe m € N* tel que
—>+00

A ., G . a1 ap  kagy — (K +1)a
Im _inf %ot si ke N*: _ O
m ek OOPE k+1 k k(k+1)

d’autre part :

[(F+ 1) anrs = (K +2) apa] = [kagn = (K + 1) ar] = (k+1) (ahp2 = 2ak41 + ax) =0,
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par convexité de (ay). et donc pour tout k > m :

Am+1 Am
kapr — (k4 1) ap > M.y — 1) a,, = 1 _Im) >,
agy1 — (k+ 1) ag = meay1 — (m+1)a, =m(m+ )<m—|—1 m)

Ak+1 Qg N .
——— — — > 0 pour tout k > m, d’ou le résultat.
kot 1 L= p =z

4. Immeédiat s’obtient par passage a ’exponentielle dans la définition de log-conv de (Mjy).

Par choix de m, ainsi,

5. S’obtient immédiatement a partir de (4) en notant que :

Mo My My My

) . - 2
M1 My Mg,

Vk e N

6. par récurrence sur m,

pour m =0on a: M,My= M, < M,.,

M1

supposons maintenant qu’elle est vraie pour m, d’aprés (5) la suite (
k

) est crois-

sante on a :

Mm+1
g -Mn+m-%

m

M, My = M,.M,,

d’ou

7. On a

ce qui est équivalent a M, < M.
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3.2 Reégularisée convexe

3.2.1 Ensembles convexes

La notion de convexité est a la base de nombreuses questions de la théorie des espaces
vectoriels. Elle est fondée sur des considérations géométriques intuitives, mais peut étre

formulée aussi en termes purement analytiques.

Définition 3.2.
Soit E un espace vectoriel réel et soient x,y deux points de cet espace. On appelle segment

fermé joignant les points x et y dans E ’ensemble de tous les éléments
{az+ By, a,f20, a+p=1}

Définition 3.3.

Un segment privé de ses extémilés xet y s’appelle segment ouvert.

Définition 3.4.
Un ensemble M C E est dit convexe si pour tout couple de points x,y € M, le segment

joignant les points x et y est contenu dans M.

Définition 3.5.

On appelle noyau J (M) d’un ensemble M C E [’ensemble des points x € M possédant
la propriété suivante :
Pour tout y € E il existe un nombre € =€ (y) > 0 tel que x +ty € M pour |t| < e.

Un ensemble convexe dont le noyau n’est pas vide s’appelle corps conveze.

Proposition 3.2.

Si M est un ensemble convexe son noyau J (M) est conveze.

Preuve.

Soient x,y € J (M) et z =az + Py, a, 3,2 0, + 3 = 1.
Alors pour a € FE donnée, on peut trouver deux nombres ¢ > 0, €5 > 0 tels que pour
tous |t;| < &1 et |ta| < &9, les points = + t1a et y + toa appartiennent a Iensemble M, par

conséquent si |t| < e pour € = min (1, &3), le point
a(x+ta)+ L (y+ta)=z+taec M, ca-d. z € J(M). O
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Théoréme 3.1.

L’intersection de toute famille d’ensembles convezes est un ensemble conveze.

Preuve.

Soit M = ﬂ M, tous les ensembles M, étant convexes.

(0%
Soient d’autre part, z et y deux points quelconques de M.
Le segment joignant ces points ces points appartient a chacun des ensembles M, donc & M

par conséquent, M est bien un ensemble convexe. O

Remarque 3.1. Remarquons que l'intersection des corps convezes (qui constitue un convezxe)

n’est pas nécessairement un corps convexe .

Définition 3.6.

Pour tout ensemble A d’un espace vectoriel E, il existe un plus petit ensemble convexe
qui le contient.
C’est lintersection de tous les convezes contenant A (il existe au moins un ensemble convere
contenant A par exemple l’espace E tout entier), le plus petit convexe contenant A s’appelle

I’enveloppe convexe de ’ensemble A.

Proposition 3.3.

. . . .. ag
Soit (a,) une suite de nombres réels. Si lim — = oo, alors
k/keN [l ’

La suite (ay,) définie par
VE e N, ap =sup{B (5.) suite convexe de réels minorant (ay)}

vérifie les propriétés suivantes :
1. (ay) est une suite de réels convexe qui minore (ay,).

2. 1l existe ¢ : N — N strictement croissante telle que
©(0) =0, a,4) = Qpr), VkEN,

et (o) est arithmétique sur [p (i), (i + 1)] pour tout i € N.

On dira que (o) est la régularisée conveze de (ay).
On appellera régularisée log-convexe d’une suite (M,,) de réels strictement positifs l’exponen-

tielle de la régularisée convezxe de (log M,,).
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Preuve.

. Qg
Supposons que lim — =0
k—+oo k

1. Soit k£ € N. Notons Cj, = {S, (8,,) suite convexe de réels minornat (a,)}.
a
comme lim — = oo, alors & fortiori, a, — oo et dongc, il existe m € N tel que
k— 00

a,, = inf ay.
™ keN

La suite constante et egale a (a,,) est une suite convexe minorant (a,), donc a,, € Cy

et Ck 7£ ¢

En outre, C} est clairement majoré par ay, ainsi «y est un réel.

La convexité de (ay), et le fait qu’elle minore (ax) sont par construction.

. ap — « .
2. Comme () est convexe, alors quel que soit p € N, ( b e ) est croissante, donc
k>p

k—p

Vpe N\VE > pax > ag, = ap + (api1 — ) (K —p) .

Soit p € N, montrons qu'il existe ¢ > p tel que a, = a, + (ap+1 — ;) (¢ — p)-

ap — «
La suite (u) tend vers l'infinie, car
k— p k>p
ap — ap B Qe Oép
k—=p k—p k-p
_ap  k a,
k'k—p k—p
k— 00
00.
Ainsi, il existe r > p tel que
ay — 0y ap — o

ay, st k<r
La suite (hy) définit par hy = )

a,+clk—=r), si k>=r

est un minorant convexe de (ay),
En effet on a : hy = ap < a pour k < r, et pour k > r,a, + c¢(k—7r) < ai par
définition de c.

pour la convexité, on calcule pour tout £ € N :
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(
Qpao — 2041 + si k+2<r

higro —2hkn +he = o, —a, + ¢ si k=r—1

0 si k>=r

\

cette quantité est clairement positive pour k # r — 1.

Etudions le cas restant,
Qp — Qp

comme (ay) minore (ay) et < k:
—r

) est croissante on a :
k>r

d’ou ¢ > oy — @ = . — ey, C'est -a-dire hyio — 2hg 1 + hy = 0 pour k=1 — 1.
On obtient donc bien la convexité de (hy).
Donc par définition de (o), il vient hy < oy pour tout k € N.

En particulier, oo, +¢(r + 1 —7) < apq1. Or, on a déja ¢ > a1 — ar, d’ou :
C= Qpy1 — Q.
Donc, on choisissant ¢ = r, on obtient
Vk € llp,all, ok = ap +c(k—p),

avec 1’égalité pour le cas k = p, car
ay, — « a, — «

¢~ Y Qa7 A
q—p q—p
g —

En particulier, o, = o + —F=
q—7p

Montrons que (ay) est arithmétique sur [[p, ql].

puisque =c,onaaq, <a,+c(qg—p).

(q—p) =aq

Quel que soit k € [[p, q]], on a la relation :

Qg — O (k
— —p) + « < o,
q—p P
puisque
ay — (k a — oy
—p) =
q—p k—p

Or ay =a,+c(q—p).
Dot ¢ (k —p) + oy 2> ay, pour tout k € [[p, q].
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Or on sait déja que oy > o, + ¢ (k — p), ainsi (ay) est arithmétique sur [[p, ¢|].

Posons enfin ¢ (0) = 0 et
VE e N, (k+1) =min{q > ¢ (k) t.q: a, = aet (a,)arithmétique sur [[¢ (k). q]]} -

Par ce qui précéde, ¢ est bien définie par construction elle vérifie les propriétés voulues. [

Inégalité arithmético-géométrique

Lemme 3.1. Soient ay,as, ....a,, n réels strictement positifs, alors on a :

ay + ag + .... + a,

Yag.as.....a, < (3.4)
n
On peut ausst minorer la moyenne géométrique par la moyenne harmonique :
n
Var.az....an 2 gr—g; o (3.5)
— 4 =+ .+ —
non n
Dans les deux cas ’égalité aura lieu st a1 = as = ... = a,.
Preuve.
a +as + .... +ay,
v ay.a9..... a, &
n
est équivalente a
a;+ag+.... +a
In Vai.as.....a, <1 ( ! 2 n)
n
ensuite utiliser la concavité de la fonction In sur R, d’ot le résultat. O
Lemme 3.2 (Inégalité de Carleman-Collingwood).
s50it (an),y C (Ri)N, on a linégalité suivante :
00 1 +o0
Z (ay.....an) - <e Z . (3.6)
n=1 n=1
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Preuve.
cette inégalité est enfaite une conséquence de 'inégalité arthmético-géométrique,

Pour toute suite (¢,) strictement positive, on a :

00 00 L
1 C1A1Co09.....Chly \ ™
Z (aras.....an)" = Z
C1.Co..... Cp

n

<

— -1 1 . . . .

E (¢,.Comnp) ™ — E cray :inégalité arthmético-géométrique
n

n=1
k=1
o0 [e.e]
1 -1
= Z cray Z - (c1.C9.p) ™
k=1 n=k
TR . (n+1)" .
En particulier si 'on prend, pour tout n € N*, ¢, = ~————, on obtient

C1.Co....Cp = (n 4+ 1)".

Ainsi :

e

1
La derniéere inégalité découle de I'inégalité de convexité 1 + z < ek.
La proposition suivante jouent un role important dans la démonstration d’un résultat prin-

cipal & savoir le théoréme de Denjoy-Carleman. [

Proposition 3.4.
L /
Soit (My,) € (Rj‘r)N telle que . lim M} = oo. On note (Mk) la régularisée log-convexe

+00

1
de (My). On pose pour tout k € N*, 5, = 11>1£ My .
p/

Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
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~
WE
=) =

A

8

e
Il
—

2. f: 1, < 00.

k=1 M,

==

M,

— < 00.
=1 +1

WE
=

ol

Preuve.

On note <M;(n)) une sous suite de (Mq;) telle que :
©(0) =0, Mywy = M;(k) pour tout k € N, et (log M) est arithmétique sur [[¢ (i), ¢ (i + 1)]]
pour chaque ¢ S N.
log M}, koo log M,

? > 00 et (M,;) log-convexe, et que k est croissante apartir d'un

certain rang ko € N*. Ainsi :

Comme

’ 11

Vk > ko, B = inf My > inf My* > MF > 0.
n=k n>k

3=

D’ou :
1 1
Vk > k0 < — < —=.
B~ AfE
k
—_— o~ /-\_/l
On pose, pour tout k € N*, M4y = My, M, = 0o si k ¢ ¢ (N), puis v, = H;E: M,".

—~

1
Puisque pour tout k € N*, B, < My < M,,", alors

3=

VE € N, Bk < e

D’autre part, si i > kg et n € Jp (i — 1), ¢ (i)], alors

1
— 0]
T = M)

car (M, = oo pourn € |p(i—1),¢ ()] et (M,;’lc>k>k0 est croissante ),
en outre,
pour tous i > kg et n € Jo (i —1),¢ (9)] :
log My() _ log My —log My-1)
p(i) — e —e@-1)

log M,y _ log M, log M,
En effet : on a o8 _cp() = o8 £ 10 par croissance de (b> )
o)~ el-1) v )

= log M,; — log M,/L_l.

Donc

@ (i —1)log My = ¢ (i) log Myii—1).

35



d’ou :
(¢ (i = 1) = @ (i) log Moy > (i) (log M) — log M) -
On en déduit 'inégalité voulue, I’égalité qui suit étant due au fait que (1og M ,;) est arithmé-

tique sur [[ (i = 1), ()]

On obtient alors que

(i) n
Mw(i) S M;%l

Dot - (4) (4) (4) (4)

@(2 @(2 o( ’ p(t)—1 ’

1 1 M, M,
> = X —x2 X s X
n=p(i—1)+1 n=p(i—1)+1 M@(Z) n=p(i—1)+1 n n=¢p(i—1) n+1

Ainsi : "

00 oo ot 0o

1 1 1
— < —,
_Z TARRD DR Dy <y Z 52
n=p(ko+1) i=ko+1n=p(i—1)+ i=ko+1n=p(i—1)+ n=1
ﬁn n
Enfin on applique I'inégalité de Carleman-Collingwood a la suite
_ M, >1
an M;_L 7/n’ = 9
on obtient )
o0 / / M/ n o0 M/
1 n—1 n—1
..... <e. .
2. < i, > “2N

Ou encore :

o0 M/ [o.@] oo o0 M/
M’k <=y —r<oo= )Y —<oo= M/k < oo
k=1 " k+1 k=1 M," = P k=1 ' k+1
ce qui finalise la preuve. m
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3.3 Quasi-analycité et théoréme de Denjoy-Carleman

Le concept des fonctions quasi-analytique a été introduit pour la premiére fois par Borel,
a prédit qu’il ya une plus grande classe de fonctions, que les fonctions analytiques ayant la
propriété de n’étre complétement déterminée que par les valeurs de leurs dérivées en un seul
point. Motivé par la théorie des équations aux dérivées partielles, Hadamard a proposé le
probléme et donne une condition nécessaire et suffisante portant sur la suite (M,,) telle que
la classe de toutes les fonctions infiniment différentiables dont la dérivée n-ieme est bornée
par M = (M,,) pour tout n € N est quasi-analytique.

Denjoy a été le premier a fournir des conditions suffisantes et puis Carleman généralisant
le théoréme de Denjoy et donne des conditions nécessaires suffisante le traité de Carleman a
jeté un nouvel éclairage sur la théorie des fonctions quasi analytiques. Le théoréme de Denjoy
-Carleman fournit un critére pour obtenir une propriété importante de certaines classes de

fonctions que nous allons définir.

3.3.1 Classes quasi-analytiques

Etant donnée une suite M = (M,) de nombres réels strictement positifs. On notera :
C (M) = {f € C® (R™,R) /3 (a,b) € (RT)* Yo € N" ¥z € R",| D" f (x)| < a.b'o‘|M|a|} .

Proposition 3.5.

Soit M = (M,,) une suite de nombres réels strictement positifs, alors on a

1. C(M) est un sous espace vectoriel de C* (R, R).

2. C (M) est stable par composition & droite par les fonctions affines.

3. Si My, = k! pour tout k € N, alors tout élément est analytique.

4. Si My, = k'Y pour tout d > 1, alors tout élément de C* (R",R) est une fonction de

classe Gevrey.

Preuve.

1. Soient f,g € C* (R™",R) et A € R alors il existe ay,aq,by,by = 0 tels que, pour tout
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ne€NetzxeR"ona:

D (f +Ag)l = [D*f + ADg|
< arbl Moy + |A] azby My,
< 2max(ay, |A| ag).(max(by, b)) ¥ M.
¢: R*"—R"
2. Soient f € C(M), (a,b) € R? et

r——ar+0b
alors il existe ¢, d > 0 tels que :

Va € N',Va € R",|D* (f o ¢) (z)| = |al®!D*f (azx + b)| < c(Ja] .d)'* . Mq.
3. Si Mo = |a|! soit f € C> (R™, R) telle que il existe a,b € RT vérifiant :
Va € N" Vo € R",|D*f (x)] < (a.b“") la|!.

On envisage deux cas :
(a) @ =b =0 alors f est identiquement nulle, donc analytique sur R".
1
(b) si a.b> 0 soit r €]0, E[ par la formule de Taylor avec reste intégral on a :

pour tout x € ]0;7] :

n

f(x) =

k=0

D4} (0)

€T _t n+1
< / u ‘f(nﬂ) (t)‘ dt
k! 0 !

<ab"t? / (n+1)(z—1t)"dt
0

= a.b" gt
<a (br)mr1 )
De maniére analogue, pour tout z € [—r,0],

‘f(x>_ZD f(0) &

< a‘bn-i-l |$|n+1

<a(br)".

Ainsi :

< a. (br)"™ — 0, lorsque n — +oo.
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Donc la série de Taylor de f converge uniformément vers f au voisinage de 0 :

f est analytique en 0.

Si xg est un réel quelconque, alors, en considérant f (. + xg), qui vérifie les mémes hypothéses

que f, on en déduit que f est analytique sur R. ]

Définition 3.7.
Soit M € (Ri)N, on dit que C (M) est quasi-analytique lorsque tout élément de C (M)

s’annulant, ainsi que toutes ses dérivées en un point de (R)" est identiquement nul sur R™.
Lemme 3.3. Soit (M,), .y C (Rj)N.

1
Si lim My < oo. Alors :C (M) est quasi analytique.

n—--+00
Preuve.
1
Supposons que lim M < oo . Soit g € C (M).
n—> +00
On suppose que gainsi que toutes ses dérivées s’annulent en tout point xy € R, il s’agit de
montrer que g est identiquement nulle sur R,

on se raméne en 0 en posant f (z) = g (z + x¢) de sorte que :

pour tout « € N, D*f = D%g (. + ) il existe a,b € RT tels que

Ya € N, D*f (0) =0,

Soit n € N*, on va établir par récurrence descendante sur k € [0, n] :

|:I;|n7k

(n— k)

On remarque que l'inégalité est vérifiée pour k = n.

Vr € R,

fF ()| € Myab”

Supposons la relation est vraie pour k € [[0,n]] et établissons-la alors au rang k& — 1 soit

xr € RT, (on raisonne symétriquement pour x € R7),
@l =|[ o
0
< / |5 ()] dt
0

x n—k
t
< Mpab" / %, par hypothése de récurrence
0 n — !

,carf*(0) =0

xn—k-i—l
= M,a.b"
k1) (n— k)
n—(k+1)
= M, a.b" v

(n—(k=1)"
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Ainsi pour £ = 0 on obtient :

l.n

(nl)’

Fixons z € R, si f (z) # 0, il vient par la formule de Stirling

Ve e R, |f (z)] < Mya.b"

1 1 1 1
L Mpyan.bl|x ~ My an.b|z
|f (2)] <n—;||”—>oon—,‘|
(nh)m (2m)n —
e
Passons a la limite inférieure on obtient 'absurdité 1 < 0.
Donc f puis g sont identiquement nulles Nous énoncons le théoréme principal de cette

section qui donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une classe donnée soit quasi-

analytique. O

3.3.2 Théoréme de Denjoy-Carleman

Théoréme 3.2.
Soit M € (Ri)N, on pose
1
pour tout k € N*, 3, = ;r>1f My, alors :

+oo
C (M) est quasi analytique si et sreulement si Z — = 00.

B

n=1

3.4 Quasi -analytique associé aux suites log-convexes

Considérons 'espace C (M) ot M est une suite log-convexe de premier terme My = 1.

3.4.1 Propriétés algebriques

Proposition 3.6.
Une condition nécessaire pour que l'espace C (M)soit stable pour la multiplication est que

l'une de deux conditions suivantes soit vérifiées

1. Pour toutn € N*: M2 < M, 1. M, ;.

1

n
n

2. lim > 0.

Preuve.
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1. Soient f et g deux éléments de C (M) donc il existe aq, by, az, by € Rftels que :

1D f (2)]| < arbY Migy et Dg (x) < as.bi M.

En utilisant la formule de Leibnitz

n

D (£.9)] < 32 ()79

k=0

3

< (7) al.blfag.bg_an
k=0

= ay.aM,. Y (7) Wiy
= al.CLQMn. (b1 -+ bg)k .
D’ou :

|Df <2 [FPg"

k

[e=]

3

< (Z) al.blfag.bg’an
k

= al.(lgMn. (bl + bz)k .

Il
o

2. Rappelons les inégalités de Cartan-Gorny

Soit I = [—1; 1] et pour tout naturel n, A,, un nombre positif tel que

> {7,

Alors, pour tout naturel p et tout naturel £ < p on a :

(k) 62.]? F 1-k 62.]9 i
Hf HI max 2<T> A pA;,’, (T) AO .

Remarquons que cette inégalité peut s’écrire :
2 k & k
(k) e’.p A \? (D
Hf‘“<2(k)'%m“{(zﬂ G
A p
et en posant B, = max = (ZE) il vient que
Ao 2
e? e.p x
£, <240 (22 55,
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Soient f et g éléments de C (M, I), il existe A, B deux nombres positifs tels que :
pour tout naturel n on ait

£, < ABM,. [lg®]], < AB"M,
Définissons pour tout naturel r :

A, = AB"M,.,
et par la formule de Leibnitz on a :

p

(F9” = >

Py p8) goh)
k=0

il vient en utilisant 1'inégalité de Cartan-Gorny que :

|ra®] < g(i) <2A0 (%’)B) (mo (pﬁ)“ B )

En utilisant la formule de Stirling, il existe une constante ¢ vérifiant :
pour tout ket p,k <p

p
<4e®A3.Bp Y (V) P — .
%; K (p— k)P

<
ke (p — k) )
D’autre part

Y B < (i (i)) =4,
k=0
donc :
|9

M,
Du fait que : h_m( )

n n

3=

Ap (p\?
< 2p Zr (£
S 4c (4e)™ /pAp max { A <2> } M.

> 0, il existe a > 1 tel que quelque soit p,

A
Donc

Ay
H(f.g)(p) ; <A’ (B )pMp avec A = 4cAA, B' = 2a.(4e)* .B

et en remarquant que :,/p < 2P.

Le cas ou I = [a,b] se raméne par un changement de variable affine, au cas I = [—1,1].

[l
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CHAPITRE 4

PROBLEME DE GOURSAT DANS LA CLASSE DENJOY-
CARLEMAN

4.1 La classe Denjoy- Carleman

Définition 4.1. Soit Q un ouvert de RP x R, (M, )nen une suite croissante positive et

a € NP, on note C*M(Q) lespace des fonctions u :  — R, admettant :

1. Vye NP v < « et Vo € N? des dérivées partielles
DIDju:Q — R,
continues,
2. il existe ¢ > 0 telles que :
sSup |DYDou(x,y)| < PH6IMy, Wy < a et V6 € N

L’espace C4M(Q) est de classe C* par rapport a x est de classe Denjoy-Carleman par rapport
avy.
Remarque 4.1. Les suites (My)gen considérées doivent satisfaire les hypothéses suivantes :

1. M = (Mg)ren logarithmiquement-conveze,

i.e. M < My 1My, VkeEN, et My=1. (4.1)
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Lemme 4.1. [T1)

Si M = (M,)nen logarithmiquement-conveze et My = 1, alors :
MM, - M, < MMMy, Yo, € N ar+ - +a, = k. (4.3)

Preuve.

Par récurrence sur k :
e Sin =k, I'inégalité est évidente.

e Sin <k, alors 3i tel que a; > 2, on pose o) = a; — 1; 'hypothése de récurrence sera :

MMy, -+ My -+ M, < MP My,

d’apres (4.1]) on a :

M,
MnMal Man = M. ]\4'041 .. Mo/. - Man i
i Ma;
My,
< M{"M,,_
— 1 k 1Mk_1
< MM, .
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4.2 Hypothéses et résultats

On s’intéresse au probléme de Goursat non linéaire au voisinage de 'origine de R? x R,
On cherche a prouver 'existence et 'unicité d’une solution de type Denjoy-Carleman associée
a une suite (M, ),en-

On considére alors le probléme de Goursat non linéaire au voisinage de 1'origine de R? xR?,

avec T = (21,...,%,) € RP et y = (y1,...,y,) € R

Diu(z,y) = f(x,y, DPu(z,y)) (4.4)
= O |

ol a € NP, et B est une partie finie de I’ensemble
{(7,0) € ZZ x N |y| + |6] < [a], v <a},

DPu = (D} D) s)ep-

et f est une fonction de z € R, y € R? z € R" ou r = Card(B), qu'on suppose de
classe C%M au voisinage de l'origine de R? x R*": f est donc continue en x et de classe

Denjoy-Carleman C™ en (y, z).

Théoréme 4.1. S'il existe c,5 > 0 tel que :

Mgy (k1) _
My (k=PI + [aDl =

vk > 0. (4.5)

Alors le probleme de Goursat admet une solution unique au voisinage de [’origine de
RP x R,

Remarque 4.2. Lorsque M, = n!?~t ce théoréeme coincide avec le théoreme 5.1 dans [20] ;
dans ce méme cas st d = 1 le théoréme est contenu dans le théoréme 4.1 de la méme

référence.

En effet avec M,, = n!%"!, ¥k >0 on a
(k+ope=t (k4! (ko)™ (B + 1)
Rt (k=P + o))t (k=] +lal)--- (k+ 0]+ 1)
(s + gy
(k + [3]) -1l

<1 (sily]+ddl < a]).

IN
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Mn—H

Remarque 4.3. Si la suite (My,)nen, ou la suite < ) est bornée on retrouve le cas
neN

n

holomorphe par rapport a vy.
En effet : siu € C*M(Q) alors : Vy < a et V§ € N, 3¢ > 0,tel que :

Sup | DD u(x, y)| < °H61M ).
1. 8i (My)nen est bornée alors : Ieq > 1 tel que :
sup |D] Dou(z,y)| < H61M 5 < (ceq) 141,
Q

d’autre part :

M,
2. Si( M+1)neN est bornée :

sup |D;Dgu(x,y)| < cOHISIM
Q

M5
< dolrrg 0L P2,
- Mgy My My ’

S|l4+1 5y J01+1
< oley
< (ecy) P51,

Réduction du probléme 4.4

Pour prouver le théoréeme on peut supposer « = 0 et f(0,0) = 0, il s’agit donc

d’étudier le probléme
u(z,y) = f(z,y, D u(z,y)), (4.6)

avec B le sous ensemble fini de
{(7,0) € ZP x Nt |[y[ + 18] <0, v <0},

et la condition (4.5 devient

Miyis) (k +16])"!
My (k=)

S Cy,5 vk 2 0. (47)
Nous allons vérifier que I'application
T:u— f(z,y, D%u(z,y)),
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est une contraction stricte dans une boule fermée d’une algébre de Banach, qui sera définie

dans le paragraphe suivant en utilisant des séries formelles de type Denjoy-Carleman.

Considérons d’abord une série formelle & ¢ indéterminées y = (y1, ..., y,) :

yé
P = Z ECI)(;.

0eNd

Etant donné un ouvert 2 de R? et une fonction u € C*(£2, R). on note u < ® la relation
Vé € N?,  sup |Dgu] < Ps.
Q
On a bien
UL P = Dgu < DgCI) pour tout 6 € N%

Etant donné un ouvert U C RP.
Notons C»>®(U x ) Palgebre des fonctions u : U x 0 — R admettant des dérivées partielles

continues par rapport a y

Diu:UxQ—R, V5eN.

Pour assurer que les coefficients de y dans ® ne prennent que des valeurs positives. Posons
t = |z| = (Jx1],- -+ ,|zp|), notons |U| 'image de U par I'application x — |z| considérons la
séries formelle en v :

y5
= (ty) =Y L),

6eNY

ou les fonctions ®s : [U| — R, sont continues.

On considére alors le sous espace
CoU x Q) ={u e WU xQ);3c>0:u<cd},
et on le munit de la norme
llu|| = [|u]|le = min{c > 0;u < c®}.
Remarque 4.4. Dire que u € Co™ signifie donc
Vo e N. Vx € L{,sgp |Dzu(x,y)| < u||[®s(t) (ou t=|x|). (4.8)
Proposition 4.1. [26/
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0
L’espace Ci™ est un espace de Banach.

Dans ce qui suit, on va prendre des primitives par rapport a z;, et pour faciliter le travail

on ajoute I’hypothese
r €U = \x € U pour tout A € [0, 1], (4.9)

ou A\x = (Axq, -+, A\pz,), et évidemment |[U| conserve la méme propriété.

Pour (v,d) € (—N)? x (N)?, on définit la série formelle

e—0
Z Y
s€>1\g1 )

tel que Dy, 1 désigne la primitive par rapport a t; qui s’annule avec ;.

On a alors : pour tout u € Co™(U x Q) et pour tout (v,6) € (=N)? x (N)? on a
D] Dju < ||ul|D] D ®. (4.10)
Considérons la série formelle dépendant de la suite (M,,),en et des parameétres
§=(Gh=izp € RL)”, (= (Gizizg € (RY)? et B> 0.

suivante

() = S Wy prpen) (411)

ou
p q
=) &ti, Cy=>_ G,
i=1 i=1
cette série formelle est bien définie pour :

te|Ur| ou |Ug|={x € RP;¢|z| < R}.

L’espace de Banach associé a la série formelle @%I sera noté C% (Qr) avec Qg = Ug x QL.

c’est-a-dire :
CH(Qg) = {u e C™(QR);Fc>0:u < c®Y}.

Notons que
k 0,,0
(Cky') = Z C(S—Z'J bindme de Newton généralisé. (4.12)
W
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D’aprés E et (4.12) on peut redéfinir les éléments de CA () comme suit

u € O (QR) & V6 € N Vo € U, sup ]Dgu(x,y)] < ||ul|¢’ Mg DPlpr (€ ). (4.13)
Q

4.2.1 Relations entre C%M et ny

Lemme 4.2.
Pour0< R < R on a
CR (Qr) € CO"M(Qp).

Preuve.

Soit u € CH(Qg) on a :

sUp | DY (,y)| < |lull ¢ M5 DPlgr (&.1)
< C|5‘+1M|5‘,
ou

1<i<q

e = mx (] e (6 )

d’aprés lanalycité de de la fonction ¢ sur |[—R, R[ si 0 < R’ < R, il existe une constante
c1 = 0 telle que :

|D¥¢p (z)| < k!, pour |z] < R
En substituant ceci dans I'inégalité précédente on obtient :
sup |D‘5 z,y)| < (car el |0]! M5 pour x € Ll
c’est -a-dire u € COM (Qp/). O

Pour établir I'inclusion inverse, on considére la série formelle © définie par :

o0

tk
HOESY =i M (4.14)
k=0

Lemme 4.3.

Pour tout n > 1, il existe une constante ¢ = c¢(n) > 0 telle que

OrR(Cy) < P (t,y).
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Preuve.

On commence par établir 'inégalité suivante :

Z MDk 7 (0).

k=0
Notons que :
k!
DFor(0) =K 1'———
?z(0) RF (k+1)°
donc l'inégalité devient : chercher c telle que :
K (k+1)°
cz #7
U]
qui est vérifiée pour ,
K(k+1
c(n) = sup #;
keN n

d’ou :

ONL(Cy) < @ (0,y) < c@F (t,y).

Lemme 4.4.

St enR < min (;, alors

1<i<q

COM(Qg) C CH (),

ou ¢ est la constante du lemme[{.]

Preuve.

Soit u € COM(Qpg), c’est-a-dire pour tout = € Ur

sgp |Dzu($, y)| < c|‘5|+1|(5|!M‘5|
¢°
> SN
< C(??R)w |5‘.M|5‘.

Ce qui signifie que Yz € U, u(z,y) < O, %(C.y),

et d’aprés le lemme précédent on a pour tout = € Uy

u(z,y) < O < @ (t,y).
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4.2.2 Propriétés de I’espace O}

Pour toute série formelle

¢=> aX",
k=0
on pose
(] = ¢ — ¢(0) = Z%Xk et qu = ZakMka.
k=1 k=0
On a alors

Lemme 4.5.

Soit ¢ = Zaka une série formelle > 0 telle que ¢* < ¢. Alors on a
k=0

(p™)? < oM
et

M?’L
(oM™ < ﬁl[qﬁM] pour tout n > 1.
Preuve. 1. D’apres le produit de Cauchy il s’agit de vérifier que :

k
Z a;ap—i M; My_; < apMy,.

1=0

Comme la suite (M}) vérifie

cela revient a prouver

K3
qui est vérifice d’aprés I'hypothese (¢)° < 6.

2. On a:
¢M}n:iXk Z an M, ’
e a‘ea(|I\T:*k)"
ol . .
:Haau Ma:HMam
o =1 =1

M, = HM% My Mk, telle que k = Zal

=1 =1

o1

(4.15)

(4.16)



de plus on a :

E g < A,

|la|=k
ag(N*)"

car :[¢] < ¢, d’ott [¢]” < ¢? ce qui prouve que [¢]> < [¢] par conséquent [¢]" < [4).
]

Remarque 4.5. Comme étant donné que pour tout t € |Ug| :

PR(EL+Cy) < Pr(Et+Cy),

on peut appliquer le lemme précédent a la série formelle ®Y .

car :®Y est le développement de ¢¥ (.t + C.y) par rapport a y en 0

Grace a la propriété (4.16]), qui peut majorer la composée de deux fonctions de classe de

Denjoy- Carleman. On a donc :
Corollaire 4.1.
Les espaces CN (Qg) sont des algebres de Banach.

Preuve.

La démonstration est un résultat direct des propositions , et de I'inégalité (4.15) [

Corollaire 4.2.

Pour 0 < cM; < R, on a

CMl
@% e} [C@%] < max (K, m) q)%
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Preuve.
D’apreés (4.16]) du lemme [4.5(on a

CTL

0N o[cll] =1+
n=1

car

1 = K¢r(0) < Kor(é.t) = KO} (£,0).

Théoréme 4.2. [23/
Soit M = (M,)nen une suite logarithmiquement-conveze, I un voisinage de 0 dans R,

alors il existe une fonction v(x) € CM(I) telle que [v™®)(0)| > k!M;, pour k € N.

Preuve.

Voir le théoréme 1 dans [23] ou bien la proposition 3.1.2 dans [22]. O

Corollaire 4.3.

11 existe une fonction g € C¥M(QR) telle que
|D2g(0,0)| > 6!Ms, Ms, - - Ms,, V5 € N

Preuve.
Pour I convenablement choisi.
Considérons g(x,y) = v(y1)v(ya) - - - v(y,), on a bien g € COM(Qp),

en effet Vo € Ui on a :

sup | Dyg(a, )| = sup [ () (ga) - v ()
S (Céﬁ_l(sl!Mgl) <062+152!M52) te (C(S‘ﬁ_l(sq!ng)
< c‘5|+q6!M‘5|

< (max(c?, ) 151 M.
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Et
|D3g(0,0)| = [ (0)p)(0) - - - ) (0)| > §1Ms, M, - - - Ms,, V6 € N

Proposition 4.2. [25/
L’espace COM(QR) est stable par différentiation par rapport & la deuxiéme variable y si

et seulement si I’hypothése est vérifiée.

Preuve.

My \* | )

Supposons que sup i n’est pas borné.
k k

On choisit une fonction g comme dans , alors la stabilité de I'espace C®M(Qp) par déri-

vation par rapport a la deuxiéme variable y implique qu’il existe une constante ¢ > 0 telle

que V9,9 € N? avec § = (6, ,6; +1,--+ ,0,) ol i arbitraire, on a

é
|Dyg(x7y)| < CWH_I,

< 4.17
8" M5 (4.17)
d’autre part, d’apres le corollaire [£.3] on a
|D3g(0,0)| > 6!Ms, Ms, - - - My, V6 € N,
) 1 2 q

d’onl S

D;g(0,0 O\ Ms, Ms, - - - M,

‘ yg( )| > 014152 Sq. (418)

5’!M‘5/‘ - (5’!M‘5/|
En particulier pour & = (0,---,4/,---,0) et 6 = (0,---,0, + 1,---,0), alors (4.17)

devient

ol+1

/
2 < At

Et (4.18) devient

&
D5 g(0,0)] 1My~ My, - My
= §1My,

M1

— (3 4 1)
@+
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D’ou

541 > 1
|Dy;" g(0,0)] \ ™ / 1 Myy1\ 7
1= JrAN" /1 > 6 1 61' X .
S?f( 511 My, = s DT (g

mais sup (MJHI) '
M

=

1
est non borné par hypothése et limy_,oo (0] +1)% =1 d’o

S

5 5
8+1 A
D, 0,0 ‘ .
sup M est non borné, contradiction avec (4.17)).

Inversement, On va établir la démonstration inverse pour une dérivation d’ordre un seule-
ment par rapport a y; ol ¢ arbitraire, toute généralisation a d’autre ordres de dérivation est
évidente.

Si (4.2) est satisfaite et f € C%(Q) donc Jc > 0 tel que

v6,6" € N tel que 6 = (07,---,0;+1,---,0,),
on a
5
sup | Dy f(2,y)| < "6 Mjg

S 0‘15|+IC|26/|(52‘6/!M|§/|

S 0‘15/|+2C|25/|C:|35/|+16/!M‘5/‘

< C‘6I|+15/!M|5/|.
Notons que

§; < 16] < el < 1T

M _ o
>~ Cy .
Mg

8'|+2 18] |8 |+1 & |+1 & |6'|+1 &'|+1 8+1 |8]+1
cl1 | c'2 |cg | < cl1 | 610‘2 |c|3 | gc‘l ! (max(cl;cz))‘ I+ 0‘3 +1

donc on prend

c = c1c3 (max(cp; o)) .

Indiquons maintenant comment opérent les dérivations dans les algebres CH.
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Proposition 4.3.
Pour tout (v,9) € B tel que , il existe une constante c’%(s > 0 telle que

Yo . M M
D)D, :Cyr — Cf,
soit linéaire, continue de norme < c’V SECO RN

Preuve.

Soit u € CM . on a d’aprés(4.10)
D) Dyu < |[ul| D} Dy®% (¢, y),
d’ou

(Cy)r
(k — |a])!

Le développement de Taylor de D¥¢r(€.t) au voisinage de zéro est

DDy < ull7¢” Y 2
k=|]|

Mk,D‘”'D’fgb (E.1).

1=0
Comme || < 0 donc I'opérateur DNl devient une intégration et on a

D‘V‘Dk(b (&) = Z (30

=

tl o]
k ¢R(O)>
d’ou :

> Z Cot (ol
D7D6 vy -0 Dk+l 0).

En effectuant un changement d’indice tel que k = j + 0| et [ — || =

D'yDzSu < HuH{yCS Z Z Cy J—H5| (§ t) D]+m+|7|+\5|¢ ( )

Jj=0 m=~|v|

d’ou :

Do e 3 iy, S pretrieig o

l!
k=0 I=—|v|
1 —1 |
5 6 plyl—1d] (€)' K'(k+ 1+ |y +]d])!
< Jule¢’ R ;l_zm s s
notons que
K1
Dk+l¢R( ) (k + l)
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Aprés un développement analogue de ®¥ on a

SV () =S 5 )y €0 KNk D)

k! I Rk 41+ 1)

Et la démonstration devient :
chercher 'existence d'une constante , ; telle que :
(k+1+ [yl +15])! , (k+1)!
k46| <c sMy———
(k+1+y+16|+1)2 = 7 " (k+1+1)2
Si |y] + 9] < 0, alors la fonction

(k4+ 14|y +|9])! (k+1+1)
(k+1)! (k+14|y|+16]+ 1)

Vk > 0,91 > —|yl.

est décroissante par rapport a [ et atteint son maximum pour [ = —|7|.

Il suffit de vérifier

(k — |y])!

— T  VYk>0.
G-tz =0

k4 [0])!
(k +191) <M

M N~ VW
HOT G+ 8]+ 1)

c’est-a-dire

M 'k — 2
ko (k4 D! (=Bl 12,
Me (k=D (k0] +1)2 = 7
D’aprés 'hypothése (4.5) du théoréme il existe ¢y 5 > 0 tel que Vk > 0 on a :
Mivis) (k+ 0D _
My (k=D ="

D’autre part

k_h/l—‘f_l ? 1" " _|7|+1 ?
— ] < VE >0 = ——] .
(k+|5|+1> = Oy =7 POl G 0] + 1

Il suffit de prendre ¢ ; = ¢, 5¢/ 5. O
Lemme 4.6.

Soit f une fonction : (x,y,2) — f(x,y,2) de classe COM au voisinage de lorigine de

R? x RI*" alors il existe des fonctions G, avec o € B telles que :
GO’ : (.23', Y, %, Z/) - Go‘(x7 Y, =, Z/)a

est de classe C*M au voisinage de 'origine de RP x RI*2" et telle que pour (z,y,2,2') assez

petit dans RP x RI*?" on q

F@,9,2) = F@.y, 2) + 30 Golw,y, 2, ) (0 — 21).

ceB
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Preuve.

Pour simplifier I’écriture on introduit la nouvelle variable 2! € R" avec 0 < i < r tel que
D=z 2= (2], 2z, 2 et 27 =2

Rappelons que r = Card(B).

D’aprés la formule de Taylor-Lagrange et pour un ¢ arbitraire il existe &; 1 strictement

compris entre z; 41 et 2;,, oil zé“ = (2 2l Eiprs Zias o 2) tel que
i i of (x,y,2) 1 0% f(z,y, 2
flay2) = floy 2 = Tm('ziﬂ — %)+ §T(zz+1 —2)?
Of @,y 2+ | 10f(z,y. 2" : :
B ( 0zi41 NPT 922, (2i1 = 2ig1) | (2ir1 — 2i41),

alors

r—1
flay,2) = ey, 2) =) fla,y,2) = flz,y, 2"

Of (z,y,2") lﬁzf(x Y,z )
0zi1 2! 0224

(zig1 — Z§+1)> (zig1 — Z§+1)

1=0

= Z Gi(z,y, 2, 2") (201 — 2i11)-
i=0

Il
< S
Il M [l
—_ _ O
N

Gi(z,y,2,2') est de classe C®M au voisinage de l'origine de R? x RI*%" est une conséquence

directe de la proposition [4.2] ]

4.3 Démonstration du théoréme (4.1]

On fixe les valeurs des parameétres £ € (R )P et ¢ € (R%)? selon les besoins rencontrés.

On écrit d’aprés le lemme

flz,y,2) — f(z,y, 2 ZG r,y,2,2') (2o — 20), (4.19)

oceB

les fonctions G, sont de classe C%M au voisinage de l'origine de R? x R*2",
Il existe un voisinage ouvert {2 de l'origine de R? et des nombres hg > 0, hy > 0 tels que

les fonctions f et G, soient définies dans 'ouvert

D:={(z,y,2,2) e RP xR & x| < hy, y€Q, |z <hi, |2 <h},
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étant donné n > 1, il existe des constantes ¢ > 0, R > 0, R’ > 0 telles que pour tout

(x,y,2,2") € D, et pour tout § € N9, ¢, &' € N" :

5§ |
|Dy D f(z,y,2)] < wa-

S\ M el M. 'V M.,
8 Me Me’ / C o! 5 &M € Ve
|DyDzDz’Ga(Iay7Z’z )| < C(nR)w R'lel R

Ceci signifie que pour tout x vérifiant £.|z| < hg :

f(x7y7 )<<C@ CZ/ H@R/ ZO‘

oceB

Ga(x,y,z,z)<<c@ (C.y) H@R, 2,)0m(2).

veEB

D’apres le lemme on a :

Il existe un Ry > 0 tel que pour tout R €]0, Ry] on ait

f(J:?y: Z) < C(I)%(ta y) HUEB @%(ZU)

. (4.20)
Go(2,y,2,2) < @y (t,y) [1,ep Ok (2)OR (7))

On a alors :

Proposition 4.4.
Il existe ag > 0 tel que, pour tout a > ag et tout R €]0, Ry| suffisamment petit, I’applica-
tion

T:u— f(z,y, Du(z,y)),
est une contraction stricte dans la boule fermée B'(0;a) de l'algébre de Banach CH (QR).

Preuve.

Soit u € B'(0;a) C C¥(Qr), 0 < R < Ry, on |y| + 5| < 0 pour tout (v,8) € B, car si

M
|v] + 6] = 0 la suite
k

soit bornée, c’est le cas holomorphe, voir la remarque ,
Alors la proposition montre qu’il existe une fonction ¢ :]0, Ro] — R, telle que

1121% e(R) =0,

et
2y = D;DZU < ag(R)®Y (t,y),Vo = (v,0) € B,
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d’ou
sup | D2 Dju(a. )| < a=(R)on(Ela]) pour €] < R

Comme ¢r(&.|z]) < pr(R) = ¢1(1), d’oit 'existence d'une constante ¢; > 0 pour laquelle
ona:

ae(R)<c¢ (4.21)
d’apres , le corollaire et en choisissant convenablement R, on a :
O o [as(R)PY] < K& .
Finalement grace a on en déduit que
Tu = f(x,y, DPu) < cy®¥ (t,9),
ce qui prouve que T(B'(0;a)) C B'(0;a) si
c < a, (4.22)
De plus, si u, v’ € B'(0;a), on a
z,— 2, = D;Dg(u — ) < |lu—||e(R)®Y (t,y), v=(y,0)€ B,
d’ou
Tu —Tu < cse(R)|ju — ' ||®Y (t,y).

donc T est une contraction stricte si cze(R) < 1.

Pour que T': B'(0;a) — B’(0;a) soit une contraction stricte, il suffit que
ac(R) <c¢1, c<a, cze(R)<]1.

Comme on peut prendre R suffisamment petit pour satisfaire la premiére, la troisiéme in-
égalité et en prenant ag = cs.

La proposition [£.4] le corollaire [4.1] et le théoréme du point fixe de Banach [2.3] prouve
I'existence mais dans l'espace CH et avec le lemme on conclue.

Pour l'unicité, dans 'espace C%M on raisonne comme suit :

» Soit u,u deux fonctions de classe C%M au voisinage de l'origine de R? x RY telles que
u = f(x,y, DBu),v' = f(z,y, DP), alors il existe un voisinage ouvert O C 2 de

Porigine de R? et un nombre Ry €]0, Ry] tels que u, v’ € C} (Og,).
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» Donc pour tout R €]0, Ry] on a u,u’ € CH(Og), et si on note |- ||z la norme de I'espace
CH¥(Og) alors :
lulle < llullr,,  Nwllz < lv/],-
» On choisit alors a > max(ao, |u||r,, |/||r,), et R €]0, Ry] suffisamment petit pour que

T soit une contraction stricte dans la boule fermée B'(0;a) C CM(Og).

» Finalement 7" a deux point fixes u et ' ce qui prouve 1'égalité dans Og.
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CONCLUSION

Ce travail est une généralisation de la démonstration de 'existence et 1'unicité d’une
solution du probléeme de Goursat non linéaire dans la classe Gevrey-continu. En suivant le
méme formalisme de C.Wagschal ;on a démontré I'existence et 'unicité d’une solution dans
I’espace de Denjoy-Carleman associé & une suite logorithmiquement convexe et une série

formelle convenablement choisie.
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