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 ملخص
 بالتحديد في كارلمان -دينجويالدوال  مجموعة فضاء في خطي الغير غورسا لمشكل الحل ووحدانية وجود عن البرهان الى المذكرة هذه في نهدف

 نقطة مسالة الىالتفاضلية -التكاملية المعادلة بتحويل نقوم حيث للثاني بالنسبة كارلمان -ودينجوي الاول للمتغير بالنسبة مستمر الصنف من مجموعة الدوال
 الاضافية الخواص بعض وتملك لوغاريثميا محدبة عددية سلسلة بواسطة ركبت منتهية غير بسلسلة معرف بناخ جبر داخل مغلق جوار في صامدة

 ˓

 الصامدة النقطة بناخ جبر ˓ منتهية غير سلسلة ˓ . كارلمان فضاء ˓ غورسا مشكل :المفتاحية الكلمات ,

 

Cette thèse a pour objectif de prouver l’existence et l’unicité d’une solution d’un 

problème de Goursat non linéaire dans la classe de fonctions quasi-analytiques de type Denjoy- 

Carleman, plus précisément dans l’ensemble des fonctions continues-Denjoy-Carleman. L’idée 

est de transformer le problème intégro-différentiel à un problème de point fixe appliqué dans 

une boule fermée dans une algèbre de Banach définie par une série formelle et une suite 

numérique logarithmiquement convexe convenablement choisies. 

Mots clés: Problème de Goursat, point fixe, Algèbre de Banach, Série formelle, Classe 

Denjoy-Carleman. 

Abstract 
 

This thesis aims to establish the existence and uniqueness of a solution to a nonlinear 

Goursat problem within the class of quasi-analytic functions of Denjoy-Carleman type, 

specifically within the set of continuous Denjoy-Carleman functions. The approach involves 

transforming the integro-differential problem into a fixed-point problem, applied to a closed 

ball in a Banach algebra defined by a formal series and a suitably chosen logarithmically convex 

sequence. 

 

Keywords: Goursat problem, fixed point, Banach Algebra, Formal power series, 

Denjoy- Carleman space. 
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NOTATION

α, β ∈ Zn
+, x, y ∈ Cn ou Rn

• K [X] ensemble des polynômes

• C[[X]] l’algèbre des séries formelles à coefficients dans C.

• C {X} l’algèbre des séries convergentes.

• ∥ · ∥ norme

• α = (α1, · · · , αn) tel que αi ∈ Z+, pour tout i = 1 . . . n

• |α| = α1 + · · ·+ αn

• α! = α1! · · ·αn!

• α± β = (α1 ± β1, · · · , αn ± βn) tel que αi, βi ∈ Z+ pour tout i = 1 . . . n

• α ̸= β signifie (∃i, 0 ≤ i ≤ n : αi ̸= βi )

• α ≤ β signifie αi ≤ βi pour tout i = 1 . . . n

• γ < α signifie γ ≤ α et γ ̸= α

•
(
α
β

)
=
(
α1
β1

)
........

(
αn
βn

)
=

α!

β! (α− β)!
; β ⩽ α

• xα = xα1
1 · · · xαn

n

• Dα
x =

∂α1

∂xα1
1

· · · ∂
αn

∂xαn
n

• D−1
x u désigne la primitive de u par rapport à x qui s’annule avec x

• (x.y)k =
∑
|α|=k
α∈Nn

|α|!xαyα

α!

• k ∈ [[0, n]] , n ∈ N désigne les entiers naturels compris entre 0 et n
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INTRODUCTION

En 1842,Cauchy énonce, dans [1] un théorème fondamental, les conditions de convergence

d’une série formelle à l’aide des fonctions majorantes, puis il décide d’appliquer ce principe

à l’intégration par séries des équations aux dérivées partielles. Après il établit dans [17] un

théorème d’existence et d’unicité de la solution analytique pour les équations, quasi-linéaire

de la forme : 
Dtu =

n∑
i=1

AiDxi
u+B

u|t=0 = u0(x1, ..., xn)

, (1)

où B,Ai sont des fonctions analytiques de (n + 1) variables t, x1, ..., xn et de l’inconnue

u elle même fonction des mêmes variables, u0 est une fonction analytique des variables

x1, ..., xn.

L’idée consiste à développer en série formelle la solution de (1), les coefficients de cette

série obtenus à l’aide des conditions initiales et de l’équation en déterminent alors l’unicité.

dans un premier temps il étend ce résultat et cette méthode de démonstration pour les

systèmes quasi-linéaire de la forme :
Dtuj =

N∑
k=1

n∑
i=1

AikDxi
uk +Bj pour 1 ≤ j ≤ N

uj|t=0 = u0,j(x1, ..., xn) pour 1 ≤ j ≤ N

,

où Bj, Aik sont des fonctions analytiques de (n + 1) variables t, x1, ..., xn et de l’inconnue

u = (u1, ..., uN) elle même fonction des mêmes variables, u0,j est une fonction analytique de

n variables x1, ..., xn.
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Dans un second temps, il généralise le résultat et la méthode de démonstration de [17]

pour les équations semi-linéaire de la forme : Dtu = F (x1, ..., xn, t, u,Dx1u, ..., Dxnu)

u|t=0 = u0(x1, ..., xn)
,

où F, u0 sont des fonctions analytiques en leurs variables respectives et u une fonction de

t, x1, ..., xn.

Dans le paragraphe 2 de [16], il étend le résultat et la méthode de démonstration du

paragraphe 1 pour les systèmes semi-linéaire d’ordre un de la forme : Dtuj = Fj(x1, ..., xn, t, u1, ..., uN , Dxu,Dtu) pour 1 ≤ j ≤ N

uj|t=0 = u0,j(x1, ..., xn) pour 1 ≤ j ≤ N
,

où

Dx = {Dxi
uk}(1≤i≤n,1≤k≤N) et Dtu = {Dtuk}1≤k≤N,k ̸=j ,

avec Fj, u0,j sont des fonctions analytiques en leurs variables respectives et uj une fonction

de t, x1, ..., xn pour 1 ≤ j ≤ N.

Après, il généralise dans [18], le résultat de [17] au équation semi-linéaire d’ordre quel-

conque de la forme : Dm
t u = F (x1, ..., xn, t, D

Au)

Dku|t=0 = u0,k(x1, ..., xn) pour 0 ≤ k ≤ m− 1
,

où

DAu =
{
Dα

xD
β
t u/(α, β) ∈ A

}
, A est une partie finie de l’ensemble

{
(α, β) ∈ Nn+1/|α|+ β ≤ m, (α, β) ̸= (0,m)

}
,

où F, u0,k sont des fonctions analytiques en leurs variables, et u une fonction de t, x1, ..., xn.

Il réduit ce problème à un système semi-linéaire de première ordre. A la fin de même ar-

ticle [18], il généralise ce résultat et cette méthode de démonstration à des systèmes d’ordre

quelconque sans préciser la forme particulière des équations.

Sans jamais faire référence aux résultats de Cauchy précédemment cités sophie Kowa-

lewsky dans [10] généralise les résultats de Cauchy aux systèmes semi-linéaires d’ordre quel-
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conques de la forme : Dmi
t ui = Fi(x1, ..., xn, t, D

Bu) pour 1 ≤ i ≤ N

Dk
t ui|t=0 = gi,k(x1, ..., xn) et 0 ≤ k ≤ mi − 1

,

où

DBu =
{
Dα

xD
β
t uk/(k, α, β) ∈ B

}
, B =

⋃
k

{k} ×Bk, Bk est une partie finie de l’ensemble

{
(α, β) ∈ Nn+1/|α|+ β ≤ mk, (α, β) ̸= (0,mk)

}
,

les fonctions Fi sont des fonctions analytiques des variables t, x1, ..., xn, et de y ∈ Rr où

r = cardB, gi,k sont des fonctions analytiques des variables x1, ..., xn et ui est une fonction

de ces mêmes variables et de t.

Elle démontre directement le résultat sans ramener le système à un système de premier

ordre,en suivant le même schéma de Cauchy, c’est -à-dire en développant en série formelle

la solution et en montrant sa convergence à l’aide du principe des fonctions majorantes de

Cauchy. Ce résultat sera plus connu sous le nom de "Théorème de Cauchy-Kowalewsky".

Cette démonstration fut simplifiée par Goursat qui étend en 1895, ce résultat et cette dé-

monstration au "problème de Cauchy généralisé" de la forme suivante (certains auteurs

appellent "problème de Goursat") :

 DxDtu = f(t, x.u.Dxu.,Dtu, t,D
2
xuD

2
t u, )

u (0, x) = ϕ (x) , u (t, 0) = ψ (t) , ϕ (0) = ψ (0)
,

où ϕ, ψ sont des fonctions holomorphes des variables x et t respectivement, f est holomorphe

en toute ces variables.

Un demi siècle après, Lednev généralise le résultat de Goursat au "problème de Cauchy

généralisé pour les systèmes" de la forme : Dαi
t ui = Fi(x1, ..., xn, t, D

Bu) pour 0 ≤ i ≤ N

ui|−wit=0 = O (xαi) pour 0 ≤ i ≤ N
,

où αi ∈ Nn, DBu =
{
Dβ

xuk/ (k, β) ∈ B
}
, B =

⋃
k

{k} × Bk, Bk est une partie finie de

l’ensemble {β ∈ Nn/ |β| ⩽ |αk| , β ̸= αk}, les fonctions Fi sont des fonctions analytiques des

variables x1, x2, .....xn et de y ∈ Rr où r = cardB,wi, sont des fonctions analytiques des

variables x1, x2, .....xn et ui est une fonction de ces même variables.
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Plus précisément, il définit pour ξ ∈
(
R∗

+

)n le rayon spectral ρ (ξ) de la matrice spectrale du

système précédent et démontre ,suivant le même schéma de démonstration que Cauchy, que

le système précédent admet une unique solution analytique s’il existe un ξ ∈
(
R∗

+

)n vérifiant

ρ (ξ) < 1.

Cette dernière condition est vérifiée pour le problème de "Cauchy -Kowalewsky ce qui prouve

que le théorème de Lednev est une généralisation du théorème de "Cauchy -Kowalewsky, que

nous appellerons "théorème de Cauchy-Kowalewsky-Lednev".

En 1965, Garding donne une démonstration plus élégante du théorème de Lednev, en utilisant

une fonction majorante plus fine que celle de Cauchy et la méthode des approximations

successives sur une suite récurrente de séries formelles holomorphes.

Persson généralise ce théoème dans l’espace des fonctions partiellement analytiques, c’est-

à-dire analytiques en certaines variables (que l’on appellera variables principales et par rap-

port aux quelles sont dérivées les fonctions inconnues, dans les termes de gauche des équations

du système précédent), et de classe de Gevrey d par rapport à toutes les variables , où d est

multi-indice, (suivant la terminologie de Persson).

Ce problème de Cauchy partiellement analytique a été introduit par Leroux, et Helmogrem,

puis a été étudié par d’autres auteurs comme Salehov, Friedlender, Friedman, Pucci et Ta-

lenti.

Persson a utilisé dans sa démonstration la méthode des approximations successives, par

une suite récurrente des séries formelles analytiques en les variables principales, et dont les

coefficients sont des fonctions adéquates des autres variables.

Une dizaine d’années après, C.Wagschal dans [26], en se basant sur deux idées dûes à

Gevrey réduit la démonstration des résultats analogues à ceux de Garding et Pearsson au

théorème du point fixe dans des algèbres de Banach, algèbres définies par l’intermédiaire

soit du formalisme des fonctions majorantes de Cauchy, dans le cas holomorphe, soit d’un

formalisme de séries formelles dans le cas non holomorphe. La première idée, consiste à

utiliser des fonctions majorantes ϕ vérifiant ϕ2 ≪ ϕ,la seconde idée consiste à déduire les

propriétés Gevrey de celles des espaces de fonctions analytiques.

Il restreint cependant son étude au "problème de Cauhy généralisés scalaires semi-linéaires.

Dans sa thèse Chantal Moussy a étendue la méthode de Wagschal aux problèmes de

Cauchy généralisés pour les systèmes semi-linéaires.
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Nous nous proposons dans cette thèse d’étendre les résultats et la méthode de Wagschal (du

cas continu-Gevrey) au cas continu-Denjoy-Carleman, c’est-à-dire remplacer la suite n!d−1

pour d > 1 par une suite Mn logarithmiquement convexe avec M0 = 1 et passer de la classe

Gevrey-continue à la classe Denjoy-carleman-continue.

Plan de la thèse

la thèse est composée de 4 chapitres contient chacun :

1. Le chapitre 1 : contient toutes les notions sur les séries formelles et propriétés d’une

fonction majorante qui jouent un rôle important dans la suite de la thèse .

2. Le chapitre 2 : contient quelques rappels sur les algèbres et les algèbres de Banach

clôturé par quelques algèbres de Banach construites à partir des séries formelles.

3. le chapitre 3 : contient trois sections :

(a) Dans la première section, on trouve les suites logarithmiquement convexes et

toutes les propriétés remarquables de ce type de suites.

(b) Dans la deuxième section, on trouves les fonctions quasi-analytiques de type

Denjoy-Carleman d’une façon général avec un petit aperçu historique sur cette

classe de fonctions.

(c) Dans la troisième section, on trouve la classe de fonctions quasi- analytiques, as-

sociée aux suites logarithmiquement convexe ;la stabilité de cette classe par la

multiplication et la différentiation.

4. Le chapitre 4 : est l’objectif de la thèse qui est une tentative de démonstration de

l’existence et l’unicité d’une solution d’un problème de Goursat non linéaire dans la
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classe Denjoy- Carleman en utilisant le théorème du point fixe de Banach dans une

algèbre de Banach construite à partir d’une suite logarithmiquement convexe et une

série formelle convenablement choisie .
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CHAPITRE 1

SÉRIES ENTIÈRES FORMELLES ET FONCTIONS

MAJORANTES

1.1 Séries formelles

1.1.1 Algèbres des polynômes formels

Définition 1.1 (et propriétés). [3]

Soit K un corps commutatif. On considère les polynômes formels à une lettre (ou indé-

terminée) X à coefficients dans K . L’addition de deux polynômes, la multiplication d’un

polynôme par un scalaire (c’est-à-dire par un élément de K ) font de l’ensemble K[X] des

polynômes un espace vectoriel sur K , ayant la base infinie

{1, X, ..., Xn, ...}.

Chaque polynôme est une combinaison linéaire finie des Xn à coefficients dans K , qu’on

écrit ∑
n≥0

anX
n,

étant entendu que, dans la suite illimitée des coefficients an, tous sont nuls sauf un nombre

fini.

La table de multiplication Xp.Xq = Xp+q, définit une multiplication dans K[X] ; le produit

10



de deux polynômes est définit par :(∑
p

apX
p

)
.

(∑
q

bqX
q

)
=
∑
n

cnX
n, (1.1)

où cn =
∑

p+q=n

apbq, Cette multiplication est commutative et associative.

Elle est bilinéaire, en ce sens que (P1 + P2).Q = P1Q+ P2Q

(λP ).Q = λ.(PQ)
,

quels que soient les polynômes P, P1, P2, Q et le scalaire λ.

Elle admet comme élément unité le polynôme∑
n≥0

anX
n tel que a0 = 1, an = 0 ∀n > 0.

On exprime toutes ces propriétés en disant que K[X], muni de sa structure d’espace

vectoriel et de sa multiplication, est une algèbre commutative sur le corpsK

1.1.2 Algèbres des séries formelles

Définition 1.2 (et propriétés). [3]

Une série entière formelle en X est une expression formelle
∑
n≥0

anX
n où cette fois ci on

ne suppose plus nécessairement que les coefficients an soient nuls sauf un nombre fini d’entre

eux. On définit la somme des deux séries formelles

(
∑
n≥0

anX
n) + (

∑
n≥0

bnX
n) =

∑
n≥0

cnX
n, cn = an + bn.

Ainsi que le produit d’une série formelle par un scalaire :

λ

(∑
n≥0

anX
n

)
=
∑
n≥0

(λan)X
n.

L’ensembleK[[X]] des séries formelles forme ainsi un espace vectoriel sur K .

On note 0 l’élément neutre de l’addition, c’est la série formelle dont tous les coefficients

sont nuls.

Le produit de deux séries formelles se définit encore par la formule 1.1, qui conserve un

sens car dans le second membre il n’y a qu’un nombre fini de termes à ajouter.
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La multiplication est encore commutative et associative, et bilinéaire vis-à-vis de la struc-

ture vectorielle.

Ainsi K[[X]] est une algèbre sur le corps K, ayant pour élément unité noté 1 la série∑
n≥0

anX
n telle que a0 = 1 et an = 0, ∀n > 0.

1.1.3 Ordre d’une série formelle

Définition 1.3.

Soit S (X) =
∑
n≥0

anX
n une série formelle. L’ordre ω (S) de cette série est un entier qui

n’est défini que si S ̸= 0, c’est le plus petit entier n tel que an ̸= 0.

On convient que ω (0) = +∞.

Remarque 1.1. Les séries formelles S telles que ω (S) ⩾ k ( k entier donné)

sont simplement les séries
∑
n≥0

anX
n telles que an = 0 pour n < k.

1.1.4 Familles sommables

Définition 1.4.

Soit une famille (Si (X))i∈I de séries formelles où Si (X) =
∑
n≥0

ai,nX
net I désigne un

ensemble d’indices, elle est dite sommables si

— Pour tout n ∈ N la famille (ai,n)i∈I ne comprend qu’un nombre fini de coefficients non

nuls.

— Pour tout n ∈ N on pose cn =
∑
i∈I

ai,n, la série
∑
n⩾0

cnX
n appelée somme de la famille

(Si) notée
∑
i∈I

Si.
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1.1.5 Algèbre des séries convergentes

Définition 1.5. [2]

Soit F =
∑
n≥0

anX
n une série formelle, s’il existe ρ > 0 tel que F converge pour tout

X ∈ K, tel que |X| < ρ,

alors, F (X) est dite une fonction holomorphe dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon

ρ.

L’ensemble des séries convergentes de K[[X]] forment une algèbre noté K {X}.

1.1.6 Substitution d’une série dans une autre

Considérons deux séries formelles

S (X) =
∑
n⩾0

anX
n, T (Y ) =

∑
p⩾0

bpY
p.

Supposons ce qui est essentiel que b0 = 0, autrement dit ω (T ) ⩾ 1.

A chaque monôme anXn associons la série formelle an (T (Y ))n, ce qui a un sens puisque les

séries formelles en Y forment une algèbre.

Puisque b0 = 0, l’ordre de an (T (Y ))n est supérieur à n, donc la famille des an (T (Y ))n

lorsque n prend les valeurs 0, 1, 2..... est sommable et on peut considérer la série formelle∑
n⩾0

an (T (Y ))n ,

dont on regroupera les termes en Y .

Cette série formelle en Y est dite obtenue par substitution de T (Y ) à X dans S (X), on l’a

note S (T (Y )), ou encore (S ◦ T ) lorsqu’on ne spécifie pas l’indéterminée Y .

1.1.7 Dérivation d’une série formelle

Soit S (X) =
∑
n⩾0

anX
n par définition la série dérivée S ′ (X) est donnée par :

S ′ (X) =
∑
n⩾0

nanX
n−1.

On écrit aussi
dS

dX
, ou

d

dX
S pour la dérivée S ′.
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1.2 Fonctions majorantes

Si u =
∑
α∈Nn

uαx
α et Φ =

∑
α∈Nn

Φαx
α sont deux séries formelles à n variables (x1, ..., xn)

telles que uα ∈ C et Φα ∈ R+.

On note u≪ Φ la relation (∀α ∈ Nn)(|uα| ≤ Φα).

Si Φ est une série convergente, auquel cas on dit que Φ est une fonction majorante.

Proposition 1.1. [24]

Soit u, v, U, V ∈ C[[x]]. Alors

u≪ U et v ≪ V ⇒ αu+ βv ≪ |α|U + |β|V. (1.2)

u≪ U et v ≪ V ⇒ u.v ≪ U.V. (1.3)

∂αu≪ ∂|α|U. (1.4)

u ◦ v ≪ U ◦ V. (1.5)

Avec :

(U ◦ V ) (x) =
∑
n=0

Un

n!
[V (x)− V (0)]n .

Fonction de Lax

la fonction majorante de Lax est définie par :

θ(t) =
∞∑
n=0

tn

(n+ 1)2
, |t| < 1.

Dont voici une propriété essentielle

Proposition 1.2. [26]

Il existe une constante K telle que

θ2(t) ≪ Kθ(t).
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Preuve. [26]

D’après le produit de Cauchy on a :

θ2(t) =

(
∞∑
n=0

tn

(n+ 1)2

)2

=
∞∑
n=0

(
n∑

j=0

1

(j + 1)2
1

(n− j + 1)2

)
tn.

On majore les coefficients de tn dans θ2(t) :
n∑

j=0

1

(j + 1)2
1

(n− j + 1)2
≤ 2

∑
0≤j≤n/2

1

(j + 1)2
1

(n− j + 1)2

≤ 2

(
∞∑
j=0

1

(j + 1)2

)
1(n

2
+ 1
)2

≤ 2

(
∞∑
j=0

1

(j + 1)2

)
(n+ 1)2

(n+ 2)2
1

(n+ 1)2
.

comme
∞∑
j=0

1

(j + 1)2
=
π

6
, donc il nous suffit de prendre K tel que :

K ≥ 4π

3

(n+ 1)2

(n+ 2)2
.

On prend par exemple K =
4π

3
.

Définition 1.6. [26]

Considérons la fonction majorante φR définie par :

φR(t) = K−1θ(
t

R
), R > 0. (1.6)

Proposition 1.3. [26]

∀k ≥ 1,∀R > 0 on a :

φk
R(t) ≪ φR(t). (1.7)

Preuve. [26]

On a pour k = 2

φ2
R(t) = K−2θ2(

t

R
) ≪ K−2 ×Kθ(

t

R
) = K−1θ(

t

R
).

On itère les processus pour les autre ordres.

φk
R(t) ≪ φk−1

R (t) ≪ · · · ≪ φR(t).
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Proposition 1.4. [26]

Il existe une constante c > 0 telle que :

D−kφR (t) ≪ cRkφR (t) , pour tout R > 0 et tout k ∈ N.

Preuve. [26]

Par intégration k fois la fonction φR (t) par rapport à t on a :

D−kφR (t) = K−1

∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
.
1

Rn
.

n!

(n+ k)!
tn+k,

avec

cRkφR (t) = cRk.K−1

∞∑
n=0

tn

Rn (n+ 1)2

d’où

D−kφR (t) ≪ cRkφR (t) ⇔ K−1

∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
.
1

Rn
.

n!

(n+ k)!
tn+k ≪ cRk.K−1

∞∑
n=0

tn

Rn (n+ 1)2
,

et l’inégalité cherchée s’ecrit :

c ⩾

(
n+ k + 1

n+ 1

)2

.
n!

(n+ k)!
, (n, k ∈ N) ,

cette dernière fonction est décroissante par rapport à n, donc il suffit de choisir

c = sup
k

(k + 1)2

k!
.

Remarque 1.2.

Remarquons que sup
k

(k + 1)2

k!
est atteint car un =

(k + 1)2

k!
est le terme général d’une

série convergente.
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Lemme 1.1. [26] Pour tout η > 1, il existe une constante c (η) > 0 telle que pour tout

R > 0, on a :

ηR

ηR− t
≪ c (η)φR (t) . (1.8)

Preuve.

Pour |t| < ηR on a :
ηR

ηR− t
=

∞∑
n=0

tn

(ηR)n
,

et donc
ηR

ηR− t
≪ c (η)φR (t) ,

implique :
1

(ηR)n
⩽ c (η)K−1 1

Rn

1

(n+ 1)2
, pour tout n ∈ N,

l’inégalité devient :

c (η) ⩾ K
(n+ 1)2

ηn
,

qui et le terme général d’une série convergente donc il suffit de prendre

c (η) = sup
n∈N

K
(n+ 1)2

ηn
.
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CHAPITRE 2

ALGÈBRES ET ALGÈBRE DE BANACH

2.1 Espace vectoriel

Définition 2.1.

Etant donné un corps commutatif K d’élément neutre 0 et e. On dit qu’un ensemble E

muni d’une opération interne et d’une opération externe dont le domaine des opérateurs est

K, a une structure d’espace vectoriel sur Ksi :

1. E est un groupe abélien pour son opération interne.

2. L’opération externe est telle que, pour tout x de E et tous λ et µ de K, on ait :

λ (µx) = (λµ)x, e.x = x.

3. L’opération externe est distributive par rapport à l’addition dans K et par rapport à

l’opération interne de E.

2.1.1 Sous espace vectoriel

Théorème 2.1.

Tout partie non vide F d’un espace vectoriel E sur Kstable par l’addition interne de E et

la multiplication externe a pour structure induite sur elle par la structure de E une structure

d’espace vectoriel sur K.
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Définition 2.2.

On dit que F est un sous espace vectoriel de E

Théorème 2.2.

Pour qu’une partie non vide de F d’un espace vectoriel E sur K , soit un sous espace

vectoriel de E, il faut et il suffit que :

1. (∀x ∈ F ) ; (∀y ∈ F ) : x− y ∈ F .

2. (∀x ∈ F ) ; (∀α ∈ K) : α.x ∈ F .

2.2 Espace vectoriel normé

Définition 2.3.

E désigne un espace vectoriel sur K = R ou C

Une application ∥.∥ : E −→ R+est appelée norme si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

• pour tout x ∈ E; ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0.

• pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K : ∥λ.x∥ = |λ| ∥x∥.

• pour tout x, y ∈ E; ∥x+ y∥ ⩽ ∥x ∥+∥ y∥.

Définition 2.4.

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé, noté (E, ∥.∥).

Définition 2.5.

On dit que deux normes N1, N2 sur un espace vectoriel E sont équivalentes s’il existe

deux constantes c1, c2 ∈ R+ telles que :

c1N1 ⩽ N2 ⩽ c2N1.

Proposition 2.1.

Deux normes équivalentes sur un espace vectoriel E définissent la même topologie sur E.

2.2.1 Espace complet

Soit (E, ∥.∥) un espace vectoriel normé,
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Définition 2.6.

On appelle suite de Cauchy d’éléments de E toute suite (xn) ⊂ E telle que :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N tel que , ∀n,m ∈ N, n,m ⩾ n0 : ∥xn − xm∥ < ε.

Définition 2.7.

Un espace vectoriel normé (E, ∥.∥) est dit complet si toute suite de Cauchy de E converge

dans E.

Définition 2.8.

Un espace vectoriel normé (E, ∥.∥) est dit de Banach s’il est complet pour la norme

associée.

2.2.2 Point fixe et principe de contraction

De nombreuse questions, liées à l’existence et à l’unicité des solutions de certains types

d’équations (par exemple des équations différentielles) peuvent être ramenées à la questions

d’existence et d’unicité d’un point fixe pour une application de l’espace métrique correspon-

dant dans lui même. Parmi les différents critères d’existence et d’unicité d’un point fixe pour

de telles applications, l’un des plus simples et à la fois des plus importants et celui qui porte

le nom de principe de contractions.

Définition 2.9.

On dit que x est un point fixe pour une application f si f (x) = x.

Autrement solution de l’equation f (x) = x.

Définition 2.10.

Soit (E, d) un espace métrique.

Une application f : (E, d) −→ (E, d) est appelée application contractante ou simplement une

contraction, s’il existe une constante k, 0 < k < 1 tel que pour tout couple (x, y) ∈ E2 on a

l’inégalité :

d (f (x) , f (y)) ⩽ k.d (x, y) .

Théorème 2.3 (Théorème de Point fixe de Banach ). [4]
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Soit (E, d) un espace métrique complet, A un sous ensemble fermé de E,

soit une application f : A→ E telle que f(A) ⊂ A et

d(f(u), f(v)) ≤ kd(u, v) ∀u, v ∈ A, et 0 ≤ k < 1,

alors, f admet un point fixe unique.

Corollaire 2.1.

Si f est dérivable sur le segment [a, b]et si
∣∣f ′

(x)
∣∣ ⩽ k < 1 alors :

f est contractante.

2.3 Formule de Stirling et formule de Leibnitz

2.3.1 Formule de Stirling

Historiquement Abraham de Moivre qui a initialement démontré la formule suivante,

n! ∼ c.nn+ 1
2 e−n,

oú c est une constante réelle non nulle.

L’apport de Stirling fut d’attribuer la valeur c =
√
2π la formule devient

n! ∼
√
2π.n.nne−n, portant le nom de Stirling. (2.1)

2.3.2 Formule de Leibnitz

Proposition 2.2.

Si u, v deux fonctions C∞ de la variable x ∈ Rn on a :

∂α (u.v) =
∑
β≤α

(
α
β

)
∂α−βu.∂βv. (2.2)
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2.4 Algèbres

Définition 2.11.

Un espace vectoriel E s’appelle algèbre s’il est muni d’une troisième opération, nommée

multiplication et satisfaisant aux axiomes suivants :

• pour tout x, y, z ∈ E : x (y.z) = (x.y) z,

• pour tout x, y, z ∈ E : x (y + z) = x.y + x.z; (y + z) .x = y.x+ z.x,

• pour tout x, y ∈ E,α ∈ K : α (x.y) = x. (α.y) = (α.x) .y,

• S’il existe un élément e ∈ E tel que e.x = x.e = x quel que soit x ∈ E on dit que e est

l’unité de l’algèbre et que E est une algèbre avec unité,

• si la multiplication est commutative on dit que E est une algèbre commutative.

Remarque 2.1. L’élément unité lorsqu’il existe il est unique.

Définition 2.12.

Un espace vectoriel normé s’appelle algèbre normée s’il est une algèbre avec unité qui

vérifie en plus les deux axiomes :

• ∥e∥ = 1,

• pour tout x, y ∈ E : ∥x.y∥ ⩽ ∥x∥ . ∥y∥.

Définition 2.13.

Une algèbre normée est dite de Banach si elle est complète pour la norme associée

Définition 2.14.

Une application p : E −→ F s’appelle homomorphisme de l’algèbre E dans l’algèbre F si

elle vérifie les conditions suivantes :

• p (x+ y) = p (x) + p (y),

• p (α.x) = αp (x),

• p (x.y) = p (x) .p (y).
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2.5 Quelques algèbres de Banach définies par des séries

formelles

Dans un article Wagschal a démontré l’existence et l’unicité d’une solution d’un problème

de Goursat non linéaire dans différentes classes de fonctions en le réduisant à un problème

de point fixe dans des algèbres de Banach définies par l’intermédiaire de séries formelles

convenablement choisies dont :

1. Algèbre de Banach des fonctions holomorphes

Soient x = (x1, x2, ...., xn) ∈ Cn, ξ = (ξ1, ...., ξn) ∈
(
R∗

+

)n.
On note ξ.x =

n∑
i=1

ξi.xi

BR (ξ) = {u ∈ C {x} ; (∃c ⩾ 0) (u (x) ≪ cϕR (ξ.x))} ,

et pour u ∈ BR (ξ) , ∥u∥ = min {c ⩾ 0;u (x) ≪ cϕR (ξ.x)}.

Les espaces BR (ξ) munis de cette norme sont alors des algèbres de Banach de fonctions

holomorphes au voisinage de l’origine de Cn, associées la fonctions majorante ϕR.

2. Algèbre de Banach des fonctions partiellement holomorphes

Soient x = (x1, x2, ...., xn) ∈ Rp, y = (y1, y2, ...., yq) ∈ Cq, |x| = (|x1| , |x2| , ...., |xp|) ,

|y| = (|y1| , |y2| , ...., |yq|) , ξ = (ξ1, ξ2, ...., ξn) ∈
(
R∗

+

)p
,

ζ = (ζ1, ζ2, ....ζq) ∈
(
R∗

+

)q, On note

ξ. |x| =
p∑

i=1

ξi |xi| , ζ |y| =
q∑

i=1

ζi |yi| ,

Soit Ω un ouvert de Rp
x × Cq

y,

ΩR = {(x, y) ∈ Rp × Cq, ξ. |x|+ ζ |y| < R} , R > 0,

on note

C0,ω (ΩR) = {u : ΩR −→ C, holomorphe par rapport à y et continue par rapport à x},

l’ensemble noté

ER (ξ, ζ) =
{
u ∈ C0,ω (ΩR) ; (∃c ⩾ 0) (u≪ cϕR) (ξ. |x|+ ζ |y|)

}
,

munis de la norme ∥u∥ = inf {c ⩾ 0, u≪ cϕR (ξ. |x|+ ζ |y|)} est une algèbre de Banach

de fonctions partiellement holomorphes associée à la fonction majorante ϕR.

23



3. Algèbre de Banach de fonctions de classe de Gevrey Gα,d

On note

C0,∞ (U × Ω) =
{
u : U × Ω −→ R;∀δ ∈ Nq,Dδ

yu soit continue sur U × Ω
}
,

et on note

G0,d (U × Ω) =

{
u ∈ C0,∞ (U × Ω) /∃c > 0, ∀δ ∈ Nq, sup

U×Ω

∣∣Dδ
yu
∣∣ ⩽ c|δ|+1δ!d

}
,

l’espace G0,d (U × Ω) est appelé espace des fonctions de classe Gevrey sur U × Ω.

Considérons la série formelle en y, ϕ (t, y) =
∑
δ∈Nq

yδ

δ!
ϕδ (t) où,

ϕδ : |U | −→ R+ sont continues.

Définition 2.15.

On note

C0,∞
ϕ (UR × Ω) =

{
u ∈ C0,∞ (UR × Ω) ; (∃c ⩾ 0) (u≪ c.ϕ)

}
,

avec la notation

u≪ cϕ⇔ ∀δ ∈ Nq,∀x ∈ UR, sup
Ω

∣∣Dδ
yu (x, y)

∣∣ ⩽ cϕδ (t) , (t = |x|) .

On munit cet espace de la norme

∥u∥ = min {c ⩾ 0;u≪ cϕ} .

Proposition 2.3.

Les espaces C0,∞
ϕ (UR × Ω) sont des espaces de Banach.

En considérant la série formelle suivante :

Φ0,d
R (t, y) =

∞∑
k=0

(ζ.y)k

k!
k!d−1DkϕR (ξ.t) ,

cette série formelle est bien définie pour t ∈ |UR|,

Corollaire 2.2.

On note

G0,d
R (ΩR) =

{
C0,∞
ϕ (UR × Ω/∃c ⩾ 0, u≪ cΦ0,d

R

}
,
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où

u≪ cΦ0,d
R ⇔ ∀δ ∈ Nq,∀x∈UR , sup

Ω

∣∣Dδ
yu (x, y)

∣∣ ⩽ cζδ (|δ|!)d−1D|δ|ϕR (ξ.t) ,

muni de la norme

∥u∥ = min
{
c ⩾ 0;u≪ cΦ0,d

R

}
.

Les espaces G0,d
R (ΩR) sont des algèbres de Banach de classe Gevrey associées à la série

formelle Φ0,d
R .

4. Algèbre de Banach de fonctions de classe de Gevrey Gω,d

Soit d un nombre plus grand ou égal à 1,

x =
(
x1, x2....xp

)
∈ Cp, y =

(
y1, y2....yq

)
∈ Rq,

ξ =
(
ξ1, ξ2....ξq

)
∈
(
R∗

+

)p
, ζ =

(
ζ1, ζ2....ζq

)
∈
(
R∗

+

)q,
U × Ω un ouvert de Cp

x × Rq
y,

pour R > 0, on note

UR = {x ∈ Cp; ξ. |x| < R} , ΩR = UR × Ω.

Cω,∞ (U × Ω) =
{
u : U × Ω −→ C;∀δ ∈ Nq,Dδ

yu soit holomorphe en x et continue en y
}
.

Et :

Gω,d (U × Ω) =

{
u ∈ Cω,∞ (U × Ω) /∃c > 0,∀δ ∈ Nq, sup

U×Ω

∣∣Dδ
yu
∣∣ ⩽ c|δ|+1δ!d

}
.

En considérant la série formelle Φω,d
R (x, y), vérifiant Φω,d

R (x, y)2 ≪ Φω,d
R (x, y) définie

par :

Φω,d
R (x, y) =

∞∑
k=0

(ζ.y)k

k!
k!d−1DkϕR (ξ.x) .

Corollaire 2.3.

On note

Gω,d
R (ΩR) =

{
u ∈ Cω,∞ (UR × Ω) ; (∃c ⩾ 0)

(
u≪ cΦω,d

R

)}
,

où :

u≪ cΦω,d
R ⇔ ∀δ ∈ Nq, y ∈ Ω,Dδ

yu (x, y) ≪ cζδ |δ|!d−1D|δ|ϕr (ξ.x) .

muni de la norme

∥u∥ = min
{
c ⩾ 0;

(
u≪ cΦω,d

R

)}
,

les espaces Gω,d
R (ΩR) sont des algèbres de Banach de fonctions de classe Gevrey Gω,d

R

associées à la série formelle Φω,d
R .
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CHAPITRE 3

SUITES LOGARITHMIQUEMENT CONVEXES ET

QUASI-ANALYCITÉ

3.1 Suites convexes et log-convexes

Définition 3.1.

Soit (ak) une suite de nombres réels et Mk une suite de nombres réels strictement positifs,

1. on dit que (ak) est convexe si :

∀k ∈ N, ak+1 ⩽
1

2
(ak + ak+2) . (3.1)

2. On dit que (Mk) est logarithmiquement convexe si la suite (logMk) est convexe.

Proposition 3.1.

Soient (ak)k∈N une suite de nombres réels et (Mk)une suite de nombres réels strictement

positifs alors :

1. (ak)k∈N est convexe si et seulement si : (ak+1 − ak) est croissante.

2. Si (ak)k∈N est convexe, alors quel que soit p ∈ N;
(
ak − ap
k − p

)
est croissante.

3. Si (ak)k∈N est convexe et si

lim
k−→+∞

ak
k

= ∞.

alors :
(ak
k

)
est croissante à partir d’un certain rang
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4. (Mk) est log-convexe si et seulement si pour tout

k ∈ N : M2
k ⩽Mk−1.Mk+1. (3.2)

5. (Mk) est log-convexe si et seulement si pour tout : k ∈ N :

(
Mk+1

Mk

)
est croissante.

6. Si (Mk) est log-convexe et M0 = 1 alors :

Mm.Mn ⩽Mn+m, ∀n,m ∈ N. (3.3)

7. Si (Mk) est log-convexe alors pour k ∈ N : (Mk)
1
k est croissante.

Preuve.

1. (ak+1 − ak) est croissante si et seulement si :

∀k ∈ N ; (ak+2 − ak+1)− (ak+1 − ak) > 0 si et seulement ak+2 + ak > 2ak+1 ce qui est

équivalent à (ak) convexe.

2. Supposons (ak) convexe. Soit p ∈ N, quelque soit k > p on a :

ak+1 − ap
k + 1− p

− ak − ap
k − p

=
(ak+1 − ap)(k − p)− (ak − ap)(k + 1− p)

(k − p)(k + 1− p)
,

or :

(ak+1 − ap) (k − p)− (ak − ap) (k − p+ 1)

=

(
k∑

n=p

(an+1 − an)

)
(k − p)−

(
k−1∑
n=p

(an+1 − an)

)
(k − p+ 1)

⩾ (k − p+ 1) (ap+1 − ap) (k − p)− (ap+1 − ap) (k − p+ 1) (k − p)

= 0,

par la croissance de (ak+1 − ak) on a :
(
ak − ap
k − p

)
k>p

croit.

3. Supposons (ak)k∈N est convexe et lim
k−→+∞

ak
k

= ∞ alors il existe m ∈ N∗ tel que

am
m

= inf
k∈N∗

ak
k

et si k ∈ N∗ :
ak+1

k + 1
− ak

k
=
kak+1 − (k + 1) ak

k (k + 1)
.

d’autre part :

[(k + 1) ak+2 − (k + 2) ak+1]− [kak+1 − (k + 1) ak] = (k + 1) (ak+2 − 2ak+1 + ak) ⩾ 0.
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par convexité de (ak). et donc pour tout k ⩾ m :

kak+1 − (k + 1) ak ⩾ m.am+1 − (m+ 1) am = m (m+ 1)

(
am+1

m+ 1
− am
m

)
⩾ 0.

Par choix de m, ainsi,
ak+1

k + 1
− ak

k
⩾ 0 pour tout k ⩾ m, d’où le résultat.

4. Immédiat s’obtient par passage à l’exponentielle dans la définition de log-conv de (Mk).

5. S’obtient immédiatement à partir de (4) en notant que :

∀k ∈ N,
Mk+2

Mk+1

.
Mk

Mk+1

=
Mk+2.Mk

M2
k+1

.

6. par récurrence sur m,

pour m = 0 on a : MnM0 =Mn ⩽Mn+0,

supposons maintenant qu’elle est vraie pour m, d’après (5) la suite
(
Mk+1

Mk

)
est crois-

sante on a :

Mn.Mm+1 =Mn.Mm.
Mm+1

Mm

⩽ .Mn+m.
Mm+1

Mm

⩽ .Mn+m.
Mm+2

Mm+1

...

⩽ .Mn+m.
Mm+n+1

Mm+n

,

d’où

Mn.Mm+1 ⩽Mm+n+1.

7. On a

Mn =
Mn

M0

=

j=n∏
j=1

Mj

Mj−1

⩽

(
Mn

Mn−1

)n

,

ce qui est équivalent à M
1

n−1

n−1 ⩽M
1
n
n .
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3.2 Régularisée convexe

3.2.1 Ensembles convexes

La notion de convexité est à la base de nombreuses questions de la théorie des espaces

vectoriels. Elle est fondée sur des considérations géométriques intuitives, mais peut être

formulée aussi en termes purement analytiques.

Définition 3.2.

Soit E un espace vectoriel réel et soient x, y deux points de cet espace. On appelle segment

fermé joignant les points x et y dans E l’ensemble de tous les éléments

{αx+ βy, α, β ⩾ 0, α+ β = 1}.

Définition 3.3.

Un segment privé de ses extémités xet y s’appelle segment ouvert.

Définition 3.4.

Un ensemble M ⊂ E est dit convexe si pour tout couple de points x, y ∈ M , le segment

joignant les points x et y est contenu dans M .

Définition 3.5.

On appelle noyau J (M) d’un ensemble M ⊂ E l’ensemble des points x ∈ M possédant

la propriété suivante :

Pour tout y ∈ E il existe un nombre ε = ε (y) > 0 tel que x+ ty ∈M pour |t| < ε.

Un ensemble convexe dont le noyau n’est pas vide s’appelle corps convexe.

Proposition 3.2.

Si M est un ensemble convexe son noyau J (M) est convexe.

Preuve.

Soient x, y ∈ J (M) et z = αx+ βy, α, β,⩾ 0, α+ β = 1.

Alors pour a ∈ E donnée, on peut trouver deux nombres ε1 > 0, ε2 > 0 tels que pour

tous |t1| < ε1 et |t2| < ε2, les points x + t1a et y + t2a appartiennent à l’ensemble M , par

conséquent si |t| < ε pour ε = min (ε1, ε2), le point

α (x+ ta) + β (y + ta) = z + ta ∈M, c-à-d. z ∈ J (M) .
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Théorème 3.1.

L’intersection de toute famille d’ensembles convexes est un ensemble convexe.

Preuve.

Soit M =
⋂
α

Mα tous les ensembles Mα étant convexes.

Soient d’autre part, x et y deux points quelconques de M .

Le segment joignant ces points ces points appartient à chacun des ensembles Mα donc à M

par conséquent, M est bien un ensemble convexe.

Remarque 3.1. Remarquons que l’intersection des corps convexes (qui constitue un convexe)

n’est pas nécessairement un corps convexe .

Définition 3.6.

Pour tout ensemble A d’un espace vectoriel E, il existe un plus petit ensemble convexe

qui le contient.

C’est l’intersection de tous les convexes contenant A (il existe au moins un ensemble convexe

contenant A par exemple l’espace E tout entier), le plus petit convexe contenant A s’appelle

l’enveloppe convexe de l’ensemble A.

Proposition 3.3.

Soit (a
k
)k∈N une suite de nombres réels. Si lim

k−→+∞

ak
k

= ∞, alors

La suite (αk) définie par

∀k ∈ N, αk = sup {βk, (βn) suite convexe de réels minorant (an)}

vérifie les propriétés suivantes :

1. (αk) est une suite de réels convexe qui minore (ak).

2. Il existe φ : N → N strictement croissante telle que

φ (0) = 0, aφ(k) = αφ(k), ∀k ∈ N,

et (αk) est arithmétique sur [φ (i) , φ (i+ 1)] pour tout i ∈ N.

On dira que (αk) est la régularisée convexe de (ak).

On appellera régularisée log-convexe d’une suite (Mn) de réels strictement positifs l’exponen-

tielle de la régularisée convexe de (logMn).
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Preuve.

Supposons que lim
k−→+∞

ak
k

= ∞

1. Soit k ∈ N. Notons Ck = {βk, (βn) suite convexe de réels minornat (an)}.

comme lim
k−→+∞

ak
k

= ∞, alors à fortiori, ak −→ ∞ et donc, il existe m ∈ N tel que

am = inf
k∈N

ak.

La suite constante et egale à (am) est une suite convexe minorant (an) , donc am ∈ Ck

et Ck ̸= ϕ.

En outre, Ck est clairement majoré par ak, ainsi αk est un réel.

La convexité de (αk), et le fait qu’elle minore (ak) sont par construction.

2. Comme (αk) est convexe, alors quel que soit p ∈ N,
(
αk − αp

k − p

)
k>p

est croissante, donc

∀p ∈ N,∀k ⩾ p, ak ⩾ αk ⩾ αp + (αp+1 − αp) (k − p) .

Soit p ∈ N, montrons qu’il existe q > p tel que aq = αp + (αp+1 − αp) (q − p).

La suite
(
ak − αp

k − p

)
k>p

tend vers l’infinie, car

ak − αp

k − p
=

ak
k − p

− αp

k − p

=
ak
k
.
k

k − p
− αp

k − p
k−→∞−−−−→ ∞.

Ainsi, il existe r > p tel que

ar − αp

r − p
= inf

k>p

ak − αp

k − p
= c.

La suite (hk) définit par hk =

αk si k ⩽ r

αr + c (k − r) , si k ⩾ r

,

est un minorant convexe de (ak),

En effet on a : hk = αk ⩽ ak pour k ⩽ r, et pour k ⩾ r, αr + c (k − r) ⩽ ak par

définition de c.

pour la convexité, on calcule pour tout k ∈ N :

31



hk+2 − 2hk+1 + hk =


αk+2 − 2αk+1 + αk si k + 2 ⩽ r

αr−1 − αr + c si k = r − 1

0 si k ⩾ r

cette quantité est clairement positive pour k ̸= r − 1.

Étudions le cas restant,

comme (αk) minore (ak) et
(
αk − αr

k − r

)
k>r

est croissante on a :

k > r,
ak − αr

k − r
⩾
αk − αr

k − r
⩾ αr+1 − αr,

d’où c ⩾ αr+1 − αr ⩾ αr − αr−1, c’est -à-dire hk+2 − 2hk+1 + hk ⩾ 0 pour k = r − 1.

On obtient donc bien la convexité de (hk).

Donc par définition de (αk), il vient hk ⩽ αk pour tout k ∈ N.

En particulier, αr + c (r + 1− r) ⩽ αr+1. Or, on a déjà c ⩾ αr+1 − αr, d’où :

c = αr+1 − αr.

Donc, on choisissant q = r, on obtient

∀k ∈ [[p, q]] , αk ⩾ αp + c (k − p) ,

avec l’égalité pour le cas k = p, car

puisque
αq − αp

q − p
⩽
aq − αp

q − p
= c, on a αq ⩽ αp + c (q − p).

En particulier, αq = αp +
αq − αp

q − p
(q − p) = aq.

Montrons que (αk) est arithmétique sur [[p, q]].

Quel que soit k ∈ [[p, q]], on a la relation :

αq − αp

q − p
(k − p) + αp ⩽ αk,

puisque
αq − αp

q − p
(k − p) ⩾

αk − αp

k − p
.

Or αq = αp + c (q − p).

D’où c (k − p) + αp ⩾ αk, pour tout k ∈ [[p, q]].
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Or on sait déjà que αk ⩾ αp + c (k − p), ainsi (αk) est arithmétique sur [[p, q]].

Posons enfin φ (0) = 0 et

∀k ∈ N, φ (k + 1) = min {q > φ (k) t.q : αq = aqet (αn) arithmétique sur [[φ (k) , q]]} .

Par ce qui précède, φ est bien définie par construction elle vérifie les propriétés voulues.

Inégalité arithmético-géométrique

Lemme 3.1. Soient a1, a2, ....an, n réels strictement positifs, alors on a :

n
√
a1.a2.....an ⩽

a1 + a2 + ....+ an
n

. (3.4)

On peut aussi minorer la moyenne géométrique par la moyenne harmonique :

n
√
a1.a2.....an ⩾

n
a1
n

+
a2
n

+ ....+
an
n

. (3.5)

Dans les deux cas l’égalité aura lieu si a1 = a2 = . . . = an.

Preuve.

n
√
a1.a2.....an ⩽

a1 + a2 + ....+ an
n

est équivalente à

ln n
√
a1.a2.....an ⩽ ln

(
a1 + a2 + ....+ an

n

)
ensuite utiliser la concavité de la fonction ln sur R∗

+, d’où le résultat.

Lemme 3.2 (Inégalité de Carleman-Collingwood).

soit (an)nN ⊂
(
R∗

+

)N, on a l’inégalité suivante :

+∞∑
n=1

(a1......an)
1

n
⩽ e

+∞∑
n=1

an. (3.6)
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Preuve.

cette inégalité est enfaite une conséquence de l’inégalité arthmético-géométrique,

Pour toute suite (cn) strictement positive, on a :

∞∑
n=1

(a1a2.....an)
1
n =

∞∑
n=1

(
c1a1c2a2.....cnan
c1.c2.....cn

) 1
n

⩽∑∞

n=1
(c1 .c2....cn)

−1
n .

1

n

n∑
k=1

ckak :inégalité arthmético-géométrique

=
∞∑
k=1

ckak

∞∑
n=k

1

n
(c1.c2....cn)

−1
n .

En particulier si l’on prend, pour tout n ∈ N∗, cn =
(n+ 1)n

nn−1
, on obtient

c1.c2....cn = (n+ 1)n .

Ainsi :
∞∑
n=1

(a1a2.....an)
1
n ⩽

∞∑
k=1

ckak

∞∑
n=k

1

n (n+ 1)

=
∞∑
k=1

ckak

∞∑
n=k

(
1

n
− 1

n+ 1

)
=

∞∑
k=1

ak
(k + 1)k

kk−1

1

k

=
∞∑
k=1

ak

(
1 +

1

k

)k

⩽ e.

∞∑
k=1

ak.

La dernière inégalité découle de l’inégalité de convexité 1 +
1

k
⩽ e

1
k .

La proposition suivante jouent un rôle important dans la démonstration d’un résultat prin-

cipal à savoir le théorème de Denjoy-Carleman.

Proposition 3.4.

Soit (Mk) ∈
(
R∗

+

)N telle que lim
k−→+∞

M
1
k
k = ∞. On note

(
M

′

k

)
la régularisée log-convexe

de (Mk). On pose pour tout k ∈ N∗, βk = inf
p⩾k

M
1
p
p .

Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
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1.
∞∑
k=1

1

βk
<∞.

2.
∞∑
k=1

1

M
′ 1
k

k

<∞.

3.
∞∑
k=1

M
′

k

M
′
k+1

<∞.

Preuve.

On note
(
M

′

φ(n)

)
une sous suite de

(
M

′
n

)
telle que :

φ (0) = 0,Mφ(k) =M
′

φ(k) pour tout k ∈ N, et
(
logM

′

k

)
est arithmétique sur [[φ (i) , φ (i+ 1)]]

pour chaque i ∈ N.

Comme
logM

′

k

k

k−→∞−−−−→ ∞ et
(
M

′

k

)
log-convexe, et que

logM
′

k

k
est croissante àpartir d’un

certain rang k0 ∈ N∗. Ainsi :

∀k ⩾ k0, βk = inf
n⩾k

M
1
n
n ⩾ inf

n⩾k
M

′ 1
n

n ⩾M
′ 1
k

k > 0.

D’où :

∀k ⩾ k0, 0 ⩽
1

βk
⩽

1

M
′ 1
k

k

.

On pose, pour tout k ∈ N∗, M̃φ(k) =Mφ(k), M̃k = ∞ si k /∈ φ (N), puis γk = inf
n⩾k

M̃n

1
n .

Puisque pour tout k ∈ N∗, βk ⩽M
1
n
n ⩽ M̃n

1
n , alors

∀k ∈ N∗, βk ⩽ γk.

D’autre part, si i > k0 et n ∈ ]φ (i− 1) , φ (i)], alors

γn =M
1

φ(i)

φ(i) ,

car (M̃n = ∞ pour n ∈ ]φ (i− 1) , φ (i)] et
(
M

′ 1
k

k

)
k⩾k0

est croissante ),

en outre,

pour tous i > k0 et n ∈ ]φ (i− 1) , φ (i)] :

logMφ(i)

φ (i)
⩽

logMφ(i) − logMφ(i−1)

φ (i)− φ (i− 1)
= logM

′

n − logM
′

n−1.

En effet : on a
logMφ(i)

φ (i)
⩾

logMφ−1(i)

φ (i− 1)
par croissance de

(
logM

′

k

k

)
k⩾k0

.

Donc

φ (i− 1) logMφ(i) ⩾ φ (i) logMφ(i−1).
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d’où :

(φ (i− 1)− φ (i)) logMφ(i) ⩾ φ (i)
(
logMφ(i−1) − logMφ(i)

)
.

On en déduit l’inégalité voulue, l’égalité qui suit étant due au fait que
(
logM

′

k

)
est arithmé-

tique sur [[φ (i− 1) , φ (i)]].

On obtient alors que

M
1

φ(i)

φ(i) ⩽
M

′
n

M
′
n−1

.

D’où :
φ(i)∑

n=φ(i−1)+1

1

γn
=

φ(i)∑
n=φ(i−1)+1

1

M
1

φ(i)

φ(i)

⩾
φ(i)∑

n=φ(i−1)+1

M
′
n−1

M ′
n

=

φ(i)−1∑
n=φ(i−1)

M
′
n

M
′
n+1

.

Ainsi :
∞∑

n=φ(k0+1)

M
′
n

M
′
n+1

⩽
∞∑

i=k0+1

φ(i)∑
n=φ(i−1)+1

1

γn
⩽

∞∑
i=k0+1

φ(i)∑
n=φ(i−1)+1

1

βn
⩽

∞∑
n=1

1

βn
,

car : βn ⩽ γn.

Enfin on applique l’inégalité de Carleman-Collingwood à la suite

an =
M

′
n−1

M ′
n

, n ⩾ 1,

on obtient
∞∑
n=1

(
M

′
0

M
′
1

M
′
1

M
′
2

.....
M

′
n−1

M ′
n

) 1
n

⩽ e.
∞∑
n=1

M
′
n−1

M ′
n

.

Ou encore :
∞∑
n=1

1

M
′ 1
n

n

⩽ e.

∞∑
n=1

M
′
n−1

M ′
n

.

On obtient finalement la chaine d’implications suivante :

∞∑
k=1

M
′

k

M
′
k+1

<∞ ⇒
∞∑
k=1

1

M
′ 1
k

k

<∞ ⇒
∞∑
k=1

1

βk
<∞ ⇒

∞∑
k=1

M
′

k

M
′
k+1

<∞.

ce qui finalise la preuve.
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3.3 Quasi-analycité et théorème de Denjoy-Carleman

Le concept des fonctions quasi-analytique a été introduit pour la première fois par Borel,

a prédit qu’il ya une plus grande classe de fonctions, que les fonctions analytiques ayant la

propriété de n’être complètement déterminée que par les valeurs de leurs dérivées en un seul

point. Motivé par la théorie des équations aux dérivées partielles, Hadamard a proposé le

problème et donne une condition nécessaire et suffisante portant sur la suite (Mn) telle que

la classe de toutes les fonctions infiniment différentiables dont la dérivée n-ieme est bornée

par M = (Mn) pour tout n ∈ N est quasi-analytique.

Denjoy a été le premier à fournir des conditions suffisantes et puis Carleman généralisant

le théorème de Denjoy et donne des conditions nécessaires suffisante le traité de Carleman a

jeté un nouvel éclairage sur la théorie des fonctions quasi analytiques. Le théorème de Denjoy

-Carleman fournit un critère pour obtenir une propriété importante de certaines classes de

fonctions que nous allons définir.

3.3.1 Classes quasi-analytiques

Étant donnée une suite M = (Mn) de nombres réels strictement positifs. On notera :

C (M) =
{
f ∈ C∞ (Rn,R) /∃ (a, b) ∈

(
R+
)2
,∀α ∈ Nn,∀x ∈ Rn, |Dαf (x)| ⩽ a.b|α|M|α|

}
.

Proposition 3.5.

Soit M = (Mn) une suite de nombres réels strictement positifs, alors on a

1. C (M) est un sous espace vectoriel de C∞ (Rn,R).

2. C (M) est stable par composition à droite par les fonctions affines.

3. Si Mk = k! pour tout k ∈ N, alors tout élément est analytique.

4. Si Mk = k!d pour tout d > 1, alors tout élément de C∞ (Rn,R) est une fonction de

classe Gevrey.

Preuve.

1. Soient f, g ∈ C∞ (Rn,R) et λ ∈ R alors il existe a1, a2, b1, b2 ⩾ 0 tels que, pour tout
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n ∈ N et x ∈ Rn on a :

|Dα (f + λg)| = |Dαf + λDαg|

⩽ a1b
|α|
1 M|α| + |λ| a2b|α|2 M|α|

⩽ 2max(a1, |λ| a2).(max(b1, b2))
|α|M|α|.

2. Soient f ∈ C (M) , (a, b) ∈ R2 et

φ : Rn −→ Rn

x 7−→ ax+ b

alors il existe c, d ⩾ 0 tels que :

∀α ∈ Nn,∀x ∈ Rn, |Dα (f ◦ φ) (x)| =
∣∣a|α|Dαf (ax+ b)

∣∣ ⩽ c (|a| .d)|α| .M|α|.

3. Si M|α| = |α|! soit f ∈ C∞ (Rn,R) telle que il existe a, b ∈ R+ vérifiant :

∀α ∈ Nn,∀x ∈ Rn, |Dαf (x)| ⩽
(
a.b|α|

)
|α|!.

On envisage deux cas :

(a) a = b = 0 alors f est identiquement nulle, donc analytique sur Rn.

(b) si a.b > 0 soit r ∈]0 , 1

b
[ par la formule de Taylor avec reste intégral on a :

pour tout x ∈ ]0; r[ :∣∣∣∣∣f (x)−
n∑

k=0

Dkf (0)

k!
xk

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ x

0

(x− t)n+1

(n+ 1)!

∣∣f (n+1) (t)
∣∣ dt

⩽ a.bn+1

∫ x

0

(n+ 1) (x− t)n dt

= a.bn+1xn+1

⩽ a (br)n+1 .

De manière analogue, pour tout x ∈ [−r, 0] ,∣∣∣∣∣f (x)−
n∑

k=0

Dkf (0)

k!
xk

∣∣∣∣∣ ⩽ a.bn+1 |x|n+1

⩽ a (br)n+1 .

Ainsi :

sup
|x|⩽r

∣∣∣∣∣f (x)−
n∑

k=0

Dkf (0)

k!
xk

∣∣∣∣∣ ⩽ a. (b.r)n+1 −→ 0, lorsque n→ +∞.
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Donc la série de Taylor de f converge uniformément vers f au voisinage de 0 :

f est analytique en 0.

Si x0 est un réel quelconque, alors, en considérant f (.+ x0), qui vérifie les mêmes hypothèses

que f , on en déduit que f est analytique sur R.

Définition 3.7.

Soit M ∈
(
R∗

+

)N, on dit que C (M) est quasi-analytique lorsque tout élément de C (M)

s’annulant, ainsi que toutes ses dérivées en un point de (R)n est identiquement nul sur Rn.

Lemme 3.3. Soit (Mn)n∈N ⊂
(
R∗

+

)N.

Si lim
n−→+∞

M
1
n
n <∞. Alors :C (M) est quasi analytique.

Preuve.

Supposons que lim
n−→+∞

M
1
n
n <∞ . Soit g ∈ C (M).

On suppose que gainsi que toutes ses dérivées s’annulent en tout point x0 ∈ R, il s’agit de

montrer que g est identiquement nulle sur R,

on se ramène en 0 en posant f (x) = g (x+ x0) de sorte que :

pour tout α ∈ N, Dαf = Dαg (.+ x0) il existe a, b ∈ R+ tels que

∀α ∈ N, Dαf (0) = 0,
∥∥Dkf

∥∥
∞ ⩽

∥∥Dkg
∥∥
∞ ⩽ a.bkMk.

Soit n ∈ N∗, on va établir par récurrence descendante sur k ∈ [0, n] :

∀x ∈ R,
∣∣fk (x)

∣∣ ⩽Mna.b
n |x|n−k

(n− k)!
.

On remarque que l’inégalité est vérifiée pour k = n.

Supposons la relation est vraie pour k ∈ [[0, n]] et établissons-la alors au rang k − 1 soit

x ∈ R+, (on raisonne symétriquement pour x ∈ R−),∣∣fk−1 (x)
∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

0

fk (t) dt

∣∣∣∣ , carfk (0) = 0

⩽
∫ x

0

∣∣fk (t)
∣∣ dt

⩽Mna.b
n

∫ x

0

|t|n−k

(n− k)!
, par hypothèse de récurrence

=Mna.b
n xn−k+1

(n− k + 1) (n− k)!

=Mna.b
n xn−(k+1)

(n− (k − 1))!
.
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Ainsi pour k = 0 on obtient :

∀x ∈ R, |f (x)| ⩽Mna.b
n x

n

(n!)
.

Fixons x ∈ R, si f (x) ̸= 0, il vient par la formule de Stirling

|f (x)|
1
n
⩽
M

1
n
n a

1
n .b |x|

(n!)
1
n

∼
n −→ ∞ M

1
n
n a

1
n .b |x|

(2π)
1
n
n

e

.

Passons à la limite inférieure on obtient l’absurdité 1 ⩽ 0.

Donc f puis g sont identiquement nulles Nous énonçons le théorème principal de cette

section qui donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une classe donnée soit quasi-

analytique.

3.3.2 Théorème de Denjoy-Carleman

Théorème 3.2.

Soit M ∈
(
R∗

+

)N, on pose

pour tout k ∈ N∗, βn = inf
k⩾n

M
1
k
k , alors :

C (M) est quasi analytique si et sreulement si
+∞∑
n=1

1

βn
= ∞.

3.4 Quasi -analytique associé aux suites log-convexes

Considérons l’espace C (M) où M est une suite log-convexe de premier terme M0 = 1.

3.4.1 Propriétés algebriques

Proposition 3.6.

Une condition nécessaire pour que l’espace C (M)soit stable pour la multiplication est que

l’une de deux conditions suivantes soit vérifiées

1. Pour tout n ∈ N∗ :M2
n ⩽Mn−1.Mn+1.

2. limn

M
1
n
n

n
> 0.

Preuve.
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1. Soient f et g deux éléments de C (M) donc il existe a1, b1, a2, b2 ∈ R+tels que :

∥Dαf (x)∥ ⩽ a1.b
|α|
1 M|α| et Dαg (x) ⩽ a2.b

|α|
2 M|α|.

En utilisant la formule de Leibnitz∣∣D(n) (f.g)
∣∣ ⩽ n∑

k=0

(nk)
∣∣f (k)g(p−k)

∣∣
⩽

n∑
k=0

(nk) a1.b
k
1a2.b

n−k
2 Mn

= a1.a2Mn.

n∑
k=0

(nk) .b
k
1.b

n−k
2

= a1.a2Mn. (b1 + b2)
k .

D’où : ∣∣D(n) (f.g)
∣∣ ⩽ n∑

k=0

(nk)
∣∣f (k)g(p−k)

∣∣
⩽

n∑
k=0

(nk) a1.b
k
1a2.b

n−k
2 Mn

= a1.a2Mn. (b1 + b2)
k .

2. Rappelons les inégalités de Cartan-Gorny

Soit I = [−1; 1] et pour tout naturel n,An un nombre positif tel que

An ⩾
∥∥f (n)

∥∥
I
.

Alors, pour tout naturel p et tout naturel k ⩽ p on a :

∥∥f (k)
∥∥
I
⩽ max

{
2

(
e2.p

k

)k

A
1− k

p

0 A
k
p
p , 2

(
e2.p

k

)k

A0

}
. (3.7)

Remarquons que cette inégalité peut s’écrire :

∥∥f (k)
∥∥
I
⩽ 2

(
e2.p

k

)k

A0max

{(
Ap

A0

) k
p

,
(p
2

)k}
, (3.8)

et en posant Bp = max

{(
Ap

A0

)
,
(p
2

)p}
il vient que

∥∥f (k)
∥∥
I
⩽ 2A0

(
e2.p

k

)k

.B
k
p
p .
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Soient f et g éléments de C (M, I), il existe A,B deux nombres positifs tels que :

pour tout naturel n on ait∥∥f (n)
∥∥
I
⩽ A.BnMn,

∥∥g(n)∥∥
I
⩽ A.BnMn.

Définissons pour tout naturel r :

Ar = ABrMr,

et par la formule de Leibnitz on a :

(f.g)(p) =

p∑
k=0

(pk) f
(k).g(p−k).

il vient en utilisant l’inégalité de Cartan-Gorny que :∥∥∥(f.g)(p)∥∥∥
I
⩽

p∑
k=0

(pk)

(
2A0

(
e2p

k

)k

.B
k
p
p

)(
2A0

(
e2p

p− k

)p−k

.B
p−k
p

p

)

⩽ 4e2pA2
0.BP

p∑
k=0

(pk)
pp

kk (p− k)p−k
.

En utilisant la formule de Stirling, il existe une constante c vérifiant :

pour tout k et p, k ⩽ p

pp

kp (p− k)k(
p
k)
<

p!

k! (p− k)!
.c.
√
p.

D’autre part
p∑

k=0

(pk)
2 ⩽

(
p∑

k=0

(pk)

)2

= 4,

donc : ∥∥∥(f.g)(p)∥∥∥
I
⩽ 4c (4e)2p

√
pA0max

{
AP

A0

,
(p
2

)p}
.Mp.

Du fait que : lim
n

(Mn)
1
n

n
> 0, il existe a ⩾ 1 tel que quelque soit p,

(p
2

)p
⩽ ap.

Ap

A0

.

Donc ∥∥∥(f.g)(p)∥∥∥
I
⩽ A.

′
(
B

′
)p
Mp avec A.

′
= 4cAA, B

′
= 2a. (4e)2 .B.

et en remarquant que :√p < 2p.

Le cas où I = [a, b] se ramène par un changement de variable affine, au cas I = [−1, 1].
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CHAPITRE 4

PROBLÈME DE GOURSAT DANS LA CLASSE DENJOY-

CARLEMAN

4.1 La classe Denjoy- Carleman

Définition 4.1. Soit Ω un ouvert de Rp × Rq, (Mn)n∈N une suite croissante positive et

α ∈ Np, on note Cα,M(Ω) l’espace des fonctions u : Ω → R, admettant :

1. ∀γ ∈ Np γ ≤ α et ∀δ ∈ Nq des dérivées partielles

Dγ
xD

δ
yu : Ω → R,

continues,

2. il existe c > 0 telles que :

sup
Ω

|Dγ
xD

δ
yu(x, y)| ≤ c|δ|+1δ!M|δ|, ∀γ ≤ α et ∀δ ∈ Nq.

L’espace Cα,M(Ω) est de classe Cα par rapport à x est de classe Denjoy-Carleman par rapport

à y.

Remarque 4.1. Les suites (Mk)k∈N considérées doivent satisfaire les hypothèses suivantes :

1. M = (Mk)k∈N logarithmiquement-convexe,

i.e. M2
k ≤Mk−1Mk+1, ∀k ∈ N, et M0 = 1. (4.1)
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2.

sup
k
(
Mk+1

Mk

)
1
k <∞, k ∈ N. (4.2)

Lemme 4.1. [11]

Si M = (Mn)n∈N logarithmiquement-convexe et M0 = 1, alors :

MnMα1 · · ·Mαn ≤Mn
1Mk, ∀αi ∈ N∗, α1 + · · ·+ αn = k. (4.3)

Preuve.

Par récurrence sur k :

• Si n = k, l’inégalité est évidente.

• Si n < k, alors ∃i tel que αi ≥ 2, on pose α′
i = αi − 1 ; l’hypothèse de récurrence sera :

MnMα1 · · ·Mα′
i
· · ·Mαn ≤Mn

1Mk−1,

d’après (4.1) on a :

MnMα1 · · ·Mαn =MnMα1 · · ·Mα′
i
· · ·Mαn

Mαi

Mα′
i

≤Mn
1Mk−1

Mk

Mk−1

≤Mn
1Mk.
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4.2 Hypothèses et résultats

On s’intéresse au problème de Goursat non linéaire au voisinage de l’origine de Rp ×Rq,

On cherche à prouver l’existence et l’unicité d’une solution de type Denjoy-Carleman associée

à une suite (Mn)n∈N.

On considère alors le problème de Goursat non linéaire au voisinage de l’origine de Rp×Rq,

avec x = (x1, ..., xp) ∈ Rp et y = (y1, ..., yq) ∈ Rq.

 Dα
xu(x, y) = f(x, y,DBu(x, y))

u = O(xα)
, (4.4)

où α ∈ Np, et B est une partie finie de l’ensemble

{(γ, δ) ∈ Zp × Nq, |γ|+ |δ| ≤ |α|, γ < α},

DBu = (Dγ
xD

δ
yu)(γ,δ)∈B.

et f est une fonction de x ∈ Rp, y ∈ Rq, z ∈ Rr où r = Card(B), qu’on suppose de

classe C0,M au voisinage de l’origine de Rp × Rq+r ; f est donc continue en x et de classe

Denjoy-Carleman CM en (y, z).

Théorème 4.1. S’il existe cγ,δ > 0 tel que :

Mk+|δ|

Mk

(k + |δ|)!
(k − |γ|+ |α|)!

≤ cγ,δ ∀k ≥ 0. (4.5)

Alors le problème de Goursat (4.4) admet une solution unique au voisinage de l’origine de

Rp × Rq,

Remarque 4.2. Lorsque Mn = n!d−1 ce théorème coïncide avec le théorème 5.1 dans [26] ;

dans ce même cas si d = 1 le théorème 4.1 est contenu dans le théorème 4.1 de la même

référence.

En effet avec Mn = n!d−1, ∀k ≥ 0 on a

(k + |δ|)!d−1

k!d−1

(k + |δ|)!
(k − |γ|+ |α|)!

=
(k + |δ|)d−1 · · · (k + 1)d−1

(k − |γ|+ |α|) · · · (k + |δ|+ 1)

≤ (k + |δ|)(d−1)|δ|

(k + |δ|)−|γ|−|δ|+|α|

≤ 1 ( si |γ|+ d|δ| ≤ |α|).
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Remarque 4.3. Si la suite (Mn)n∈N, ou la suite
(
Mn+1

Mn

)
n∈N

est bornée on retrouve le cas

holomorphe par rapport à y.

En effet : si u ∈ Cα,M(Ω) alors : ∀γ ≤ α et ∀δ ∈ Nq,∃c > 0,tel que :

sup
Ω

|Dγ
xD

δ
yu(x, y)| ≤ c|δ|+1δ!M|δ|.

1. Si (Mn)n∈N est bornée alors : ∃c4 > 1 tel que :

sup
Ω

|Dγ
xD

δ
yu(x, y)| ≤ c|δ|+1δ!M|δ| ≤ (cc4)

|δ|+1δ!.

d’autre part :

2. Si (
Mn+1

Mn

)n∈N est bornée :

sup
Ω

|Dγ
xD

δ
yu(x, y)| ≤ c|δ|+1δ!M|δ|

≤ c|δ|+1δ!
M|δ|

M|δ|−1

· · ·M2

M1

M1

M0

M0

≤ c|δ|+1δ!c
|δ|+1
4

≤ (cc4)
|δ|+1δ!.

Réduction du problème 4.4

Pour prouver le théorème 4.1 on peut supposer α = 0 et f(0, 0) = 0, il s’agit donc

d’étudier le problème

u(x, y) = f(x, y,DBu(x, y)), (4.6)

avec B le sous ensemble fini de

{(γ, δ) ∈ Zp × Nq; |γ|+ |δ| ≤ 0, γ < 0},

et la condition (4.5) devient

Mk+|δ|

Mk

(k + |δ|)!
(k − |γ|)!

≤ cγ,δ ∀k ≥ 0. (4.7)

Nous allons vérifier que l’application

T : u→ f(x, y,DBu(x, y)),
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est une contraction stricte dans une boule fermée d’une algèbre de Banach, qui sera définie

dans le paragraphe suivant en utilisant des séries formelles de type Denjoy-Carleman.

Considérons d’abord une série formelle à q indéterminées y = (y1, ..., yq) :

Φ =
∑
δ∈Nq

yδ

δ!
Φδ.

Étant donné un ouvert Ω de Rq et une fonction u ∈ C∞(Ω,R). on note u≪ Φ la relation

∀δ ∈ Nq, sup
Ω

|Dδ
yu| ≤ Φδ.

On a bien

u≪ Φ ⇒ Dδ
yu≪ Dδ

yΦ pour tout δ ∈ Nq.

Étant donné un ouvert U ⊂ Rp.

Notons C0,∞(U ×Ω) l’algèbre des fonctions u : U ×Ω → R admettant des dérivées partielles

continues par rapport à y

Dδ
yu : U × Ω → R, ∀δ ∈ Nq.

Pour assurer que les coefficients de y dans Φ ne prennent que des valeurs positives. Posons

t = |x| = (|x1|, · · · , |xp|), notons |U| l’image de U par l’application x → |x| considérons la

séries formelle en y :

Φ ≡ Φ(t, y) =
∑
δ∈Nq

yδ

δ!
Φδ(t),

où les fonctions Φδ : |U| → R+ sont continues.

On considère alors le sous espace

C0,∞
Φ (U × Ω) = {u ∈ C0,∞(U × Ω);∃c ≥ 0 : u≪ cΦ},

et on le munit de la norme

∥u∥ = ∥u∥Φ = min{c ≥ 0;u≪ cΦ}.

Remarque 4.4. Dire que u ∈ C0,∞
Φ signifie donc

∀δ ∈ Nq, ∀x ∈ U , sup
Ω

|Dδ
yu(x, y)| ≤ ∥u∥Φδ(t) (où t = |x|). (4.8)

Proposition 4.1. [26]
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L’espace C0,∞
Φ est un espace de Banach.

Dans ce qui suit, on va prendre des primitives par rapport à xi, et pour faciliter le travail

on ajoute l’hypothèse

x ∈ U ⇒ λx ∈ U pour tout λ ∈ [0, 1]p, (4.9)

où λx = (λ1x1, · · · , λpxp), et évidemment |U| conserve la même propriété.

Pour (γ, δ) ∈ (−N)p × (N)q, on définit la série formelle

Dγ
tD

δ
yΦ(t, y) =

∑
ε∈Nq

ε≥δ

yε−δ

(ε− δ)!
Dγ

t Φε(t), t ∈ |U|.

tel que D−1
ti désigne la primitive par rapport à ti qui s’annule avec ti.

On a alors : pour tout u ∈ C0,∞
Φ (U × Ω) et pour tout (γ, δ) ∈ (−N)p × (N)q on a

Dγ
tD

δ
yu≪ ∥u∥ΦDγ

tD
δ
yΦ. (4.10)

Considérons la série formelle dépendant de la suite (Mn)n∈N et des paramètres

ξ = (ξi)1≤i≤p ∈ (R∗
+)

p, ζ = (ζi)1≤i≤q ∈ (R∗
+)

q et R > 0.

suivante

ΦM
R (t, y) =

∞∑
k=0

(ζ.y)k

k!
MkD

kϕR(ξ.t). (4.11)

où

ξ.t =

p∑
i=1

ξiti , ζ.y =

q∑
i=1

ζiyi,

cette série formelle est bien définie pour :

t ∈ |UR| où |UR| = {x ∈ Rp; ξ|x| < R}.

L’espace de Banach associé à la série formelle ΦM
R sera noté CM

R (ΩR) avec ΩR = UR ×Ω.

c’est-à-dire :

CM
R (ΩR) = {u ∈ C0,∞(ΩR);∃c ≥ 0 : u≪ cΦM

R }.

Notons que
(ζ.y)k

k!
=
∑
δ∈Nq

|δ|=k

ζδyδ

δ!
binôme de Newton généralisé. (4.12)
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D’après 4.8 et (4.12) on peut redéfinir les éléments de CM
R (ΩR) comme suit

u ∈ CM
R (ΩR) ⇔ ∀δ ∈ Nq,∀x ∈ U , sup

Ω
|Dδ

yu(x, y)| ≤ ∥u∥ζδM|δ|D
|δ|ϕR(ξ.t). (4.13)

4.2.1 Relations entre C0,M et CM
R

Lemme 4.2.

Pour 0 < R′ < R on a

CM
R (ΩR) ⊂ C0,M(ΩR′).

Preuve.

Soit u ∈ CM
R (ΩR) on a :

sup
Ω

∣∣Dδ
yu (x, y)

∣∣ ⩽ ∥u∥ ζδM|δ|D
|δ|ϕR (ξ.t)

⩽ c|δ|+1M|δ|,

où

c = max

(
∥u∥ ,max

1⩽i⩽q
{ζi}

)
.

d’après l’analycité de de la fonction ϕR sur ]−R,R[ si 0 < R
′
< R, il existe une constante

c1 ⩾ 0 telle que : ∣∣DkϕR (x)
∣∣ ⩽ ck+1

1 k!, pour |x| ⩽ R
′
.

En substituant ceci dans l’inégalité précédente on obtient :

sup
Ω

∣∣Dδ
yu (x, y)

∣∣ ⩽ (cc1)
|δ|+1 |δ|!M|δ|pour x ∈ U

R
′ .

c’est -à-dire u ∈ C0,M(ΩR′).

Pour établir l’inclusion inverse, on considère la série formelle ΘM
R définie par :

ΘM
R (t) =

∞∑
k=0

tk

Rk
Mk. (4.14)

Lemme 4.3.

Pour tout η > 1, il existe une constante c = c(η) > 0 telle que

ΘM
ηR(ζ.y) ≪ cΦM

R (t, y).
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Preuve.

On commence par établir l’inégalité suivante :

ΘM
ηR(ζ.y) ≪ c

∞∑
k=0

(ζy)k

k!
MkD

kϕR (0) .

Notons que :

DkϕR (0) = K−1 k!

Rk (k + 1)2
,

donc l’inégalité devient : chercher c telle que :

c ⩾
K (k + 1)2

ηk ,

qui est vérifiée pour

c (η) = sup
k∈N

K (k + 1)2

ηk ,

d’où :

ΘM
ηR(ζ.y) ≪ cΦM

R (0, y) ≪ cΦM
R (t, y).

Lemme 4.4.

Si cηR ≤ min
1⩽i⩽q

ζi, alors

C0,M(ΩR) ⊂ CM
R (ΩR),

où c est la constante du lemme 4.3

Preuve.

Soit u ∈ C0,M(ΩR), c’est-à-dire pour tout x ∈ UR

sup
Ω

|Dδ
yu(x, y)| ≤ c|δ|+1|δ|!M|δ|

≤ c
ζδ

(ηR)|δ|
|δ|!M|δ|.

Ce qui signifie que ∀x ∈ UR, u(x, y) ≪ cΘM
ηR(ζ.y),

et d’après le lemme précédent on a pour tout x ∈ UR

u(x, y) ≪ cΘM
ηR ≪ cΦM

R (t, y).
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4.2.2 Propriétés de l’espace CM
R

Pour toute série formelle

ϕ =
∞∑
k=0

akX
k,

on pose

[ϕ] = ϕ− ϕ(0) =
∞∑
k=1

akX
k et ϕM =

∞∑
k=0

akMkX
k.

On a alors

Lemme 4.5.

Soit ϕ =
∞∑
k=0

akX
k une série formelle ≫ 0 telle que ϕ2 ≪ ϕ. Alors on a

(ϕM)2 ≪ ϕM . (4.15)

et

[ϕM ]n ≪ Mn
1

Mn

[ϕM ] pour tout n ≥ 1. (4.16)

Preuve. 1. D’après le produit de Cauchy il s’agit de vérifier que :

k∑
i=0

aiak−iMi.Mk−i ⩽ akMk.

Comme la suite (Mk) vérifie

Mi.Mk−i ⩽Mk,

cela revient à prouver
k∑

i=0

aiak−i ⩽ ak,

qui est vérifiée d’après l’hypothèse (ϕ)2 ≪ ϕ.

2. On a :

[
ϕM
]n

=
∞∑
k=n

Xk

 ∑
|α|=k

α∈(N∗)n

aαMα

 ,

où

aα =
n∏

i=1

aαi
, Mα =

n∏
i=1

Mαi
,

or :

Mα =
n∏

i=1

Mαi
⩽
Mk

1

Mn

Mk, telle que k =
n∑

i=1

αi.
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de plus on a : ∑
|α|=k

α∈(N∗)n

aα ⩽ ak,

car :[ϕ] ≪ ϕ, d’où [ϕ]2 ≪ ϕ2 ce qui prouve que [ϕ]2 ≪ [ϕ] par conséquent [ϕ]n ≪ [ϕ].

Remarque 4.5. Comme étant donné que pour tout t ∈ |UR| :

ϕ2
R(ξ.t+ ζ.y) ≪ ϕR(ξ.t+ ζ.y),

on peut appliquer le lemme précédent à la série formelle ΦM
R .

car :ΦM
R est le développement de ϕM

R (ξ.t+ ζ.y) par rapport à y en 0

Grâce à la propriété (4.16), qui peut majorer la composée de deux fonctions de classe de

Denjoy- Carleman. On a donc :

Corollaire 4.1.

Les espaces CM
R (ΩR) sont des algèbres de Banach.

Preuve.

La démonstration est un résultat direct des propositions 1.1, 4.1 et de l’inégalité (4.15)

Corollaire 4.2.

Pour 0 ≤ cM1 < R′, on a

ΘM
R′ ◦ [cΦM

R ] ≪ max

(
K,

cM1

R′ − cM1

)
ΦM

R .

52



Preuve.

D’après (4.16) du lemme 4.5 on a

ΘM
R′ ◦ [cΦM

R ] = 1 +
∞∑
n=1

cn

R′nMn[Φ
M
R ]n

≪ 1 +
∞∑
n=1

(cM1)
n

R′n [ΦM
R ]

≪ 1 +
cM1

R′ − cM1

[ΦM
R ]

≪ max

(
K,

cM1

R′ − cM1

)
ΦM

R .

car

1 = KϕR(0) ≪ KϕR(ξ.t) = KΦM
R (t, 0).

Théorème 4.2. [23]

Soit M = (Mn)n∈N une suite logarithmiquement-convexe, I un voisinage de 0 dans R,

alors il existe une fonction ν(x) ∈ CM(I) telle que |ν(k)(0)| ≥ k!Mk pour k ∈ N.

Preuve.

Voir le théorème 1 dans [23] ou bien la proposition 3.1.2 dans [22].

Corollaire 4.3.

Il existe une fonction g ∈ C0,M(ΩR) telle que

|Dδ
yg(0, 0)| ≥ δ!Mδ1Mδ2 · · ·Mδq , ∀δ ∈ Nq.

Preuve.

Pour I convenablement choisi.

Considérons g(x, y) = ν(y1)ν(y2) · · · ν(yq), on a bien g ∈ C0,M(ΩR),

en effet ∀x ∈ UR on a :

sup
Ω

|Dδ
yg(x, y)| = sup

Ω
|ν(δ1)(y1)ν(δ2)(y2) · · · ν(δq)(yq)|

≤
(
cδ1+1δ1!Mδ1

) (
cδ2+1δ2!Mδ2

)
· · ·
(
cδq+1δq!Mδq

)
≤ c|δ|+qδ!M|δ|

≤ (max(cq, c))|δ|+1δ!M|δ|.
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Et

|Dδ
yg(0, 0)| = |ν(δ1)(0)ν(δ2)(0) · · · ν(δq)(0)| ≥ δ!Mδ1Mδ2 · · ·Mδq ,∀δ ∈ Nq.

.

Proposition 4.2. [23]

L’espace C0,M(ΩR) est stable par différentiation par rapport à la deuxième variable y si

et seulement si l’hypothèse (4.2) est vérifiée.

Preuve.

Supposons que sup
k

(
Mk+1

Mk

) 1
k

n’est pas borné.

On choisit une fonction g comme dans 4.3, alors la stabilité de l’espace C0,M(ΩR) par déri-

vation par rapport à la deuxième variable y implique qu’il existe une constante c > 0 telle

que ∀δ, δ′ ∈ Nq avec δ = (δ′1, · · · , δ′i + 1, · · · , δ′q) où i arbitraire, on a

|Dδ
yg(x, y)|
δ′!M|δ′|

≤ c|δ
′|+1, (4.17)

d’autre part, d’après le corollaire 4.3 on a

|Dδ
yg(0, 0)| ≥ δ!Mδ1Mδ2 · · ·Mδq ,∀δ ∈ Nq,

d’où
|Dδ

yg(0, 0)|
δ′!M|δ′|

≥
δ!Mδ1Mδ2 · · ·Mδq

δ′!M|δ′|
. (4.18)

En particulier pour δ′ = (0, · · · , δ′i, · · · , 0) et δ = (0, · · · , δ′i + 1, · · · , 0), alors (4.17)

devient

|Dδ′i+1
yi g(x, y)|
δ′i!Mδ′i

≤ cδ
′
i+1.

Et (4.18) devient

|Dδ′i+1
yi g(0, 0)|
δ′i!Mδ′i

≥ δ!M0 · · ·Mδi · · ·M0

δ′i!Mδ′i

≥ δi!Mδi

δ′i!Mδ′i

= (δ′i + 1)
Mδ′i+1

Mδ′i

.
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D’où

sup
δ′i

(
|Dδ′i+1

yi g(0, 0)|
δ′i!Mδ′i

) 1
δ′
i

≥ sup
δ′i

{
(δ′i + 1)

1
δ′
i

(
Mδ′i+1

Mδ′i

) 1
δ′
i

}
.

mais sup
δ′i

(
Mδ′i+1

Mδ′i

) 1
δ′
i est non borné par hypothèse et limδ′i→∞(δ′i + 1)

1
δ′
i = 1 d’où

sup
δ′i

(
|Dδ′i+1

yi g(0, 0)|
δ′i!Mδ′i

) 1
δ′
i

est non borné, contradiction avec (4.17).

Inversement, On va établir la démonstration inverse pour une dérivation d’ordre un seule-

ment par rapport à yi où i arbitraire, toute généralisation à d’autre ordres de dérivation est

évidente.

Si (4.2) est satisfaite et f ∈ C0,M(Ω) donc ∃c > 0 tel que

∀δ, δ′ ∈ Nq tel que δ = (δ′1, · · · , δ′i + 1, · · · , δ′q),

on a

sup
Ω

|Dδ
yf(x, y)| ≤ c

|δ|+1
1 δ!M|δ|

≤ c
|δ|+1
1 c

|δ′|
2 δiδ

′!M|δ′|

≤ c
|δ′|+2
1 c

|δ′|
2 c

|δ′|+1
3 δ′!M|δ′|

≤ c|δ
′|+1δ′!M|δ′|.

Notons que

δi ≤ |δ| ≤ e|δ| ≤ c
|δ′|+1
3 .

M|δ|

M|δ′|
≤ c

|δ′|
2 .

c
|δ′|+2
1 c

|δ′|
2 c

|δ′|+1
3 ≤ c

|δ′|+1
1 c1c

|δ′|
2 c

|δ′|+1
3 ≤ c

|δ′|+1
1 (max(c1; c2))

|δ′|+1 c
|δ′|+1
3 .

donc on prend

c = c1c3 (max(c1; c2)) .

Indiquons maintenant comment opèrent les dérivations dans les algèbres CM
R .
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Proposition 4.3.

Pour tout (γ, δ) ∈ B tel que (4.5), il existe une constante c′γ,δ ≥ 0 telle que

Dγ
xD

δ
y : C

M
R → CM

R ,

soit linéaire, continue de norme ≤ c′γ,δξ
γζδR−|γ|−|δ|.

Preuve.

Soit u ∈ CM
R , on a d’après(4.10)

Dγ
xD

δ
yu≪ ∥u∥Dγ

tD
δ
yΦ

M
R (t, y),

d’où

Dγ
xD

δ
yu≪ ∥u∥ξγζδ

∑
k=|δ|

(ζ.y)k−|δ|

(k − |δ|)!
MkD

|γ|DkϕR(ξ.t).

Le développement de Taylor de DkϕR(ξ.t) au voisinage de zéro est

DkϕR(ξ.t) =
∞∑
l=0

(ξ.t)l

l!
Dk+lϕR(0).

Comme |γ| < 0 donc l’opérateur D|γ| devient une intégration et on a

D|γ|DkϕR(ξ.t) =
∞∑
l=0

(ξ.t)l−|γ|

(l − |γ|)!
Dk+lϕR(0),

d’où :

Dγ
xD

δ
yu≪ ∥u∥ξγζδ

∑
k=|δ|

∞∑
l=0

(ζ.y)k−|δ|

(k − |δ|)!
Mk

(ξ.t)l−|γ|

(l − |γ|)!
Dk+lϕR(0).

En effectuant un changement d’indice tel que k = j + |δ| et l − |γ| = m

Dγ
xD

δ
yu≪ ∥u∥ξγζδ

∞∑
j=o

∞∑
m=−|γ|

(ζ.y)j

j!
Mj+|δ|

(ξ.t)m

m!
Dj+m+|γ|+|δ|ϕR(0),

d’où :

Dγ
xD

δ
yu≪ ∥u∥ξγζδ

∞∑
k=o

∞∑
l=−|γ|

(ζ.y)k

k!
Mk+δ

(ξ.t)l

l!
Dk+l+|γ|+|δ|ϕR(0)

≪ ∥u∥ξγζδR−|γ|−|δ|
∞∑
k=o

∞∑
l=−|γ|

(ζ.y)k

k!
Mk+δ

(ξ.t)l

l!

K−1(k + l + |γ|+ |δ|)!
Rk+l(k + l + |γ|+ |δ|+ 1)2

.

notons que

Dk+lϕR(0) =
K−1(k + l)!

Rk+l(k + l + 1)2
.
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Après un développement analogue de ΦM
R on a

ΦM
R (t, y) =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(ζ.y)k

k!
Mk

(ξ.t)l

l!

K−1(k + l)!

Rk+l(k + l + 1)2
.

Et la démonstration devient :

chercher l’existence d’une constante c′γ,δ telle que :

Mk+|δ|
(k + l + |γ|+ |δ|)!

(k + l + |γ|+ |δ|+ 1)2
≤ c′γ,δMk

(k + l)!

(k + l + 1)2
∀k ≥ 0,∀l ≥ −|γ|.

Si |γ|+ |δ| ≤ 0, alors la fonction

(k + l + |γ|+ |δ|)!
(k + l)!

(k + l + 1)2

(k + l + |γ|+ |δ|+ 1)2
,

est décroissante par rapport à l et atteint son maximum pour l = −|γ|.

Il suffit de vérifier

Mk+|δ|
(k + |δ|)!

(k + |δ|+ 1)2
≤ c′γ,δMk

(k − |γ|)!
(k − |γ|+ 1)2

∀k ≥ 0.

c’est-à-dire
Mk+|δ|

Mk

(k + |δ|)!
(k − |γ|)!

(k − |γ|+ 1)2

(k + |δ|+ 1)2
≤ c′γ,δ ∀k ≥ 0.

D’après l’hypothèse (4.5) du théorème 4.1 il existe cγ,δ ≥ 0 tel que ∀k ≥ 0 on a :

Mk+|δ|

Mk

(k + |δ|)!
(k − |γ|)!

≤ cγ,δ.

D’autre part

(
k − |γ|+ 1

k + |δ|+ 1

)2

≤ c′′γ,δ ∀k ≥ 0 pour c′′γ,δ =
(
−|γ|+ 1

|δ|+ 1

)2

.

Il suffit de prendre c′γ,δ = cγ,δc
′′
γ,δ.

Lemme 4.6.

Soit f une fonction : (x, y, z) → f(x, y, z) de classe C0,M au voisinage de l’origine de

Rp × Rq+r alors il existe des fonctions Gσ avec σ ∈ B telles que :

Gσ : (x, y, z, z′) → Gσ(x, y, z, z
′),

est de classe C0,M au voisinage de l’origine de Rp ×Rq+2r et telle que pour (x, y, z, z′) assez

petit dans Rp × Rq+2r on a

f(x, y, z) = f(x, y, z′) +
∑
σ∈B

Gσ(x, y, z, z
′)(zσ − z′σ).
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Preuve.

Pour simplifier l’écriture on introduit la nouvelle variable zi ∈ Rr avec 0 ≤ i ≤ r tel que

z0 = z, zi = (z′1, · · · , z′i, zi+1, · · · , zr) et zr = z′.

Rappelons que r = Card(B).

D’après la formule de Taylor-Lagrange et pour un i arbitraire il existe ξi+1 strictement

compris entre zi+1 et z′i+1 où zi+1
ξ = (z′1, · · · , z′i, ξi+1, zi+2, · · · , zr) tel que

f(x, y, zi)− f(x, y, zi+1) =
∂f(x, y, zi+1)

∂zi+1

(zi+1 − z′i+1) +
1

2!

∂2f(x, y, zi+1
ξ )

∂z2i+1

(zi+1 − z′i+1)
2

=

(
∂f(x, y, zi+1)

∂zi+1

+
1

2!

∂2f(x, y, zi+1
ξ )

∂z2i+1

(zi+1 − z′i+1)

)
(zi+1 − z′i+1),

alors

f(x, y, z)− f(x, y, z′) =
r−1∑
i=0

f(x, y, zi)− f(x, y, zi+1)

=
r−1∑
i=0

(
∂f(x, y, zi+1)

∂zi+1

+
1

2!

∂2f(x, y, zi+1
ξ )

∂z2i+1

(zi+1 − z′i+1)

)
(zi+1 − z′i+1)

=
r−1∑
i=0

Gi(x, y, z, z
′)(zi+1 − z′i+1).

Gi(x, y, z, z
′) est de classe C0,M au voisinage de l’origine de Rp ×Rq+2r est une conséquence

directe de la proposition 4.2.

4.3 Démonstration du théorème 4.1

On fixe les valeurs des paramètres ξ ∈ (R∗
+)

p et ζ ∈ (R∗
+)

q selon les besoins rencontrés.

On écrit d’après le lemme 4.6.

f(x, y, z)− f(x, y, z′) =
∑
σ∈B

Gσ(x, y, z, z
′)(zσ − z′σ), (4.19)

les fonctions Gσ sont de classe C0,M au voisinage de l’origine de Rp × Rq+2r.

Il existe un voisinage ouvert Ω de l’origine de Rq et des nombres h0 > 0, h1 > 0 tels que

les fonctions f et Gσ soient définies dans l’ouvert

D := {(x, y, z, z′) ∈ Rp × Rq+2r; ξ.|x| < h0, y ∈ Ω, |zσ| < h1, |z′σ| < h1},
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étant donné η > 1, il existe des constantes c > 0, R > 0, R′ > 0 telles que pour tout

(x, y, z, z′) ∈ D, et pour tout δ ∈ Nq, ε, ε′ ∈ Nr :

|Dδ
yD

ε
zf(x, y, z)| ≤ c

ζδδ!Mδ

(ηR)|δ|
ε!Mε

R′|ε| .

|Dδ
yD

ε
zD

ε′

z′Gσ(x, y, z, z
′)| ≤ c

ζδδ!Mδ

(ηR)|δ|
ε!Mε

R′|ε|
ε′!Mε′

R′|ε′| .

Ceci signifie que pour tout x vérifiant ξ.|x| < h0 :

f(x, y, z) ≪ cΘM
ηR(ζ.y)

∏
σ∈B

ΘM
R′(zσ).

Gσ(x, y, z, z
′) ≪ cΘM

ηR(ζ.y)
∏
ν∈B

ΘM
R′(zν)Θ

M
R′(z′ν).

D’après le lemme 4.3 on a :

Il existe un R0 > 0 tel que pour tout R ∈]0, R0] on ait f(x, y, z) ≪ cΦM
R (t, y)

∏
σ∈B ΘM

R′(zσ)

Gσ(x, y, z, z
′) ≪ cΦM

R (t, y)
∏

ν∈B ΘM
R′(zν)Θ

M
R′(z′ν)

. (4.20)

On a alors :

Proposition 4.4.

Il existe a0 > 0 tel que, pour tout a ≥ a0 et tout R ∈]0, R0] suffisamment petit, l’applica-

tion

T : u→ f(x, y,DBu(x, y)),

est une contraction stricte dans la boule fermée B′(0; a) de l’algèbre de Banach CM
R (ΩR).

Preuve.

Soit u ∈ B′(0; a) ⊂ CM
R (ΩR), 0 < R ≤ R0, on |γ| + |δ| < 0 pour tout (γ, δ) ∈ B, car si

|γ|+ |δ| = 0 la suite
Mk + 1

Mk

soit bornée, c’est le cas holomorphe, voir la remarque 4.3,

Alors la proposition 4.3 montre qu’il existe une fonction ε :]0, R0] → R+ telle que

lim
R→0

ε(R) = 0,

et

zσ = Dγ
xD

δ
yu≪ aε(R)ΦM

R (t, y),∀σ = (γ, δ) ∈ B,
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d’où

sup
Ω

|Dγ
xD

δ
yu(x, y)| ≤ aε(R)ϕR(ξ.|x|) pour ξ.|x| < R.

Comme ϕR(ξ.|x|) ≤ ϕR(R) = ϕ1(1), d’où l’existence d’une constante c1 > 0 pour laquelle

on a :

a ε(R) ≤ c1 (4.21)

d’après (4.21), le corollaire 4.2 et en choisissant convenablement R, on a :

ΘM
R′ ◦ [aε(R)ΦM

R ] ≪ KΦM
R .

Finalement grâce à (4.20) on en déduit que

Tu = f(x, y,DBu) ≪ c2Φ
M
R (t, y),

ce qui prouve que T (B′(0; a)) ⊂ B′(0; a) si

c2 ≤ a, (4.22)

De plus, si u, u′ ∈ B′(0; a), on a

zν − z′ν = Dγ
xD

δ
y(u− u′) ≪ ∥u− u′∥ε(R)ΦM

R (t, y), ν = (γ, δ) ∈ B,

d’où

Tu− Tu′ ≪ c3ε(R)∥u− u′∥ΦM
R (t, y).

donc T est une contraction stricte si c3ε(R) < 1.

Pour que T : B′(0; a) → B′(0; a) soit une contraction stricte, il suffit que

aε(R) ≤ c1, c2 ≤ a, c3ε(R) < 1.

Comme on peut prendre R suffisamment petit pour satisfaire la première, la troisième in-

égalité et en prenant a0 = c2.

La proposition 4.4, le corollaire 4.1 et le théorème du point fixe de Banach 2.3 prouve

l’existence mais dans l’espace CM
R et avec le lemme 4.2 on conclue.

Pour l’unicité, dans l’espace C0,M on raisonne comme suit :

▶ Soit u, u′ deux fonctions de classe C0,M au voisinage de l’origine de Rp ×Rq telles que

u = f(x, y,DBu), u′ = f(x, y,DBu′), alors il existe un voisinage ouvert O ⊂ Ω de

l’origine de Rq et un nombre R1 ∈]0, R0] tels que u, u′ ∈ CM
R1
(OR1).
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▶ Donc pour tout R ∈]0, R1] on a u, u′ ∈ CM
R (OR), et si on note ∥·∥R la norme de l’espace

CM
R (OR) alors :

∥u∥R ≤ ∥u∥R1 , ∥u′∥R ≤ ∥u′∥R1 .

▶ On choisit alors a ≥ max(a0, ∥u∥R1 , ∥u′∥R1), et R ∈]0, R1] suffisamment petit pour que

T soit une contraction stricte dans la boule fermée B′(0; a) ⊂ CM
R (OR).

▶ Finalement T a deux point fixes u et u′ ce qui prouve l’égalité dans OR.

.
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CONCLUSION

Ce travail est une généralisation de la démonstration de l’existence et l’unicité d’une

solution du problème de Goursat non linéaire dans la classe Gevrey-continu. En suivant le

même formalisme de C.Wagschal ;on a démontré l’existence et l’unicité d’une solution dans

l’espace de Denjoy-Carleman associé à une suite logorithmiquement convexe et une série

formelle convenablement choisie.
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