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Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel

que nous le connaissons aujoud’hui, ces origines remontent a la fin du 17°¢ siecle, I’époque

ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En

n . > P .
g t,{ pour désigne la n®"¢ dérivée d’une fonction

particulier, Leibniz a présenté le symbole

f. Quand il a annoncé dans une lettre a ’'Hopital (apparemment avec ’hypothése implicite

que n € N), 'Hopital a répondu : Que signifie DTntf sin =

1
5

Cette lettre de I’'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident
de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que 'Hopital a demandé
spécifiquement pour n = %, c’est a dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné

lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Une liste de mathématiciens qui ont fournit des contributions importantes au calcul frac-
tionnaire jusqu’au milieu du 207" siecle, inclut : P.S. Laplace (1812) j'usqua M. Riesz

(1949).

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis seule-
ment un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées. Pour la
premiére conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiére conférence
sur les calculs fractionnaires et ses applications a 'université de New Haven en juin 1974,
et il a édité les débats. Pour la premiére monographie le mérite est attribué a K.B.Oldham
et J. Spanier, qui ont publié¢ un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 aprés une

collaboration commune, commenté en 1968.
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Une autre théorie se développe en paralléle de la dérivation fractionnaire telle est la théo-
rie des équations différentielles fractionnaires qui a de nombreuses applications dans la

description de nombreux évéenements dans le monde réel.

La modélisation mathématique des systémes physiques conduit a des nombreuses équations
différentielles non linéaires, tel que I’équation de Klein-Gordon, équation de Duffing, ...etc.
Par conséquent, nous devons étre capable de résoudre les équations différentielles dans

I’espace et le temps, qui peuvent étre fortement non linéaires.

La résolution de telles équations par les méthodes dites classiques, telle que les méthodes
des éléments finis, des différences finies et les méthode des volumes finis, donnent des
approximations de la solution en des points discrets. En outre, ces méthodes font appel
a des techniques de discrétisation de ’espace et du temps et elles linéarisent souvent les

équations.

Dans le début des années 1981, Adomian a présenté et développé une méthode de résolution
des systémes non-linéaires que ’on appelée la méthode de décomposition pour résoudre
des problémes linéaires ou non linéaires tels que les équations différentielles ordinaires
et partielles. La méthode de décomposition d’Adomian (ADM) consiste a décomposer

I’équation donnée en parties linéaires et des parties non linéaires. Elles consiste & recherché

+o0o
la solution sous la forme d’une série E u, et & décomposer le terme non linéaire N, sous
n=0
+oo
la forme d’une série Nu = E A, , les termes A,, sont appelés polynémes Adomian.
n=0

Durant ces derniéres années, les équations différentielles fractionnaires (FDE) ont trouvé
des applications dans beaucoup des problémes en physique. Comme dans la plupart du
temps, ces équations ne peuvent étre résolues exactement et les méthodes approximatives
et quelques méthodes analytiques doivent étre utilisées pour résoudre des problémes non
linéaires incluent ADM, la méthode des perturbations homotopique (HPM), ou la méthode

des itérations du variationelles (VIM).
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Le concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19°"¢ siécle par Rie-mann
et Liouville. Leur but devait prolonger la dérivation ou intégration d’ordre fractionnaire

en employannt non seulement un ordre entier mais également des ordres non entiers.

Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire d’ordre «. Les définitions les plus

utilisées sont celle de Riemann-Liouville et de Caputo.

L’intégrale fractionnaire d’ordre p € R dans un intervalle [0.7] de Riemann-Liouville est

définie par :

1
1oy = o / T f(T)dT

La dérivée fractionnaire d’ordre p sur [0,¢] au sens de Riemann-Liouville est définie par :

"D S1) = g | (=TT DA = S (1 0),

«

La dérivée fractionnaire d’ordre « sur [0, t] au sens de Caputo est définie par :

t

1

D) = gy [ =T O @yar = (525 0)),

avec n = [p] + 1, [p] désigne la partie entiére de p et D™ =(%)ndésigne la dérivée d’ordre
n et I' est la fonction Gamma.
Notre mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux élément de base du calcul fractionnaire, nous
citons par exemple la fonction Gamma, la fonction Béta et la transformé de Laplace. Deux
approches sont présentés, ainsi que I’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo

pour la généralisation des notions de dérivation entiére.

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est dédié aux méthodes numériques pour la



Introduction

résolution des équations différentielles ordinaires. On citera par exemple les méthodes

ADM, HPM et VIM avec quelques exemples.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions I'existence et 'unicité de la solution d’une
équation différentielle fractionnaire, pour utiliser ensuite les trois méthodes précédente
mais cette fois dans le cas ou les équations différentielles sont d’ordre fractionnaire. On

applique ces méthodes pour résolution de 1’équation de Riccati d’ordre fractionnaire.

Nous terminons notre mémoire par une conclusion générale avec quelques perspectives.



Chapitre 1

Bases mathématiques du calcul

fractionnaires

1.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fraction-

naire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utilisées dans
les autres chapitres. Ces deux fonctions jouent un role trés important dans la théorie du

calcul fractionnaire et ces applications.

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme une fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des nombres complexe (exepté

en certains points).
Définition 1.1.1 Pour z € C tel que Re(z) > 0, la fonction Gamma I'(z) est définie

par :
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1'(z)

I ] e s it etete]

Y

Propriétés :

1. La propriété importante de la fonction Gamma I'(2) est la relation de récurence
suivante : I'(z + 1) = 2I'(2), qu’on peut démontrer par une intégration par parties :
+o0 +oo

I'(z+1) = /e‘ttzdt = [—e‘ttz}goo + z/e‘ttz_ldt =z2I"(2)
0 0

2. 0(1) =1,T(04) = +oo. Et aussi I' (1) = /7 .

3. T'(2) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z < 1.

4. Sin € N alors F(n + 1) =nletaussisin € Nalors: T (n + %) — (Qn)!ﬁ.

4nn)

Proposition 1.1.1 par le principe de prolongement analytique on peut prolonge la fonc-

tion I sur C/Z~. Soit 2 >0, 2 ¢ N on a :
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(1) (z) _ L(—2+7)
J L(+1)T(=2)
1.1.2 La fonction Béta

Définition 1.1.2 La fontion Béta (qui est un type d’intégrale, au méme titre que la

fonction Gamma) est une fonction définie par :

B(p,q) = /Tp_1 (1 —T)""dT,Re(p) > 0;Re(q) > 0

0

La fonction Gamma et la fonction Béta sont liées par la relation suivante :

I'(p)T (q)

Blp.o)= T'(p+q)

1.1.3 La transformée de Laplace

Soit f une fonction d’ordre exponentiel (c’est-a-dire qu’il existe deux constante M
et T telles que | f (t)] < Me™ pour t > T ), la transformée de Laplace de la fonction f(t)

définie pour tout nombre réel ¢ > 0 est la fonction F', définie par :

—+00

F(s)=L{f(t)} = / exp (—st) f (t) dt

0

L’inversion de transformation de Laplace s’effectue par le moyen d’une intégrale dans

le plan complexe, pout ¢ positive

y+ioco

F! (t):L‘l{F(t)}:% / exp (st) F (s) ds

y—100
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ou v est choisi pour que l'intégrale soit convergente, ce qui implique que soit supérieur a

la partie réelle de singularité de F'(s).

— Linéairité : L{af + Bg} = aL {f} + BL{g}.

Dérivation : L{fM(t)} = s"L{f (s)} — 5=y 8" 1 f®(0)

~ Intégration : L {f; f (u) du} —LL{fY =10{f}+ 1 0 f (u)du.
— Convolution : L{f xg} = L{f} x L{g}

— La transformation de Laplace de la fonction t*test : L[t* 1] (s) =T (p) s

1.1.4 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b]. Notons par I'f la primitive qui

s’annule en a :

vxe[a,b},fgf(x):/f(t)dt.

Pour une primitive seconde et d’apres le théoréme de Fubini on aura :

2 @)= [ 10f () du

:/j(/auf(t)dt)du
—/;(/txdu)f(t)dt

- [ w-vrwa

En répétant n fois, on arrive a la n — iéme primitive de la fonction f sous la forme :




Chapitrel. Bases mathématiques du calcul fractionnaires

pour tout entier n > 0.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par
la fonction Gamma : I'(n) = (n — 1)!'; Riemann rendu compte que le second membre de
I’équation précédente paurait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non-entiére,

il a définit l'intégrale fractionnaire de la maniére suivante :

Définition 1.1.3 Si f € Cla;b]; € Ry, Uintégrale

I% f (z) = ﬁ /r (z =)V f(t)dt telle que Yz >a

est appelée intégrale fractionnaire (& gauche) de Riemann-Liouville d’ordre «, et 1'inté-

grale :

Io‘f(a:)—L/b(m—t)(aDf(t)dt telle que Vx >b
T T ), !

est appelée intégrale fractionnaire (& droite) de Riemann-Liouville d’ordre « .

Remarque 1.1.1 Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement [’intégrale (o gauche).

Théoréme 1.1.1 Pour f € L'[a,b], Iintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

posséde la propriété suivante :

ot [If+f(x)] :[o[bofmf(x), pour a > 0,5 >0

pour presque tout z € [a,b]. Si de plus f € C([a,b]), alors cette identité est vraie Va €
[a, b].

Preuve. La preuve découle directement de la définition : m

a 1 v dt )
ot []ﬁf(m)] = F<a>1—‘(6)/a (1 —t)la/a (x—u)l_ﬁdu
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Or : f € Cla,b], d’apres le théoréme de Fubini et par le changement,
r=u+s(t—u).

on obtient :

v (@] = vty | G

=177 ()

Ou : B(a, () désigne la fonction Béta.

Propriétés :
1 Transformé de Laplace de I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pour a = 0

d’une fonction f qui posséde la transformé de Laplace F'(s) dans le demi plan Re(s) > 0

est :

LI"f)(s) = s “F(s)

apy — PO+l o+
2 [ t’y - F(OA+’Y+1)t K

1.2 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette

parties les définitions de Riemann-Liouville et de Caputo qui sont les plus utilisées.

Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, t] alors la dérivée fractionnaire d’ordre p (avec

n—1 < p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

10
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1 dr
['(n—p)dtr

/ (t— 1) f () dr = (g (1))

"pr(r) = -

Exemples :
1 La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est

pas nulle ni constante, mais on a :

C

Rppor= — =
I'(1—-p)

(t—a)™”

2 La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Riemann-Liouville Soit p non entier et 0 <

n—1l<p<neta>-—1alorsona:

1 dr [
Epp(¢ — a:—_/ t— )P —a)¥d
(t —a) T p)de ), (t—7) (1 —a)dr

En faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a), on aura :

1

(t — a)n“‘p/ (1—s)"" 1 s%ds
'n+a—p+1)B(n—pa+1l) a—p
a T (n—p) t-a)

_ F'n+a—p+1)T'(n—p)T'(a+1) (t—a)*
F'n—p)T'(a—p+1)I'(n+a—p+1)

_ I'(a+1) (t—a)*"

'(ao—p+1)

1 d”

RDP(t —a) = m%

A titre d’exemple :

11
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Propriété : Composition avec ’intégrale fractionnaire :
— L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire :

TDr(IVf (1) = f (1),

on a

TDr(I°f (1)) =" D' (1)

1.2.1 Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

On va introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de Riemann-

Liouville.

Définition 1.2.1 La dérivée fractionnaire de Caputo CD2f (t) d’ordre o > 0 sur
Uintervalle [a,b] est définie par intermédiaire de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouwille par :

Soit p>0avecn —1<p<n,(n€ N*)et f une fonction telle que :%f € Ly a, ]

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

D) = o [ (= O =1 (A )

Propriétés :

1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville :

Soit p > 0 avecn —1 < p <mn, (n € N*), supposons que f est une fonction telle que :
CDVf(t) et BDYf (t) existent alors :

12
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Différentiation Irﬂ'éﬁrd“u" Différentiation Intégrﬂtiﬂn

y *

b 3 r -

S R N (1] R F: Fs N I & fltt F B E
_= | Prerjiére étape [a)

2l ma=0.7 m=3 !
m-a=0.7
(k)
m=3

Deugeme étape (b)

a=21.3
a=2.3

Representation graphique de dérivée de Riemann Representation graphique de dérivée de Caputo

Fic. 1.2 — Comparaison entre la dérivée de Riemann et la dérivée de Caputo.

") (o) (4 — q)FP
CDPf(t)="Drf(t) - Zf T Ek>—(tp + i)

k=0

On déduit que si f® (a) =0,1,2,...,n — 1,on aura CDPf (t) = DPf (t).
2. Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue on a

n—1 (k) . k
D= f e Df() = () -y DY

k=0

Alors, 'opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo est un inverse gauche de 'opé-
rateur d’intégration fractionnaire de Caputo du méme ordre, mais il n’est pas un inverse

droite.

Remarque 1.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante

est nulle, autrement dit

“DrC =0

Exemple 1.2.1 La dérivée de f(t) = (t —a)® au sens de Caputo :

13
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Soit p un entier et 0 <n —1 < p < n aveca >n — 1; alors on a

1) = e =
d’ou
I'(a+1)

“DP(t —a)® =

0 /at (t—7)""""(r—a)* "dr

Fn—p)T(a—n+

effectuant le changement de variable 7 = a + s (t — a) on obtient :

['(a+1) a—p ' n—p-1 a—n
T—pTa—nsn !~ % A(l s) TS
_ F(CV+1)6(7’L—]),O&—TL+].) (t_CL)a—p
F'n—p)l'(a—n-+1)
Fla+H)IT'(n—p)T'(a—n+1)

“DP(t —a)* =

T pla—ntiDla—prn "
_ T(a+1) (t— a)*"
CT(a—p+1)

1.2.2 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo et celle de Riemann-Liouville

1. L’avantage principale de ’apprche de Caputo est que les conditions initiales des
équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme
forme comme pour les équations différentielles d’ordre entier, c’est & dire, contient les
valeurs limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur

Tr = a.

2. Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la
dérivée d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle

est :ﬁ (t —a)". La dérivée d’ordre a = 2.3 d’une fonction f, par la définition de

14
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Riemann et de Caputo.

3. Grafiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver & la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo est également l'inverse quand on suit l'autre sens (Riemann
Liouville), c’est a dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre o o m — 1 <
a < m par 'approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par I'intégration
fractionnaire d’ordre (m — «) pour la fonction f(x) et puis on dérive le résultat
obtenu & 'ordre entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre o ol
m—1 < a < m par I’approche de Caputo, on commence par la dérivée d’ordre entier

m de la fonction f(z) et puis on l'intégre d’ordre fractionnaire (m — a ).

Propriétés générales des dérivées fractionnaires
La linéairité :

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire.

D (Af (£) + g () = AD°f (£) + uD (¢)

pour les deux approches de dérivation considérée dans ce mémoire.
La régle de Leibniz :

Pour un entier n on a :

G U090 =3 (1) g )

k=0

La généralisation de cette formule nous donne :

"7 (£ (0)9(0) = 32 (1)1 (0 D0 P 1)+ R ()

oun>p+1et

15
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RL0) = e [ (=7 g e [ 10 ) de

avec lim RP (1) =0

n—oo

Si f et g sont continues dans [a, t] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient :

" (£ @90) =3 (§) 10 0 0P (0

k=0

RDP est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
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Chapitre 2

Quelques méthodes numériques pour

résoudre des EDO

2.1 La méthode de décomposition d’Adomian

Dans la seconde partie du XXe siecle, George Adomian ( 1922 - 1996) un mathématicien
ameéricain a proposé une nouvelle méthode [1] pour résoudre les équations différentielles
et aux dérivées partielles linéaires et non linéaires, les problémes algébriques, intégrales,
intégro-différentielles, les équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur. La tech-
nique utilise une décomposition de I'opérateur non linéaire en une série de fonction, chaque
terme de cette série est un polyndéme généralisé appelé polynéme d’Adomian. La méthode
décompositionnelle consiste a calculer les solutions des équations sous la forme d’une série

infinie convergente vers la solution du probléme donné [2].

2.1.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, considérons I’équation différentielle
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Chapitre2. Quelques méthodes numériques pour résoudre des EDO.

non linéaire suivante :

AU = f (2.1)

ol A est un opérateur différentiel ordinaire ou partiel non linéaire (contenant des termes
linéaires et des termes non linéaires) d’un espace de Hilbert H dans lui-méme et f est une

fonction donnée.

On cherche u € H solution du (2.1). Le terme linéaire de 'opérateur A est décomposé en
L + R ou L est un opérateur différentiel facilement inversible et R représente le reste de

I’opérateur linéaire. On note N le terme non-linéaire de A et donc
A=L+R+N
I’équation (2.1) s’écrire alors
L(u)+N(u)+R(u)=f (2.2)

En multipliant ’équation (2.2) par L™ aux deux cotés de 1'équation (apres la décompo-
sition),
on obtient :

L' (Lu+ Nu+ Ru) =L7'f

L'L(u)=L"'f~L"'N(u)— LR (u) (2.3)
ou L1 = /// (L) (dt)" est Iinverse de opérateur L. Puisque :

L (Lu)=u—¢

18



Chapitre2. Quelques méthodes numériques pour résoudre des EDO.

et ¢ est la constante de I'intégration. Par conséquent, 1’équation (2.3) devient :
u=L"1(f)— L 'N(u)— L 'R (u) (2.4)
La méthode d’Adomian (ADM) consiste & rechercher la solution sous forme d’une série :

+o00
U= Zun (2.5)
n=0

En remplagant (2.5) dans (2.4), on obtient :
—+o0 “+o0 “+o00
> un=L'(f)=L'R (Z un> ~L7'N (Z un> (2.6)
n=0 n=0 n=0

Pour pouvoir construire la série Z;r:(’) u, dont les éléments sont calculés récursivement,

on note par N(u) la somme de la série :
+o0
N(u) =Y A, (2.7)
n=0

a chaque A,, est une fonction de ug uq, ..., u,. Les A,, sont appellés polynémes d’Adomian

et ils sont obtenues a partir des relations suivantes :

N(u(\)=N <Z ()\iui)) =N ( ()\"An)> = .., (2.9)

19



Chapitre2. Quelques méthodes numériques pour résoudre des EDO.

ol A est un parametre réel introduit par convenance. De (2.8) et (2.9) on déduit

1 dr X .
Ay (u s, ..., ) = — T [N (Z Au>] n=0,12,.... (2.10)
' n=0 A=0

En remplagant (2.7) dans (2.6), on trouve :

400 +o00 +o00
dun=0¢+ L (f)=L'RY u,— LD A, (2.11)
n=0 n=0 n=0

Les termes de la série > u,, peuvent étre identifiés par les formules

u=¢+L7'f
Uy = —L_IRUO — L_IAO (212)
Uy = —LflRul — LilAl

Ainsi, La solution de (2.2) est déterminée. Mais, en pratique, les termes de la série ZZ:B U,

ne peuvent étre tous Calculés, on utilise alors 'approximation :

n—1

On = E u; avec lim ¢, =u
— n—-+o0o
1=

La question qu’on peut se poser est comment déterminer les (A,), -, et & quelles conditions

la méthode converge.

2.1.2 Les polynémes d’Adomian

I’étape la plus importante de la méthode est celle du calcul des polynémes d’Adomian.

Définition 2.1.1  Les polynomes d’Adomian sont définis par la formule suivante [2] :

Ao (uo) = N (uo) (2.13)

Ay (g, ur, g, oy un) = 545 [N (3005 Nwi) |,
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Chapitre2. Quelques méthodes numériques pour résoudre des EDO.

la formule proposée par G. Adomian pour le calcul des polynémes d’Adomian (An)n20 est

la suivante [2] :

Ap (ug) = N (up)

0
Al (Uo, 'LL1) = 'LL1—N (UO)

ou
0 1 0?
AQ (Uo,ul, UQ) = UQ%N (UO) + Eu%w]\f (uo)
A N & N L& N
3 (UQ, Uy, Uz, U3) = Uga— (Uo) + ulUZW (Uo) gulﬁ (UO)
Cette formule s’écrit sous la forme :
An =) c(r,n) N (ug) ,n >0 (2.14)

v=0
ou : ¢(v, n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des v termes u; dont
la somme des indices 7 est égale & n, m étant le nombre de répétitions des mémes termes

dans le produit.

Exemple 2.1.1  Soit l’équation :

Ona:Lu=u(t),Ru=—u(t),Nu=0,f(t) =

L~ représente une simple intégration de 0 a ¢ . On trouve

+o0
U:ZUn=U0+L t2 + L7t (Zun)
n=0
Par identification on a :
up=u(0)+ L7 (1) = -2+ %
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Uy = L_l (U()) = —2t -+ %

U = L_l (Ul) = —tz + %

_ 3 6
U3:L1(U2):—%+%
o n t"+3
d’ou : Z:S Uy, = —2 — 2t — 12, qui est la solution exacte de ’équation difiérentielle.

Exemple 2.1.2 :Soit [’équation différentielle non-linéaire suivante :

u—o"=0
u(0) =0

On a: Lu=u(t), Nu= g% on applique : L~} (Lfl = fot (.) dt) aux termes du probléme
on trouve : u = L™ (o)
On utilise la série de la décomposition pour la fonction non-linéaire wu(t) et la série poly-

nomiale pour le terme non-linéaire, nous obtenons ’expression suivante :

Uo (t) =
Uk+1 (t) =Lt (Ak) , k>0

Les polynomes d’Adomian pour le terme non-linéaire p* sont calculés comme suit :
(

Ap (ug) = o™ =1
Al (UO,U1) = U

_ 1,2
A (uo,ur, uz) = ug + uj

_ 1,3
\ Az (uo, u1, up, uz) = ug + urug + Uy

En utilisant la relation de recurrence précédente, on trouve :
Uy = 0
Uy = Lil(Ao) =t
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U = L_1<A1> = %tQ
us = L_1<A2) = %t3
Ug = L_1<A3) = [llt4

Alors la solution dans une forme d’une série est donné par :

= ]‘2 ]‘3 14
u(t):Zun:t+§t gt gt
n=0

2.1.3 Convergence de la méthode ADM

D’importants théorémes ont été donnés impliquant des conditions suffisantes de conver-

gence. Toutes ces conditions portent sur 'opérateur non linéaire N.
En effet, de la relation (2.12) on déduit : Si ZA" < 400 alors Zun < 40

n>0 n>0
et réciproquement. Les premiéres preuves de convergence ont été citées par Yves Cher-

ruault. Elles sont basées sur la théoréme du point fixe. Donnons les grandes lignes de la
démonstration (voir [5] pour plus de détails). Notons d’abord que la méthode décomposi-
tionnelle appliquée & (2.1) se raméne a la recherche d’une suite :

Sp = Uy + Ug + ... + Uy,

avec :Sp = 0, et vérifiant la relation récurrente suivante :

SnJrl:N(u0+5n>750:07u0:f7n:1727"' (215)

On en déduit le résultat de convergence suivant :
Théoréme 2.2.1 Si ['opérateur N est une contraction(c’est-a-dire vérifie ||N|| <d < 1)

alors la suite (Sn) satisfaisant la relation de récurrence S,.; = N (ug+S) avec Sy =
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0,n > 0 converge vers S solution de S = N(ug + 5).

Preuve. De la relation (2.14),on a =

150 = S|l = [IN (uo + Sn) — N (uo + )|
< N[ {[Sn = S|
<6|Sn =5
< 6% ||Sn-1 — Sall

< 67|82 — S|

<" |51 — S

D’ou la convergence de la suite (Sn),, vers S. Par ailleurs, on a

ZA" = Zun

n>0 n>0

et comme Zun est convergente d’apres le Théoréme (2.2.1), on a alors le résultat suivant :
n>0

Corollaire 2.1.1 5S¢ N est une contraction alors les séries des u,, et des A,, sont conver-

gentes. De plus, Zun est solution de l’équation :
n>0

Au=f

Exemple 2.1.3  Soit I’équation différentielle non-linéaire suivante :

(2.16)
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ona:Lu=u et Nu=u?avec: L=2()

L~ représente une simple intégration de 0 & ¢t. On trouve :

—+00
u = E Up =
n=0

Les polynomes d’Adomian sont :

u(0) — L7 <§An> ‘ (2.17)

Al = 2UOU1
Ay = 2uguy + u?

A3 = 2’LLOU3 + 2U1U2

par conséquent on a
ug =1
up = —L71(Ag) = —t
uy = —L71 (Ay) = ¢?
uz = —L71(Ay) = -3

Ug = —L_l (Ag) = t4
par (2.17), on a la solution de (2.16) donnée par :

—+oo
=Y u,=1—t+2 -3 4ti4
n=0

+oo 1
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2.2 Meéthode d’itération variationnelle(VIM)

La méthode d’itération variationnelle (VIM) a été proposée et développée par le
mathématicien chinois Je-Haun-He au début des années 1990 [7,8, 9], elle a été proposée
la premiére fois pour résoudre des problémes en mécanique. Cette méthode a été employée
pour résoudre une grande variété de problémes linéaires et non-linéaires avec des ap-
proximations successives rapidement convergentes vers la solution exacte si elle existe. La
méthode est basée sur la détermination du multiplicateur de Lagrange de facon optimale

par 'intermédiaire de la théorie variationnelle.

2.2.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, on considére 1’équation différentielle

non-linéaire suivante [7] :

L(u)+ N (u) = f () (2.18)

ou :

L : est un opérateur linéaire défini par L = C‘l%, m € N*
N : est un opérateur non linéaire,

f : est une fonction connue.

Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la méthode itérative variation-

nelle suivante :

t

Unt1 (t) = up () + /)\ (1) [L (up, (7)) + N (@, (7)) — f (7)) dT,n >0 (2.19)

0
ou :

A : est un multiplicateur générale de Lagrange.
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n : est un indice représente la n'™¢ approximation et @, (7) est considéré comme un varia-

tion restreinte c’est a dire 0@, (t) =0 .

Pour résoudre 1'équation (2.18) par la méthode (VIM), on doit d’abord déterminer le
multiplicateur de Lagrange A qui va étre identifier de maniére optimale via intégration par
parties. Alors les approximations successives u,, de la solution u(t) vont étre obtenues en
utilisant le multiplicateur de Lagrange et une fonction wuy bien choisie (qui doit étre au

moins satisfaire les conditions initiales), par conséquent, la solution exacte sera la limite :

lim u, (t) = u(t) (2.20)

n—-+o00

La méthode (VIM) devrait étre employée en suivant deux étapes essentielles.
1. La détermination de multiplicateur de Lagrange .

-sim=1A(t)=—-1 ,up(x) =u(0).

-sim=2 \(t)=t—7,u(x) =u(0)+ 2u (0)

d’une maniére générale :

1m

(m—1)! (t—71)"" o (@) = Y Eak e = u* (0)

A(t) =

2. La détermination d’une formule d’itération :

t

m —1)!
0

(t =) L (un (7)) + N (@ (7)) = f (7)] dr.

2.2.2 Analyse de Convergence

Dans cette section, nous présentons le théoréme de convergence de la méthode d’itéra-
tion variationnelle (VIM). La méthode transforme I’équation différentielle donnée en une
suite de fonction récurrentes. La limite de cette suite est considérée comme la solution de

I’équation différentielle donnée.
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Théoréme 2.3.1[14,16] Soit X est un espace de Banach et B : X — X est une appli-
cation non linéaire. On suppose que ’application vérifie la condition :
1B (u) = B(w)]| <7llu—ul Yu,ueX (2.21)

ou :0 < v < 1. Alors, 'application B posséde un point fixe unique, u € X, tel que

B(u) =u

De plus, la suite :

Unt1 = B (uy) (2.22)

converge vers point fixe de B, pour tout choix arbitraire ug € X.

Preuve. =

g = wl| < fluk — weall + -+ [l = wl| = | Be—1 = Beal[ + .. + | Bi = Bi||
< k-1 = wp—all + - + v [lw — wa|

l

-1
< (=AY el < 1= llur — uol|

On peut supposer que 1 < [ < k ,cela donne :||uy — 1|| — 0, comme k,! — oo,donc
(uk)zgest une suite de Cauchy. Puisque X est un espace de Banach, la suite converge

vers un point fixe. D’apres le théoréme (2.3.1), pour Papplication non linéaire

t

B (uy) = uy (t) + /)\ (7) [L (up, (7)) + N (Gy, (7)) — f (7)] dT. (2.23)

0
une condition suffisante pour la convergence de la méthode d’itération variationnelle est
que B doit étre strictement contractante. De plus, la suite (2.22) converge vers un point

fixe de B qui est la solution du probléme (2.19).
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Exemple 2.2.1  Considérons l’équation différentielle linéaire suivante :

W(t)+u(t)=0,0<t<1
w(0) =1,4(0) =0

La correction fonctionnelle de cette I’équation, selon la VIM est donnée par :

t

Upt1 (1) = up (1) + //\ (1) (un (1) + up (7‘)) dr

0
Le multiplicateur de Lagrange A(7) peut étre identifié comme étant A (7) = 7 — ¢ donc la

formule d’itération peut étre obtenue comme suit :

t

Ups1 (1) = up () + / (1 —1) (un (1) + unp, (7)) dr

0
2.3 Meéthode de perturbation homotopique

La méthode de perturbation homotopique (MPH) est mise en oeuvre pour résoudre ana-
lytiquement des équations différentielles ordinaires qui apparaissent souvent dans des pro-
blemes compliqués a I’étudier. La méthode de perturbation homotopique a été introduite
par Ji-Huan He [10] & I’Université de Shanghai en 1998. Cette derniére est trés simple et

permet d’obtenir une solution analytique exacte ou approximative.

2.3.1 Principe de la méthode de perturbation homotopique

Pour illustrer les idées de base de la méthode de perturbation homotopique, nous consi-

dérons I’équation différentielle non linéaire suivante :

Au)—f(r)=0,reQ (2.24)
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Avec conditions aux limites :

B(u)=0,reT (2.25)

Ou A est un opérateur différentiel général, B est un opérateur limite, F' (r) est une fonction
analytique connue, 7 est la limite du domaine §2. L’opérateur A peut, en régle générale, étre
divisé en deux parties L et N, ou L est linéaire, tandis que N est non linéaire, I’équation

(2.24), par conséquent, peut étre réécrite comme suit :

L(u)+N(u)—f(r)=0 (2.26)
Par la technique d’homotopie, nous construisons une homotopie v (r,p) : Q x [0,1] — R

qui satisfait :

H(v,p) = (1 =p)[L(v) = L(u)]+p[N(v) = f(r)] =0 (2.27)

Alors

H (v,p) = L(v) = L(uo) + pL (uo) + p[N (v) = f (r)] = 0 (2.28)

Ou p € [0, 1] est un parametre d’intégration, ug est une premiére approximation de I’équa-
tion (2.24) qui satisfait les conditions aux limites. De toute évidence, a partir de I’équation

(2.27) nous avons :

H (v,0) =L (v) — L(up) =0 (2.29)
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H(uv,1)=A@) - f(r)=0 (2.30)

Le processus de changement de p & partir de zéro a I'unité est seulement celle de v (r,p) &
partir de ug (r) & u (r). En topologie, on appelle cela la déformation et L (v)—L (ug) , L (v)—
L (ug) A (v) — f (r) sont appelés homotopies. On suppose que le paramétre de plongement
p comme un « petit parameétre », et supposons que la solution de I’équation (2.27) peut

étre écrit comme une série de puissance de p :
v = vy + puy + pPug + ... (2.31)
Par la suite nous prenons p = 1, la solution approchée de 1'équation (2.24) est donnée

par :

UZIimU:U0+U1+U2+.. (2.32)

P—1

Le couplage de la méthode de perturbation et la méthode d’homotopie est appelé la mé-
thode de perturbation homotopique (MPH). Cette procédure, permet d’éliminer les li-
mitations des méthodes de perturbation traditionnelle. D’un autre coté, cette technique

proposée peut tirer pleinement profit des techniques de perturbation traditionnelle.

Exemple 2.3.1 Pour illustrée la méthode, nous allons considérer I’équation différentielle

non linéaire de Riccati suivante :

——— =2y(t)—y*(t) + 1 (2.33)
Avec la condition initiale :
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La solution exacte de cette équation est donnée comme suit :

y(t) =1+ v2tanh (\/_—l——log <ﬁ;1))

Appliquant la méthode de perturbation homotopique pour résoudre ’équation (2.33). Les

parties linéaire et non linéaire de ’équation sont respectivement :

Choisissant arbitrairement 1’approximation initiale de la solution de I’équation (2.33)

comme suit :

Yo (t) =1t

Et ’homotopie peut-étre construite comme suit :

H (v,p) =v +2v— L(yo) +pL (o) +p (v* — 1)

En égalant les termes de puissances identiques en p, on a

p°: L(vg) — L(yo) =0
p' i L(v1) + L(yo) +v5—1=0,
p?: L (vg) 4 2v9v; = 0,

\ P> L(v3) + v+ 2vgv, =0
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Par souci de simplicité, nous avons toujours mis vg (%)

résolution des équations simples donne :

vy (1)
vy (1)

U3 (t)

=

(14 * — 2t + 2t%)

(t* — 0*'t* + 2t7)

Yo (t) = t. Par conséquent, la

o (—30" + 0 (12t* — 8> + 12t — 96) + 60t* + 120¢* 4 180t + 192¢ + 99)

Dans la présente étude, la méthode de perturbation homotopique a été appliquée pour

résoudre I’équation de Riccati. La solution exacte, numérique avec un pas d’intégration h =

0.01 sont comparées avec la solution obtenue par la méthode de perturbation homotopique.

Les résultats de simulations obtenues sont donnés par les figures(figl) (fig2)et (fig3).

0.9

oal

0.7

[+X:] 3

os}

Sdution yit)

0.4

o3l

oz}

o1}

, ) 1
0.25 0.3 0.35
Temps

L
0.2

L L
0.4 0.45 0.5

F1a. 2.1 — Solutions exacte, numérique et approximée (HPM) de ’équation de Riccati

Remarque 2.3.1 on remarquant que :

Nous pouvons voir clairement que la solution obtenue par la méthode de perturbation de

homotopique coincide avec la solution exacte. On remarque que plus le nombre d’itérations

augmente plus la précision de la méthode de perturbation homotopique est améliorée.
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F1a. 2.3 — Solutions exacte, numérique et approximée (HPM) de I’équation de Riccati
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On constate que contrairement aux techniques classiques, la méthode de perturbation
homotopique permet de déterminer une solution approchée de 1’équation de Riccati non
linéaires. Cette solution est obtenue sans transformer ni linéariser I’équation de Riccati.
La méthode est efficace, elle permet d’assurer une bonne précision en effectuant plus

d’itérations.
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Chapitre 3

Résolution des équations

différentielles fractionnaires

3.1 Equations différentielles fractionnaires (EDF)

Dans cette section on va discuter sur les types des equations différentielles d’ordre frac-
tionnaire. On commence par donner une définition d’une équation différentielle d’ordre

fractionnaire (EDF).

Définition 3.1.1 . soita >0 ,0¢ N n=a]+1et f :ACR? - R, Alors :

Du(t) = f (t,u (1)) (3.1)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. De la méme

maniére :

‘D% (t) = f (t,u(t)) (3.2)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo.
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3.1.1 Equation différentielle fractionnaire de type de Riemann-

Liouville

On commence par I’équation homogene de type Riemann-Liouville.
Lemme 3.1.1 .Soit a > 0,5 nous supposons que u € C (0.1) N L (0.1), alors ’équation

différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville :

DSu(t)=0, 0<t<l (3.3)

admet une solution unique :

u(t) = Crt® 4+ Oyt 2 4 Cst* 3 + ..+ Cpt™™,

ou:C,, e Ravecm=1,2,...n

Preuve. Soit a > 0,on a :

ot =0,avec,m =1,2,3,...,n (3.4)

|

ou:C,, € R
Donc la solution générale de (3.3) donné comme une des solutions particuliéres (3.4),
C-ad :

u (t) == Cltail + Cgta72 + ...+ Cntain (35)

ou:C,, € Ravecm=1,2,...n
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3.1.2 Equation différentielle fractionnaire de type de Caputo

On commence par I’équation homogene de type Caputo.

Lemme 3.1.2 Soit a > 0.5i nous supposons que v € C(0.1) N L(0.1), alors I’équation

différentielle fractionnaire de type Caputo :

“Dgiu(t) =0, (3.6)

admet une solution unique :

u(t) = Co+ Cit + Cot® + Cst® + ... + Cpp_qt" ! (3.7)

ou:C,, € Ravecm=1,2,...n

Preuve. Soit a > 0, on a

“Dgt™ =0, avec, m=1,2,3,..n—1

Alors ’équation différentielle fractionnaire (3.6), admet une solution particuliére, comme :

u(t) = Cpt™, pour, m =1,2,...n — 1 (3.8)

ou :C,, € R,
Donc la solution générale de (3.6), donnée comme une somme des solutions particulieres
(3.8), C-a-d :

u(t) =Co+ Crt* 4+ Cot* 2 + .. 4 Cpt™™
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Lemme 3.1.3 Supposons que u € C™([0,1]). Alors

I8°DSu(t) = u(t) + Co+ Ort + Cot* + ...+ Cpy_yt™ !

ou:C,, e Ravecm=1,2,...n—1

Preuve. soit a > 0 pour tout u € C" ([0,1]) on a =

1. D (1) = u (t) -

k!
k=0
’ U(O) 2 w1 (0) s
=u(t) — 0 0)t+—=t e+ ——2"
w(t) — |u(0)+u(0)t+ 5 + +(n—1)!
On pose : C,, = —%(!0) € R, pour chaque : m = 1,2,3,...,n — 1, On trouve facilement

'égalité (3.9).
Lemme 3.1.4 Soit 1 < a <2etze C([0.1]).

Alors 'unique solution de probléme aux limites :

I8°Dyu(t) =2 (t),0<t <1 (39)

w(0) +u(0)=0

est donnée par

tel que :
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Qo) =)™ L 1009 g < g <t <]

G (t,s) = ( )(Wa)) D F)mj) (3.10)
1-t)(1—8)*~ 1—t)(1—s)*~ .
() + Fla=T) si0<t<s<l1

3.2 Application de la méthode ADM pour les équa-

tions de Riccati

Nous allons considérer dans cette partie que la dérivée fractionnaire utilisée est au sens de

Caputo. Nous présentons I’équation différentielle fractionnaire de Riccati :

CDYu(t)y=A(t)+B{t)u(t)+C ) u(t), (3.11)

avec u) (0) =c¢; m—1<a<m, t>0,0uA(t),B(t),C(t) sont des fonctions données
et ¢; sont des constantes arbitraires. Appliquant I’opérateur inverse de 'opérateur “Dg,

aux deux cotés de I’équation (3.11) et en utilisant les conditions initiales, on trouve :

u(t) = ch% +I[A@) +B)ut)+C ) u(t)’] (3.12)

J=0

La méthode ADM donnée la solution par la série suivante :

w(t) = un(t), (3.13)

et la fonction non linéaire définie en (3.12) soit décomposée comme suit :

N (u) = u? = §An (3.14)

ou les A,, sont les polynémes Adomian. Substitution les séries de décomposition (3.13) et

(3.14) dans les deux cotés de (3.12), on trouve :
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;un (t) = ;% + 1% |A(t) + B(t) nz;un (t)+C (t) ;An , (3.15)

A partir de cette équation, les itérations sont déterminer par ’algorithme suivant :

wo= Y0 e I (A1),

Upi1 =1 (B () u, + C(t) Ay),n >0

Exemple 3.2.1  Considérons [’équation fractionnaire suivante de Riccati [11] :

Doy = —u?(t)+1

(3.16)
u(0)=0,0<a<1
La solution exacte, quand o« = 1 est :
2t
o” —1
t) = 3.17
u(®) = 5 (317

On a quand t — 400 , u(t) — 1.

Pour trouver la solution, nous utilisons le schéma suivant :

o= 0+ = 019
Un+1 = —I¢ (An) ,n 2 0

ou les A,, sont les polynéomes d’Adomian pour le terme non linéaire tel que :

F (u) = u?

En utilisant le schéma ci-dessus et la définition des polynomes d’Adomian, les premiers

termes de la série de décomposition sont donnés par :
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1 (0%

T T e+

1+ 2a) 43

up = —1I% (Ag) = —I* (F (ug)) = —I"ug = o2l (1+ 3a)

16T (2a) I (4«x) 50
al' (1+3a) ' (14 5a)

uy = —1% (A1) = =1 (F (ug)) = ~I* (2uquy) =

, 1 ,
Uz = —I“ (AQ) =-J° (UQF (Uo) + §U%F (Uo)) =-I” (2UOU1) = -J¢ (ZUOU/Q + u%)

(32a2F(2a)F(4a)F(1—F3a)%—F(l—FZGQQF(l—%5a))F(lﬁ—ﬁa)ﬂ
AT (1+3a)’T (1+5a)T (1 + 7a)

«

1, T(+20) 4 16T 2a)T (4a) ..
u(t)_F(a+1)t _042F(1+304)t +04F(1+304)F(1+504)t T (319)

- Le premier cas :
remplagons a = 1 dans (3.19), on obtient la solution approximative sous forme d’une

série :

u(t) =t —0.333333t3 + 0.133333t> — 0.0539683t" + 0.0218695¢° — 0.00886324¢'*

+0.00359213¢'% — 0.00145583t + 0.000590027¢" — 0.000239129¢°

+0.0000969154¢%!
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- Le deuxiéme cas :

Dans ce cas, nous examinerons ’équation fractionnaire de Riccati (3.19). Pour a = % on

obtient :

w(t) =2Vt — 3.00901¢7 + 7.24332t% — 19.6157¢2 + 55.9634¢2 — 164.385t 2

1+491.925t% — 1491.22t% + 4563.65t> — 14068.5t> + 43620.6t >

D .ol
Pour simplifier, soit ¢z = x, alors

u (t) = 2o — 3.009012° + 7.243322° — 19.61572" + 55.96342" — 164.3852"!

+491.92521% — 1491.222'° + 4563.652'7 — 14068.52'° + 43620.622.

3.3 Application de (VIM) aux équations différentielles

fractionnaires

Soit I’équation :
CDy
Dt~

= f(t,u),u(0) = ug (3.20)

Dans le cas 0 < a < 1,0n ré-écrit I’équation (3.20) sous la forme suivante :

du . DYy du B
dt = Dt~ dt

f(t )
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ou bien
du DYy du

E—F D—#I_E_f(t’u) =0.

On peut utiliser 'un des algorithmes suivants pour trouver les approximations des

solutions de (3.20) :

Dans le cas ou 1 < a < 2,0n ré-écrit 1’équation (3.20) sous la forme suivante :

d*u N D, d’u
dt? Dt~ dt?

:f(t,u),

ou bien
d?u D, d*u
S —— — f(t =0
w2t | De ae Tw =0

On peut utiliser I'un des algorithmes suivants pour trouver les approximations des solutions

de (3.20) :

( t

Upt1 = Uy (t) + / (s —1) [% — f(s,up (s))} ds

0
t

Unt1 = ug () + / (s — 1) [Cpggg(s) _ d2Z:2(S) — f(s,up, (s))} ds

\ 0

Exemple 3.3.1 Considérons [’équation différentielle fractionnaires suivante pour 0 <

a<l:
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C pa 2
Lru = S (z,t), t>0,z€R

u(x,0) =sinx

®Du, (x,8)  0%u, (v,s
Unt1 (T, 1) = up (2, 1) / [ P 8x(2 ) ds,

0

On commence par : ug(x,t) = sinz, on obtient :

up (x,t) =sinx

uy (x,t) = (1 —t)sinz

(z,t) = |1 24124 270 1
U (T = — — — | SInx
2 2" "I'(3—a) ’
3 1 3t2—a 2t3—a Z33—204
t)y=[1-3t+ > —t* — — i
s (@) { T TS T Té—a T@—20™"

3.4 Application de (HPM) aux équations différen-

tielles fractionnaires

La méthode (HPM) qui fournit une solution approximative analytique est appliquée a plu-
sieurs des équations non-linéaires. Pour illustrer cette méthode nous considérons 1’équation

différentielle non-linéaire d’ordre fractionnaire suivante :

“Du(t)=N(u)+g(t), t>0 (3.21)
oim—1< a < m,N est un opérateur non-linéaire, g (f) est une fonction analytique
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connue et © D%y est la dérivé fractionnaire au sens du Caputo d’ordre a. Par la technique

de ’homotopie, nous construisons un homotopie suivant :

(1=p) L[ (t,p) — do ()] = —p ("D (t,p) = N (¢ (t,p)) — g (1)) (3.22)

o p € [0,1] est un parameétre entoncant, ¢y est une estimation initiale de w (t) et L est

2 s . . A , . m
un opérateur linéaire qui peut étre définie comme L = jt—m ou L =

s
dte”

Lorsque p = 0, (3.22) devient :

L[6(t,0) — o (1)] = 0. (3.23)

Et lorsque p = 1, equation (3.22) devient Eq (3.21). D’aprés HPM, nous pouvons utiliser
en premier parameétre enfoncant p comme un petit paramétre et supposons que la solution

d’équation (3.21) peut étre écrite comme une série suivante :

¢ = o+ pp1 + s + ... (3.24)

On remplace (3.24) dans (3.22), et par identification des termes avec les puissances iden-

tiques de p, nous obtenons les équations :

Lg] == (YD — No (¢0) — g (1)),

Lgo) = L[p1] — (“D1 — N1 (¢o, ¢1))

L¢s) = L[] — (“D2 — Na (o, d1,92))

L[¢a] = L{¢3] — (“D*¢3 — N3 (o, b1, P2, 93))
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ot N (¢o + po1 + p*da + ...) = Ny (¢0) + N1 (¢0, ¢1) + D*Na (¢, b1, d2) + ...

La solution approximative d’Eq (3.21), par concéquant, peut étre obtenue comme :

p—)
En appliquant I'opérateur I* aux les deux cotés de ’'Eq (3.21), on trouve :

m—1 k

u(t) =S u (0,) % L ION () + I (8), £ >0 (3.26)
k=0 )

Négligeant le terme non linéaire I*N (u), nous pouvons utiliser la partie restante comme

I’estimation initiale de la solution, c’est-a-dire :

m—1 k
()= L 0, LI, £ 0 (3.27)

Exemple 3.4.1 On considére ’équation fractionnaire de Riccati suivante :

d%u

— = —u?(t) + 1,
dte avec 0 < a <1 (3.28)
u(0) =0

Si v =1 la solution exacte est u () = %.

D’aprés 'équation (3.22), nous avons I’homotopie suivante :

(1=p)L[p(t,p)— o (t)] = —p(“D*¢(t,p) — ¢ (t,p) — 1). (3.29)

D’aprés 'équation (3.29), nous avons 1’éstimation initiale :

ta

9= T

(3.30)
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En remplagant (3.24) et I’éstimateur initiale (3.30) dans I'homotopie et par identification
des termes avec les puissances identique de p, nous obtenons l’ensemble des équations

différentielles linéaires d’ordre fractionnaire suivant :

p' ¢ D%y = — (D + g5 — 1),
p* € D%y = Dy — (CDQQSl + 2¢0¢1) ;
p* € D3 =% Dy — (“Ds + ¢7 + 200¢2) ,

00 2
1| dn (X
n C @ C « C na i
D%, =C D¢yt — [ CD G + = | | S N
p ¢n ¢n 1 ¢n 1 Tl' A\ ( g )\ uz)

A=0

Par conséquent, les premiers composants de la solution d’Eq (3.30) sont donné par :

I'(2a+1) 2041,

N et 1Prery

by = I'(2a+1) (2at] I'(2a+1) 102 4 o ' 2a+1)T (3a+2) J3a2,
" T(a+1)°T(2a+2) T (a+1)°T (20 + 3) D(a+1)P°T(2a+2)TBa+3)
g = I'(20+1) (2041 I'(2a+1) at2 I'(2a+1) 4
T T(a+1)°T (20 +2) '(a+1)°T (20 +3) 6T (20 + 1)

' 2a+1)T (3a+2) at2 I'(2a+1) (F(3a+2) F(2a—|—3)> %03

oot 12 + t
T'(a+1)°T(2a+2)T (3a + 3) F(a+1)°T(2a+4) \I'(2a+2) T (a+3)
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I'(2a41)°T (4a + 3) Jats_y I'(2a +1)T (3a+2)T (4a + 3) oty
I'(a+1)'T (20 +2)°T (4a + 4) T (o +1)'T (20 +2)T (3o + 3) T (4o + 4)

et la solution approximative de ’équation (3.28) par conséquant, peut étre obtenu aisément

u=1lim¢=¢o+ ¢+ P2+ ...

p—1
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons essayé d’introduire quelques méthodes les plus utilisées dans
le calcul des approximations numériques des équations différentielles d’ordre fractionnaire.
Nous avons citer par exemple les trois méthodes ADM, VIM et HPM. Nous avons pris des
exemples d’équations différentielles ordinaires. Pour I’équation de Riccati fractionnaire,
nous avons essayé de donné un algorithme de résolution de cette équation par les mé-
thodes précédentes, on présente des résultats numériques qui démontre 'efficacité de ces
méthodes. Nous comptons, dans I'avenir appliquer les méthodes cités dans ce mémoire a
d’autre équations et developper d’autre méthodes numériques de résolution des équations
différentielles a dérivées fractionnaires, mois cotiteuses et plus précises que celle proposées

dans ce mémoire.
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Résume:

Les équations différentielles fractionnaires sont des généralisations des équations différentielles
classiques. Dans ce mémoire, nous étudions des approximations numériques de la solution d’un
probleme différentiel fractionnaire par les méthodes ADM, VIM et HPM, en utilisant la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo. Nous avons traité plusieurs exemples, ainsi que l’équation de
Ricatti d'ordre fractionnaire pour laquelle nous avons essayé de donné un algorithme de résolution
par ces méthodes, avec des résultats numériques.

Mots — clés:

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo, Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Equation différentielle fractionnaire linéaire et non linéaire, Méthode de perturbation de
[’homotopie, Méthode d'itération variationnelle, Méthode de décompostion d'Adomian.

Abstract:

Fractional differential equations are generalizations of classical differential equations. In this
memory, we study numerical approximations of the solution of a fractional differential problem by
the ADM, VIM and HPM methods, using the fractional derivative in the sense of Caputo. We have
treated several examples, as well as the Ricatti equation of fractional order for which we have tried
to give a solution algorithm by these methods, with numerical results.

Key words:

Fractional derivative in the sense of Caputo, Fractional derivative in the sense of Riemann-
Liouville, Linear and nonlinear fractional differential equation, Homotopy pertubation method,

Variational iteration method, Adomian decomposition method.






