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Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’étude des équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades (FDSRs en abrégé), qui sont d’autres types des équations
différentielles stochastiques (EDSs), leurs valeur est donnée en temps finale T'. Les
EDSRs sont été¢ introduites pour la premiére fois en 1973 par J. M. Bismut [I] dans
le cas linéaire lorsqu’il étudiant ’équation adjointe associée au principe de maxi-
mum stochastique en contrle optimal. Cinq ans plus tard, (Bismut, 1978) prolonge
sa théorie et montre 1’éxistence d’un solution unique bornée de I’ DSR de Riccati.
La théorie des FDSRs a trouvé beaucoup d’applications telles que la théorie du

controle stochastique, économie, et & des problémes de mathématiques financiéres.

les équations différentielles stochastiques rétrogrades sont des équations de la forme

suivante :

T T
Vi = &+ [f(s,Ys, Zo)ds — [ZsdW,, ¥V 0<t<T, (1)
t

t

avec (W;)o<,<p est un mouvement brownien standard d—dimensionnel dans (R9), sur
un espace de probabilité filtré (2, F,{F;}i>0,P), avec {F; }>0 la filtration naturelle
du mouvement brownien standard. La fonction aléatoire f : [0, 7] x Q x RF x RF>d —
R* une fonction mesurable (f appelée générateur), T un temps déterministe fini fixé
(appelé aussi ’horizon), La variable aléatoire £ est Fr—mesurable et carré intégrable ;

(f,T,&) sont des paramétres de . Une solution est un couple (Y, Z¢)gc,cp de



Introduction

processus adaptés a la filtration {F;}+>0, qui ont certaines propriétés d’intégrabilité,
en fonction du cadre imposé par le type d’hypotheéses sur f. Afin de simplifier les
notations, nous écrivons parfois (Y, Z) pour le processus (i, Z;)y<,<p- Les ESDRs
non linéaires ont été introduites pour la premiére fois par Pardoux et Peng [10].
Lorsque f est lipschitzienne par rapport aux variables Y et Z et £ est de carré
intégrable, une solution est un couple de processus adaptés carré intégrables. Dans
ce cadre, Pardoux et Peng ont donné les premiers résultats d’existence et d’unicité
pour les EDSRs d-dimensionnelles. Depuis lors, les EDSRs ont été étudiées avec
un grand intérét. En particulier, de nombreux efforts ont été faits pour assouplir les
hypothéses sur le conducteur ; par exemple, Lepeltier et San Martin [§] ont prouvé
I’existence d’une solution pour les £ DS Rs unidimensionnelles lorsque le coefficient

est seulement continu avec une croissance linéaire.

L’objectif de cette mémoire est de fournir quelques d’étails sur les méthodes usuelles

utilisées dans cette mémoire :

— dans les différentes preuves d’existence dont nous nous inspirerons, la procédure
consiste essentiellement & justifier successivement les étapes suivantes : 1’existence
d’estimations a priori pour toute solution (Y, Z). Tout processus Y solution d’une
telle EDSR est ainsi comparé a la solution d’une équation différentielle ordinaire.

— La construction d’une suite de solutions (Y, Z") a des EDSRs classiques (avec
des générateurs [ suffisamment réguliers, i.e lipschitziens par rapport a y et z) :
cette étape consiste en I'approximation du générateur par une suite monotone (f™)
de générateurs satisfaisant les hypothéses classiques.

— la justification d’un résultat de stabilité par monotonie : la propriété de monotonie
est obtenue en exploitant les résultats de comparaison établis dans le cadre stan-
dard et ce résultat de stabilité repose essentiellement sur la convergence (forte)

dans L? (W) de la suite de processus (Z") construites a I'étape précédente.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :
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Le premier chapitre : Ce chapitre est essentiellement une sorte d’introduction,
ayant pour but de mettre en relief les outils de notre étude, on va présenter une
foule de définitions, propositions, théorémes faits sans démonstrations et des
résultats de bases du calcul stochastique : Processus stochastique, Espérance

conditionnelle, Martingale, Mouvement Brownien... etc.

Le deuxiéme chapitre : Ce chapitre est de présenter briévement le résultat d’exis-
tence et dunicité de la solution d’'une FDSR dont les coeffcients sont Lipschit-
ziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 [10], avec le

générateur f non linéaire et une donné terminale de carré intégrable.

Le troisiéme chapitre : Ce chapitre est d’étudier les E DS Rs a croissance quadra-
tique qui reposent principalement sur les résultats des £ DS Rs unidimension-
nels car ce cadre est nécessaire pour déterminer le résultat de la comparaison

et les résultats d’existence et d’unicité.



Chapitre 1

Généralité sur le Processus

stochastique

Dans ce chapitre ,on sintéresse a la notation d’une calcul stochastique utiles pour
ce travail, dans la suite (€2, F,[P) un espace probabilié¢ complet et (F,¢) un espace

mesurable. Pour plus de détails voir cour de Jeanblanc [5],.et le livre Philippe Briand

3],

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Tribu ou-c-algébre) Une tribu F sur Q) est une famille de par-
ties de 2 vérifiant :

1) Qe F

2) VA € F=A° € F ( Stabilité par passage au complémentaire ).

3) (An)neny C F= (U An) € F ( Stabilité par union dénombrable ).

neN

Définition 1.1.2 (Variable aléatoire (v.a)) On appelle variable aléatoire (réelle)
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X (Q,F) — (R,B(R)) tout application mesurable, c’est -a-dire :
{fweQ:X(w)e By ={X € B} € F,VB €, B(R)

ou :

VB € B(R), X Y(B) € F,

i) (R, B(R)) est un espace mesurable.

ii) B(R) est la tribu borélienne.

Définition 1.1.3 (Tribu engendrée) La tribu engendrée par une v.a X définie

sur (2, F) est l'ensemble
o(X)={X"(B),VB € B(R)}.

Définition 1.1.4 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une fa-
mille {Xy,t € I} des variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité
tel que lindice t est souvent interprété comme le temps.
1) Si I C N on dit que le processus est a temps discret.

2) Si I C R on dit que le processus est a temps continu.
Définition 1.1.5 (Filtration) On appelle filtration (F3),, de (2, F,P) une famille

croissante de sous tribu de F, i.e :

FsCF, CF, Vs<t.

Le quadruplet (Q,}" , (.7-}),520 ,]P’) est appelé espace de probabilité filtré.

Remarque 1.1.1 Un espace de probabilité (Q, F,P) muni d’une filtration (ft>t20

est satisfait les conditions habituelles si :
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i) F est compléte : si BC Ae F et P(A) =0 alors B € F.
ii) Fy contient tous les ensembles P—négligeables de F.

iii) La filtration est continue & droite i.e :

Fi=F = N Fs, Vt > 0.

s>t

Définition 1.1.6 (Processus a trajectoire continue) On dit que le processus X
est a trajectoires continues (ou est continu) si les trajectoires t — X, (w) sont conti-
nues pour presque tout w.

i) Un processus X est dit cadlag (continu & droite et pourvu de limite & gauche) si
ses trajectoires sont continues a droite et pourvues de limites a gauche pour presque
tout w.

ii) Un processus X est dit caglad (continu & gauche et pourvu de limite & droite) si
ses trajectoires sont continues a gauche et pourvues de limites a droite pour presque

tout w.

Définition 1.1.7 (Processus mesurable) Un processus stochastique (X),~, est

dit mesurable si 'application:

X & [0,00[x Q — RY
(t,w) = X (w),

est mesurable par rapport a B ([0, 00[) @ F; et B (R?).

Définition 1.1.8 (Processus adapté) Un processus stochastique (X;),, est dit

adapté par rapport a la filtration (]:t)tzo st pour tout t > 0, X, est Fy—mesurable.

Définition 1.1.9 (Processus progressivement mesurable) Un processus stochas-

tique (Xy),5, est progressivement mesurable par rapport & (F),sq si pour tout t >0
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Uapplication :

X : [0,t] xQ— R?
(s,w) = X (w),

est mesurable par rapport o B ([0,t]) @ F; et B (R?).

Définition 1.1.10 (Modification et indistinguable) Soient (X;),., et (V;),5, deux
processus stochastique définies sur méme espace (2, F,P), on a :
i) X est une modification de Y si, pour tout t > 0, les variables aléatoires X; et 'Y,

sont égales P — p.s :

VE>0, P(X,=Y,) =1

ii) X et Y sont indistinguables si, P — p.s, les trajectoires de X et de Y sont les

mémes c’est & dire :

P(X, =YVt >0)=1.

Définition 1.1.11 (Temps d’arrét) Soit 7 une variable aléatoire o valeurs dans
R,. 7 est un (Ft) 50 —temps d’arrét si, pour tout t, {T <t} € F;.
Si T est un temps d’arrét, on appelle tribu des événements antérieurs a T la tribu
définie par

Fi={AeF,, An{r<t}eF, Vt>0}.

Proposition 1.1.1 Soit 7 un temps d’arrét. St X est progressivement mesurable, le

processus arrété X7 ( défini par X] = X ns) est progressivement mesurable.

1.2 Martingale

Définition 1.2.1 (Martingale, sous-martingale et sur-martingale) Un proces-

sus (Xt)tzo est dit martingale, sous-martingale ou sur-martingale st :
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i) Pour tout t > 0, X, est F;-mesurable.
ii) Pour tout t > 0, X, est intégrable i.e. B (| X;|) < oc.
iii) Pour tout 0 < s <t, on a :

1) (Xi);>o est une martingale si :

E[X; | Fs] = X5, P—p.s.

2) (Xi),5 est une sous-martingale si :

E[X; | Fs] > X5, P—p.s.

3) (Xi);5 est une sur-martingale si :

E[X; | Fs] < X,, P—p.s.

Définition 1.2.2 (Semi-martingale) Une semi-martingale X est un processus réel,
adapté et cadlag qui s’écrire de la forme : X = M + A ou :
-M est une martingale locale.

-A est un processus réel, cadlag et a variation finie.

1.3 Mouvement Brownien

Définition 1.3.1 (Mouvement Brownien (MB)) On appelle mouvement Brow-
nien un processus stochastique (I/Vt)t20 a valeurs réelles telle que :

i) La fonction t — Wy (w) est une fonction continue P — p.s,

ii) pour 0 < s < t, Wy — W est indépendant de la tribu o {W,,u < s} et de loi

gaussienne centrée de variance (t — s),
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iii) pour 0 < s <'t, la loi de Wy — W est identique a celle de Wy_; — W

Remarque 1.3.1 Un mouvement Brownien est dit standard si :
Wo=0, P-psE[W,]=0 et E[W? =t.

Propriété 1.3.1 Soit W est un mouvement Brownien, on a :
i) t — W, (w) est continu,
ii) t — W, (w) n'est pas dérivable en aucun point,

iii) ¢ — W, (w) n’est pas a variation finie sur aucun intervalle [0,¢].

1.4 Intégrale d’It6

On se donne un espace de probabilité (€2, F,P) et un mouvement brownien W sur
cet espace. On désigne par F; = o (W, s < t) la filtration naturelle du mouvement

brownien.

On définit I'intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien di & It6 de

la forme :

[xoaro,

ott (Wt),5¢est un mouvement Brownien, et (X;),., un processus stochastique répon-

dant & certains criteres d’intégrabilité.

Définition 1.4.1 (Processus d’Ito) On appelle processus d’Ito6 un processus X a

valeurs réelles telle que :
t t
Xe=Xo+ / bsds +/ o, dW (s), P—p.s. ¥Vt € [0,T].
0 0

On Xq et Fo-mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurable véri-
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fiant les conditions, P—p.s.

t t
/ |bs| ds < o0, et / |0, ds < oo.
0 0

On utilise la notation plus concise suivante :

dXt = btdt + O'tdW (t) s
XO - O

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

1.5 Formule d’It6

Théoréme 1.5.1 (Premiére formule d’1t6) Supposons f de classe C*. Alors :

t / 1 t "
PO = £+ [ F )axcg [ () ot
0 0
Cette formule s’écrit sous forme condensée

df (X)) = f (X,) dX, + % f(Xy) okdt
= <fl (X¢) by + %f” (Xy) Ut2> dt + f/ (Xy) o dW,

= [ (X,) bydt + % f (X)) d(X), + f (X) o, dW,.

Avec la table de multiplication :

dt | dW,
dt 010
dW, |0 | dt

10
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Théoréme 1.5.2 (Deuxiéme formule d’It6) Soit f une fonction définie sur R, x R

de classe C' par rapport a t, de classe C? par rapport & v. On a :

£ = 00+ [ L X)X+ [ s XDds+ 5 [ s X ot

On peut écrire cette formule sous la forme différentielle :

df (ta Xt) = (ftl (tv Xt) + %f;m (t’ Xt) 0-152) dt + f:}lc (ta Xt) dXt

= X b+ (4 X0 X+ 3 0 (X0 d(X),

/ ! 1 " /
= (ft (t, Xt) + f:r (t, Xt) bt —+ §fxcﬁ (t, Xt) O-tQ) dt + fx (t, Xt> O'tth.

Proposition 1.5.1 (Formule d’Intégration par partie) Soient X etY deux pro-

cessus d’Ito, alors :

t t
Xth=X0Y0+/Xde:Jr/stXer(X,Y)t,
0 0

cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

1.6 Reésultats utiles

Théoréme 1.6.1 (Représentation des martingales Browniennes) Soit (F;)o<i<r
la filtration naturelle du mouvement Brownien standard (Wy)o<i<r. Soit M une mar-
tingale (cadlag) de carré intégrable par rapport o (Fi)o<i<r- Alors il existe un pro-

cessus unique adapté H tel que :

T
E [/ Hfds} < 00,
0

11



Chapitre 1. Généralité sur le Processus stochastique

et, pour tout t € [0, T],
t
M, = M, +/ HdW, P—ps.
0

Le théoréeme de représentation des martingales Browniennes, appelé aussi théoréme

de représentation des martingales d’Ito.

Théoréme 1.6.2 (Inégalités de Burkhoder-Davis-Gundy"BDG") Soit p > (
un réel : Il existe deux constantes c, et C, telles que, pour toute martingale locale

continue X, nulle en zéro,

[NIS]

o [(x.X)5] <B {sup |Xt|p] < [(x.x)

00
t>0

Remarque 1.6.1 En particulier, st T > 0,

sup |Xt|p

0<t<T

¢, B [(X, X>§] <E < C,E [(X, X>§] .

Lemme 1.6.1 (Lemme de Gronwall) Soit T > 0 et g une fonction positive me-

surable bornée telle que :

g(t) <a+ boftg(s)ds,

pour tout t < T, ott a et b sont des constantes positives. Alors :
g(t) < ae’ Wt < T.

Théoréme 1.6.3 (Théoréme stochastique De Fubini (voir ([4]))) Supposons

que (E,¢) est un espace mesurable et soit

¢: <t7w7aj) _>¢(t7w7x)7

12
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une application mesurable de (Qr x E,Pr x B(E)) dans (L3, B(L3)). On suppose

en outre que :

/ 116 (w0, 2) [l 1 () < +00,
E

alors P — p.s,

T T
[ [etoaw®|uam=[| [o¢0u@|are.
E LO 0 LE
Proposition 1.6.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Soient X etY deux variables

aléatoires de L? on a :
[XY < ([X2ds)? ([Y2ds)® .

Théoréme 1.6.4 (Théoréme du point fixe) Soient (E,d) un espace métrique com-
plet et p : E — E une application contractante, i.e.lipschitzienne de rapport k <1 :

Alors, ¢ admet un unique poit fivze a € E tel que p(a) = a.

Théoréme 1.6.5 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (X,,),>1
une suite de variables aléatoires convergeant p.s vers X. Supposons qu’il existe une
variable aléatoire Y intégrable telle que | X,| <Y, alors E(X,,) converge vers E(X),

(i.e B]|X, — X|] — 0 quand n — oc.).

Proposition 1.6.2 (Inégalité de Young) Soienta > 0,b>0etp>1,1<qg<

+00 deuxr exposants conjugués i.e.]lJ + % =1 Alors :

aP b
ab < —+ —.
p q

Proposition 1.6.3 (Inégalité de Hélder) Soient p, ¢ € [1,4+00] des exposants

13
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CONJUGueés .<i.e % + % = 1) si f, g sont des applications mesurables, alors :

1Fglly < [1F11, llgll, -

En particulier, l"inégalité de Holder (dans le cas p = 2) donne l'inégalité de Cauchy

Schwarz [(f | )l < |[f1l2 [lgll-

Théoréme 1.6.6 (Inégalité de Doob) Si (X;);cpm est une martingale continue,

on a, pour toutT >0 :

p
E { sup \Xtr”] < (%) sup B (X ["), Vp> 1.

0<t<T 0<t<T

Théoréme 1.6.7 (Formule de Tanaka) Soit X une semimartingale continue .1
existe (L?)tzm a € R processus croissant continu, appelé temps local en a de la

semimartingale X, tel que :

t
1
0

t
- - 1
(X —a)” =(Xo—a)” — / 1ix,>aydX, + iLi‘
0

t
| X; —a| = |Xt—a|+/ sgn (X, —a)dX, + L}
0

ou :
1 st x>0,
sgn =
-1 stz <0.

De plus, la mesure (de Stieltjes) dL{ associée LY est portée par {t € R : X; = a}.

14



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades (EDSR)

L’objectif de ce chapitre est de présenter le résultat d’exisetence et d’unicité de
la solution d’une équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs). Ce

résultat a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 [10].

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs) ont été introduites
pour la prmiére fois dans le cas linéaire dans un travail de J.M.Bismut [I]. Les
EDSRs sont un nouveau type d’équations différentielles stochastiques (EDS) qui
ne peuvent pas étre traitées par les méthodes usuelles pour les EFDSs. Une des
principales raisons est qu’on ne pute pas renverser le "temps". Pour plus de détails

voir cour de [3].

2.1 Présentation du probléme

Soient (2, F, {F:}t>0,P) un espace probabilisé filtré, et variable aléatoire £ mesu-
rable par rapport a Fr, avec T le temps terminal. On voudrait résoudre ’équation

différentielle suivante :
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

—dY, = [(Y)dt, Vtel[0,T),
Yr = &

En imposant que, pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur apres ¢ c’est a dire
que le processus Y soit adapté par rapport a la filtration {F;}+>o. Prenons 'exemple
le plus simple a savoir f = 0. Le candidat naturel est Y; = £ qui n’est pas adapté si
& n’est pas déterministe. La meilleure approximation (disons dans L?) adaptée est la
martingale Y;= E(£ | F;). Si on travaille avec la filtration naturelle d’un mouvement
brownien, le théoréme de représentation des martingales browniennes permet

de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel que :
t
Y, = B¢ | ] = B¢+ [ Z,dWs,
0

etona:

T
YT: E[€]+stdWsa
0

donc :

t T
Y, = Yr = [Z,dW, — [Z,dW,
0 0
t t T
[ Zaw, - < [Z.aw, + fZSdWS)
0 0 t
T
= _stdWS7
t
ce qui implique,
T
Y =Yy — [Z.dW,,
t

et pour Yy =&, on a:

T
Y, :g_stdWs
t
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Ceci est L’EDSR simple sous sa forme intégrable. La forme différentielle de cette

équation est :

—dY, = —Zi dW,, vV 0<t<T,

Yr = &.
On voit donc apparaitre sur I’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le
processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.Par conséquent, comme
une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité, on permet a

f de dépendre du processus Z ; I’équation devient donc :

_d}/t - f(t7Y;f7 Ztu) - thWt7 V 0 S t S T7

Ou de fagon intégrable :

T T
Y, =&+ [f(s,Ys, Zy)ds — [Z,dW,,V 0 <t <T.
t t

2.2 Notations et définitions

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité complet et W un MB d—dimensionnel
dans (RY) sur cet espace (i.e : W = {W{ 0 <t 0<i<d}). On notera {F;};>0 la
filtration naturelle du MB W (i.e : F; = o(Ws; U N,0 < s < t)). On se donne 7" un
temps déterministe fini fixé (appelé aussi ’horizon). On travaillera avec les espaces

de processus suivante :

1) S?(RF) : I'espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurables, &

valeurs dans R*, tels que :

1Y) : =E l sup |Y;|21 < 0.
0<t<T
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2) S?(R¥) : le sous-espace formé par les processus continus.

3) M2(R**4) : celui formé par les processus Z, progressivement mesurables, & va-

leurs dans R¥*4¢ tels que :
T
1Z|3e: =B Lf”ZtHth] < o0,

o si z € RF¥4 ||z || = trace(zz*).
4) M2(R™?) désigne Pensemble des classes d’équivalence de M2(R"™%).

R* et R**4 seront souvent omis ; les espaces S%, S? et M? sont des espaces de Banach

pour ces normes.
Nous désignerons /82 l'espace de Banach S2(R¥) x M2(RF%).

Dans ce chapitre, ensuite on définit f une application aléatoire :

fooo0,T] x Q x RF x RFxd , Rk,

(tawaysa Zs) - f<t7w7y57zs)‘

Telle que, pour tout (y, z) € R* x R¥*4 le processus { f(t,y, 2) }o<t<T S0it progressive-
ment mesurable. On considére également une variable aléatoire &, Fr—mesurable et a
valeurs dans R¥. On donne 1’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

suivante :

~dY, = f(t,Ys, Z)dt — ZdWs, ¥ 0<t<T,

Ou, de facon équivalente, sous forme intégrale :

T T
Vi = &+ [f(s,Ys, Zo)ds — [Z;dW,, ¥V 0<t<T, (2.1)
t

t
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ou :
f o [0,T] x Q x R* x R¥*d — RF
£ Q= Rk
Sont données présentons solution de 'EDSR (2.1 telle que la fonction f s’appelle le

générateur de VEDSR, et £ la condition terminale carré intégrable (i.e & € L*(Fr)).

Définition 2.2.1 Une solution de 'EDSR est un couple de processus {(Yy, Z;) bo<i<r
vérifiant :

1) Y et Z sont progressivement mesurables a valeurs respectivement dans R* et R*¥*4;

2) P—p.s.

T

J (s, Yo ZO| + 1 Z|} ds < oo

0
1.€:

r 2

B[ {1£(s. Ys, Z)| + IZ,I} ds] < oo

3) P—p.s, ona:

T T
Vi =&+ [f(s,Ys, Zs)ds — [Z,dW, V0 <t < T.
t t

Remarque 2.2.1 Il est important de retenir les points suivants :

i) les intégrales de ’équation étant bien définies;

ii) Y est une semi-martingale continue, progressivement mesurable donc, il est adapté.
En effet Y écrit sous la forme Y, = M, + A; telle que M, est un martingale local
et A; est un processus stochastique a variation finie. En effet on a 'Y est continue

t

car Y € S2(RF) et telle que Ay = [[f(s,Ys, Zs)ds est un processus stochastique a
0

variation finie ow :

<j‘f<57}/57 Zs)d87 jf(sa}/sa Zs)ds> =0< o0,

0 0
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t

et My = — f ZdW est un intégrale d’Ité alors est martingale, et comme tout mar-
0

tingale est un martingale locale ;

iii) Yy est Fy—mesurable alors, Yy est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons mon-
trer, que sous une hypothése relativement faible sur le générateur f, le processus Y

appartient a S>.

Proposition 2.2.1 Supposons qu’il existe un processus ( ft)ogth: positif, apparte-

nant o M*(R) et une constante positive \ tels que :

V(t,y,2) € [0,T] x R* x R™? [ f(t,y, 2)| < fi + A(lyl + ||z])).

Si {(Yy, Zt) Yo<i<r est une solution de 'EDSR telle que Z € M? alors Y

appartient a S2.

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall (voir : [1.6.1])

et du fait que Yj est déterministe. En effet, on a :

t t
E:%_ff<87}/37zs)ds+fzdeS7 VOStST7
0 0

donc :
t t
Yyl < Yol + | [f(s, Y, Zs)ds| + | [ Z.dWs|
0 0
et par suite, utilisant I’hypothese (2.2.1))sur f on a :
T t
Vil < Vol | [ £+ AVl + 1 Z)ds| + sup | [Z,aw.,
0 0<t<T |0
T t t
< Yol + [(fs + M| Zal)ds + sup |[ZdW,| + AJ |YVi]ds.
0 0<t<T |0 0
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On Pose :

T
K = Yol + [(fs + M| Zs|Dds + Sup
0

<t<T

t
[ Z,dw,
0

Donc :

t
Vi < K +A[[Y|ds.
0

Par hypothese, Z appartient a M? et donc, d’apres I'inégalité de Doob (1.6.6]), on a :

2 T
E(Sup >§4E <szg||ds).
0<t<T 0

( i.e le troisiéme terme Z,dWy est de carré intégrable ); il en est de méme pour

t
[ Z.aw,
0

(ft)o<i<r> €t Yo est déterministe donc de carré intégrable; il s’en suit que K est une
variable aléatoire de carré intégrable.

Comme Y; est un processus continu qui vérifié,
t
V| < K + \[|Yy]ds.
0
D’aprés le lemme de Gronwall (|1.6.1]), on obtient :
Vi < Ke,

d’ou :

sup |Vi| < Ke,
0<t<T

comme K est de carré intégrable, alors Y appartient & S%. m

t
Lemme 2.2.1 SoientY € S*(R") et Z € M2(R*?). Alors { [Y\.ZdWs,t € [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.
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Preuve. En combinant les inégalités de BDG :

[ /T 3
) < cm|(fwrizr ) ]
0

I T 3
< CE <sup |Y}|2fHZSH2d5) ]
0<t<T 0

t
[ (Y, ZodW,)
0

sup
0<t<T

T 3
< CE | sup |Y{| <[\|Zs||2ds) ]
0<t<T 0

t 1 T
[(Ys, ZdW,,) > < CE lﬁ ( sup |Yt|2+f\|Z||2ds>]
0<t<T 0

0
T
< (E { sup |Y;|2} +E {f IIZSHstD
0<t<T 0

|

Et d’aprés [inégalité de Young (1.6.4 ( b< “7 +

sup
0<t<T

< Q.

¢ t
OuC' = %C’, et [(Ys, ZsdWs) est une martingale donc B {f (Ys, ZSdWS>} =0.
0

0
Puisque cette derniére quantité est finie par hypothése ; d’ou le résultat. m

2.3 Le cas Lipschitz

2.3.1 Le résultat de Pardoux—Peng

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité.
Ce résultat est dit & E.Pardoux et S. Peng [10] ; c’est le premier résultat d’existence

et d’unicité pour les EDSRs dans le cas ou le générateur est non-linéaire.
Voici les hypotheses sous lesquelles nous allons travailler.

Hypothéses : 1l existe une constante A telle que P — p.s.,
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1. condition de Lipschitz (uniforme) en (y, z) : pour tout ¢,y,y/, z, 2’ :
[fty,z) = 6y, 20 < Ally — ol + I = Z'I]);
2. condition d’intégrabilité :
2, 2
E |[€[* + [ 1f(5,0,0)]" ds| < oo.
0

Cas simple : Nous commengons par un cas trés simple, celui ou f(t,y,z) = F; ne
dépend ni de y ni de z i.e, on se donne & de carré intégrable et un processus (F3), <t<T

dans M?2(R") et on veut trouver une solution de 'EDSR

T T
Vi=¢&+ [Fuds — [ZdW,, VO<t<T. (2.2)
t t

Lemme 2.3.1 Soient § € L*(F) et (Fy)yoyer € M*(R¥). L’'EDSR posséde

une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

Preuve.
L’existence : Supposons que (Y, Z) est une solution de (2.2)) telle que Z € M?. Si

on prend l'espérance conditionnelle sachant F;, on a alors, pour toute ¢t € [0, 7],

Vi =EY: | F)

T T
=E (5 + [Fuds — [Z,dW, | 7—})
t t

T T
—E(§+stds|.7:t) _E(stdWs‘Ft>7
t t

on a :

T T t
E ( [ Zdw, | ]-"t) —E ( [ZdW, — [ ZdW, | ]-"t) — 0,
t 0 0
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T
Puisque f Z,dW, est une martingale nulle en 0. Alors :
t

T
Yt:E<£+fFSds|}}).
t

On définit donc Y a laide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Re-

marquons que, d’apres le théoréme de Fubini ([1.6.3)), comme F' est progressivement
t

mesurable, [Fids est un processus adapté a la filtration (F) ., ; en fait dans S?
J <t<

puisque F' est de carré intégrable. On a alors, pour tout ¢ € [0, 77,

T t T t
Y,=E (g + [Fds — [Fds | }}) “E <fZSdWS — [ZdW, | ]—“t>
0 0 0 0
T ¢
=FE (f—l—stds | .7-}) — [Fyds,
0 0
on posons
T
Mt:E(ngstdsm) .
0

Donc :

t
Y, = M, — [F.ds.
0

M, est une martingale brownienne de carré intégrable ; par le théoréme de représenta-
tion des martingales brownienneson on construit un processus Z appartenant
a M? tel que :
M, =E (Mr) + fZSdWS.
0

Donc :

t
Y, = M, — [F.ds
0

t t
— E (M) + [ Z.dW, — [ F.ds.
0 0
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t t
— Yy + [Z.dW, — [F.ds.
0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée

puisque comme Y7 = &,

Y- Yr=Y—¢
t t T T
= M, + fZSdWS — stds — (MO + stdWS — stds)
0 0 0 0

t t T
Fuds — [Fuds + [ ZdW, — [ Z.dW,
0 0 0

T
Fuds — [ Z.dW,.
t

Alors :
T T
Y, :£+stds — stdWs.
t t

Unicité : L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?2.

Supposons que (Y, Z;) et (Y}, Z}) sont deux solutions de 'EDSR 1} et Yyp=Yr=¢
et Fy = F..

Solent Y =Y — Y, et Z=2— 7, alors :

A T ~
Y, = [ZdW, NO<t<T. (2.3)
t

Nous allons prouvés que : Y; = Y/ et Z; = Z]; dP x dt. P—p.s. En effet, premiérement

écrivons :

A T ~ t ~
Yi = [Z,dW, — [Z,dW,,¥0 <t < T,
0 0
on applique I'inégalité martingale de Doob (|1.6.6)), pour p = 2 on trouve :

~

Y

2 t
E{sup ] < 2[Zyds < oo.
0

0<t<T

2} < 4E HY/T
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. 12
On applique la formule d’'Ito 1) telle que h(Y;) = |Y;| ,det a T ,donc :

~ ~ |2 A 1 ~
an(Yy) = d || = 2¥idVi+2(5d (Vi) )
t

= 2V,dY, + || 2" dt.

En passant a l'intégrale et comme Yy =0, alors :

T | .2 T T o
Jd|Yo| =2[YidY, + [ || 2| ds
t t t
12 T /A 9
0— Vi =2[VdY, + [ ||Z| ds,
t t

ou d’aprés ([2.3) on conclut

= —Z,dW,
Alors :
st As = _YSZVdes
Donc :
12 T . T 9
— V3| =2f =Y, ZdW, + [||Z| ds
t t
Alors :
AN 12 /A 9
2[Y, Z,dW, = Y| + [ || Z|| ds.
t t

T
En passe a l'espérance mathématique et comme [Y;Z;dW, est un intégrale d’Ito,
t

T A ~
donc E [fY;ZSdWS] =0, alors :
t

?|

Y,

2+f{{25\\2ds] o,
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c’est-a-dire :

~ |2 N
Y,| =0alors Y;=0dP — p.s

T

J ||Zs“2ds =0dP — p.s, alors Z, = 0 dPxdt — p.s
t

alors dPxdt — p.s

7 = 7.
Ceci démontre 'unicité de Y et Z. =

Nous montrons a présent le théoréme d’existence de Pardoux et Peng.

Cas ou f dépend de Y et 7
Théoréme 2.3.1 (Pardoux-Peng90 [10]) :

Sous 'hypothese , 'EDSR posséde une unique solution (Y, Z) telle que
Z e M.

Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe dans l’espace de Banach BZen
construisant une application ¥ de B* dans lui-méme de sorte que (Y, 7) € B? est
solution de 'EDSR si et seulement si (Y, Z) est un point fixe de ¥.Pour
(U,V) € B%, on définit (Y, Z) = ¥(U,V) comme étant la solution de 'EDSR :

T T
Vi =&+ [f(s,Us, Vi)ds — [Z,dWy, VO <t <T.
t t

Remarquons que f ne dépend ni de Y ni de Z alors 'EDSR posséde une unique
solution qui est dans B%.En effet, posons F, = f(s,Us, V). Ce processus appartient

a M? puisque, f étant Lipschitz,

|Fs| S ‘f(S, U57Vs> - f(3’070>| + |f(87070)|

< [f(5,0,0)[ + AU + A VAl
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et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appli-
quer le Lemme(2.3.1]) pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M2.(Y, Z)

appartient B2 : I'intégralité de Z est obtenue par construction et, d’aprés la Propo-

sition (2.2.1)), Y € 82. L’application ¥ de B? dans lui-méme (i.e ¥ : B2 — B2 ) est

donc bien définie. Soient (U, V') et (U, Vo) deux éléments de B> et (Y, Z) = U(U, V) ,
(Y',Z) =W, V') . Notonsy=Y —Y'et z=2—-2"Ona,yr=§—-§=0et:

dy; = —{f(t, U, Vi) — f(t, U}, V{) } dt 4 2, dW.
Soit & > 0.4 choisir plus tard. On applique la formule de Ttd & ce® |y, ]2 pour obtenir :

(e [y,*) = ae® |y|* di + 2e || dyr + 52€°d (y),
= ae® |y |* dt — 2e°" [y [{ £ (t, Ur, Vi) — f(t, U], V) } dt + zd W]
+e2 ||z || dt
= ae® |y[* dt — 2¢°* |ye| [{£(8, U, Vi) = f (£, U}, V) } dt]
26 |y| 2 dW; + €2 || 2| dt
= e (alyel® = 20 [{F (8, Up, Vi) = f(£, UL, V))Y]) dt

2et |yt’ thWt + e HZtH2 dt.

Par conséquent, intégrant entre ¢ et T, on obtient :

tfd(e‘“ [ys/%) = [ (alysl® = 25 [{f (5, U, V) = f (5, UL V))}]) dls

2% |y, | zsdW —I—feo‘s |zs| ds

”%ﬂw%%”%ﬂ@%.ﬂ”%ﬁm%ﬂ

Ty * — e [yl e (alysl® — 24 [{f (5, U, Vi) = f(s. UL VDY) ds

e®® |ys| zsdWy + feo‘s ||zs|| ds

—e® [y, |* e (alys)* = 2y [{£ (5. Us, Vi) — f(s, UL, VD)Y]) ds

e |ys| zsdW, + fe"‘s HzSH ds.
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Donc :
o L 2 r 2 r
e |yl ™+ [ €™ ||25]| " ds = [e** (—a lys|™ + 2ys [{f(s,Us, Vi) — f(s, UL, VS')}]) ds— [2e**ysz,dWs,
t t t
et, comme [ est Lipschitz, il vient, notant u =U —U' et v =V — V'
s L 2 L 2 L
eyl 4 [ ||zal|” ds < [ —a [yl ™+ 2X [ys] [us] +2X |y s ds — [2e**y 2,dW.
t t t

Pour tout € > 0, on a 2ab < % + eb?, et donc, I'inégalité précédente donne

t 2 £ 2 £ 2/\2 2 £ T 2 2
el [ Mzl ds < e (mat——) lys|" ds— 2y, z,dWte [ (Jus| "+ v, [P} s,
t t t t

T
et prenant o = 22 on a, notant R, = e [ (Jus|” + ||vs ) ds,

e
t

T T
e yl® 4+ [ ||z ds < R. — 2[ ey 2,dW,, ¥t € [0, T]. (2.4)
¢ ¢

T
D’aprées le Lemme (2.2.1)), la martingale locale { / easyszSdWS} est en réalité
0 te[0,T]

T
une martingale nulle en 0 (z’.e E [ f easyszdesl = 0) puisque Y, Y’ appartiennent
0

a S%et 7, Z' appartiennent a M?. En particulier, prenant I'espérance ((ce qui fait
partir Uintégrale stochastique via la remarque précédente)), on obtient facilement,
pour t = 0,

A 2 T 2

E {f@o‘s || ds} +E {feo‘s IEA| ds] <EI[R.].
0 0

Ce que implique,

B[ Il ds] < BR. (25)

Revenant a 'inégalité (2.4), les inégalités BDG fournissent (avec C' universelle),
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T , 3
(gkﬁa5|y5| HzJIds>

y T 5
mmwm(ﬁwwm),
o<t<T 0

E [ sup e |yt|2} <E[R.]+ CE

0<t<T

<E[R.] + CE

VIS

), avec a = sup e |y et

et d’aprés l'inégalité de Young (|1.6.2 ( b < “7 +
0<t<T

T 5
= ({eas || 2]l ds) )

1 C?
B | sup o | <BIRI5E | sup e ] + S8 |ferr i as].

0<t<T 0<t<T 0

Prenant en considération I'inégalité ([2.5]), on obtient finalement

i 1 1 C?
E | sup e |yt|2 < E[R.] =E { sup e \yt|2} + —E {f |zl ds]
0

Lo<t<T | 2 |o<i<T

L at 2- c? - as
—E | sup e |y|”| <E[R]+ —E | [€* | 2] ds
2 lo<i<r ] 2 o

' . T
E | sup e |y|?| < 2E[R.] + C°E [feas || 25| ds]
lo<t<T | 0
, T : T T
E { sup e |y } +E [feo‘s |zl ds| < 2E[R.] + C*E {feo‘s (EA| ds] +E {feas (EAL ds]
| 0

0<t<T 0

E { sup ey l” + feo‘s |zs|lds| < 3E[R.] + C*E[R.].

0<t<

Donc :

E [ sup_ e Jy,|* + feas IEA ds} <(B+CHE[R],
0<t<

et par suite, revenant a la définition de R, on a :

E { sup e |y,|? +fe°‘8 |zs|ds] (3+CHE |:Ef€as |us|? + ||vs]|?)ds

0<t<T
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T T T
E | sup eo‘t|yt|2+feo‘s 2]l ds| < e(3+ C*)E | [e** |us|2ds+feas ||U5||2d5:|
0 0

0<t<T Lo

r T T
<e(3+CHE e uy)? [ds + [e* ||vg|? ds}
0 0

- T
<e(34+ CHE | ju [>T + [ ||vs)? ds]
0

T
<e(3+CHAVTE {eat ue> + [e |vs)? ds} :
0
Alors :

T T
E | sup e |y |* + [ ||z]| ds| < e(3+C*)(1VT)E [ sup e |uy|* + e ||vs]| ds} :
0<t<T 0 0<t<T 0

Prenons ¢ tel que e(3 + C?)(1VT) = %, de sorte que I'application ¥ est alors une

contraction stricte de B2 dans lui-méme si on le munit de la norme

0.V, =B | sup |02 + [eos Vi1 ds]| .
0<t<T 0
qui en fait un espace de Banach, cette derniére norme étant équivalente a la norme
usuelle correspondant au cas o = 0. ¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui
assure 'existence et 1'unicité d'une solution de 'EDSR ({2.1) dans B. On obtient
ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la Proposition implique

qu’un telle solution appartient & 3%. =

Remarque 2.3.1 A partir de maintenant et sans plus insister, lexpression « la

solution de 'EDSR » signifiera la solution de 'EDSR vérifiant Z € M?>.

T
Le role de Z : Le role de Z, plus précisément celui du terme [Z,dW; est de rendre
t

le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

31



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

2.4 Théoréme de comparaison

2.4.1 EDSR linéaires :

Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des £ DS Rs linéaires pour les-
quelles nous allons donner une formule plus ou moins explicite. On se place dans le
cas k =1, Y est donc réel et Z est une matrice de taille 1 X d c’est & diren un vecteur

ligne de dimension d.

Proposition 2.4.1 Soit {(as, b;) }o<t<r un processus a valeurs dans R x R?, pro-
gressivement mesurable et borné. Soient {c;}o<i<r un élément de M?(R) et & une
variable aléatoire, Fpr—mesurable, de carré intégrable, a valeurs réelles. L’EDSR
linéaire

T T
YV, = &+ [{aYs+ Zbs + ci}ds — [Z,dW,
t t

posséde une unique solution qui vérifie :
T
Y, = FJIE(SI‘T—FICSFSdﬂ}}), V 0t T,
t

avec,
t t t
I, = exp (bedWS— %f]bSIst—i—fasds) , ¥V 0<t<T.
0 0 0
2.4.2 Théoréme de comparaison :

Ce paragraphe est consacré au « théoréme de comparaison » qui permet de comparer
les solutions de deux EDSR (dans R) dés que l'on sait comparer les conditions

terminales et les générateurs. Ce théoréme est da a l'origine a S. Peng [IT].

Théoréme 2.4.1 Supposons que k = 1 et que (&, f), (¢, f) vérifient Uhypothése
. On note (Y, Z) et (Y',Z') les solutions des EDSRs correspondantes. On
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

suppose également que P —p.s. £ < & et que f(t,Y, Z) < f'(t, Y, Zy) m QP — p.p.

(m mesure de Lebesque). Alors,

<Y/ P—ps, V 0<t<T.

Si de plus, Yo =Yy, alorsP—p.s Yy =Y/, 0<t <T et f(t,Ys, Z:) = [ (t,Ys, Z4)
m® P — p.p. En particulier, dés que P(§ < &) >0 ou f (t,Y:, Z;) < f' (t,Ys, Zy) sur

un ensemble de m @ P—mesure strictement positive alors Yy <Y} .
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Chapitre 3

EDSR avec une croissance

quadratique :

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les EDSRs & croissance quadratique qui re-
posent principalement sur les résultats des £ DS Rs unidimensionnels car ce cadre est
nécessaire pour déterminer le résultat de la comparaison et les résultats d’existence

et d’unicité (pour plus de détails, voir 7] et [9]).

3.1 Notations :

Soient (Q, F o (Ft) =0 ,IP’) un espace de probabilité filtré et 1/ un MB d—dimensionnel
dans (R?) sur cet espace (i.e : W = {W},0 <t,0 < i < d}). On notera (F),5, la
filtration naturelle du MB W (i.e : F; = o(W;U N, 0 < s < t)), on se donne 7" un
temps déterministe fini fixé. On travaillera avec les espaces de processus suivante :

En raison de la croissance quadratique du coefficient Z, nous recherchons des so-
lutions telles que (Y3)o<,cp € HF(R), ot HF(R) est 'ensemble des processus pro-
gressivement mesurables unidimensionnels qui sont presque stirement bornés, pour

presque tout ¢ (en abrégé, (Y;),.,r est un processus borné unidimensionnel) tandis
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

que(Zy)ocycr € HZ(R?Y), ot HE(R?) est Pensemble des processus progressivement

mesurables (Z;),.,.p avec des valeurs dans R? tels que :
i
E[ |Zs]"ds < oo,
0

(avec (Z)g<<p est un processus adapté intégrable).

3.2 L’Existence :

Pour justifier les hypothéses de la croissance quadratique du coefficient et pour prou-

ver le résultat de I’existence nous présentons deux exemples :
Exemple 3.2.1 Nous considérons [’équation suivante :

2

T T
YV, = &+ [YZfds— [ZadW,, ¥V 0<t<T, (3.1)
t t

le changement de variable exponentiel y = exp(Y') transforme formellement cette
équation en :

T
ye = exp(&) — [z,dW,, ¥V 0<t<T, (3.2)
t

derniére équation étant linéaire, nous avons, lorsque
exp(€) € L2(9), (3.3)

lezistence d'une solution unique (y,2) € HA(R) x H2(R?Y) de (3.9).Le processus y

est donné explicitement par :

Y = E[exp(fﬂft], V OStST,

et le processus z est donné par le théoréme de représentation des martingales conti-
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

nues (voir, ).
Prendre £ € L™(Q) est une hypothése suffisante pour garantir . En effet, si
€€ L>(Q), alors exp(€) € L>®(Q) C L3(), et il existe une solution unique de )

De plus,

yo =z exp(=|¢Ell), ¥V 0<t<T,

et on peut définir

K:hl(yt), Zt:ﬁ A OStST

ye?
11 est alors facile de vérifier que le couple (Y, Z) € HP(R) x HA(RY) est une solution
de .
L unicité dans H(R) x HA(RY) découle du fait que le changement de variable ex-

ponentiel n’est plus formel et de l"unicité pour l’équation .

Exemple 3.2.2 (estimations a priori) Soient a : R™ — R et b: RT — R* deux

fonctions et C' une constante positive. Nous disons que le coefficient f satisfait la

condition avec a,b, et C si pour tout (t,y,z) € RT x R x R,

f(t,y,2) = ao(t,y, 2)y + folt,y, 2),

avec la condition :
Clo(t,y,Z) < G(t) p-s.

(3.4)
|f0(t7ya Z)| < b(t) +C |Z|27 p.s.

Dans cet exemple, nous considérons une EDSR avec des paramétres (f,1,€), ou le
temps terminal est un temps d’arrét T et la condition terminale & est bornée. Dans
ce cas, nous appelons une solution de ’EDSR avec les paramétres (f,7,£) un couple

de processus adaptés

(v, 2) € H=(R) x H2(RY),
tel que :
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

1) Y, =¢ et Z; = 0 sur 'ensemble {t > 7}.
2) Ef |Z,|* dt < oc.
0

3) Pour tout 0 <t < T,

TAT TAT
Y, = Yo+ [ f(s,Ys, Z)ds — [ Z.dW..
tAT tAT

Proposition 3.2.1 Soit (Y,7) € H®(R) x H2(R%), une solution de ’EDSR avec
les parameétrs (f,T,€), et supposons que f satisfait la condition avec a, b, et C,

tels que :

a® =max(a,0) be L'(0,T) et C >0 VT >0.

Alors pour tout 0 <t < T

+ T T s
Y, < {sup (YT)] exp (fasds) + [bsexp (fa,\d)\> ds p.s.
Q t t t

T T s
resp. Y; > [i%f (YT)] exp (fa5d3> — [bsexp <fa,\d)\) ds p.s.
t t t

De plus, il existe une constante K dépendant uniquement de ||Y| ., |lat|: et C

telle que :

E {f|ZS|2ds} < K.
0
Une conséquence immédiate de cette proposition est le corollaire.

Corollaire 3.2.1 Soit (Y,Z) € H®(R) x H2(R?), une solution de 'EDSR avec les
parameétrs (f,1,€).

i) Si T est bornée, (1 <T p.s), £ € L>(Q) et f satisfait la condition avec a,b
et C tels que a™,b € L*(0,T) et C > 0,

Whe < (Il + 1oy ) ex0 (" a0 -

37



Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

ii) Si T n’est pas bornée, £ € L>®(Q)) et f satisfait la condition avec a, b, et C

tels qu’il existe une constante oy telle que a < g <0, b € L¥(RT) et C > 0,

IY]le < €l + 1

levo]

Preuve. (Preuve de la Proposition (3.2.1))) Soit 7" € R tel que T' < ||7]|, et consi-

dérons la solution ¢ de I’équation différentielle ordinaire :
T
Y = {SUPYT] + [ (asps + bs)
Q t
Et,

+ T T s
Y = {squT} exp <fasd5> + fbs exp (faAd)\> ds, V 0<t<T.
Q t t t

Notre objectif est de prouver que Y; < ;. Appliquons la formule d’It6 au processus

Y, — ¢; et & une fonction croissante ¢ appartenant a C?, encore & déterminer :

TNAT
d(Yi—o)=0Yr—or)+ [ ¢ (Yo—0s)[f(5,Ye, Zs) — (asps + b)] ds
tAT
T/\Tl " TNAT
- J 50 (Yo ) | Z2ds — [ ¢ (Y — ) ZdW,.

Nous mettons,

as = ao(s,Ys, Zs), V 0<s<T.

La fonction ¢ étant en augmentation, pour tous 0 <t < s <7, on a:

d)/ (Ys - st) [f(s,Ys, ZS) - (as% + bS)] < (75/ (Ys - 908> [dsYs +b,+C |ZS|2 - (asws + bS)}

< ¢ (Ya—@4) [as (Vs — 02) + (@ — a) s + C | Z,7]
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et puisque (a; — as) s < 0,

TAT ’

dYi—@) <o(Yr—or)+ [ ao (Yo — @) (Yo —0s)ds (3.5)
tAT
TAT , 1 » 9 TAT ,
+ [ e =30 |- e izfas— [6 - g Ziaw.
tAT tAT
Nous mettons M = ||Y|| + [|¢|l,, et nous définissons sur [—M, M] la fonction ¢

par :

exp (2Cu) — 1 — 2Cu — 2C%u? siu € [0, M],
¢ (u) =
0 siu e [—M,0].

Pour tout u € [—M, M| on peut vérifier facilement que :

¢ (u) >0et ¢(u) =0 siet seulement si u <0,

0<u¢ (u) <2(M+1)Cé(u),
0> 06 () ~ 50" ().

Par conséquent, en fixant k; = a;2 (M + 1) C, la fonction k est positive et détermi-

niste, pour tout 0 <t <T

TNAT TNAT ,

O§¢<K_30t)§ fks(b(Y;—SOS)dS— f(b (Y:s_(ps)stWs p.s.
tAT tAT
Et donc :
T TAT ,
0<o(Yi—) < [k (Yo =) ds — [ ¢ (Yo — i) ZodW, p.s.
t tAT

Puisaue (' (¥, - ,))

nant les attentes dans I'inégalité ci-dessus, on obtient

est borné, (qﬁl (Ys — ¢s) ZS> € H% (Rd), et en pre-

t<s<T t<s<T
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0<E[6(Y; - o) < fk:E 6 (Y, — p)] ds.

En appliquant le lemme de Gronwall ,
Elp(Yi—¢)]=0, V 0<t<T,
donc puisque ¢ (u) > 0,
V 0<t<T, ¢(Yi—p)=0 p.s,
et puisque ¢ (u) = 0 si et seulement si u < 0 on obtient
V 0<t<T, Vi—p; <0 p.s.
La preuve de
_ T T s
Y, > [igf (YT)} exp ({asds) — {bs exp (tfa,\d)\) ds,

repose sur les mémes calculs. En effet, si ¢ est maintenant la solution de I’équation

différentielle ordinaire
_ T
Yy = [mf YT] +f asps — by)
t

en appliquant la formule d’It6 & ¢ définie comme ci-dessus et a ¢, — Y;, on obtient

TAT TAT ,
O(p—Y,) < dlor—=Yr)+ [ kb (s —Y)ds— [ kd (5 —Yy) ZdW,

-
A . 2
et le méme argument nous permet de conclure. Pour estimer [ [ [Z] ds}, nous
0

utilisons & nouveau (3.5) avec t =0, p =0 et M = ||Y|| et ¢ défini sur [-M, M]
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par :

o (u) exp (2C (u+ M)) — (1 +2C (u + M))].

=502

Il est facile de vérifier que, pour u € [—M, M],

0 <ug (u) < = (exp (4CM) — 1),

Ql=

56" () = €6 () = 1,

Par conséquent, (3.5 donne

TAT

0<605) <o)+ | l 5 (exp (40M) ~ 1) ds

TAT

TNAT
— [ |Z2ds — [ & (Ys) Z.dW,.
0 0
qui conduit a

E {TOfAT]ZSEds} < ¢(M)+ % (exp (4CM) = 1) ||a* ||,

et la preuve se compléete en laissant 7' — co. m

Les résultats d’existence et de stabilité monotone. Soit «g, By, b € R et ¢ une fonction

croissante continue. Nous disons que le coefficient f satisfait la condition (3.6) avec

o, ﬁ07 b> ¢ (t7y72> €ERT xR x Rda

fty, z)=ao(t,y,2)y+ fo(t,y,z),

avec :

60 S Qo (t,y72> S Qg p-s,

(3.6)
\fo(t,y,2) < b+c(yl)|2]> pes.
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Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 (Existence) Soit (f,7,£) un ensemble de paramétres de 'EDSR
2.1)) et supposons que le coefficient f satisfait avec ag, Bo, b € R, et ¢: Rt — RT
croissante continue, & € L> (), et :

1) Le temps terminal T est soit borné, (1 < T p.s).

2) Le temps terminal est tel que 7 < oo p.s. et ag < 0. Alors 'EDSR a au

moins une solution (Y, Z) dans H®(R) x H?(R?) telle que le processus Y a des tra-

jectoires continues. De plus, il existe une solution minimale (Y, Z,) (ou une solution

mazximale (Y*, Z*)) telle que pour tout ensemble de paramétres (g,7,§), si

f<g et £<¢ (resp. f>get&=>()

et pour toute solution (Y, Z,) de 'EDSR avec les paramétres (g,T,§),
Y, <Y, (resp. Y*>Y,).

Avant de donner la preuve du théoréme (3.2.1)), nous énongons la proposition suivante
qui donne I'argument principal de I'existence. Elle est présentée sous des hypothéeses

générales.

Proposition 3.2.2 (Stabilité monotone) Soit (f, ,&) un ensemble de paramétres
et soit (f",7,£"), une suite de parameétres telle que :

1) La suite (™), converge vers f localement uniformément sur R* x R x R%, pour
chaque n € N, " € L™ (Q), et (§"), converge vers & dans L™ (2).

2) Il existe k : RT — RT tel que pour tout T > 0, k € L' (0,T) et il existe C > 0 tel

que :

VneN, V(tuz) € R xRxRY |f*(t,u,2)] <k +C|z|. (3.7)
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3) Pour chaque n, 'EDSR avec les paramétres (f",7,£") a une solution
(Y",Z") € HX(R) x HZ(RY),

telle que la suite (Y™) est monotone, et il existe M > 0 tel que pour tout n € N,

n

4) Le temps d’arrét T est tel que T < 00 p.s.
Alors il existe un couple de processus (Y,Z) dans H®(R) x H%(R?) telle que pour

tout T € RT,

limy, o0 SUPgc er Y — Ys| =0 P—p.s,

T
lim,, o E (f |27 — Z5|2ds) =0. (i.e Z" — Z dans L*(W).),
0

et (Y,Z) est une solution de 'EDSR avec les paramétres (f,7,§).
En particulier, si pour chaque n, Y™ a des trajectoires continues, le processus Y a

également des trajectoires continues.

Remarque 3.2.1 Le coefficient limite f satisfait I’hypothése de croissance quadra-
tique, mais pas nécessairement un principe de comparaison. Par conséquent, la solu-

tion que nous trouvons ici peut ne pas étre unique.
Présentons le lemme suivant afin de prouver le Proposition ((3.2.2]).

Lemme 3.2.1 [l existe une sous-suite (Z"); de (Z"), telle que (Z"); converge

presque strement vers Z et telle que 7 = sup, |27 | € HZ(R?).

Preuve. (Proposition (3.2.2) ) Puisque pour tout ¢t € R* la suite (Y;"), est monotone
et bornée, elle a une limite que 'on note Y;. En vue de la (3.2.1)), il existe une

constante K telle que, pour tout n € N,
E {f|ZS|2ds} <K.
0
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Dongc, il existe un processus Z € H2(R?) et une sous-suite (Z") ; de (Z),, telle que
7" — 7 faiblement dans H2(R?). (3.8)

L’objectif est maintenant de montrer que en fait toute la suite converge fortement

vers Z dans H2(R?). Nous remarquons que, par I'inégalité , en fixant K = 5C,

)

Etape 1 : La convergence forte de (Z") dans H2(R?). Les principaux arguments

2 2

_|_

"

z

fr(tv,z) — f* (t,v,,zlﬂ <2k +k (’z -7

_'_ ‘Z/ . ZN

de cette étape sont adaptés de [2]. Nous avons, pour tout n, p € N,
2y = 2] < 2kt ([ = 2 e o ).

Appliquons la formule d’It6 au processus (Y, — Y")o_,.p pour n,p € N, n < p, et &
une fonction croissante 1) appartenant & C[0,2M], telle que ¢’ (0) = 0 et 1 (0) = 0.
La fonction v est encore a choisir :
TAT ,
Y =YY = (Yr YR+ [ (Y =YD (1 (Y Z)) - P (Y ZE)) ds
0

1 TAT TAT

(Y =YP) |20 = ZPfPds — [ (Y —YP) (22 — ZP) dW,.
0

Comme ' (Y — YP) >0,

S

oYy =Y9) <o (Y7 = Y7)
TNAT

+ [0 - YE) [2k + K (|20 - 22+ |20 = Z)° + 12 ] ds
0

1T/\7' " 9 T/\T/
o SO = YDZD = 2 ds = [ (Y = YD) (2 = Z9) W
0

0
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. : 2 2 i
Nous transférons maintenant les termes en |2 — ZP|” et |Z! — Z,|” du coté gauche

de I'inégalité, et nous prenons ’espérance. Comme Y" — Y? est borné,

E [Tf W v YRy (2 - 2 dWs} —o,
0

et,

Bl (07 Y+ B | [ (50" - K0) 07 = YD) - 22 - K (v = 2122 - s
B (7 - YR 4B | [0 07 - v (o + K (2P ).
0

On veut passer a la limite lorsque p — oo le long de la sous-suite (nj)j définie en
(3.8). La convergence de Y? — Y se fait dans une direction ponctuelle, et Y? étant

borné, on a, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue ((1.6.5)),

T/\T 1 1" !
B[y (¥ — Vo) + lim inf B [ | (—w ~ Ky ) (vr—v.)|20 - 2p ds}
P—0 pE(ny) 0 2

TNAT
~B| R 0= v) 12 - 2y
0

<Blu 7 - Yol +B| [0 (07 - Y2 (2h + K |2 s

et comme

TAT TAT
lim inf) [—E { [ (Yr =Y |20 - Z§\2dsH < -E { [ (Yr =Y |2 - ZS|2ds] :

S S
P—00 pE (nj 0

nous obtenons,

E[ (Y —Yy)] + lim inf B rf Gw — 2K¢’) (YP -V, |z — 2P| ds}

p—00 pe(n;) 0

B OF Yol +B| [0 07 - ¥) 2k~ K|ZP) ds]
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Nous mettons :

h = (%w - 2K¢’> (Y =Y).

Nous choisissons maintenant ¢ de telle maniére que h = 1, & savoir,
1
v (u) = 1 lexp (4Ku) — 4Ku — 1] .

Il est facile de vérifier que 1 est une fonction de C*, croissante sur [0,2M] et telle

que ¢’ (0) = 1/ (0) = 0. Notant que par la convexité de la fonctionnelle [.s.c,

TNAT
J(Z) =T { bf \Zn — ZS\st} :

on a :

TAT TAT
E[f |Z§—ZS|2ds] < lim inf E[f |Z;‘—Z§|2ds},

0 p—00 pE(n;) 0

nous obtenons

B[ (Y] — Yo)l+E [Tfﬂzs wr ds} <[ (Y} - Yp)l+E [%, (V7 —Y) (ks + K |Z2) ds]
0 0

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (|1.6.5)), le membre de droite de
cette inégalité converge vers 0 lorsque n — o0, ainsi que le premier terme du membre
de gauche. Maintenant, en passant a la limite lorsque n — oo, nous trouvons, pour
tout T" > 0,
TNAT 9

lim sup E [ [ 127 — Z, ds] = 0.

n—oo 0
En conséquence, toute la suite (Z"), converge vers Z dans H2(R).
Etape 2 : La convergence uniforme d’une sous-suite de (Ym), ayY. A ce stade de la
preuve, nous savons que pour tout t € R, lim Y;* =Y, la suite (Z"), converge vers

n—oo

Z dans H2(R?). Nous procédons comme dans []] , en appliquant le lemme (3.2.1)).

Pour simplifier les notations, nous désignons toujours par (2"),, la sous-suite (Z"7);
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donnée par le Lemme (3.2.1 <resp. (Y"), et (f"), les suites (Y"™); et (f”j)j> , et

donc on a :

7" — Zpsdt@dP et Z=sup|Z"| € H2(R).

Rappelant que la suite (f"), converge localement uniformément vers f, nous obte-

nons, pour presque tous w € Q et t € [0, 7],

lim f" (1,7, Z0) = f (t.Ye, Z0)

n—oo

Comme ™ satisfait la condition (3.7]), nous avons,

‘fn (t>Y;tn7Ztn>’ < kt—i_csup’Zwﬂz

— kt + CZQ

Ainsi, pour presque tous les w €  et, uniformément en ¢ € [0, 7], le théoreme de

convergence dominée de Lebesgue ([1.6.5) donne

TAT TAT
lim [ f"(s, Y, Z))ds= [ f(s,Ys, Zs)ds.
RN s tAT

D’autre part, a partir des propriétés de continuité de I'intégrale stochastique, on a

TAT TAT
lim sup | [ Z7dW,— [ Z;dWs| = 0 en probabilité.
N0 0<t<T |tAT AT

En extrayant éventuellement une sous-suite, nous pouvons supposer que cette der-

niére convergence est P—p.s. Enfin,

TAT

Y =Y <Yy =Y+ [N YL Z0) = (s Y 2 | ds
tAT
TNAT T
+| [ ZLAW = [Z7dW).
tAT t
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En prenant des limites sur m et le supremum sur ¢ € [0, 7], nous obtenons, pour

presque tous les w € €2

TNAT
sup V)" — Vil < |V Yol + [ |f"(s,Y2, 20) — f7 (s.Ys, Z,)|ds
0<t<T 0
T T
+ sup fZ;‘dWS—fZSdWS ,
0<t<T |t t

de 14, nous déduisons que (Y"), converge uniformément vers Y pour t € [0,7] (en
particulier, Y est un processus continu si les Y™ le sont). Nous pouvons maintenant

passer a la limite dans,

TAT TNAT
VI =i+ [ s, ve 20 ds — [ Znaw,
tAT tAT

pour obtenir que (Y, Z) est une solution du FDSR avec les parameétres (f,£). m

Preuve. (Preuve du Théoréme ([3.2.1))) La preuve consiste maintenant & trouver
une bonne approximation de f, afin d’appliquer le théoréme précédent. Nous utilisons
un argument de troncature pour controler la croissance de f en y et un changement
exponentiel pour controler sa croissance en z.Nous supposons d’abord que au lieu
de , le coefficient f satisfait la condition suivante : il existe aq, Sy € R, et, B,

C € R*, tels que, pour tout (¢,y,2) € RT x Rt x R?,

fty,z) =ao(t,y,2)y+ folt,y, 2),

avec
BO S Qo (taya Z) S Oy,

fo(t,y,2)| < B+Clz|* ps,

et de plus, soit :
1) Le temps terminal est borné 7 < T p.s.

2) Le temps terminal est fini 7 < oo p.s. et o < 0.
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

Soit (g, 7, () un ensemble de parameétres tel que :

g<f et (¢, (3.10)

et supposons qu’il ait une solution (Y, Z,) € H>(R) x H2(R?). Notre objectif est
de trouver une solution (Y, Z) € H®(R) x H2(RY) de 'TEDSR avec les paramétres

(f,7,&) tel que :

Y, <.

D’apres la Proposition (3.2.1)), configuration

i (I€llo + BT)exp (agT), dansle cas (1),

€]l + %7 dans le cas (2),

pour toute solution (Y, Z) de (f,7,£), on a
IV, < M.

Nous définissons

M = max (M ||YG||OO> . (3.11)

Pendant la preuve, nous utiliserons & plusieurs reprises des fonctions C*°, ¢, : R — [0, 1]

telles que :

1, si|ul <K
¢ (u) = (3.12)
0, si|u>K+1

Etape 1: (Le changement exponentiel.) Le changement exponentiel y = exp (2Cu)

transforme formellement une FDSR avec les parameétres (f, 7, &) en une EDSR avec
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

les parameétres (F, 7, exp (2Cu)) ou

In(y) = ) UES

F(t,y,z)zZC’yf (ta °C ,@ 277

et

Gty ) =20y (1,20 2 L
7y7 - yg ) 20 72Cy 2 y .

Nous considérons une fonction ¢ : R — [0, 1] telle que :

() = 1, siwu € [exp(—2CM),exp (2CM)]
0, siué¢lexp(—2C (M +1)),exp(2C (M +1))],

Nous utilisons la convention 0 x oo = 0 pour simplifier les notations ; nous définissons,

pour (t,y,z) € Rt x R x R%

Pty z)=v ) F(tyz) e Gty z2) =9y G{ty,=2).

1(y) = (y) (aoyln (y) + 2CBy) ,

et,

Y (y) <Bovln (y) —2CBy — %) < F(tyz) <l(y).

Nous remarquons que [ est une fonction Lipschitz continue bornée par une constante,
disons, L.

Nous remarquons également que si nous définissons

y, =exp (2CY,) et z, =2CZ exp (2CY,),

la paire (y,, z,) est une solution de 'EDSR avec les parameétres (G, 7, exp (2C¢)) .

Etape 2 : L’approximation. Nous pouvons approximer F par une suite décrois-
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

sante de fonctions uniformément Lipschitz continues (F p)peN telles que pour tout

(t,y,2) ERT* x R x R? ,

- - 1

Par exemple, si F sont des fonctions C* tel que :

1 ~ 1
P _
2p+1§F SFJFQP

F+

(Pexistence de telles fonctions est garantie par un argument standard de régulari-
sation), et si les fonctions ¢, sont définies comme dans (3.12)), une maniere de les

obtenir est de définir, pour tout p € N

1

PP (t:2) = B 4020 8y (] 1) + (100 + 35 ) (1= 0 ol + 12D).

Ensuite, des résultats classiques d’existence et de comparaison pour les coefficients
Lipschitz continus donnent pour chaque p l'existence et l'unicité d’une solution
(y?, z) de PEDSR avec les parameétres (F?,7,§), et

yg <y <yP <yl

De plus, dans le cas (2), nous remarquons que le processus (exp (2CM),0),. est la

solution de la E DS R avec les paramétres (0, 7, exp (2C'M)) et le processus (exp (—2CM) , 0)

est la solution de la EDSR avec les parameétres (0, 7, exp (—2C'M)). Puisque pour p

suffisamment grand,

exp (2CM) > exp (2C€) et 0> FP (exp (2CM),0),
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

et pour tout p,

exp (—20M) < exp(2C¢) et 0< FP(exp(—2CM),0),

Le résultat de comparaison pour les coefficients continus de Lipschitz (voir [6]) donne,

pour tout p suffisamment grand,

exp (—2CM) < yPt! < y? <exp(2CM) p.s Vt>0.

On revient au premier probléme via le étape

F? (t,exp (2Cu) , 2C exp (2Cu) z)
2C exp (2Cu)

’ 2

fP(t,u,z) = +C |z

Y

et

- _ F(t,exp (2Cu),2C exp (2Cu) 2)
J b, z) = 2C exp (2Cu)

= (exp (2Cu)) f (t,u,2) + (1 = (exp (2Cu))) C'|z[*.

+ C|z]2

La paire (Y?, ZP) définie par :

ln(yp) P
P __ t P __ _*
Y= et 2 =i

est une solution de I’EDSR avec les paramétres (f?, 7, ). Récapitulons ce que nous
avons obtenu.

1) La suite ( f”) converge vers f localement uniformément sur Rt x R x R?, pour
chaque n € N, {" € L* () et (£7), converge vers & dans L™ ().

2) Il existe K, C' > 0 tel que :

VneN, V(tuz) e RE xRxRY |f*(tu,z)| < K+C|z°.
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

3) Pour chaque n, 'EDSR avec les parameétres ( o f”) a une solution,
(Y™, Z") € HY(R) x HZ(RY),

telle que la suite (Y™), est décroissante, et il existe M > 0 tel que pour tout n € N,
1Y"||l, <M (avec M = M dans le cas (2)).

4) Pour tout n € N, Y, < Y™

Par conséquent, en appliquant le Proposition , le processus (Yp)p converge
uniformément vers Y et il existe Z dans HZ(R?), tel qu'une sous-suite de (27),

converge vers Z et (Y, Z) est une solution de

T

T
Y; =§+/f(s,Ys,Zs)ds—/stWs.
t

t

De plus, nous prouvons que

IY")l,, < A (3.13)

A la lumieére de ’observation ci-dessus, nous n’avons besoin de donner la preuve que

dans le cas (1). En effet, cela découle de la Proposition (3.2.1]) comme :

flt,y,2) =ag (t,u,2) + folt,u, z),

avec

ao (t,u, 2) = (exp (2Cu)) ag (t,u,2) < a™,

et

folt,u,2) = ¥ (exp (20w)) fo(t,u, 2) + (1 — ¥ (exp (200))) C'[2[*;

par conséquent,

fo(t, u, z)‘ < B+3C |z\2.
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

Par le corollaire (3.2.1]), nous avons :

V]l < (€l + BT) exp (aT) = M < M.

Par conséquent, (Y, Z7) est également une solution de PEDSR avec les parameétres

(f? 7_7 5)'De plus’

Y, <Y et V], <M.

Etape 3 : La troncature. Supposons maintenant que f satisfait (3.6)). Soit (g, 7, ¢ ) un
ensemble de parametres tel que (3.10]) est vraie et soit (Y, Z,) € HX(R) x HZ(RY),
une solution de PEDSR avec les paramétres (g,7,¢). M défini par (3.11]), nous

posons pour tout (¢,y,z) € RT x R x R?,

f(t,y,Z) :ao(t,y,z)y—l—fo(t,(bM(y)y,z), g(t,y,Z) :g(t,(bM(y)y,Z)

Le coefficient f satisfait , et (Y,,Z,) est également une solution de 'EDSR
avec les paramétres (g, 7,(). En appliquant les étapes 1 et 2, nous obtenons une
solution (Y, Z) de PEDSR avec les parameétres (?, T, f) tels que Y, < Y. Comme
Y], < M, leprocessus (Y, Z) est également une solution avec le coefficient f. Nous
avons ainsi prouvé I’existence d’une solution maximale. La preuve de I’existence d’'une
solution minimale repose sur la méme preuve mais avec le changement de variable

y=-exp(—2Cu). m

3.3 Unicité et stabilité :

le cadre unidimensionnel nous permet de prouver un principe de comparaison entre
les sous-solutions et les sur-solutions, ce qui implique 'unicité comme corollaire.

Nous le donnons pour les EDSRs avec une condition terminale bornée & et avec
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

un coefficient f qui est localement continu de Lipschitz et qui a une croissance
quadratique en Z au sens fort (c’est-a-dire que les dérivées partielles de f ont une
croissance linéaire). Nous rappelons d’abord qu’une sur-solution (resp. une sous-
solution) d'une EDSR avec un coefficient f et une condition terminale £ est un

processus adapté (Y3, Zi, Ct)oc, < tels que :

T T T T
Y, = f—l—ff(s,YS,Zs)ds—stdWs—l—des(resp—des>, V 0<t<T,
t t t

t

ott (C)g<y<p €st un processus croissant continu a droite (C'€ CCD). Dans le cadre
classique (c’est-a-dire lorsque f est continu de Lipschitz en Y et Z, et lorsque £ est
carré intégrable), on suppose que le processus (Y7, Zt)ogth est supposé carré inté-
grable (cette notion est introduite dans[6]). En raison de la croissance quadratique du
coefficient, nous supposerons ici que (Kt)ogth est un processus borné unidimension-
nel et que (Z;),,, est un processus intégrable sur le carré ((Y;, Z;) € HF (R) x H7(R?)).
Nous disons que le coefficient f satisfait la condition sur [—M, M] avec [, k et

C si pour tout t € R*, uw € [-M, M],z € R4,

2
[ftu ) <L) +C2 ps, (3.14)

% (t,u,z)’ <k(@)+C|z| ps.

et le coefficient f satisfait la condition (3.15]) avec c. et € si pour tout t € R*, y € R,
z € R4,

‘%(t,u,z)‘ <l (t)+5|2|2 p.S (3.15)

Notre résultat principal est le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1 (Principe de comparaison) Soient (f1,7,&) et (f%,7,£?) deux

ensembles de paramétres pour les EDSRs et supposons que :

i) M <& pset fl<f2
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

ii) Pour tout e, M > 0 il existe I, I. € L}, k € L2, C € R tel que soit f! ou f?
satisfait a la fois la condition sur [—M, M| avec I, k et C' et satisfait a la fois
la condition sur [—M, M| avec . et ¢.

Alors si (Y, Z}, C!)ocyer € HE(R) X HZ(RY) x CCD (R), (resp (Y7, 22, CF)ocyr €
HP(R) x HA(RY) x CCD (R)) est une sous-solution (resp. une sur-solution) de

IEDSR avec les parameétres (f*,7,E%) (resp (f?,7,€2)), on a :

VteRT VP<Y? ps.

Remarque 3.3.1 Cela reste vrai si soit f* (t,Y,, Z}) < f2(t,Y,}, Z}) p.s. pour tout

t et que f* satisfait (3.14) et (3.13), ou si f*(t,Y? Z2) < f*(t,Y? Z?) p.s, pour

tout t et que f1 satisfait (3.14) et (3.15).

Nous présentons le Théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2 (Stabilité des EDSRs) Soit (f",7,£") une suite de paramétres

de EDSR telle que :

i) 1l eziste oy, Po, b € R et une fonction croissante c telle que pour tout n € N le

coefficient f™ satisfait la condition @ avec oy, [y, b € R et c.

ii) Pour tout n il existe une solution (Y™, Z"™) a 'EDSR avec les paramétres (f™,1,£").
Soit (f,7,&) un ensemble de paramétres de EDSR tel que le coefficient [ satisfait

les hypothéses du Théoréme .

En suite, si la suite (f™), converge vers f localement uniformément sur RT x R x R%,

et si la suite ("), converge vers & dans L™, il existe une paire de processus adaptés

(Y, Z) € H®(R) x HZ(RY), telle que la suite (Y™), converge uniformément vers Y

sur [0, T] pour tout T, (Z™), converge vers Z dans H2(R?) et (Y, Z) soit la solution

de 'EDSR avec les paramétres (f,§).
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

Preuve. Nous définissons

g" =sup f?, H" = inf f?
p>n pzn
et
£ =supd?, . = inf &,
p>n p2n

et nous considérons les solutions maximales (Y™, Z™*) de TEDSR avec les para-
metres (H", ™) et les solutions minimales (Y.*, Z7) de 'EDSR avec les paramétres
(g™, &), comme tous deux :

i) La suite (£™), est décroissante et la suite (¢g"), est décroissante et converge loca-
lement uniformément vers f.

ii) La suite (£]'),, est croissante et la suite (H"),, est croissante et converge localement
uniformément vers f.

Ensuite, nous avons :

i) La suite (Y™), est bornée et décroissante, et pour tout n € N
Y™ >y

donc par le Proposition (3.2.2)), il existe (Y*, Z*) tel que (Y™*), converge uniformé-
ment vers Y™, et (Y*, Z*) est une solution de 'EDSR avec les parameétres (f, 7, €).

ii) La suite (Y)"), est bornée et décroissante, et pour tout n € N,

Y <YY",

donc par le Proposition (3.2.2)), il existe (Y, Z,) tel que (Y}"), converge uniformément

vers Y;, et (Y, Z,) est une solution de I’ EDSR avec les parameétres (f, 7, &).
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Chapitre 3. EDSR avec une croissance quadratique

iii) Par le Théoréme ({3.3.1)), nous avons a la fois

VneN YP<Y"<Y™ o YVi=Y*=Y;

donc la suite (Y"), converge uniformément vers Y. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, on s’intéressé a étudier les solutions I’ DSR. Premiérement, on
a présenté quelques rapples préliminaires sur les £ DS Rs. Ensuite, on a démontré le
théoreme fondamental d’existence et d’unicité d’une solution pour les EDSRs da a
Pardoux et Peng (1990) dans le cas ou le générateur f est non-linéaire et lipschitzien
par rapport aux deux variables y et z. La preuve est basée sur le théoréeme du
point fixe. Le deuxiéme résultata étudié le probléme de 'existence et et 'unicité
des solutions pour une FDSR dont le générateur f est de croissance quadratique et
convergente vers f, on va montrer FDSR générale, dont le coefficient est continu
avec une croissance quadratique, dont le temps terminal n’est pas nécessairement
déterministe ni borné et dont la condition terminale peut étre un temps d’arrét. on va
donner d’abord des résultats d’existence sous des hypothéses générales. on va donner
ensuite un résultat d’unicité : le cadre unidimensionnel. nous permet de fournir un
résultat de comparaison qui implique 1'unicité en tant que sous-produit. Finalement,
pour le prouver, nous utilisons des hypothéses plus fortes sur le coefficient f que sur
le résultat d’existence : la croissance quadratique s’entend grosso modo comme une
croissance linéaire sur les dérivées partielles de f par rapport a Z. Nous donnons
également un résultat de stabilité : les solutions (Y, Z") des EDSRs de parameétres
(F™, &™) convergent vers I'unique solution (Y, Z) des EDSRs de paramétres (f, &)
sous des hypothéses trés générales de convergence de (™), vers f lorsque f satisfait

aux hypothéses requises pour que le résultat d’unicité soit valable.
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Annexe : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

Abréviations

B(.)

La signification

Espérence par rapport a la probabilié P (espérence mathématique).

anb min(a,b).
(.,.) Produit scalaire (|.| : la norem induite par (.,.)).
i.€ c’est-a-dire.
R4 Espace réel eclidien de dimension d.
Rkxd Ensemble des matrices réelles R**<,
P—p.s Presque stirement pour la mesure de probabilié PP.
() () Produit tensoriel, (si z, y € RY, 2z ®y = 2y*).
dt ® dP Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0,7] avec la mesure de dP.
z* Transposée de la matrice z.
Lt Espace des processus intégrables.
L? Espace des processus de carré intégrables.
Les lettres grecs
¢ o | & | P o € T v, U | Q) w
zeta | phi | xi | beta | alpha | varepsilon | tau | psi | omega
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Résume

Dans ce mémoire, on s'intéresse a I'étude des équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSRs). On s’intéresse a I'étude de ces équations dans le cas quadratiques. Pour
cela, on commence par un rappel des outils mathématiques nécessaires, qui jouent un role
essentiel dans le calcul stochastique. Ensuite on va montrer un résultat d'existence et d'unicité
d'une solution de L'EDSR. En fin on va étudierles méthodes de résolution de ces équations et
de traiter les cas des variables aléatoires avec des coefficients Lipschitz, en plus d'étudier
I'existence et I'unicité des solutions sous des conditions quadratiques pour les variables dans
les équations différentielles stochastiques rétrogrades.

Mots-clés :Equations différentielles stochastiques rétrogrades(EDSR), Equations différentielles
stochastiques rétrogrades quadratiques, I'existence et |'unicité, Processus stochastique.

Abstract

In this memory, we are interested in the study of backward stochastic differential equations
(BSDEs). We are interested in the study of these equations in the quadratic case. For this, we start
with presenting somedefinitions and results doing a basic role in stochastic calculus. Next, we will
proof existence and uniqueness results of solution of BSDE. Finally, we will study the methods for
solving these equations and treating the cases of random variables with Lipschitz coefficients, in
addition to studying the existence and uniqueness of solutions under quadratic conditions for the
variables in backward stochastic differential equations (BSDEs).

Keywords: backward stochastic differential equations (BSDE), backward stochastic differential
equations with quadratic growth, existence and uniqueness, stochastic process.
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