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Introduction

Dans ce mémoire, on propose d’étudier les problémes de contrbles stochastiques
gouverné par 1’équation différentielle stochastique et on va étudier le principe du
maximum dans le cas ol le coeffecient de difusion ne dépend pas du controle et aussi
le domaine du controle U est convexe, noté par ’ensemble des controles admissibles

déffenie par :
U= {u 1[0, T) x € — A/uy; est mesurable et (Ft)ciqy — adapté}

L’équation différentielle stochastique controlé de type Itd de la forme suivant :
t t
Y, =¢ —l—/ b(s,Ys)ds —|—/ 0(s,Ys)dBs, 0 <t <T,
0 0

dont les paramétres sont la condition Yy = &.

Ou b et o sont deux fonctions boréliennes et B = (By; t € [0,7]) désigne un mou-
vement brownien définie sur un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration
(F%)tepo,r) continue a droite et contenant tous les ensembles P- négligables de F, u =
(ug, 0 <t <T) est un processus progressivement mesurable a valeurs dans un espace

métrique compact A, appelle controle admissible, alors pour tout controle admissible



u; on introduit une fonction de cotit .J(u) définie par :
T
T =E o)+ [ @ .u) i
0

L’objet du controle optimal est de minimiser la fonction de cotit J sur ’ensemble de

tous les controles admisibles.

La solution z = (z4,s < t < T) de I’équation différentiel précédente est appelée

réponse de contrdle u et le couple (u; x) est appelé un couple admissible.

Alors 'objectif de ce mémoire est 1’étude Les conditions nécessaire d’optimalités des

controles convexes pour les EDS.
Ce travail est composé de trois chapitres :

chapiter 1 :Dans ce chapiter , on va donner quelques rappels de base sur le calcul
stochastique les EDSs et des résultats utiles. Ce chapitre essentiellement une sorte

d’introduction

chapitre 2 : Dans ce chapitre , on va présenter la théorie générale et la notation
des équations différentielle stochastique (EDS) aprés ¢a on va prouver le théoréme
d’existence et d’unicité des solutions pour les équation différentielle stochastique dans

le cas ot les coefficiens sont Lipschitzien.

chapitre 3 : a pour objectif I'etude du principe du maximum stochastique dans le
cas ou les coefficients de drifte b et de diffusion o de ’équation d’état contient un

terme de controle .On note par U L’ensemble de tous les controle admissible .

dey =b(t,x),v) dt + o (t, 27, v¢) dBy
g =&
ou b est dit le génerateur de 'EDS, B = (B;)>0 est un mouvement Brownien stan-

dard défini sur un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)i>0, P),satisfaisant les condi-



tions habituelles. .Notre objectif dans ce chapitre, est d’établir les conditions nécés-
saire d’optimalités sous formre principe de maximum stochastique, pour les controles
convexe. L’idée est d’utiliser le fait que ’ensemble des controles convexe. Nous éta-
blissons les conditions d’optimalités nécéssair la méthode classique de la perturbation

convexe (faible).

Nous obtenons I’équation variationnelle de 1’équation d’état,et 1’'inégalité variation-

nelle d’aprés 'optimalité de v c’est-a-dire

0 < J@) — J(v).

Pour parvenir a cette partie du chapitre, nous démontrons sous des hypothéses sup-
plémentaires minimales, que les conditions nécessaires d’optimalités sont également

suffisantes.



Chapitre 1

Généralités sur les calcul

stochastique

le but de ce chapitre est consacré & donner des définitions de base.

1.1 Rappal sur calcul stochastique

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) : Soit un espace de probabilité (Q, F,P)
Soit T un ensemble.On appelle Processus stochastique sur un espace de probabilité

(Q, F,P) indexé par T et a valeurs dans R?, une famille (X;), ., d’applications mesu-

teT

rables de (Q, F) dans (Rd, B (Rd)) ; pour tout t € T'; X; soit une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 La définition d’un processus stochastique seut etre plus generale
en donnant un ensemble T plus generale et un autre espace d’etate que R pour un
processus stochastique on 2 espace

— La famille X = (X;)

e décrité de fonction aléatoires w — f(w) = (X; (w)),ep la

fonction f(w) : (t — Xi(w)) est appllée trajectoire de X,
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— La famille X = (Xy),cp décrité un processus que est par rapport ou tems t la

famille de variable aleatoire ordeniée t — X; X : T x Q — R; X = (tw) =

Xi(w) = (Xt)ter

-On fixe w € Q,t — X;(w) fonction en trajectoire.

-On fixe t — w — X;(w) variable aléatoire.

Définition 1.1.2 (indistinguables) :Soit X = (X,),op est Y = (Yy),ep deuz pro-
cessus stochastique dans (2, F,P) , les processus X et Y sant dit indistinguables
s’il existe N C F mnégligeable ,tel que,¥Y{w € Q: Xy(w) = Yi(w) t € T};on écrit P
(X, =Y, ,VteT)=1

Définition 1.1.3 (modefication) : Soit X = (X,),.; est Y = (Y;),., deuz pro-

tel
cessus stochastique définite dans (2, F,P) , les processus X etY sant dit modefication

Pun de Ueutre si pour toutt € TP (X, =Y ) =1

Définition 1.1.4 (dimensionnelles) :Soit X = (X;),op est Y = (Yy),op deux

teT
processus stochastique dans (2, F, P) et (U, F', P') respectivement .Alors X etV
, les processus X et'Y on le méme distribition (loi fini)-dimensionnelles :pour tout

peEN etty t,eT,
(Xtu"'vti) = (}/;17"‘7}/;;7)

On écrira X =Y .
Proposition 1.1.1 indistinguables ==—=modefication ==—= méme loi fini-dimensionnelles

Définition 1.1.5 (processus continu) : On dit que le processus est a trajectoires
continues (ou est continu) si les application t — X (w) sont continues pour presque

tout w.



Définition 1.1.6 (processus cadlag (resp . caglad)) : Unprocessus est dit cad-
lag (continu a droite , pourvu de limites 6 gouche ) si ses trajectoires sont continues
a droite , pourvu de limites a gouche . Méme définition pour caglad (continu & gauche

et limité o droite) .

Définition 1.1.7 (processus mesurable) : Unprocessus (X,),op est dit mesurable

si Uapplication définie sur(Ry x Q,B(R;) ® F) par (t,w) — Xi(w) est mesurable

Filtration

Définition 1.1.8 (filtration) :On appelle filtration F= (Fi)i>o0 de (2, F,P) ;est une

famille croissente de sous-tribus F.i :e.Fy C Fy C F pour tous 0 < s <t dans

Remarque 1.1.2 Un espace de probabilité (0, F,P) muni d’'une filtration (F;),cr

est satisfaitles conditions habituelles si :

— Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy.

— La filtration est continue a droite i.e.F; = mFth.

s>t

Définition 1.1.9 (filtration naturelle) : La famille croissante de sous tribus
G =0 (X5 <)

s’appelle la filtration naturelle du processus stochastique X Mais Gy ne contient pas
nécessairement les ensembles négligeables N, c’est pour cela on introduit la filtration
naturelle augmentée de X définie par F, = o (N UG,) lors que nous parlerons de

filtration naturelle, il s’agira toujours de la filtration naturelle augmentée.

Définition 1.1.10 (filtration continue) :On defénit

Fi- = (U}“S> Fo- = Fo Fir = (ﬂfs>

s>t



Une filtration est continue a droite (resp.a gouche) si ¥t > 0; F, = Fpr (resp.Fy =
Fi-)

Définition 1.1.11 (processus adapté) :Un processus stochastique X = (X,f)t20

est dit adapté (par rapport a une filtration (F;)),si X, est Fy—mesurable, pour tout
te 0,7

Définition 1.1.12 (processus progressivement mesurable) : Un processus (X;)ier
est dit progressivement mesurable par rapport a la filtration (Fy)ier siV s € t la fil-
tration Uapplication (t,w) — Xi(w) estmesurable sur [0, s] x 0 dans R est mesurable

par rapport a B([0, s]) @ F

Définition 1.1.13 ( progressivement mesurable ) :Un processus progressivement
mesurable est mesurable et adapté.On note aussi que si X est processus mesurable et

adapté alors il posséde une modification progressivement mesurable.

Proposition 1.1.2 Soit (Xt)tzo“n processus stochastique dont les trajectoires sont
continues a droite (ou & gauche), alors X; est mesurable et progressivement mesu-
rables s’ilest de lus adapté.Les variables aléatoires X; — X,,0 < s < t, sont appelées

les accroissements du processus stochastique Xy,

i) Processus a accroissement indépendants :
(Xi—Xs) LF =0(X,,0<1r<s),YV0<s<t.
i1) Processus & accroissement stationnaires :
Xy — X~ Xis— Xo,V0 <5 < .

Définition 1.1.14 (processus gaussien) :Un processus stochastique X = (X,),cr

est gaussien ssi toute combinaison linéaire de ses marginales oy Xy + ...+, Xy, Suit
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une loi gaussienne (pour tout n € N, ty..t, € T, ay...cp, € R).

Définition 1.1.15 (temps d’arrét) : Une variable T : Q — {oo} est une temps

d’arrét par rapport & une filtration (Fy)er si Nt > 0;{T <t} € F;

1.1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.1.16 (Mouvement Brownien ) :On appelle mouvement brownien
un processus stochastique <Bt)t20d valeurs réelles tel que :i)Continuité P — p.s; la
fonction s — By (w) est une fonction continue.ii)Indépendance des accroissements :
510 < s < t,By — By est indépendant de Fs = o (By,,u < s)et de loi gaussienne
centrée de variance t — s iii)Stationnarité des accroissements : si 0 < s <t la loi de
By — B, est identique a celle de By_y — By = By_4 on dit qu’un mouvement brownien

par rapport a x st By = x.

Définition 1.1.17 CommeE(B,,,, — By,) =0 car (By,,, — By,) sont & acroissement

indépendantes. Pour montrer que

varli @) =8| [ as].

En effet, on a(mouvement brownien standard) :On appelle mouvement brow-
nien standard si By =0 P —p.s, B[B;] = 0 et E[B?] = t.dans ce cas la loi de B; est

une lot normale.

Proposition 1.1.3 Soit (B;), un mouvement brownien standard, alors By est un
processus gaussien i.e. pour tout n et tous 0 < tg <t; <ty < ... <t, ,(By,....B,)

est un vecteur gaussien.

Proposition 1.1.4 Soit B un mouvement brownien Standard, on a



1. pour tout T > 0,{Bi1 — BT}tzo est un mouvement brownien indépendant de

(By,u <T)
2. (—By)est aussi un mouvement Brownien.
3. Pour tout ¢ > 0,{cB;.2},5, est un mouvement brownien.

4. Le processus dé...ni par Xo =0 et X; = tBy.; est un mouvement Brownien

Proposition 1.1.5 St B un mouvement Brownien on a :

1. Vt, P — p.s, By nest pas dérivable en aucun point t.

2. Byn’est pas a variation finie en aucun point t.

1.1.3 Martingales

Définition 1.1.18 (martingale) :Soit (2, F, P) un espace de probabilité et (F;)>o

une filtration de cet espace Un processus (X;)i>oest une martingale si :

1. Pour tout t > 0, X; est Fy—mesurable

2. Pour tout t > 0,X; est intégrable ,(c’est -a-dire vérifiant B(|X;|) < oo Pour

tout t >0

3. Pour tout V0 < s < t,E (X;\Fs) = Xs.P —p.s

On définit de maniére similaire une sous-martingale si 3 est remplacé par :
(E (Xi\Fs) > Xs.P —p.s, V0 < s < ).
Et une sur-martingale si 3 est remplacé par

(E (X \Fs) < X5.P—p.s,V0 < s<t).



Proposition 1.1.6 Le mouvement brownien standard (By,t > 0)est une martingale

par rapport & sa filtration naturelle
Fr=0(Bs,0<s<t)

Proposition 1.1.7 Soit (B;),., un mouvement brownien Les processus suivants

sont des martingales par rapport a (Fy)

2. N, = <eXp <0Bt _ (ff;) t>> P
1.2 calcul d’Ito

1.2.1 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie de fagon similaire & 'intégrale de Riemann comme
limite d’'une somme de Riemann.Si on se donne un processus de Wiener (ou mou-
vement Brownien),B : [0,7] x Q@ — R ainsi que X : [07] x © — R un processus
stochastique adapté a la filtration naturelle associée a By, alors Uintégrale d’It6 :
fOT ¢sdBy est définie par la limite en moyenne quadratique de Z?;ol oi (Bti o Bti)
Soit (€2, F,P)un espace probabilité et B; un mouvement Brownien sur cet espace,
et la filtration naturelle du mouvement Brownien F; = o (B, s < t).L’objectif c¢’est

définir 'intégrale fot ¢sdBs pour des processus ¢ :

Cas étagé
On dit qu’un processus ¢ est étagé(ou élémentaire) s’il existe une suite de réels
t; 0 <ty <t < .. <1, et une suite de variable aléatoire ¢; telle que ¢; soit

F:,— mesurables,appartienne a .2 () ou ( carré intégrables) et que ¢, = ¢; pour tout
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t € Jt;, tisa] , soit

n—1

¢s (w) - Z ¢Z (w) 1]ti7ti+1] (S) :

=0

On définit :

t n—1
/ ¢sdBs = ¢; (Bi.., — By,) -
0 i=0

On sais que

E [/Ot@st] =0 et Var [/thssst] ~E {/Otgbids}

t n—1
/ ¢sst - Z ¢z (Btiﬂ/\t - Bti/\t) .
0 i=0

Alors

Cas général
Soit I'ensemble L? (2 x R, ) des processus ¢ est F;—adaptés caglad (continus &
gauche limite a droite). Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢”) une suite de processus

étagés telle que :
t
E [/ (¢Z—¢§)ds] — 0,
0
quand n tend vers oco.

Ainsi,pour tout ¢ > 0,il existe une v.a I; (¢) = [ ¢sdB, de carré intégrable.

E [/OOO ¢sst] ~ 0.

00 n—1
It (¢> - /0v ¢SdBS - Z ¢l (Bti+1 - Btz) .
1=0

On va montrer que :

11



I; (¢)est gaussien ,.car (B;) est un processus gaussien alors :

n—1

> ¢ (Bi,, — Br,)

=0

E []t (Qb)] =E

Y

_Z¢z Bt+1_ L):O

comme [E (Bti b Bti) =0 cas (Bti b Bti) sont a accroissements indépendantes.

Pour montre que :

Var [I,(6)] = B [ /0 h ngds} |

En effet , on a

Var [I, (¢)] = E (I, ((15)2) ~E (L (9))

s ([ ean)
(Z@ By, — B z-))

— (6)°E [(Bu, - )]

:E([t

’_‘I—l

3

|
M

0
1

3 .
Il

Vit = [ #ds.
(¢z> (tlJrl tz) /0 ¢s S

i=0
Propriétés d’intégrale stochastique

Il y’a plusieurs propriétés sur I'intégrale stochastique les plus important sont :

1. Linéarité :
t t t
/ (a6} +b6?) dB, = a / S1dB, + b / 2B,
0 0 0

2. Additivité :Pour 0 < s <u <t <T

t U t
/ qbvdBv:/ gbvdBv—'—/ ¢vdBv-



3. Propriétés de martingale :Pour tout processus ¢ les processus :

E o T(6) et £ — T(¢)? — /Ot $2ds

sont des (ftB) -martingales continues,ona :
B[(16) ~ L)) | 7] =B [ 6tau| 7P

4. Si (¢)iejo,r) est un processus F; -adapté et E (fo |¢] ds) < +00,0n a 'inégalté :

/w 4B,

sup
0<t<T

<4]E/ | s]? ds

5. Isométrie :

(o) | =2([ )

1.2.2 processus d’It6

Définition 1.2.1 (processus d’It6) : Un processus d’Ito est un processus de la forme :
X =Xo+ [} lpslds + [} 0,dB;, P—p.s

Avec Xy est Fy -mesurable ¢ et 6 deux processus F; -adapté vérifient les condition
d’intégrabilité :

t t
/ lps| ds < +o0 et / 165]|% ds < +oo
0 0

ou le coefficient ¢ et le drifter ou la dérivée et 8 est le coefficient de diffusion . On

13



note de maniére infinitésimale :

dX, = p.ds + 0dB,.

1.2.3 formule d’It6

Soit (22, F, (Ft)y>q» P) un espace probabilité filtré et (B;),., un F-MBv défini dans

cet espace.

Premiére formule d’Ito6

Soit B un mouvement Brownien défini sur (Q, F, (F),59,P) et f: R — R est une

fonction de classe C? et bornée.

/(B /f dB+/f<B>d,

calculer fo BydB; tel que : f(x) =

t t
szz/ Bsst+/ ds.
0 0

Ce qui donne , d’apres I'intégration

Alors :

Deuxiéme formule d’It6

Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C'2, on a :

F(t,B)) = £(0, By) /a (s, B,)ds +/ 9 (s B.yaB /a;{<s,33>d<3>t.

14



sous formule différentielle

2
df (t, B,) = g—{(t, By)dt + g—i(t, B,)dB; + %%(t, B,)d (B), .

Formule d’intégration par partie Soient

X(t) =z + /0 t f(s)dB, + /0 t g(s)ds,
Y(t) = zg+ /Ot h(s)dBs + /Ot k(s)ds,

deux processus d’Ito, avec les fonctions f,g,h,k € 12 ., d’aprés la formule d’Tto

vectorielle on a :

donc

dX(t)dY(t) = X(t)dY (t) + Y (¢)dX(t) + d (X,Y),

et on qobtient la formule d’intégration par parties suivantes

t
0

X(OY () = X(0)Y(0) + /O X(s)dY (s) + / Y (s)dX () + /0 o(s)k(s)ds.

15



Chapitre 2

Existence et unicité de solution

pour les EDSs

le but de ce chapiter est d’introduire 'existence et 'unicité de solution d’EDS

2.1 Equation différentielle stochastique

Définition 2.1.1 (équation différentielle stochastique) :Une équation

différentielle stochastique est une équation de la forme
t t
X :§+/ b(s,Xs)ds—i-/ o(s, Xs)dBs (2.1)
0 0
ou sous forme différentielle

dX, = b(t, X)dt + o(t, X,)dBy, (2.2)

XU:fa

L’inconnue est le processus X. Le probléme est, comme pour une équation différen-

tielle ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients,’équation

16



différentielle a une unique solution.Il est utile de préciser les données.

Définition 2.1.2 Soit b et o sont deuz fonction de RT x R™ a valeur réelles don-
nées On se donne également un espace (2, F, P) muni d’une filtration F; et un
Fimouvement brawnien B sur cet espace Une solution de est un processus X
continu Fy— adapté tel que les intégrales fot b(s, Xs)ds et fot o(s, Xs)dBs ont un sens
et l’égalité

X, — ¢4 /O Cb(s. X.)ds + /0 ' (s, X.)dB. (2.3)

est satisfaite pour tout t, P — p.s.

Théoréme 2.1.1 On suppose que

— Les fonction b et o sont continues

— il existe K tel que pour toutt € [0,T], z € R, y € R

b(t, 2) | + |o(t,z)]* < K2(1 4+ |2%). (2.5)

La condition initiale Xo = & est idépendante de (By,t = 0) et est de carré inté-
grable,alors il existe une unique solution de (2.1)) a trajictoires pout t < T.De plus
cette solution vérifie

E

sup |Xt|2] < 00,Vp > 1

te[0,T)

Remarquant que la condition de Lipshitz (2.2)) nous assure l'existence et 1'unicité de

la solution de 'equation ({2.1])

Remarque 2.1.1 La condition de croissance (2.4]) nous évite l’éxplosition de la so-
lution et si on n’a pas cette condition [’équation (2.1)) admettra une solution unique

mais seulement jusqu’au temps d’éxplosition
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la preuve l'existence et 'unicité de la solution est basée sur llemme de Granwall et

inégalite de BDG..

Théoréme 2.1.2 (Théoréme de Point fixe de Picard-Banach) : Soient une
espace métrique complet et g une application -contractante . Alors
1. g admet un unique point fixe a € F

2. Pour tout xg € E , la suite des itérées de zy par g , définie par =, := g(x,_1)

pour tout n € N ,converge vers a ,

3. la convergence est géométrique ,

n

VneN d(z,,a) < d(zy, ).

1-k

2.2 Unicité et existence

Définition 2.2.1 pour l’equation ((2.2]) on dit qu’il y a :

— Existence faible si pour tout z € R? | il existe une solution de ([2.2)).
— Unicité trajectoirielle si 1’espace de probabilité filtré (2, F,P) et le mouvement
Brawnien B étant fixé , deux solution X et X' de (2.2)).telle que X = X/ P . s,

sont indistinguables .

On dit de plus qu’une solution X de ([2.2)) est une solution forte si X est adapté par
rapport a la filtration canonique de B , il y a unicité forte pour I'EDS(2.2)) si pour

tout B, deux solution fortes associées & B sont indistinguables .

Théoréme 2.2.1 Soient T = 0 et b(t,z) o (t,z) sont des fonction mesurables sa-

tisfaisantes :

1. (condition de lipschitz locale)

E|kE]R+|b(t,a:)—b(t,y)|+|a(t,x)—a(t,y)| Sk|l’—y|,t€ [O,T],l’,yER,
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2. (condition de croissance linéaire)
3k € R, b(t,2) — b(L,y)] + o (be) — o (ty)| < k(1+[a]), ¢ € [0,T];0 € R,

3. Xo variable aléatoire indépandante de B = (B;),, et de carré intégrable
(ie : B[|XZ|]] < +o0) Alors I'équation (2.1)) admet une unique solution forte

X = (X¢(w)),>, adapté par rapport a la filtration F° = F; A 0 (Xo) et vérife :

T
E U |Xt\2dt] < +00.
0

Preuve. Commengons par démontré I'unicité , Soient X = (X;),.p et Y = (Y3),or

deux solution fortes de condition initiale X, = Yy = £ telle que’

2
X, - Y =

t t t t
/ b(s, Xs) ds—i—/ o (s, Xs)dBs —/ b(s,ﬂ)ds%—/ o (s,Ys)dB
0 0 0 0

2

)

/0 b(s, X.) — (s, Vo)) ds + / (0 (5,X.) — 0 (5,Y,)] dB,

On utilisant le fait que (a + b)* < 2a% 4 2b%0n a pour tout 0 < i<t <T

2 2

Xo-viP<2| [ b x) bl 42| [ (X~ o (Yl dB,

ou

2
+2 sup

0<t<T

2

sup |X; — Y;|* < 2 sup
0<t<T 0<t<T

/0 [U (Sva) — 0 (S,Y;)] dBS

/0 b(s, X.) — b(s, Ya)) ds

Passant a léspérence mathématique on obtient : m
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E { sup |, —Ytﬁ]
0<t<T

2 2

< 2E | sup + 2

0<t<T

sup
0<t<T

/O 0/ (5,X,) — 0 (5, Y2)] ds / (0 (5,X,) — 0 (5,Y2)] dB,

utilisant I'inégalité de Doob et 1'isométrie d’Ito on obtient

2

E[sup |Xt—y;|2] < 2K

0<t<T

/OT [0 (s, Xs) — o (s,Ys)]ds| |+8E {/Ot o (s, X,) — o (s,Y,)? ds]

Par les inégalités de Cauchy-schawrtz et Buckolders-David-Gundy on obtient :

E l sup | X, —yﬂ < 9TE [/OTV)(S,XS) —b<S7Y;>|2ds} +SE Uﬂtw(s,xs) _a(s,Y's)IQdS}

0<t<T

=2(T+4)E UO (1 (s, Xs) = b(s,Y)[* + o (s, X,) — o (5,Y5)[%) ds}

comme les fonction b et o sont Lipschizienne alors :

T
E{sup |Xt—Yt|2} §2K2(T+4)E[ |XS—Y5|2ds}
0<t<T 0

T

§2K2(T+4)/ E[|X, - Y.[*] ds
0
T

§2K2(T+4)/ E {sup ’Xi_Yi\Q] ds
0 0<i<s

donc par 'inégalité de Gronwall
E { sup | X; — Ytﬁ] < 0exp(2K*(T +4) =0
0<t<T

ce si implique que X et Y sont indistinguables c’est -a-dire

P(X,—Y,0<t<T)=1
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A fin de prouver 'existence , on procéde comme pour les équations diférentielles avec

une méthode d’approximation de Picard. Pour cela, on posed

X?=0 (2.6)
X! = tb d t dB,
e [ b9+ [ o)

t t
X,?:§+/ b(s,Xsl)der/ o(s, X1 dB,
0 0

t t
X' =¢ —I—/ b(s, X" Nds +/ o(s, X" 1)dB,
0 0

On peut déterminer (X/') pour tout n, on montre que (X;*) converge vers X; et X
vérifie notre EDS (2.1)) D’abord on suppose on que les fonction b et o vérifient la

condition de croissance liniare et on prouve qu’il 4 m > 0 telque :

B {sup |Xf|2:| <m,

t<T

sin=1ona
2

th2:‘ tb 6)d t .€)dB,
X =lex [bgist [o6g)

?

et comme (a + b+ ¢)® < 3a2 4 3b? + 3¢2,0n trouve

2

X! <3 z‘tb,d t ) dB,
\\_<\€|+/0(s€>8+/00(s€)

)
)

En utilisent de Cauchy-Schwarz, pour tout 0 <t <d <T

/Ota(s,@st

d
X} <3 (!5I2 +T/ |b(s,&)|*ds +
0
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Donc

/Ota<s,5>st

)

sup }Xl‘ <3(|§| —|—T/ b (s,6)[>ds + sup
t<d t<d<T

en passant aux ésperances,on obtien

2
E[sup \XwggE

t<d<T

d
P +T [ |b(s,6))*ds + sup
0

t<d<T

/Oto<s,f>st

d’ou on tire en utilisant de I'inégalité de Doob et 'isométrie delintegrale stochastique

,Jla croissance linéare de b et o ,

1
ELEEE |X}}<3{E|§| +T/ b (s |d8+4/ \Usf\dB]

< 3E {\5!2+TK2/ (1+1¢%) ds+4K2/ (1+1¢%) ds]
0 0
< 3 (| + K2 (14 [€)* (T + 4) d]

=3J¢[* + 3K (1+[¢)* (T +4) d,
donc soit my = 3K2 (1 + |€])* (T + 4)
E [ sup ‘thﬂ < 3|¢)7 + mad
t<d<T

de la meme mainiére on trouve que d’aprés le fait que (a + b+ 0)2 < 3a%+ 3b% + 3¢?

et 'inégalité de Cauchy-Schawarz pour tout 0 <t <d <T

2

b

t
/ o (s, X1)dB,
0

t t
\Xﬂz:‘ﬁ/ b(s,X;)d5+/ o (s, X*) dB,
0 0

t
30 1€ b(s,X1)d
QQ+A (5, X)) ds

2
+

)
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En utilisent de Cauchy-Schwarz, pour tout 0 <t <d <T

t
IX!F <3 <\§|2 +T/ b (s, X1)|* ds +
0

t
/ o (s, X,)dB,
0

)

t
/ o (s, X1) dB,
0

Donc

t<d<T

d
sup |X2° <3 (y§|2 +T/ b (s, X1) [ ds + sup
t<d<T 0

)

t
/ o (s, X1) dB,
0

2
E { sup \Xtﬂ < 3E

t<d<T

d
|§|2+T/0 ‘b(S,X;)‘st—l— sup

t<d<T

et par utilisant I'négalité de Doob et 'isométrie de I'integrale stochastique ,la crois-

sance linéare de b et o ,

B[ sup [P < 3w 1P [ Ipxt)Pas o [Co s s
=3 (g + 78| [ 1o o) ] 448 [ [l s ]
< 3E (|§|2+T]E Uodz@ (1+[x2P) ds] 4B [/OdKz (1+[x2) dsD
=3 (|g|2+ (T +4) K*E [/0d1+ \X;|2dsD
<3 (g +rrorm[ [ 0 x)e])
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soit my = (T +4) K?

E{sup |X2}} 3 ( 1€]° + 2maE Vod(lJr\Xj\)stD

=3
3<\§| + 2moB {T+/ Reh dsD
s

(

e (7= [ fup (e
<3 [€)* + 2my <T+/ (317 + mad) ))

d
2 2 d2
et par une récurrence nous avons donc
2 2 dF
XP<IEP+) Zr2mevn > 1,
k=0

Ensuite , il reste & montrer que la suite (X7 )cjo,r) coverge P — p.s, uniformément

sur [0, 7] vers un processus limite (X7")cjo.1]

2=t <] [ 06 6. 9) s+ [ (o (5:0) — 0661 0

/O (b (s, X1) = b(s,€)) ds /0 (0 (5, X1) — o (5,€)) dB.

2
+2

2
X7 - X} <2

alors

2

+2sup
t<d

2

sup | X? — X}| < 2sup
t<d t<d

/Ot(b(sX)—b( ) ds /Ot(a(s,xg)_o—( €)) dB.
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en passant aux ésperance et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'inégalité de Doob

et I'isométrie de 'intégrale stochastique , la croissance linéaire de b et o

E {sup X} - Xf\}

t<d

< 2E [sup
t<d

< 2TE |sup
| 1<d

< 2TE |sup
| t<d

/0 (b (s, X1) — b(s,€)) ds

/0 (b (5, X1) — b(s,€))
/0 (b (5, X1) — b(s,€))

2

2

2

+ 2
ds

ds

+2E

+ 8E

sup

/0 (0 (5,X2) — 0 (s,€)) dB,

t<d

sup
t<d

[ieter-scors]

/0 (0 (5,X2) — 0 (5,€)) dB,

d t
< 2TK’E [/ ]X§—§‘2ds}+8K2E [/ }Xsl—ﬂzds}
0 0

< (2TK? +8K?) /d [E X1 - §|2] ds
0

d
< (2TK? +8K2)/ E {
0

alors

E {sup !Xf

t<d

v<s

sup !X& — 5‘2

| as

d d
—X§|} < 2(2TK* 4 8K?) (/ E [|¢[ ds] +/ E [sup‘Xszs])
0 0 v<s

donc pour tout n

E {sup }Xt"H - Xt”|}

t<d

<2E

/0 (b (s, X7*Y) — b (s, X7)) ds

2

25
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/0 (0(s,X]) =0 (s, X)) dB,

97

2




par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,l’inégalité de Doob et l'isométrie de l'intégrale

stochastique , la croissance linéaire de b et o

E {Sup }Xt”H - Xf@

t<d
d t
=2 U (b (s, X7) = b (s, X571)) }st] 8 [/ (o (s, X3) — o (5, X071)) | ds
0 0
d t
< 2TK’E [/ X7 — Xg—l\zds} +8K’E [/ | X — X§‘1|2ds}
0 0
d
= (2TK* + 8K*)E U X! - xr1? ds]
0

d
< (2TK? +8K2)/ E { sup | X! —Xg—lf] ds
0

t<d<T

on répete ce procedure, on trouve

dnJrl

n+1 n
E[Sup‘XtJr _Xt |:| Smnm

t<d

cela entraine que p.s

cela entraine que
o

Zsup }Xf“ — th| < 00

n=0 t<d

et donc la suite(X}'), (o 7y converge p.s uniformément sur[0, 7’| vers un processus(X{'),(o 1y
limite qui est continu. Aprés on vérifier que X;* une solution de 'EDS (2.1 soit une

sous suite converge dans,en effet
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-1
1 = X[l < Z

dk+1

—Z( Fht1 );_)O (n = oo)

SupXk+1 Xk
t<d

L2

en passant a la limite dans (2.6 et lemme de Fatou on obtient

T T
E/ X7 — X[’ dt < lim infE/ X7 — XI|"dt —
0 e 0

TL*)OO

utilisant la condition de lipschitz, 'inégalité de Couchy-Schwarz, I'inégalité de Doob

et lisométrie de 'intégrale stochastique ,on a

E /O (b (s, X) — b(s, X)) ds

2 t
] < tK’E U |X§—Xs|2d51 —0
0 n—oo

2

E

t
< 4AK’E [/ |X7 — Xs|2ds] —0
0

n—0oo

/0 (0 (s, X7) — 0o (s,Xs))dB

/Otb<s,X§>d55/Ot(b(s,XJ)dS

¢ ¢
/ o (s, X7)ds LR / o (s, X) dBy
0 0

on déduit que X; est une solution de 'EDS (2.1) et n — 400

alors

et

Exemple 2.2.1

2
d:l?t _ 3
o =3,

{EOZO.
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et

0:81t<a
Ty =

(t—a)®:sit>a,

2
b(xz;) = 3z} n'est pas Lipshitzienne car les dérivées n’est pas bornnées, n’est pas

dérivable au points o = 0.

Remarque 2.2.1 La condition de croissance (2.5) nous évite I’éxplosition de la so-
lution et si on n’a pas cette condition [’équation (2.1)) admettra une solution unique

mais seulement jusqu’au temps d’éxplosition.

Exemple 2.2.2 On considere l’équation différentielle suivante :

C’est-a-dire b(x) = 2%, 0 = 0, sont Lipchitziennes donc, il existe une solution unique

donnée par :

car
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Chapitre 3

Principe de maximum de le cas

non linéaire, convexe

Dans ce chapitre on donne le principe du maximum stochastique dans le cas ou les
coefficients de drifte b et de diffusion o de ’équation d’état contient un terme de

controle .

3.1 Formulation du probléme

.On note par U L’ensemble de touts les controle admissibe .

dry = b(t, ', w) dt + o (t,zy, u) dBy

(3.1)
rg =¢§
La fonction cout & minimiser est de la forme :
T
T () =B [ 1ta(0).ut) -+ (a*(7) (3:2)
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J(u) = inf J(v).

velU

b:[0,T]xR*"xU —-R" , a:R* =R ,0:[0,T] x R* x U — R™%,
[0, T]xR"x U — R

Hypothése (Hy) : U convexe, b, 0,1, o sont contintiment différentiable par rapport a
(x,u).Ils sont majorées par C(1+ |y|+ |z|) et leurs dérivées, par rapport & (z, u) sont

continues et uniformément bornées.et la fonction « est convexe .

Sous 'hypotheése ci-dessus, 1’équation ([3.1]) a une unique solution forte et le cott J
est bien définie de I/ dans R.

Nous prenons la perturbation convexe (sous forme faible ), suivante
wW=p+ew—u),0<e<1.
Pour obtenons ’quation variationnelle suivante :
J(") = J () 2 0,

on a desoin de deux lemmes suivant

Lemme 3.1.1

lim B { sup |z°(t) — x(t)|2] = 0. (3.3)

E | sup |z°(t) —m(t)ﬂ SE/O 6% () —b(5)|2ds+E/0 0% (s) — o (s)|” ds.

0<t<T

30



b, o sont lipchitziennes par rapport a (z,v)

E [ sup |25(%) —x(t)F] < CTE/Ot 12°(5) —x(s)\2ds+052E/0t w(s)Pds  (3.4)

0<t<T

En utilison (3.4]) on obtient

E [ sup |2°(2) —a:(t)|2] < CTE/Ot sup [2°(s) — 2(s)[>ds + Mye?

0<t<T s€[0,s]

D’aprés le lemme de Gronwall, d’aprés I'inégalité Burkholder-Davis-Gundy , d’ou

resultat .

lim sup E|M —z(t)]* =0, (3.5)

=0 <<

ou Z est la soulition de I'’equation lineaire

dZ(t) = {bx()21(1) + by()v () } dt + {ou(t)21(t) + oy ()u(t) }dW (2)
Z() - O

Pour simplifier ona :

#P<(t) = a(t) + pe(a°(t) + 21 (1)),
2P<(t) = w(t) + pe(a”(t) + @1 (1)),

uPe(t) = u(t) + pev(t),

on pose T = M — 2(t),on a

dz® = é[{b(t, 2 (1), us (1)) — b(t, x(t), u(t)) Ydt + {o(t,2°(t), u (t)) — o (t, z(t), u(t)) }dW,;
— [{b()Z(t) + by (t)v(t) }dt + {0u(t) Z(t) 4 o (t)u(t) }dW (t)]

z°(0) = 0.

31



Dévlopment d’ordre 1 de reste intégrale :

dz=(t) = { /0 [ (2, 275 (8), u”=(£)) (27 (8) + Z(2)) + by (£, 277 (2), w*(1))u(t)|dp}dt

+1 /0 (o2 (8, 22°(2), u(8)) (2(8) + Z (1)) + o0 (E, 275 (1), uP=(8))o ()] dprdW,

On définie les quantités suinantes

Preuve.

of = / b (t,27(t), uP (£))dp.
o = [of — b,(8)] Z(1) + / {Ibult, 222 (8), (1)) — o (£)]o(t) dp,

(0%

- /0 0 (t, 27°(t), u”*(t))dp,

=D

[S1 e

(07

= [af —0u(1)]2(1) +/0 {low(t, 275(), u*(t)) = 0,()]v(t) }dp,

Donc ona

dze(t) = [afz=(t) + ob) dt + [afjac(t) + of] d B, .

25(0) = 0.

On applique isométrié d’'Tt6 |2°(¢)|* on obtien

El7=(t)]* = E/O [((22°(1), af2"(t) + af)) + |ofa() + of|*dt

T
< CE/ |2°(t)[dt + o ()
0
D’aprés le lemme de Gronwall d’ou résultat (3.5)) .

Lemme 3.1.2 Si u est un controle optimal alors ona :
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E [/lx(t)Z(t) + lv(t)v(t)dt] + Ela,(2(T)) Zr] > 0. (3.6)
Preuve. Si u (-) optimal control alors m

J () = J (w)

>0

Blate) —aten]+ 28 [ 0 - 1)

[/ o (a4 A (e — ) (2 — ) o

oy (2 + X (2] — 2)) yup + Ae (ve — wy)) (ug — uy') dA] dt
1 ! T — ok
- - |E o (@ + X (x5 — 28) g + e (v — ) — JdA
0

3

o

5 —x

% t t
€

g UOT </1zx(x;+A(x§—x¢>,ut+xe<vt—ut))dx) dt”

€ 0

o (2 + N (2f — )y ue + Ae (vp — up)) (vp — ug) dN] dt,

1 1
_ g [ | s @+ Ao~ o)) Zrad
0

15
1 T 1
+;E/ /lm(xﬁ—i—)\(xi—xf),ut+/\5(vt—ut))Zt
0 0

+ 1, (@ + A (af — ) ue 4+ Ae (v — we)) (v — ug) dAdE
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d’aprés lemme (1), lemme (2), I,, [. ,a, sont continue et bornéey)

g (v + A2 — 27)) =m0 (27)
Lo (2 + XN (2 — ) up + Xe (vp — up)) —eso Lo (2, uy)
Lo (@ + X (2f — @) yup + A (v — wr)) —emo by (2, uy)

J(uF) = J (w)

T
0< :E{ax(a#)ZTjL/ Lo (2 2l ug) Zy + 1y (2 2 ug) (v — wg) dit |
0

3.2 Equation varitionnelle processus adjoint et equa-
tion adjointé

A partir de I'inégalité varitionnelle on va établier les conditions nécessaires d’opti-

malité verifies le controle optimale wu.

Soit ¢ la solution fondamentable matricielle associée a 1’équation léniare

—dp(t) = by (t.2,u) 9(1)dt + (1,2, 0) 0, (1) B,
Yo = -[da

@ est inversible et son inverse 1 verifie

—d¢<t) = (thDf - Aﬂ/Jt) dt — Dy d By
Yo = Id

telque :
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E | sup |¢: ]2
_te[O,T]

E | sup |[¢:]*| < o0.
_te[o,T}

On définie le Hamiltonien H de [0,7] X RxQ2(R)xU x R xR xR — R

H(t,xz(t), p,v, P,p) = l(t,x,v) + b(t,z,v)p — o(t, z,v)P.

On pose

P = VY,

avec

dY; = =g L (t, 2 up) dt + id By,

Pour obtenir I’équation adjointe vérifiée par le processus adjoint p ,il suffit d’ap-

pliquent la formule d’It6 sur p; = ¥, Y; :

dps = PedY; + Yidpy + (Y1, Yy),
= _Hx (tv I?a utap?a Ptu) dt - ptdBta

telque

Hm <t7 ‘7’1?7 ut7p;t7 Ptu) - lx (ta x:ﬁta ut) + pthbI (ta I;L7 ut) - Ptuaw (ta 'rtua ut) 9
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B =1y (x) — ),
X = orge (¥4) + [y @Fha (.2, up) dt,
P = Yy
P = 0 Xpr — Puihy,
Y =B (X|F) = [ @sle (12, up) dt,

\
Po = oYo = Yo

t

spr = YrYr = YrE(X|Fr) — ¢T/ sl (t, T, ug) dt.
0

X est Fr mesurable donc E (X|Fr) = X,

dp = —H, (t,z},us, p, P*) dt — P,dBy,
( to %ty Pt t) t t (37)
Pr = gz (xljt‘) ’

L’équation ([3.7) est une equation stochastique rétrogarde

Théoréme 3.2.1 (sous forme faible) pour qu’un contréle u € U soit optimal, il faut
et il suffit que

Hv (ta l’?, utvpg7 Ptu) (vt - ut) Z 0

Ou (p, P) est la solution unique de (E,A) , C-a-d

J(u) = inf J(v) = H, (v —u;) >0, Yv e U.

velU
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Conclusion

Ce mémoire donne une idé générale sur principe du maximum dans le cas non li-
néaire convexe. Plus précisément, nous utilisons lemme de Granwall et inégalité de
Burkholder-Davis-Gundy ainsi avec une technique on obtient un principe du maxi-
mum telque le domaine de controle est conveze ,et pour étudé les condition nécessaire

d’optimalités des contréles pour les EDS , et minimese la fonction de cout
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-Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

(Q, F o (Ft)i>o ,IP’) Espace de probabilisé filtré .

(Q,F,P) Espace de probabilisé complét .
(Q,F) Espace mésurable .
Fi Filtration .
E[X] Espérance mathématique du processus stochastique X
Uy Variable de controéle strict.
U L’ensemble des controles stricts admrssibles.
A L’ensemble des valeures des controles stricts.
EDS Equation différentielle stochastique.

EDSR  Equation différentielle stochastique rétrograde

|| valeur absolue d’un nombre

() Produit scalaire dans R?
Qt Variable de controle relaxé.
R L’ensemble des controéles relaxés admrssibles.

P(A)  L’espace des mesures de probabilité sur A.

0y Masse de Dirac concentrée en un point v.
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& La condition initiale de 'EDS.
b Le générateur de de I'EDS.

B, Un mouvement Brownien.

H (t,z(t), v, P,p)  Le Hamiltonien.
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Résumer-

Dans ce memoire, nous nous intéressons a l'étude des problemes de controle
stochastique optimal, ou nous examinons le contréle stochastique optimal d'un systeme régi
par des équations différentielles stochastiques temporelles. Dans le premier chapitre, nous
présentons quelques informations générales sur le calcul stochastique. Le deuxiéme chapitre
est consacré a I'étude de l'existence et de l'unicité de la solution de ce type d'équations
différentielles. Le troisieme chapitre est I'objectif principal ou nous avons discuté de la
préparation des conditions nécessaires sous forme du principe du maximum stochastique de
Pontriagin.

Mots-clés: équations différentielles stochastiques, contréle stochastique optimal, existence
et unicité de la solution

Abstract:

In this thesis, we focus on the study of optimal stochastic control problems, where we
examine the optimal stochastic control of a system governed by temporal stochastic differential
equations. In the first chapter, we provide some general information about stochastic calculus.
The second chapter is dedicated to studying the existence and uniqueness of the solution for
this type of differential equations. The third chapter is the main objective, where we discuss the
preparation of the necessary conditions in the form of Pontryagin's stochastic maximum
principle.

Keywords: stochastic differential equations, optimal stochastic control, existemal, and
uniqueness of the solution.
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