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Introduction

es équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé) ont
Lété introduites pour la premiére fois dans le cas linéaire dans un travail de
Bismut en 1973 [I], lorsqu’il a étudié I’équation adjointe associée au principe du
maximum stochastique en controle optimal. Pardoux et Peng [I5], ont obtenu le
premier résultat d’existence et d’unicité dans le cas non-linéaire. Cela découle princi-
palement de multiples applications qu’elles ont pu apporter dans différents domaines
de mathématiques tels que les EDP et I’homogénéisation, le controle optimal, les jeux
différentiels et la géométrie différentielle, etc. Cependant, dans de nombreuses ap-
plications pratiques, ces conditions de Lipschitz peuvent étre trop restrictives, cela
ameéne a étudier les EDSR dans le cadre non Lipschitz. Nous citons par exemple
quelque cas. S. Hamadene [5] a étudié le cas lorsque les coefficients peuvent étre
seulement localement Lipschitz, ou méme continus dans le travail de Lepeltier, J.P.

et San Martin(1997) [10], etc..

Dans ce mémoire, nous essayons d’étudier ’existence et 'unicité de la solution dans
le cas non Lipschitz ce résultat est obtenu par Ying Wang et Zhen Huang [21],

pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades de type suivante :

—dY;, = g(t,Y;, Z)dt — Z,dW,, 0<t<T

Yo = &

A cet effet nous travaillons sous les conditions suivantes :



Introduction

(H1) pour tout : (Y,Z2) € RF x R*™4  ¢(.,Y,Z) € M*(RF).
(H2) Pour tout t € [0,T] et (Y1, Z1), (Ya, Zo) € R* x R¥*4 g satisfont :

g (6, Y1, Z1) — g (t,Y2, Z2) |> < p (4,11 = Yaf?) + €| Z1 — Zo|*.

Ou ¢ > 1 et p(t,u) satisfait :

— pour t fixé dans [0, 7], p(t,.) est une fonction continue, concave et non décroissant
tel que p (t,0) = 0.

— L’équation différentielle ordinaire suivante :

o = —p(t,u).
u(T) = 0.

admet une unique solution u (t) =0, t € [0,7T] .
— Tl existe a (t) > 0,b(t) > 0 tel que p(t,u) < a(t) +b(t)u, et fOTa(t) dt < +o0,
[ b (t)dt < +oc.
Ce travail est une génération des travaux de Mao(1995) [14] et Wang et Wang
(2003) [20].
Ce mémoire se décompose en trois chapitres. Nous commencerons par un chapitre
introductif dans lequel on va présenter une foule de définitions, propositions et théo-
rémes faits sans démonstration car ce chapitre a pour but de mettre le lecteur dans
le cadre théorique de notre étude.
Dans le deuxieme chapitre, on abordera les EDSR standards par la présentation du
théoréme de Pardoux et Peng et le théoréme de comparaison. Finalement, le
dernier chapitre est sur les EDSR de générateur non lipschitz dont I'objectif est de

démontrer ’existence et d’unicité de la solution.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

D ans ce chapitre, nous avons présenté quelques définitions et notions de base

du calcul stochastique qui nous utiliserons dans les prochains chapitres.

1.1 Généralités sur les processus stochastiques
Dans la suite (€2; F;P) un espace probabilisé

Définition 1.1.1 ( Processus srochastique) Un processus stochastique a valeurs
réelles, défini sur un espace probabilisé (2; F;P), est une famille de v.a(s) noté
X = (Xy,t € I),(ou (Xy)ier ou (X(t))ier), o I est une partie de R,. X est donc
une fonction de deuz variables qui fait correspond a (t,w) € I x Q, l'image X;(w) €

R.

Définition 1.1.2 (Processus continu) un processus stochastique X = {X;,t >
0} sur (; F; {Fi}is0;P) on dit que X est continu si les applications t — X, (w)

sont continues pour presque tout w.

Définition 1.1.3 (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous-

tribus de F, telle que : F; C Fy pour tout t < s.

3



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Définition 1.1.4 (Filtration naturelle) Soit X = (X;),., un processus stochas-
tique défini sur un espace de probabilité (2; F;P). Une filtration naturelle associée a

X est la filtration définie par

Fi=0(Xs,s<t),Vt>0.

Définition 1.1.5 (Processus mesurable) Un processus (X;)i>o est dit mesurable

st l'application suivante est mesurable :

X Ry xEBRY)®®F) — R.
(tvw) — Xt(w)-

Définition 1.1.6 (Processus adapté) Soit (Q; F;{Fi}i>0;P) est un espace de pro-
babilité filtré. Une famille X = {X;,t > 0} de v.a. sur Q est appelée un processus
stochastique. On dit que le processus X est {F;}-adapté si X; est Fi-mesurable pour

tout t > 0.

Définition 1.1.7 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X;)i>o
est dit progressif (ou progressivement mesurable) si pour tout t > 0 l'application sui-

vante est mesurable :

X :([0,¢] x ;B([0,t]) @ Fr) — R.
(S7w) — Xs(w)-

Définition 1.1.8 (Modification) Soit (X;)i<r et (Y:),., deuz processus aléatoires

t<T

indexés par le méme ensemble T' et a valeurs dans le méme espace E. On dit que Y

est une modification de X si :

VteT; PIY, = X;] = 1.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.1.1 Martingale

Définition 1.1.9 (Martingale) (X;)ic[,4+00 une famille de v.a est une martingale
par rapport a la filtration (F) si :

i) B|Xy| < oo ; pour tout t (intégrable).

i1) X, est mesurable pour tout t.

i) B(X,|F,) = X,; Vs < t.

Théoréme 1.1.1 Une famille de v.a (X;)i>o est une sur-martingle (resp sous-martingle)
par rapport a la filtration F; si :

i) X, est integrable pour tout t.

i1) X; est Fy—mesurable.

i11) Vs < t; B(Xy|Fs) < X (resp B(X3|Fs) > Xs).

- St (Xi)i>0est une martingale : B(X;) = Xo, Vt > 0.

- Inégalité de Doob : si X est une martingale continue, on a pour t > 0 :

E <sup\xz\) < 4B(x2)).
(<T

Définition 1.1.10 (Semi martingale continue) . On appelle semi-martingale conti-

nue un processus réel X qui peut s’exprimer comme somme :
X=V+ M.

Tel que :
-M est une martingale locale (My = 0).

V' est un proessus a variation finie (‘v’w : st[O' oo

JdVi(w)] < +oo).

1.1.2 Mouvement brownien

- On se donne un espace (§2; F;P) et un processus (Wy; ¢ > 0) défini sur cet espace .
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

- Le processus (W;; t > 0) est un mouvement Brownien (standard) si :

a) P(Wy, =0) =1 (le mouvement Brownien est issu de 'origine).

b) Vs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t — s).

c) Vn; Vi; to <ty < -+ <t,; les variables (W, — W, ;- Wy, — W,y ; Wy,) sont

indépendantes.

Remarque 1.1.1 1) La propriété (b) est la stationnarité des accroissements du
mouvement brownien.

2) La propriété (c) est a accroissements indépendants.

1.2 Intégrale stochastique

On se donne un espace de probabilité (£2; F;P) et un mouvement Brownien W sur

cet espace, on note par F; = o (Ws, s < t) sa filtration naturelle.

Définition 1.2.1 (Intégrale stochastique) L’intégrale stochastique ot l’intégrale

d’Ito est une intégrale de la forme :

t

/ 0,dW.,,

0
ot {0s,s > 0} est un processus stochastique.

Définition 1.2.2 On dit que {0,,t > 0} est un bon processus s’il est F}V —adapté,

cadlag et si :
t

E /Qfds < 00,Vt > 0.

0

1.2.1 Propriétés de l’intégrale stochastique

t

Soit Ir (0) = / 0,dW, :

0



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Propriétés 1.2.1 1-Linéarite : Vt > 0, a1,as € R et 0 et 0 des bon processus :

IT (a191 + (1292) = alfT (‘91> + CLQIT (92) .

2-Propriété de martingale : ¥ 0 un bon processus, alors les processus :

¢
t— Ir (0), et t — I, (0)° — /Hgds,

0

sont des (}"tW) -martingales.

>0

On a pour s <t :

E I (0) |F"] = 1. (),

soit

E [Ir (0) — L () |F)'] = 0.

s

On montre que

E[(1,(0) — L (0))*|F]"] = B [(Ir (0))* + (I, (0))" |F)] = B / Odu| 7"

0

En conséquence du théoréme de Doob on a : V (EW) —temps d’arrét T etV 6 un

t>0

bon processus tel que :
E / 02ds| < +oo,
0

on a :

et



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

d’aprés inégalité LP et sip=q =2 :

E((igzs(e)y) < 4E(I, (9)%)

= 4 [ E(6?)du.

3-Propriété d’isométrie : V0, ¢ des bons processus, on a Vs,t >0

sAt
E[l () (0)] =E {/ ngudu} ,
0
de plus
SNt
LOLEO) - [ busdu
0

est une (FV),. -martingale.

t>0

1.2.2 Calcul d’Ito
Processus d’Ito

Définition 1.2.3 On appelle processus d’Ité un processus X & valeurs réelles tel

que :
t t
Xt:X0+/bSds+/ade8 P—ps (0<t<T).
0 0

Ou Xgy est Fo—mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions, P — p.s :

t t
/ bylds < o0 et / o2 < 0.
0 0



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Formule d’Ito

Soit X un processus d’Ito réel

t t
Xi=zx+ / byds + / odWs,
0 0

et soit f une fonction f : R — R; suffisamment réguliere. La formule d’Itd vise a
donner une formule de changement de variable pour le processus f(X;) qui sera un

processus d’Ito.

1¢" formule

Supposons que f € C? alors on a :

F (X, /f M+/ﬂ Jouds.
t t
X, = :C—I—/ bsds +/ o dWs.
0 0

dXt = btdt‘i‘O'tth.

Si

Ou
XO = .
Si f admet des dérivées bornés, le processus
t
F(X0) = /f s =5 [ 17 () o2,
0

est une martingale.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Cette formule s’écrit sous forme différetielle :
1
df (X3) = f(Xy) dX; + §f (Xy) d(X)y.

2¢m¢ formule

Soit f une fonction définie de Rx R — R. De classe C! par rapport a t, et de classe

C? par rapport & z on a :

t 8f t 8]0 1 t 82]0
f(t,Xt) —f(O,XQ>+A E(SaXS)dS+/U' E(S,XS)dXS*Fi ; %(S,XS) d<X>5
Sous forme defferentielle
of of 1 82f

f(O,X()) = f(O,ZL‘)

Proposition 1.2.1 (Formule d’intégration par parties) La formule d’Ité montre
que :

d[X1X0] () = X1 (£) dXo () + X (£) dX; () + 0 () 02 (£)

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties. La quantité oq (t) oo (1)

correspond au crochet de X1 Xs noté (Xq, Xo) tel que

(X1, X) = /0 o1 (1) 03 (1) ds.

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.3 Reésultats et inégalités utiles

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de représentation des martingales Brouniennes)

Soit M une martingale (cadlag) de carré intégrable pour la filtration {ftW} AR

Alors il existe un processus adapté {Z;} o tel que

teo,

t
]P)—p.S, vVt € [O,T] 5 Mt = MO +/ ZSdWS,
0

Théoréme 1.3.2 (Théoréme du point fixe de Picard) Soient (E,d) un espace
métrique complet et ¥ : E — E une application contractante c’est a dire il existe
ke [0,1] tel que :

d(V(z), ¥ (y) < kd(z,y),Vo,y € E.

Alors il existe un unique point a € E tel que ¥ (a) = a.

Théoréme d’Ascoli-Arzela

Dans ce théoréeme C(E, F') est un espace des fonctions continues.

Théoréme 1.3.3 (Théoréme d’Ascoli-Arzela) Soit (E,d) un espace métrique
compact, (F,d) un espace métrique complet. Une partie A de C(E, F) est relati-
vement compacte si et seulement si :

1- A est équicontinue, c’est-a-dire :

Ve € E, Ve >0;dn>0Vf € AVy € E, (de(z,y) <n) = (dr(f(z), f(y)) < ).

2- Pour tout x € E, l'ensemble A(x) = {f(x), f € A} est relativement compact dans

F.

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Théoréme 1.3.4 (Théoréme de Fubini) Soit f(z,y) une fonction continue sur

[a,b] X [c,d] a valeurs dans un ensemble E. Alors

/ab (/Cdf(:c,y)dy> dx:/cd (/Q”m?y)dm) "

Lemme 1.3.1 (Lemme de Granwal) Soit f :[0,7] — R une fonction continue

telle que, pour tout t :
t
f(t) §a+b/ f(s)ds; a€R,b>0.
0

Alors pour tout t :

f(t) < aexp(bt).

Théoréme 1.3.5 (Inégalités de Burkholder- Davis -Gaundy) Soitp € |0, +o0].
Il existe deux constantes c,, C, telles que, pour toute martingale continue M, null

en 0.

¢, B [(M, M)i] <E { sup |Mt|p] < C,E [(M, M>§o} .

0<t<T

Définition 1.3.1 (Inégalité de Holder) L’inégalité de Holder dit que sip et g >

0 sont conjugués (i.e % + % =1), alors

[ (ragta)dnte) < ( /| If(:v)|”du(:v));- [ lat)rduta).

Théoréme 1.3.6 (Inégalité de young) Soit p et q des exposants conjugués avec

p,q > 1. Alors, pour x,y > 0, on trouve que :

ry < — + —.
p q

12



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Théoréme 1.3.7 (Inégalité de jensen) Si ¢ une fonction convexe alors :

¢ (B(X]G) <B(p(X)]G).

Théoréme 1.3.8 (Inégalité de LP) Soit p > 1 et X une martingale rélle conti-

nue telle que X; € LP ¥t > 0, alors :
w20 B(swplX) < PEIXF,
s<t
ol q est le conjuge de p (

1 _
+5_1>.

1
P

13



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

Dans ce chapitre, nous présentons le résultat d’existence et d’unicité de la
solution dans le cas lipschitzienne ce résultat est introduit par E. Pardoux

et S.peng en 1990 [2].

2.1 Introduction

Soient (Q;f; (Ft) =0 ;IP’) un espace probabilis¢ filtré, une v.a & € L? (2, Fr), et un
processus Y qui est adapté par rapport a la filtration (E)tZO . On voudrait résoudre

I’équation différentielle suivante :

Yr = €.

Considérons I’exemple le plus simple oi g = 0, dans ce cas la solution est Y; = £ qui
n’est pas adapté si £ n’est pas déterministe. La meilleure approximation adaptée est

la martingale Y; = E(¢|F;) : Si on trouvaille avec la filtration naturelle d’un M.B et

14



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

¢ € L*(Q, Fr). Le théoréme de représentation des martingales browniennes, permet

de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel que :
t
Yi=B(F) =Bld+ [ ZdW,
0
Un calcul élémentaire montre alors que :
T
Y, =¢ —/ Z,dW's 1.e: —dY,=—2Z; dW,, avec : Yp = €&.
t

On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le
processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté par conséquent, comme
une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité, on permet & g

de dépendre du processus 7 ; I’équation devient donc :

—dYy = g(t, Y, Zy)dt — Z,dW,y avec Yr =¢&.

2.2 Notations

Dans ce chapitre, on va utiliser les termes suivent :

(Q; F;P) un espace de probabilité complet.

W un M.B d-dimensionnel sur cet espace.

{Fi},., la filtration naturelle du M.B W.

S?( R¥) Pespace vectoriel formé des processus Y progressivement mesurables &

valeurs dans R” :
Mﬂszm{wpwm}<m,
0<t<T
et S?(IR¥) les sous-espace formé par les processus continus.

- M2(R¥*?) celui formé par les processus Z progressivement mesurables & valeurs

15



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

dans R**? tels que :

T
|m&wﬂﬂ/umw@<w
0

avec :

si Z € R | Z|)? = trace(Z x Z*).

- B? : Espace de Banach S?( R*)x M?2(R¥*?), muni de la norm :

T
10.2) s =8 ( sup i+ [ l1Zas).
0<t<T 0

Remarque 2.2.1 Les espaces 8%, 8%, M?,B? sont des espaces de Banach pour les

normes définies précédemment.

2.3 Equations différentielles stochastiques rétro-

grades

[’équation différentielle stochastique rétrograde est définie sous la forme suivante :

_d}/}, = g(ta}/ta Zt)dt - thWt7 0 S t S T

Yo = &

O sous la forme intégrale
T T
Y;:§+/ g(s,YS,Zs)ds—/ ZdW,  0<t<T (2.1)
t t

telle que :

- g s’appelle le générateur de 'EDSR.

16



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

- ¢ est la condition terminale.

2.3.1 Solution de EDSR

Définition 2.3.1 Pour dite que le couple des processus {(Yy; Zt) Yo<i<r est une so-
lution de VEDSR. Il faut vérifiant les trois conditions suivantes :

o Y et Z sont progressivement mesurables & valeur respectivement dans R¥ et R4,
o Jo {l9(s: e Z)| + || Z:| P}s < 003 P—p.s.

e Pour0<t<T ona:
T T
Y;t—g_{—/ 9(87}/S7Zs>d8_/ stWs; (0§t§T> P—p.s.
t t

Remarque 2.3.1 < Toutes les intégrales de l’équation ([2.1) étant bien définies.
<Y est une semi-martingale continue.
<Y est une quantité déterministe car Y est progressivement mesurable (Y est

adapté).

Proposition 2.3.1 Supposons qu’il un processus {g; }o<i<t positif, avec g; € M?*(R)

et A >0 tels que :
V(t,y,2) € [0,T] x RE x RM™ g (t,y,2) [ < g + Ayl + 11 2]]) -

Si {(Yy; Zy) Yo<i<r est une solution de ’EDSR telle que Z € M? alors Y appartient
S2.

Cc

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait

que Yj est déterministe. En effet, on a pour tout ¢ € [0;7];
t t
}/;S—YE)_/ f(S,}/;,ZS)dS—F/ stWs-
0 0

17



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Et par suite, utilisant I’hypothése sur g,

T t t
mrsmu/ (90, M Z, 1) ds + sup|/ zsdwsw/ Y, ds.
0 o<t<T Jo 0
Posons
T t
0=|Yo|+/ (g0 NI Zull) ds + sup|/ Z,dW|.
0 0<t<T 0

Par hypothése, Z appartient 4 M? et donc, via I’inégalité de Doob, le troisiéme
terme est de carré intégrable; il en est de méme pour {g; }o<i<r, €t Yy est détermi-
niste donc de carré intégrable. Comme Y est un processus continu, le lemme de

Gronwall fournit 'inégalité :

sup |Yg| < CeM.
0<t<T

qui montre que Y appartient 4 S2. m

Remarque 2.3.2 Le résultat est encore valable lorsque ||g||1 est une variable aléa-

toire de carré intégrable.
Finissons par un résultat d’intégrabilité qui nous servira a plusieurs reprises.

Lemme 2.3.1 SoientY € S? (R¥) et Z € M? (R**?). Alors {f(f Y, Z, dW,; t € [0; T]}

est une martingale uniformément intégrable.

2.3.2 Existence et unicité des solutions

Soit ¢ est la condition terminale et est une v.a Fr—mesurable & valeurs dans R” et

on rappelle que :

g:[0,T] x Q x RF x RF>4 — R,

(Y, Z) € RF x RFxd = {g(t,Y,Z)}g4<p soit progressivement mesurable.
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Sous certaines hypothéses spécifiques sur le coefficient g, L’EDSR(2.1]) posséde une
unique solution.

Les hypotheses standards sont les suivantes :

() B|Ig + Jg 19 (,0,0) Pds| < 00 ie: (g(t0,0)),cp € M2,
(H){ (i) Pour tout (t),(Y),(Y"),(Z),(Z") et 3 X constante :
g (.Y, 2) =g (.Y, Z) | < XY =Y'|+ |2 = Z]]).

Remarque 2.3.3 < La condition (i) est la condition d’intégrabilité.

< La condition (ii) est la condition de lipschitz en le point (Y,Z).

Un cas simple : Nous commencons par un cas trés simple, celui ou g ne dépend
ni de Y ni de Z. On se donne £ de carré intégrable et un processus {G; }o<i<r dans

M? (]R’“) et on veut trouver une solution de P’EDSR . :

T T
Y, =¢ +/ Gds — / ZdWs. 0<t<T. (2.2)
t t

Lemme 2.3.2 Soient & € L*(Fr) et {Gilo<i<r € M? (R¥). L’EDSR (2.2)) posséde

une unique solution (Y, Z) telle que Z€ M?.

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant 2

€ M?2. Si on prend l'espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement,

T
t

On définit donc Y a l’aide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Remar-
quons que, d’apres le théoréme de Fubini, comme G est progressivement mesu-

rable, ( f(f Gsds> est un processus adapté a la filtration {F;}c0,7, en fait dans S?
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puisque G est de carré intégrable. On a alors, pour tout ¢ € [0, 77,

T t t
Y, =E (5 +/ Gsds|.7-"t) — / Gyds = M, — / Ggds.
¢ 0 0

M est une martingale brownienne ; via le théoréme de représentation des martingales

browniennes on construit un processus Z appartenant a M? tel que :

t t t
Y, =M, — / Gyds = My + / ZdWs — / Gds.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de PEDSR étudiée

puisque comme Y = &,

Vi€ = Mo+ fy ZdW, = [y Guds — (Mo + [ Z.aW, — [ G.ds)
T T
= ft Gsds—ft ZdW.

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?. =
Cas ou g dépond de y et de 2

Nous montrons & présent le théoréme d’existence de Pardoux et Peng.

Théoréme 2.3.1 (Pardoux-Peng) Sous Uhypothése (H), VEDSR (2.1 posséde

une unique solution (Y, Z) tels que Z € M?>.

Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe dans 1’espace de Banach B? en
construisant une application ¥ de B? dans lui-méme de sorte que (Y, 7) € B? est

solution de PEDSR ([2.1)) si et seulement si c¢’est un point fixe de W.

Pour (U, V) élément de B2, on définit (Y, Z) = ¥(U, V) comme étant la solution de

IPEDSR :
T T
Yt=5+/ g(s,Us,v;Ms—/ Zaw,,  0<t<T.
t t
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Remarquons que cette derniere EDSR posséde une unique solution qui est dans B2.

Etape 1 : Montrons que ¥ dans lui méme est bien définie :

Posons G, = g(s,Us, V), ce processus appartient & M? puisque, g étant Lipschitz,
19 (5, Us, Va) = g (5, U, V) | < AU = Ul + IV = VEID)
pour U] = V] =0, on obtient
|Gsl < 1g(5,0,0) [ + A[UL| + Al[Vll],

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons
appliquer le Lemme pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z
€ M?2. (Y, Z) appartient a B? : l'intégralité de Z est obtenue par construction et
A, d’apres la Proposition (2.3.1), Y appartient & S?. L’application ¥ de B? dans

lui-méme est donc bien définie.

Etape 2 : Soient (U, V) et (U, V') deux éléments de B? et
(Y, Z) = W(U,V),(Y', Z') = B(U", V").
Notonsy =Y —Y'et z=2—2".0On a, yr =0 et
dyy = —{g(t, U, V;) — g (t,U;, V) } dt + 2, dW;.
k

On applique la formule d’Ttd a e*|y;|* pour obtenir :

d(e™yl?) = ae|y,*dt — 2e*y,. {g (t, U, Vi) — g (£, Uy, V/) } dt

+2€atyt2tth + eat‘ |Zt| ‘2dt
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Par conséquent, intégrant entre t et T', on obtient

eyl + [, €|z Pds = [ e (—alys)? + 2y5. {9 (5,Us, Vi) — g (5, UL, V') } ds)
—ftT 2e*%y,. 2z, dW.

« T as T as
6t|yt|2+ft € ||ZS||2dS < ft € (_a|ys|2+2/\|?/5|-|u8|+2A|98|'||”8||)d3
T as
— [, 2e*%y,.z,dW.

Pour tout v > 0, on a 2ab < C;—Z + b2, et donc, l'inégalité précédente donne et

comme ¢ est Lipschitz, il vient, notant v et v pour U — U’ et V — V"’ respectivement,

(0% T as T as 2
eyl + [ e||2|Pds < [T e (—a+22) [y, [ds

T as T as .
— [, 2e*ys.zdWs + C [, e (Jus|* + [|vs|?) ds;

et prenant o = 2% on a, notant R, = 7 (ftT e lug)? + ||Us||2> ds

~

T T
vt € [0,T], e |y,|* + / ||z |?ds < R, — 2/ e ys.zsdW. (2.3)
t t

D’apres le Lemme ([2.3.1)), la martingale locale { fot easys.zdeS} [ ]est en réalité
telo,T

une martingale nulle en 0 puisque Y, Y’ appartiennent & S? et Z, Z’' appartiennent
a M2
En particulier, prenant ’espérance ce qui fait partir I'intégrale stochastique via la

remarque précédente, on obtient facilement, pour ¢t = 0,

E [/OT eo‘$||zs||2ds} <E[R,]. (2.4)
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Revenant a l'inégalité (2.3)), les inégalités BDG fournissent avec C' universelle,

B | sup elul?| < BIR+ OB (] )|

0<t<T

[

< BIR)+CB | sup eyl (J) ealias)’]
0<t<T

. a2 b2
puis, comme ab < % + %

1 02 T
E [ sup e“t]yt\z] <E[R,|+ zE [ sup eo‘t|yt|2} + —F [/ eO‘SHzSHQdS} .
0

0<t<T 2 |o<i<r 2

Prenant en considération l'inégalité (2.4]), on obtient finalement

T
E { sup e |y |* —|—/ eaststds] < (3+C*)E[R,],
0

0<t<T
et par suite, revenant a la définition de R,,

B | sup el + 17 e s
0<t<T

<y@B+C*)(1VTE { sup e®|uy|? + fOT ea5||vs||2ds} :

0<t<T

Prenons v tel que v(3 + C*)(1VT) = %, de sorte que 'application ¥ est alors une

contraction stricte de B2 dans lui-méme si on le munit de la norme :

=

T 2
1OV |l =B [ s i+ | easnwds] |
0

0<t<T

qui en fait un espace de Banach cette derniére norme étant équivalente a la norme
usuelle correspondant au cas o = 0.
¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure ’existence et 'unicité d’une

solution de PEDSR ({2.1)) dans B2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M?2 puisque la Proposition
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([2.3.1) implique qu’une telle solution appartient a B%. m

2.4 EDRS linéaire

Dans cette cas Z est une matrice de taille (1 x d), c’est a dire Z un vecteur ligne de

dimension d.

Proposition 2.4.1 Soit (3; i) une valeur bornée (R; RY) (processus progressivement
mesurable ), {¢},ciq €lre un élément de M2(R) et & € L*(R). Nous considérons

I’EDSR linéaire suivant :
T T
Y, =&+ / (ps + Ysfs + Zsug) ds — / ZdW,. (2.5)
t t
L’équation ([2.5)) posséde une unique solution, qui vérifie :
T
veT), Yi=r'B e+ [ Loz (2.6
t

Pour tout t € [0, 7]

t 1 t t
I, :exp{/ uSdWS——/ \us\2ds+/ Bsds}.
0 2 Jo 0

Preuve. voir [2]. =

2.5 Théoréme de comparaison

Théoréme 2.5.1 Supposons que k = 1 et que (£,9), (£,4") vérifient ’hypothése
(H). Onnote (Y, Z) et (Y', Z') les solutions des EDSR correspondantes. On suppose

également que P—p.s. £ <& et que g(t, Xy, Z;) < ¢'(t, Xy, Zy) n@P—p.p. (n mesure
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de Lebesgue). Alors,

P—p.s vVt € [0,77, Y, <Y/

Si de plus, Yo = Yy, alors P-p.s., Y, =Y/, 0 <t <T et glt,Vs,Z:) < g(t,Ys, Zs)
n ® P—p.p. En particulier, dés que P(§ < &) >0 oug(t,Y:, Z) < ¢'(t,Y;, Z;) sur un

ensemble de n ® P-mesure strictement positive alors Yy < Yj.

Preuve. voir [2]. m
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Chapitre 3

Equations différentielles
stochastiques rétrogrades :cas

non-lipschitz

I ‘objectif de ce chapitre, est de présenter le résultat d’existence et d’unicité
de la solution dans le cas non-lipschitz.

ce résultat est introduit par Ying Wang et Zhen Huang [21].
Voici les conditions sous lesquelles nous allons travailler :

e pour tout : (Y, Z) € R¥ x RF*d
9(.,Y,Z) e M? (0, T; R¥). (3.1)
e Pour tout t € [0,T] et (Y1, Zy), (Ya, Zy) € RF x RF*4 g satisfont :
|9 (£, Y1, 21) = g (1, Y2, Z2) [ < p (t, [Y1 = YaI?) + €| Z1 — Zof”. (3.2)

Ou ¢ > 1 et p(t,u) satisfait :
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— pour t fixé dans [0, 7T, p(t,.) est une fonction continue, concave et non décroissant
telle que p (t,0) = 0.

— L’équation différentielle ordinaire suivante :

u = —p(t,u).
u(T) = 0.

admet une unique solution u (t) =0, t € [0,7].
~ Tl existe a(t) > 0,b(t) > 0 tel que p(t,u) < a(t) +b(t)u, et [} a(t)dt < +oo,
[ (t)dt < +oc.
Exemple 3.1 : Si g satisfait I'hypothése (H) de chapitre 2, alors il satisfait I’
hypothése . On peut choisir p (¢,u) = 2c%u.
Exemple 3.2 : Sig(t,Y,7) = \'/iz + ¢Z, alors il est facile de vérifier que ¢ satisfait

B.2), avec p(t,u) = 2.
3.1 Existence et ’unicité de la solution :

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1 Soit £ € L*(Q; Fr;P) et supposons que les hypothéses (3.1) et
(13.2) sont satisfaites, alors ’EDSR (2.1)) admet une unique solution (i, Zt)te[o,T] ,

Nous pouvons construire la suite des approximations successives de Picard de I’équa-

tion ([2.1) comme suit :

YP = 0
(3.3)
Y o= e+ [Lg(s, Y2 20 ds — [T Zrdw,, 0 <t <T.
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Le théoréme ([2.3.1)) implique que, pour chaque n, 'équation (3.3)) posséde une unique
solution (Y", Z}"),c (0.7 -

Pour prouver le théoréme (3.1.1]) , nous avons besoin de deux lemmes.

Lemme 3.1.1 Sous les hypothéses du théoréme (3.1.1) pour tout 0 < t < T, n,

m>1,ona:

1 T
E|y;n+m _ Y;n|2 < _ec(Tt)/ p (87E|Y;¢n+mfl _ }/;an| ) ds.
Cc

t

Preuve. En appliquant la formule d’Itd a |Y,"™™ — Y;*|, nous avons :

E|Y; o — vy + B [T |Z0tm - 27| ds

= 2B [, Y Y g (s, YL Znbm)

—g (s, Y71, Z))ds.

<IE [ [y — YP2ds + 0B [ |g (s, Yrmo, Z0tm)

—g (s, Y1, Z0) Pds.

< LB [ Y - Y Rds + 0 [ p (s, BIY N - YIU2) ds
OCE [T | Zptm — Z7)%ds.

La derniére inégalité est da a (3.2) et I'inégalité de Jensen. Soit 6 = % > 0, d’apres

le lemme de Gronwall, nous avons :

1 T
E|Y;n+m _ }/tn|2 < _ec(T—t)/ p (S,El}/sn+m_1 _ }/Sn—1| ) ds.
¢ t

Lemme 3.1.2 Soit £ € L* (Q; Fr;P) et supposons que les hypotheses (3.1)) et (3.2))
sont satisfaites, alors, il existe Ty € [0,T) et une constante M > 0 telle que pour
tout t € [T1,T], n>1:B|Y*|> < M et Ty ne dépend pas de la condition terminale

€.
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Preuve. Pour tout n > 1, ¢ € [0, 7], on applique la formule d’'Tt6 & |Y;"|?, on obtient :

BlY, > + B [ |Z2%ds < B> + 3B [ Y2 2ds + 0B [ |g (s, Y, Z2) |ds.
< B¢+ 3B [T Y7 2ds + 20E [ |g (s,0,0) [*ds
+20cE ftT |Z"2ds + 26 ftT p (s, BlY" %) ds.

Nous choisissons 6 = % > 0, alors :

Ely?|> <BIE]® +2¢E [ [y2[*ds

+LE [ 19 (5,0,0) [2ds + L [ p (s, Bly?~'?) ds.

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient :

Blyp2 < 00 (Bl + LB [ |g (s,0,0) [*ds]

o(T—1) T n—
o2 5 p (s, Blyl ) ds.

Soit 7} = max {T — 2_1(: Inc, 0} , alors nous avons :
T
BlY|? < ut—l—/ p (s, BIY?) ds, te [Ty, T]. (3.4)
t

Ou uy = cEIE)? + EftT 19 (5,0,0) |*ds.

Soit :
M :2u0—{—2fOTa(s)ds (35)
= 2¢E|¢]* + 2 [ g (5,0,0) |*ds +2 [} a(s)ds > 0.
Nous choisissons 7} tel que :
T
o +/ p (s, M) < M, te [, T]. (3.6)
t
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Soit T} = max {Tl,Tl} , puisque pour tout t € [T1,T], p(t,0) est non décroissante

et p(t,0) = 0, d’apres les inégalités (3.4) et (3.6), on a :

Ely;l‘2 S Uy S M>
T

T
E|Yt2|2§ut+/ (SE|Y12dS<U0+/ ¢ (s,M)ds < M,
t

T

T
EMW§W+/ (Hmﬂ2ﬁ<m+/wsﬁlm<M
t
On peut prouver par I'induction que pour tout n > 1, ¢ € [T}, 7],
E|Y,"[ < M.

Maintenant, nous montrons que Ty réellement existe et ne dépend pas de la valeur

finale £. Notez que, selon '’hypothése (3.2)) , I'inégalité (3.6]) est vérifiée si :
%+/ @+M/ s)ds < M, te@j}
0

Mais, selon (3.5)), cela est vrai si :

/th(S)dSS%, tE[Tl,T],

comme fOTb(t) dt < oo, on peut trouver 7 tel que fTT; b(t)dt < % la preuve est

terminée. m
Revenons maintenant a la démonstration de théoreme ((3.1.1)).

Preuve. Existence
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Fixons n > 1 et on définit une suite des fonctions {, (t)},-, comme suit :

of) = / p (s, M) ds;
o (1) = / p (500 (3)) ds.

Alors pour tout ¢t € [17,T], a partir de la démonstration de lemme , on peut

déduire que :

o (t) = ft (s, M)ds < M
o1 (t) = ft (5,0 (s dsgftT (s, M)ds = o (t) <M
wo(t) = ft p (8,01 ( s<ft p (8,00 (8))ds =1 (t) < M.

Par récurrence, on peut prouver que pour tout n > 1 ¢, (t) satisfait :
0< 1 (t) Son(t) < <1 (1) <o (1) < M.

Alors, {p,, (t), t € [T1,T]},, est uniformément bornée.

D’autre part, ¥V n > 1,V ty, ty € [T1,T], on a :

o (1) — o (1) | = | / (5, pns () ds| < | / " (s, M) ds|.

D’aprés les hypothéses du théoréme, pour u fixé fOT p(t,u)dt < +oo. Alors

sup,, [¢n (t1)—¢n (t2) | — 0, lorsque [t;—t5| — 0, ce qui signifie que : {,, (t), t € [T1,T]},5,
est une famille de fonctions équicontinues.

Selon le théoréme d’Ascoli Arzela, nous pouvons, définir ¢ (¢) comme la fonction
limite de (¢ (t)),,>,- En vertu de ,o((t)=0,te|T),T)].

Maintenant, pour tout ¢ dans Uintervalle [T1,T], n, m > 1.
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D’apres les lemmes (3.1.1)) et (3.1.2)), nous avons :

ElY"|* < M,

IA

= o= o =

m co(T— T m T
E[Y, "™ = VP < 2T [T p (s, BIY"?) ds < [ p(s, M) ds = (1) < M,

BV — V2P < e [T (s BIYH™ = Y2 ds < [ p (5,00 () ds = i (1)

BV — YRR < LeT0 [T (s, BIYH™ = Y22 ds < [, p (5,01 (s)) ds = s (1)

c

Par I'induction, nous pouvons déduire que BE|Y,"™ — Y*|? < ¢, (t). Par consé-

quent, nous avons :

sup B|Y,"™ — Y]] < sup ¢p_1(t) = ¢n1(T) — 0,n — oo.
Ty <t<T Ty <t<T

On remarque que {Y;t”}nZl est une suite de Cauchy dans M? (TI, T; R’“) et que
{Z'},-, est une suite de Cauchy dans M? (T3, T; R*). Définissons leurs limites par

(Y)ieiy ) et (Zt)te[T " respectivement, et en prenant la limite lorsque n — oo dans
b 1,

(3.3) , nous obtenons :
T T
Y :£+/ g(s,Ys, Zs)ds —/ Z, AW, T <t<T. (3.7)
t t
Par la condition (3.1)) et Z, € M? (T3, T; R¥*?), nous avons :

T t
E/ 19 (£, Y3, Z0) [2dt < oo, E( sup | stWs\2) < .

Ty T, <t<T J1y

Avec les deux inégalités précédentes, il est facile d’obtenir a partir de I’équation ((3.7))
que E <Ts<u£T\Y}\2> < 00 et que Y; est continu, c’est-a~dire Y; € §* (Ty, T; R¥).

En d’aut;e_sjcermes, nous avons démontré I’existence de la solution de ’équation
sur [T, T]. Remarquez que d’aprés le lemme , T1 ne dépend pas de la valeur

finale . Donc, on peut déduire par itération l'existence sur [I'— [ (T — Ty), T, pour

chaque [, et donc I'existence sur tout l'intervalle [0, 7] .
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Unicité : Soit (Y}, ZZ)te[QT] , (i = 1,2) deux solutions de I’équation ([2.1]). En appli-

quant la formule d’'Tt6 & |Y;! — Y;?| nous avons :

E|Y, — Y22+ 1E [T|Z) — 72%ds
=E [ (Y} —Y2,9(s, Y}, Z}) — g(s,Y2, Z2)) ds.

< AB STV = Y2Rds 10 [ p(s BV - V2P ds
FOCE [ |ZE — 72 [2ds.

Sionpose0:2icona:

1 T
MW—nW+5E/|£—Z%@ (3.8)

t

T 1 T
< 2cE/ Y —Y2ds + 2—/ p (s, EB|Y, — Y7|?) ds. (3.9)
t CJy

Grace au lemme de Gronwall, on peut déduire que :

1 T

BV~ VPP < 5 00 [ p (s BV - V2P) ds

c t

Pour tout ¢ € [T — 6,7 avec § = 5-In2c on a :
T
B~ V2P < [ p (s, BV - Y2P) ds
t
D’aprés le théoréme de comparaison des EDO on a :
B[V —Y7P <r (1),

ou 7 (t) est la solution de décalage maximum vers la gauche de 'équation suivante :

W= —pltu);
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Par la condition , nous savons que 7 (t) =0,t € [T —4,T].

Donc E|Y,! — V2> =0, t € [T — §,T). Cela signifie que pour tout ¢t € [T — 4, T],
Yi=Ys P-—ps.

A partir de Pinégalité (3.§), en déduire que pour tout t € [T —04,T], Z} = Z?
P — p.s. Ensuite, on peut utiliser le méme argument pour prouver que 1'unicité de la
solution est également valable sur [T" — 26,7 — 0], [T' — 39, T — 2], et ainsi de suite.
Nous obtenons donc le résultat d’unicité et la preuve de théoréme est alors

compléte. m
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Annexe : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont
expliquées ci-dessous :

E(.) . Espérance mathématique.

E(X|F;) : Espérance conditionnelle de La variable aléatoire X par apport a F;.

EDS . Equations différentielles stochastiques.

EDSR : Equations différentielles stochastiques rétrogrades.
EDO . Equation Différentielle Ordinaire.

etc . Et cetera.

v.a : Variable aléatoire.

M.B : Mouvement brownien.

P—p.s . Presque siirement pour la mesure de probabilité P.
R4 : Espace réel euclidien de dimension d.

P : La probabilité.

L? : l’espace des fonctions mesurables de carré intégrable.
Lr : D'ensemble des fonctions f : X — C qui sont mesurables et qui vérifient : [ | fIPdn
BDG . Inégalités de Burkholder-Davis-Gaundy.

RExd . Ensemble des matrices réelles k x d.
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( reume )

Les EDSRs sont des équations différentielles stochastiques avec une
donnée terminale. Dans ce mémoire, on va étudier les équations
différentielles stochastiques rétrogrades sous une forme d'hypotheses
non-Lipschitz, nous prouvons I'existence et I'unicité de la solution
dans ce cas.

Mots-clés : Equations différentielles stochastiques rétrogrades,
Equations différentielles stochastiques rétrogrades avec des

\\ coefficients non Lipschitziens, Existence et unicité de la solution. /’
 Abstract \

The BSDEs are stochastic differential equations with a terminal
condition. In this memory, we will study nonlinear backward stochastic
differential equations under a kind of non-Lipschitz assumptions. We
prove the existence and uniqueness of the solution in this case.

Key -words: backward stochastic differential equations, backward
stochastic differential equations with non-Lipschitz coefficients,

\ existence and unigueness of the solution. )
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