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Introduction

Le mémoire concerne 1’étude du controle optimal stochastique de type feedback Mar-
kovien pour des équations différentielles stochastiques, le probléme de controle sto-
chastique est réduit & un probléme de controle déterministe pour une équation de
Kolmogorov ot le controle optimal est de type open-loop. Un principe de maximum

et des condition d’optimalité de 1" ordre sont données.

Le controéle stochastique est un domaine des mathématiques qui s’intéresse a 1’opti-
misation de systémes dynamiques soumis a des incertitudes aléatoires, les systémes

sont modelisés par des équations differéntielles stochastique(EDS)

L’objectif du controéle stochastique est de trouver une stratégie de controle optimale
qui minimise (ou maximise) un certain critére de performace, tel que I’espérance

mathématique du coiit.

Deux méthodes principales sont utilisées pour résoudre les problémes de controle

stochastique.

- Le principe de maximum stochastique (PMS) : Cette méthode fournit une condi-
tion nécessaire d’optimalite sous la forme d’un équation différentielle stochastique

rétrograde. La solution de cette équation donne la stratége de controle optimal.

- La programmation dynamique stochastique (PDS) : Cette méthode est basée sur
I’idée de décomposer le probléme de controéle en sous-problémes plus simples. La so-
lution de ces sous-problémes est ensuite utilisé pour construire la strategé de controle

optimale.



Introduction

Les applications du controle stochastique des équations différentielles stochastiques

sont nombreuses notamment dans les domaines

— Finance : Gestion de potefeuille, tarification d’options, optimisation des contrats
d’assurance.

— Economie : Modélisation des machés financiers, controle des stocks,allocation des
ressources

— Ingénerie : Controle des systémes robotiques, optimisation des trajectoires d’avions,
gestion du trafic.

— Science du vivant : Modélisation des populations biologiques, optimisation des

traitements médicaux, conception des médicaments

L’équation de Kolmogorov, également connue sous le nom d’équation de Fokker-
Planck-Kolmogorov, est une équation aux dérivées partielles qui décrit ’équation de
la densité de probabilité d’un processus stochastique regi par une EDS. En d’autres
termes, elle permet de déterminer la probabilité pour que le processus se trouve dans

un certain état donné & un certain instant.

La dérivation des équations de Kolmogorov peut étre éffectueé de différentes ma-

niéres.Une approche courante consiste a utiliser la méthode d’Ito.

Soit une EDS de la forme

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt

ot B, est un mouvement Brownier et b et o sont des fonctions déterministes.

L’équation de Kolmogorov (rétrograde) ou équation de Fokker-Planck) décrit I’évo-
lution de la densité de probabilité p(¢,z) de X :
Ip(t, ) 5, 1 9

ot on b(t, z)p(t, z) + 5




Introduction

Cette équation est une équation aux dérivées partielles parabolique du second ordre.
Le mémoire est divisé en trois chapitres

— Le premier chapitre est un chapitre introductif, oi on rappelle les notions des équa-
tions differentielles stochastiques, théoréme d’éxistence et d’unicité des solutions,
propriétés des solutions anisi que I’équation de Kolmogorov.

— Dans le deuxiéme, on donne la formulation d’un probléme de controle stochastique,
et la méthode du principe de maximum stochastique.

— Dans le troisiéme chapitre, on donne un principe de maximum stochastique pour

un probléme de controle stochastique en utilisant les équations de Kolmogorov



Chapitre 1

Equations différentielles

stochastiques

On présente dans ce chapitre la notion d’équations différentielles stochastiques (EDS)
brownien. On commence par en donner une motivation en tant que généralisation
des équations différentielles ordinaires dans un contexte d’incertitude représentée par
un bruit aléatoire, les principaux résultats d’existence et d’unicité des solutions ainsi
que leurs propriétés. On donne aussi un apercu sur les équations de Kolmogorov

associées au processus de diffusion.

1.1 Deéfinitions

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

t t
Xy ==x +/ b(s, Xg)ds +/ o(s, Xs)dBq (1.1)
0 0
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ou sous forme différentielle

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt
(E(b,0))
XO =X

I'inconnue est le processus X. Le probléme est comme pour une équation différen-
tielle ordinaire,de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients,l’équation

differentielle a une unique solution.

Définition 1.1.1 Soit b et o deux fonctions de RT x R™a valeurs réelles données.
on se donne également un espace de probabilté (2, A, P) muni d’une filtration (F)
et un (F;)-mouvement brownien B sur cet espace. Une soultion est un processus
X continu (F;) adapté tel que les intégrales f(f b(s, Xs)ds et fot o(s, Xs)dBs ont un

sens et [’égalité

t t
X;=ux +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs
0 0

est satisfaite P — p.s.

1.2 Existence et unicite des solutions

Comme d’habitude pour les équations différentielles, les notions d’existence et d’uni-
cité sont essentielles. Dans le contexte des EDS, il existe plusieurs types d’existence

et d’unicité des EDS. Dans toute cette section, on considére 'EDS E(b, o).

Définition 1.2.1 On appelle solution forte de I’équation différentielle stochastique
toute fonction aléatoire X = (X (t);t > 0) définie sur (2, A, P) telle que :

1) X est adapté a la filtration (Fy)i>o ;
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2) fOt[b(X(s))2 + 0(X(s))?|ds < co p.s. pour tout t, et on a P — p.s.
t t
X, = x+/ b(s,Xs)ds—l—/ o(s, Xs)dBs
0 0

La condition d’intégrabilité finie dans le point 2 de la définition est que les intégrants

dans sont dans M?

ocs St bien que X est un processus d’Ito.

Théoréme 1.2.1 (Existence et unicite) On suppose que :
a- les fonctions b et o sont continues.
b- il existe K telque pour toutt € [0,T) x e Ry e R
1) [b(t, x) = b(t,y)| + |o(t, x) — o(t,y)| < K|z —y|
ii) |b(t,2)|” + |o(t,2)]* < K2 (1 + |z|)
c- La condition initiale X, est indépendante de (B, t > 0) et est de carré integrable.

Alors il existe une unique solution a trajectoires continues pourt < T de plus de plus
cette solution vérifie

E(sup | X, |*) < o0

1.3 Propriétés de Markov

Théoréme 1.3.1 Soit (2, A, P) un espace de probabilité et F = (Fy,t > 0) une
filtration sur cet espace,et X = (X(t),t > 0) un processus adapté o F, que nous
supposons & valeurs dans R (d > 1) pour simplifier soit I’équation (Eq) supposons
que (Eq) ait une unique solution forte { X,(x),t > 0} . Par linéarité de liintégrale on

voit que Vs, t > 0
t+s t+s
Xt+s — Xs(x) + / b(ua Xu(‘,p))du + / O'(U, Xu(x)>dBu
0 0

comme la variable X (x) est FB-mesurable, elle est indépendante du processus des

6
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accroissements { B, — Bg,u > s} qui est lui méme un brownien B’ partant de 0. On

peut donc écrire
t t
Xips = Xo(2) + / b(s + u, Xuys(2))du + / (s +u, Xurs(2))dB,
0 0
et par unicité, ceci entraine
Xivs(2) = X7 (Xs(2)),Vt = 0

ot X; est la solution unique de (Eq) par le Brownien B’ Vs, t > 0 et pour toute

fonction borelienne f, on déduit alors de l’indépendance de B'et FP que

E(f<Xt+8) | FSB) = E(f(Xt—I—s) | Xs)

= ¢t(3a XS)
Pe(s, Xs) = E(f(X7(x)))

= X vérifie la propriété de markov inhomogéne dans le cas ou les coefficients b et

o ne dépendent pas du temps, X vérifie de plus la propriété de Markov homogéne

E(f(Xt+S> | ff) = E(f(Xt+s) ’ Xs)

- ¢t(37 XS)

ol

Pe(s, Xs) = E(f(X(2)))-

Théoréme 1.3.2 (Propriété de Markov forte) soit X 'unique solution forte de (Eq)

avec b et one dependent pas du temps. Soit T un temps d’arrét fini p.s. pour la
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filtration naturelle du Mouvement brownien porteur. Alors pour tout T > 0 et toute

fonction f mesurable bornée
E(f(Xrwo) | F7) = BE(f(Xrye) | Xr) = ¢0(X7)

ol

Dans le cas inhomogéne
E(f(T+t,Xry) | F£) = E(f(T +t, Xry) | T, Xr) = ¢o(T, X7)

ol

Gu(s, ) = E(f(s + £, X7 (x)))

1.4 Equation de Kolmogorov pour des diffusion
d’'Ito
Théoréme 1.4.1 (Formule d’It6)

u:RTxR—-R

(t,z) — u(t,x),

Une fonction continument differentiable par rapport o t, et deux fois continument
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differentiable par rapport & x. Alors u(t, X;) satisfait l’équation :

t t
u(t, X¢) = u(0, X(0)) + @(S,Xs)ds + %(S,Xs)bs(Xs)ds
0 525 0 81‘

b ou 1 0%
— (5, X,)0o(X)dBs + = | == (s, X,)0%(X
+ [ Gre X)e(xgaB + 5 [ TR XX

1.4.1 Diffusion

On appelle diffusion un processus stochastique obéissant & une équation différen-
tielle stochastique de la forme Le terme b(t, ) peut s’interpréter comme la force
déterministe agissant sur une particule dans un fluide au point z, et s’appelle donc
le coefficient de dérive. Le terme o(t,x) mesure l'effet de I’agitation thermique des

molécules du fluide en z, et s’appelle le coefficient de diffusion.

Définition 1.4.1 (Processus de diffusion) On appelle processus de diffusion un pro-
cessus vérifiant la propriété de Markov forte et a’ trajectoires continues de type consi-

déré dans le Théoréme de propriété de Markov forte pour EDS homogéne

Définition 1.4.2 (Diffusion d’It6) Une diffusion d’Ité6 homogéne dans le temps est
un processus stochastique{ X(w)}, satisfaisant une équation différentielle stochas-
tique de la forme :

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt,t Z s>0 (1 2)

X, ==z

ou B, est un mouvement Brownien standard de dimension m, et le coefficient de
dérive b : R" — R" et le coefficient de diffusion o : R — R™™ sont tels que ’EDS

admette une unique solution en tout temps.

Proposition 1.4.1 (Equation de Kolmogorov pour les diffusion d’Ité )

Soit f € Dy et Dl’ensemble des fonctions on a :

9
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1)Vt>0,P, f €Dy

2) Pour tout z € R, lafonctiont — P,est dérivable,la fonction LP,f : x — L P, f(x)dans

Co(E),et on a :

d

Eptf = (APt)f = (PtA)f

de plus on a :

Ptf—f:/OtAPsf ds:/OtPSAf ds

1.5 Formule de Dynkin

Théoréme 1.5.1 Soit X; une diffusion ['to
dXt = b(Xt)dt -+ O'(Xt)dBt

si f € CE(R™) alors f € Dy et

of 1 t o'f
Af(z) = Z b(r) g+ 5 ZZJ:(M )i,j(x)m

Nous allons maintenant examiner la formule de Dynkin,cette formule est fréquem-
ment utilsée en analyse stochastique elle nous donne la valuer attendue diffusion
d’Itd6 a an temps d’arrét,pour avoir une idée du fonctionnement de la formule ,on

peut faire des analogies avec le deuxiéme théoréme fondamental du calcul

Théoréme 1.5.2 (Formule de Dynkin) Soit f € C2(R™) supposons que T est un

temps d’arrét et que E*[T] < oo alors

B = f(0) + 57 | [ Afx)as)

0

10
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1.6 Equations de Kolmogorov

Dans cette section,nous allons énoncer et prouver 1’équation de Kolmogorov. La
raison pour laquelle nous voulons ces équations est qu’elles constituent un pont entre
les équations différentielles stochastiques et les équations aux dérivées partielles, ce
pont nous donne une plus grande boite a outils pour résoudre a la fois, les équations
différetielles partielles.l’équation de Kolmogorov progressive est une équation de la

densité de probabilité d’un processus stochastique.

1.6.1 Equation de Kolmogorov rétrograde (EKR)

Le théoréme suivant et sa preuve sont tirées de [§]

Théoréme 1.6.1 Soit f : R" — R une fonction deuz fois continiment differentiable

a support compact (i.e. f € C3(R") )avec le générateur A
1) La fonction u(t,z) = E*[f(X,)] satisfait le probléme aux valeurs initiales :
9u(t,x) = Au(t,z),t > 0,z € R"

(1.3)
u(0,z) = f(z);z € R”

2) Si w(t,x) est une fonction bornée, continiment differentiable en t et deux fois

continiiment differentiable en x,satisfait le probléme alors

u(t, z) = B*[f(Xy)]

Remarque 1.6.1 L’équation aux dérivées partielles est ici écrite avec une condi-
tion initiale, le plus souvent on voit I’équation de Kolmogorov rétrograde avec une

condition et un signe négatif devant la dérivée temporelle, nous obtenons ces deux

11
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changements si nous changeons la variable t en T' — t [’équation ressemblerait dans

ce cas a

—% =Au,t >0,z € R"

w(T,z) = f(x),z € R"
Remarque 1.6.2 Si nous utilisons [’équation obtenue dans la remarque 1 et que
nous modifions légérement la condition relative en temps terminal, nous obtenons

[’équation suivante
—% =Au,t >0,z € R"

uw(T,y) =1p(y),z € R"

ou Ig est la fonction indicatrice de l’ensemble B, nous pouvons constater que
U(T7 y) - Er,y[IB(XT)] — ]P)(XT - B\XT = y)

Ceci nous montre que nous pouvons en fait écrire I’équation de Kolmogorov rétrograde

pour les probabilités de transition

—%(y,r; B, t) = Ap(y,r; B,t),0 <s < t,y ER"

P(y,r; B,t) = 15(y)

A partir de la on peut voir que l’équation peut également étre écrite en termes de

densités de probabilité de transition, dans ce cas nous obtenons [’équation suivante

_0u(y ri B t) = Aply,r;2,t),0 < s < t,y € R"

p(y,r; B,t) — 0, quand s — t

La raison pour laquelle nous voulons considérer I’équation de cette maniére est qu’elle

est de la méme forme que l’équation de Kolmogorov progressive , lorsque vous com-
2 . . . P 2z . \

parez les deux équations sous cette forme, il devient évident que l’équation rétrograde

utilise les variables rétrograde alors que l’équation progressive utilise les variables

12
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progressive .

Preuve. 1) Posons g(x) = u(t,x) Vo € R™, g est dérivable, et on a pour tout t < r

B lg(X)] —g(x) _ 1, [BX[£(X,)] — B*[£(X,)]]

= %EI [Em[f<Xt+r>/-7:r] - Em[f(Xt>/fTH
_ EE [F(Xeir) — FX)]

=—(u(t+rz)—u(tx)) — —u,comme r—0

r ot

On aura alors

im B [9(X,)] — g(x)

Au = 2 existe et :
r

ou

—=A

ot

dans cette ligne de pensée, nous avons d’abord utilisé¢ que ¢g(z) = u(t, z) = E*[f(X})]
nous avons ensuite utilisé la propriété de Markov et le résultat pour les espérances

conditionnelles

2) Unicité : Pour montrer I'unicité supposons qu'’il existe une fonction w(t,z) €

CL2(R* x R") qui satisfait [L.3] alors :

~ 0

Aw = —8—1;)+Aw:0,Vt> 0,2 € R"
On défnit le processus Y = (Yier)de R?par Y; = (s — t, X%¥) comme le montre
le lemme précédent, le processus Y a A comme générateur infnitésimale. Soitrp =

inf {t > 0; || X;|| > R}en appliquant la formule de Dynkin pour Y, et commeAw =

0,on obtient :

B Vo)) = wlsr) + 8 [ [ dutyar] = ws

13
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En faisant tendre R vers 4+o00,0n obtient ,
w(s, z) = B [w(Y)]
En particulier pour ¢ = s, on aura :
w(s, ) = B [w(Yy)] = Elw(0, X)*)] = B[f (X;")] = E[f(X,)]
D’ot l'unicité. m

1.6.2 Equation de Kolmogorov progressive (EKP)

Nous allons prouver PEKP a P’aide PEKR, supposons que X; est un diffusion d’Ito

sur R” qui a une densité de transition p(y,t/x,0) qui simplifer par p(y, x)

Le théoréme et la preuve sont inspirés de [8]

Théoréme 1.6.2 Si X; posséde une densité de transition réguliére p,(z,y) alors

celle-ci satisfait I’équation

Ipi(x,y) = A*pi(,y)

fi"gpt(x,y) = U(x - y)

ot l'opérateur A*est défini par

Af= =Yl e
- ' Ox; 2 YN Oz0x

1/7]

14
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ol

aij =Y oin(t,2)on()
k

on ne peut pas ici dire que par rapport au produit scalaire de L?, A* soit le dual

(opérateur adjoint) deA

Preuve. Soit f € C2(R™). D’aprés les propriétés de 1'espérance conditionnelle on a :

B[f(Xy)] = BE[f(X))/Xo = =,]]

= B[E"[f(X1)]]
Comme u(t, z) = E*[f(X;)],alors
BACX)) = [ ulto)p(o o
Si on dérive par rapport a t les deux membres, on trouve :
0= [ Jutto) o) + plo) gute. )| do
n ot ot
Comm u satisfait PEKR ceci implique que :

0 0
0= [ utto)gplede+ [ o) St ads
0
= / u(t,x)apt(:ﬁ,y)dw T / pt(x,y)Au(t,a;)dx

[ uttn) [t - Ao a

15
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Maintenant, si nous choisissons t = T', nous obtenons

0

= [ 1) | gten) = Ao | as

Comme f € C2(R™) est une fonction arbitraire alors

0

52 y) = Aypi(z,y) =0

Donc la preuve est terminée. m

16



Chapitre 2

Principe de Maximum en contrdle

stochastique

2.1 Probléme de contrdle stochastique

Soit (2, A, {F;}, P) un espace de probabileté filtré avec un mouvement Brownien de
dimension m, B; 'objet fondameutal de la théorie du controle stochastique est une
équation différentelle stochastique avec une entrée controle : c’est-a-dire que 'état

du systéme controlé est décrit par

dX = b(t, X, up)dt + o(t, X}, uy)d By
X() =X

ici b et o sont des fonctions b : [0,00[xR" x U — R" | ¢ : [0, 00[xR" x U — R™*"™

ou U est 'ensemble des controles

Définition 2.1.1 Le controle u = {u;} est dit admissible si
1) u; est un processus {F;} adapté
2) uy(w) € U pour tout (t,w)

17



Chapitre 2. principe de Maximum eu controle stochastique.

3) Uéquation pour X} admet une solution unique

Définition 2.1.2 Un controle admissible u est appelé un contréle Markovien s’il est

de la forme u; = a(t, X}") pour une fonction
a:[0,00[xR" — R" x U
Définition 2.1.3 Fonction coit :
T
J(u)=F {/ w(s, X, us)ds + z(X7)
0

ouw:[0,T] x R" x U — R (cott fonctionnel et z : R" — R (le coit Terminal)

le but est de trouver si possible le contréle optimal u* qui minimie (mazximse) la

fonctionnelle cott.

2.2 Le principe du maximum

Nous considérons le probléme de controle suivant

dyt = g(yt, Ut)dt -+ U(yt)th (21)

y(0) = o

le cotit associé est donné par
T
I = B[ 1o w)de + b)) (22)
0

Et le but est de minimiser ce cofit sur un ensemble des processus admissibles ,ici

U ,ensemble de processus intégrables adaptés qui prennent des valeurs dans un ensmble

U, C R%.

18



Chapitre 2. principe de Maximum eu controle stochastique.

La fonction [ est supposée continue en (x,u) ,contintiement différentiable en z.
h est contintiement différentiable en x.

Nous supposons également que g (resp. o) est Lipschitzienne en x et u (resp. en

x),continue en (x,u) (resp. en x) et continiment différentiable en z.
Soit w un controle optimal et soit o € [0, T fixons v € L*(F;,) N U,.

Pour 6 "petit",on peut définir le controle modifié par

u(t), t € [0,to]
U9<t) = v, T € [to,to + 9[

u(t), telto+0,T]

le controle ug est évidemment admissible.

On désigne par 3! la trajectoire correspodante.

Lemme 2.2.1 On a quand 0 — 0

E( sup_|yo(t) — y(t)") — 0 (2.3)

to<t<T

Preuve. Pour to <t <ty+ 0

t

wolt) — y(t) = / [9(ws(5),v) — g(y(s), (3)))ds + / (0 (n(s)) — o (y(s))]dW,

to to

d’out 'on déduit,en utilisant les hypothéses de Lipchitz et le lemme de Gronwall

to+0 to+0
E(/ wolt) — y(B)2dt) < K / EJo — u(t)?)dt

to

ou K est une constante qui change d’une ligne a 'autre. En utilisant 1'inégalité de
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Doob-Kolmogorov, on obtient

E( sup / T lwet) — yt)Pdt) < K / T E—umPa (24)

to<t<to+0 Jtq

maintenant, pour to +6 <t <7T, on a

t

Yo(t) — y(t) = yo(to +0) — y(to +0) + / [9(ya(s), u(s)) — gly(s), u(s))]ds+

/t (o (n(s)) — oy(s)))dW,

0o+0

ce qui donne par le lemme de Gronwall et

T to+0
E(/t [o(t) — y(8)|* dt) < K E(Jys(to + ) — y(to +6)|*) < K’E(/ o —u(t)[* dt

0+6 to

Par inégalité de Doob-kolmogorov encore,

E( sup / T le(t) — g db) < K / " B (o — u(t) 2t

to+0<t<T to to

et ainsi

to+0 to+0
B(swp [ wlt) = (0 d) < K [ B(w - ulo)at

to<t<T Jtq to

et cette derniére expression tend vers 0 avec 6. m

Choisissons tgtel que

I 1
913%0

to+0
2
/ Ellg(y(s)), uls)) = g(y(to), ulto))|"Jds = 0
to
(cette convergence est vraie pour presque tous les ty)
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Chapitre 2. principe de Maximum eu controle stochastique.

Nous introduisons les équations linéarisées suivantes :

dz = g (ye, u) zdt + o (y) 2 dWy, tg <t < T

z(to) = g(y(to, v) — g(y(to), u(to))

dg = U (y(t),u(t))zdt, to <t <T

s(to) = U(y(to), v — U(y(to), u(to))

Nous sommes maintenant en mesure d’obtenir les résultats de"différentiabilté" sui-

vantes

Lemme 2.2.2 (i)

él_{% E([yO(T> 9_ y(T) . Z(T)P) -0
(i)
. e
i 5105 000 w0(6) ~ (0, et = (7)) =0

to

Preuve. Désignons

on a alors, pour t € [tg,tg + 6],

Au(t) = 5lo(u(®) + 0(=(2) + 5o(1)), ) = 9(u(0), v)
— 04,y (t), w0l + 5loly(t) + 0(:(0)+

0
Jo(t))) — o (y(t), 1) — b0, (y(1))2(1)|dW,

avec
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Chapitre 2. principe de Maximum eu controle stochastique.

ol encore

@Am+9%:/w+g@@%+ﬂd$+@d$%w

to
to+0

— g(y(s),v)lds + ; g(y(s),v) — g(y(to),v)|ds—
§/°[<<>+m<>+m@m—v@@mau_
[ s [ aensean,

to

de ceci on peut déduire

B(i(to + 0) < K[E(_swp [uo(®) ~y(®F) + B(_sup  [y(t) = w()" +

to<t<to+0

m/° Mm%m+1m/°|wmmm—mmmmmmﬁm

to 0 to
et le terme entre parenthéses tend vers 0, en fonction du choix de ¢ et de lemma
Maintenant, pour to + 60 <t < T,
_ 1 .
dys(t) = 5lg(y(t) + 0(=(t) + 5o (2)), u(t))

— 0g,.(y(t), u(t))2(t)]dt + %[U(y(t) +0(2(t) + 90 (t)))

—o(y(t)) — o3, (y(1))z(t)|dW;
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Chapitre 2. principe de Maximum eu controle stochastique.

ce qui est également le cas aprés un developpement de Taylor de premier ordre

A1) = / INGL(y(8) + AB(=(8) + Go(8)), u(t)) o 1)t

+ [ dXol(y(t) + A0(z(t) + Ga(t)))To(t)dW,

1

[ AL ((E) + M (E) + Got), u(t)) — gl (D))= (E)de

1

+ [ dAoL(O)(y(t) + A0(2(1) + Go(1)) — 03,(8) (y(2))] 2(£)dWr

o— S— —

par censéquent

T

B3 ()[) < E(lalto + 0)* + K - B( / o(s)? ds)

+({ /:|z<s>|2- 0

+B [ )| [ oL (s) + Munls) — y(s)) = 04 {u()]

to 0

/0 IALGL (5(5) + Ayn(9)), u(s)) — g (y(s), u(s))]ds

ds

En utilisant la continuité et la bornitude du ¢’,, lemma et du lemme de Gronwall,
on obtient

lim sup E(|fs(t)]*) =0
0—0 ¢y 1o<t<T

et (i) s’ensuit.

(ii) peut étre démontré d’une maniére similaire. m

On déduit du lemma une premiére expression de la dérivée du cotit

Corollaire 2.2.1

7)o = BIH,(y(T))=(T) + ((T)
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Chapitre 2. principe de Maximum eu controle stochastique.

Preuve. On a

1 T

() = J(w) = 5 Elba(T)) ~ () + [ Uva®) vt~ [ (o), u(e)i

to to

Sl

= [ 1totm) + Awa(r) — 2 iy

3L 10wttt = 1(0(0), u(e)de)

to

et il ne reste plus qu’a appliquer le lemme pour obtenir le résultat Cherché. m

Maintenant voyons une autre expression de cette dérivée. Introduisons les équations

linéaires suivantes :

doy = gloedt + ol dW;
oo =1

et
dipy = (?/thfgc2 - wtg;)dt - wta;th
o =1

on vérifie facilement Vt, ¢;90, = 1 et que
e = 1[1752,5 - wtoztozwto [g(ytoa U) - g(ytov uto)]

Introduisons

T
Tt = ngh;(yT) +/ ¢xl,(y57u5)d3
t
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Chapitre 2. principe de Maximum eu controle stochastique.

nous avons

d

@J(W) lo—o= E(h,(yr)2r + sr = E(mrnr + sr) = E(my,m,)

— /  lt) + B(sr) = B(mgg) ~ / Gul (s, 15, 8)dsmy) + Bler)
0

T
= E<7Tt077t0) + E<§T - / l;(ysa ’LLS)ZSdS>

to

- E(,/Ttonto + gto) = E(l(y& 7U) + wtoﬁtog(ytm U) - l(ytm uto) - wtoﬁtog(ytoa uto))

si on note p; = Y, FE(m;/F;)(ce processus est appelé processus adjoint), on peut définir

le principe du maximum

Théoréme 2.2.1 Avec probabilité 1,Yv € U,,on a
H(y,v,p0) = Uy, v) + 0eg(ye, v) > H(t, v, 00) = Uye, we) + peg(ye, we)
Preuve. Prenons ¢ = to.Comme -] (ug) |9—o> 0 comme wu est optimal, on a
E(U(ye,v) + peg(ys, v) — Uye, we) + peg(ye, we)) = 0

Yo € L2(F).

On en déduit facilement que Vv € U,, VA € F;
EXall(ye, v) + peg(e, v) — Uye, we) + peg(ye, ue)]) > 0
et cela donne le résultat souhaité. m

On cherche maintenant une équation satisfaite par p; .on a

E(m/F) = / bl (y(s), u(s))ds + E(érh. (yr) / 6.l (y(s), u(s))ds | F,)
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Chapitre 2. principe de Maximum eu controle stochastique.

Le second terme, qui est une F;—martingale de carré intégrable peut étre représentée

de la maniére suivante
T T
Blorlilur) + [ oLy(s)ue)ds+ [ G,
0 0

ou G est un processus adapté.

On obtient alors
—dp = (U;pt - @Uth)th + (g;pt + l; - U;(Uépt - @tht))dt

c’est-a-dire aussi, ce qui K; = o.,p; — G, indique que p; est la solution de ’équation

différentielle stochastique rétrogarde linéaire

—dpy = (gbpr + I, — oL Ky)dt + ki dWy

pr = h,(yr)

il n’est pas difficile via le théoréme de Riesz d’interpréter le couple (p, K') comme la

représentation de la fonctionnelle linéaire sur L? x L?

1(,4) = E / 1 C(t)dt + M(T)C(T))

d¢(t) = (926 () + ¢(t))dt + (o3.(1) + (t))dW,
¢(0) =0
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Chapitre 2. principe de Maximum eu controle stochastique.

c’est a dire que Vo, ¥,
1(6,9) = B / p(D6(t) + K (u(t)]de)

Cela se déduit en écrivant E(przr) = E( fOT d(p.):) et en appliquant la formule d’It6.
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Chapitre 3

Controle optimal pour les
équations différentielles
stochastiques et I’équation de

Kolmogorov

3.1 Formulation du probléme

Considérons le probléme de controle optimal stochastique suivant avec controle feed-

back

oo g B e LX), u(X( ) )]
(Ps) indmiser

+E URd G(X™(T, I))dl/(x)}
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Chapitre 3.controle optimal pour les équations différentielles stochastiques et
I’éqution de Kolmogorov

ou X* est la solution pour

dX (1) = f(X(1), u(X(1)))dt + o (X (t))dW (t) (3.1)
X(0) =z € R?
Ici T € (0,+00),d,n,m € N* (Q, F,P) est un espace de probabilité, W : [0, T] xQ —
R™ est un processus de Wiener (Mouvement brownien),et (F;):cpo,r) est la filtration

naturelle correspondante.
M. = {v e CZRLR™);v(x) € Uy, Va € Rd}

est ’ensemble des controls, et U est un sous-ensemble convexe et fermé borné de
R™ avec 0,, € Uy ici et tout au long de ce chapitre nous désignons par |-|,la norme
euclidienne sur R* (k € N*) par V le gradient par rapport & z € R? par V, le
gradient par rapport & u € R™ et par [|-||  la norme L*> pour toute matrice A que
nous désignons par AT sa transposée.

Supposons que

(H1) v est une mesure finie sur R? avec une densité p qui satisfait
1(md i VP d. pd
p € Cy(R), p(z) >0, Vo € R, 7Cb<R;R)'

Si en plus, nous supposons que fRd p(x)dx = 1,alors nous pouvons considérer v
comme la distribution de X“(0) et E[L(X"(¢,z), u(X"(t,x)))] et B[G(X“(T,z))]
comme des espérances conditionnelles.

Les fonctions f : R x R™ — R4 ¢ : R = R4 L :RIxR™ - R, G : R —
R, fz,u) = (filz,u), folz,u), ., fa(z,u)", o(x) = (0u(2))iz12...d, 1=12,.0, 4() =

(qi;(%))iz12...a j=12..a = o(z)o(x)T, Vr € RY, u € R™ satisfait
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I’éqution de Kolmogorov

(H2) f ‘Rdx 7, est bornée et continue Lpschitzienne sur R? x Up,ou Uy est un voisinage

ouvert de Up;

(H3) o est bornée et continue Lpschitzienne, et il existe une constantey > 0 telle
que

0 (2)ysy; = o(@)o(x) y.y >y yl5, Yo,y € RY

ici 7.7 désigne le produit scalaire sur R* (k € N*) tout au long ce chapitre, nous

allons utiliser la convention de sommation d’Einstein ;
(H4) £ |gays, € Co(R? x Up) et G € Cy(RY).
Il est bien connu que pour tout u € /\/lq admet une solution unique (forte) X*.

Nous utiliserons une nouvelle approche pour étudier le probléme (Ps), I'idée est de
réduire I’étude & un probléme de controle optimal déterministe pour une équation

de Kolmogorov connexe

Pour tout u € M, on a que L(-,u(-)),G € Cy(R?) et que les fonctions ¥, ¢4 :
0,7] x RY — R,

Pt ) = BIL(X"(4, @), w(X"(1,2))], (3.2)

py(t,x) = B[G(X"(t, x))], (t,) €10, 7] x R?

sont les solutions faibles uniques (dans le sens définie dans le paragraphe suivant) de

%L(t,x) = f(z,u()) - Vepu (t, ) + %qij(a:)aig;j, zeRLte0,T) 3.3

p1(0,7) = L(z, (u(2)) = @5 (2), z e R
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et
%2 (t,2) = f(w,u(@)) - Valt 2) + Saij(2) b, @€ RY € [0,T] o
©2(0,2) = G(2) = po2(), zeR?
respectivement.

Notons que sous des hypotheéses plus restrictives sur f, o, L, G, les fonctions ¢}, oY

par [3.2] sont également des solutions classiques a [3.3] et [3.4 respectivement.

On a

E [ /0 : /R d E(X“(t,x),u(X“(t,ﬁ)))du(a:)dt} +E [ [ o (. a)av(a)
_ /0 ' /R it )it + /}R (T i),

et que (Ps) est équivalent au probléme de controle optimal déterministe suivant avec

des controles "open loop"

(Pp) Minimiser {/OT /]Rd o1 (t, z)dv(z)dt + /]Rd o5 (T, x)du(a:)} :

ueMe.
ol ¢} et 4 sont les solutions faibles uniques a [3.3] et [3.4]respectivement.

Il est pratique de considérer un plus grand ensemble de controles

M ={v e L®RYR™);v(z) € Upa.e x € R} .
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pour tout u € M que ¢* soit I'unique solution faible pour

Bo(t,0) = f(z,u(x)) - Veplt, @) + 3ai5(2) 5o (8, )
+L(z, (u(z)), xeRtel0,T) (3.5)
(0, 7) = G () € R

Nous prouverons que pour tout u € M, les problémes [3.3|[3.4] et admettent des

solutions faibles uniques Y, ©4,et * respectivement. De plus, elles satisfont que

t
St ) = / Si(t — s,)ds + pi(t,a), pp. wERLVEE0,T]  (3.6)
0

et, par conséquent, nous avons
t
T0) = [ it Y(Ta), pp. o R
0
par conséquent, problem(Pp) peut étre écrit de la maniére suivante :

(Pp) Mz'm'mz'ser/ ©(T, x)dv(x).
UGMC Rd

Considérer le probléme de controle optimal déterministe suivant :

(P) Minimiser /Rd (T, x)dv(z)

ueM

ou " est 'unique solution faible de 3.5

Nous soulignerons qu’il existe une relation profonde entre (Ps) et (P) et ceci est di
au fait que M., est dense dans M par rapport a la métrique induite par la norme de
L*(R%; v) (voir paragraphe précédent).

De plus, en résolvant le probléme de controle optimal déterministe (P), on trouve

des controles optimaux de Markov approximatifs pour (Ps).
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3.2 Relation entre les problémes (Ps) et (P)

Considérons les espaces vectoriels réels suivants
H= L2<R ) {Qﬂ € Lloc( ) \/_w S Lloc(Rd)}

(ou L%(RY) est l'espace L? par rapport & la mesure de Lebesgue)

R S

i

c L*(R%v),i=1,2, ....,d}

par (H1) il s’ensuit que V = {¢ € W,;2(R%); /ph € WH2(RY)} ainsi (ot W7 (R?)

et W12(R?) sont les espaces de Sobolev correspondant & la mesure de Lebesgue).

De plus, il existe deux constantes positives mg, My telles que

mo |l v < lloy/pll w) < Myllell v,V € V

Notons que que (H, (.,.)y) et (V,{.,.)y) sont des espaces de Hilbert,ou
(o, )i = / pipdo(r) = / piop d()
Rd Rd

et

(v = [ o0+ 9, Viiuta) = [ o0+ 9, - Veldp(a)

Sont leurs produits scalaires.
Nous identifions le dual de H (i.e. H*) avec H et on désigne par V* le dual de V'
avec le crochet de dualité désigné par par (-, )y« ou (-, )y« v.

De plus, (¢, ¥)yv+= = (@, ¥)n pour tout ¢ € V.1 € H. Ceci donne que V.C H C V*

avec des injections continues et denses.
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Examinons maintenant le probléme de Cauchy suivant

4 (1) =
dt (t) AO¢(t) + g(t)v te (07 T) (37)

ou Ay € L(V,V*) est donné par (Agvy,va)ysy = —a’(vy,vs), Yui,v9 € V, a°
V x V — R est bilinéaire et bornée et g € L*(0,T;V*).
Définition 3.2.1 On dit que ¢ est une solution / solution faible c‘z il
(i) 6 € L*(0,T;V) N C(([0,T]); H), 35 € L*0, T3 V*);
(ii) () = Aop(t) + g(t)  dans V*, p.p. t € (0,T)
(i-e. (G2 (), Vv + a%(é,9) = {g(t), ¥}y, p-p- t € (0,T), VY € V)
(ii1) $(0) =
Par le théoréme d’existence de Lions voir [6], nous obtenons que si ¢y € H et a°

satisfait en plus que
30’ >0, 8°>0: a’(v,0) > |3 — B |vll% YvoeV

Alors [2.1] admet une unique solution faible.
De plus, soit A§, étre I'adjoint de Ay c’est-a-dire A5 € L(V,V*) est donnée par
(Agvr, va)y= v = (v1, Ajva)vy=, Yui,va € V. et considérons le probléme de Cauchy
suivant

F() = —Asp(t) +g(t), t€(0,T)

p(T) = pr

Définition 3.2.2 On dit que p est une solution / solution faible &|3.7 si

(3.8)

(i) p € L*(0,T;V)NC([0,T]); H), 3% € L*(0,T;V*);

(i) 2(t) = Aip(t)+g(t)  dansV*, p.p.t € (0,T) (i.e. (2(t), )y —al(p(t), ) =
(9(t), V)v=v, p-pt € (0,T),V¢ € V)
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(i) p(T) = pr.

Si pr € H et a° satisfait en plus[3.7, alors[3.8admet une solution faible unique. Cette
derniére existence s’ensuit immédiatement en prenant ¢(t) = p(T — t), ¢o = pr,

g(t) = —g(T — 1), t € (0,T), Ao = A

Considérons maintenant I’équation différentielle stochastique suivante

dX(t) = FO(X(1))dt + o(X()dW (t), te[0,T]

(3.9)
X(0) =z € R?
et I’équation de Kolmogorov suivante
2
G (t,x) = FO(2) - Vot ) + 3455(2) - (8, 2), @ € R, ¢ € (0,7 (3.10)

¢(0, ) = L°(x) = ¢o(), v € R?

Si FO € L°(R%RY), L0 € L>*(RY), alors admet une soution faible unique. En

effet, il est évident que L° € L®(R?) et a® : V x V — R définie par

o) == [ P Ve [ S B @, v ey

est bilinéaire et bornée , d’autre part en utilisant (H1) et (H3),nous obtenons qu'’il

existe une constante C' > 0 telle que pour toute ¢ € V' :

a(W,9) 2 = [|F@)|, 1NV 1l + 5 11 = 2 1l = Ol 1]l

2| FO ()|,

7 2 7 2 2 v 2 2C? 2 9 2
> 5 [l = A 11y — [l — A [y — - 11l = 5 1l

=a® ¥} — B ¥l

2(HF0(93)HC2>O+C2)

- +

(C dépend de o et p et est indépendante de F° ), ona® = et 0 =

XIS
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Par le théoréme d’existence et d’unicite de Lions s’ensuit ’existence et 'unicité d’une

solution faible a [3.10

Théoréme 3.2.1 Si F° : R? — R? est bornée et continue Lipschitzienne, alors il

existe une solution unique X (‘z. de plus, si L° € Cy(R?), alors pour toutt € [0,T] :
o(t,r) = B[L*(X(t,z))] p.p. v € R (3.11)

ol ¢ et est l'unique solution faible pour[3.10,

Notons que E[L%(X)] € C([0,T); H) et que est équivalente & dire que ¢ =
E[L°(X)] dans C([0,T]; H).

Preuve. Si F? € CZ(R%4RY), L0 € CERY) et (en plus de (H3)) o € CZ(RYRI™),
alors[3.9|admet une solution unique X, et d’autre part la fonction (¢, z) — E[L°(X (¢, 7))]
est une solution classique a I'équation de Kolmogorov [3.10] c’est-a-dire ¢ = E[L%(X)]

satisfait

¢ € CV2((0,T] x R?

B(t,x) = FO(x) - Vo(t,2) + 3ai(w) 525 (t,2), V(t,x) € (0,T] x R

#(0,7) — L(z) = ¢o(x) quand t — 0+, Vo € R4

I s’ensuit que ¢ = E[L°(X)] est I'unique solution faible a [3.10]

Supposons maintenant que o vérifie (H3) et F°, L%satisfont les hypothéses plus

faibles dans le théoréme précédent. Soit py soit un "(régulasateur)" dans R?, i.e

o € C°(RY),supp(po) C B(0g1), po(x) > 0, Vo € B(041), [pa po(x)dz =1

Pour tout & > 0 nous considérons F?, 0., L? les versions régularisées de F°, o,et L°
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i.e.
1 Tr—z
) = [ Pl = % [ e ( ) .
R4 &g Rd £
1 xr—z
oe(z) = / o(x —ey)po(y)dy = — | o(2)po ( ) dz,
R4 £ Rd £
0 0 1 0 T —z
Li(z)= | Lz —ey)po(y)dy=— | L°(2)po dz,
R4 gV Jrd IS
x € RY.

Il est évident que pour tout € > 0 : F? € CZ(R%RY), 0. € CZ(REGRE), L2 € CE(RY),
e F%ont uniformément bornés et uniformément Lipschitz continu avec respect € > 0
e o.sont uniformément bornés et uniformément Lipschitz continu avec respect € > 0

e ct il existe un costant C° > 0 tel que pour tout € > 0 :
‘Ff(m) — Fo(a:)‘d + |o<(z) — o(2)|,, < C%, VzeR?
De plus, il existe 79 > 0 telle que
0e(2)0e()"y -y > % lyly, Vr,y€R?

pour € > ( suffisamment petit.

D’une autre maniére si . — z dans R?, quand ¢ — 0+,alors

L2(x:) — L% (x)
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Notons qu’on a une sous-suite (également indexée par ¢)

Vo.(z) — Vo(zx) p.p. © € R? (dans R%4™)

= Vq;;(v) — Vg(z) pp-z€ R? (dans RY), Vi,j = 1,2,...,d,

quand € — 0 + .
Ici qE<I) - (Cﬁj(‘r))i,j:lﬂ ...... d — O-€<I)O-s($>T
Si on utilise le théoréme de dépendance par rpport aux paramétres on obtient que

E rr%a%c] | XE(t,x) — X (t, )3 — 0, quand € — 0+, Vr € R,
telo,

o X¢ est la solution a 3.9 correspondant & F° := F?, ¢ := o..
Ceci implique que pour tout (¢, z)€ [0, T|xR? : B[LY(X (¢, 7))] — E[L°(X (¢, x))],quand

e — 0+ . Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue on obtient que
E[L2(X®)] — B[L°(X)] dans L*(0,T; H),quand ¢ — 0+ (3.12a)

D’autre part, pour tout ¢ € (0,1) ,s0it ¢° soit 'unique solution faible a

ot 00) = F(@) - V0l 0) 4 3650 (), v €RG 1€ 0T) o
(0, z) = LY(z), zeR?

En prenant la différence de et nous obtenons que z. = ¢° — ¢ (ou ¢ est la
solution faible & 3.10)) est la solution faible unique a

E(t,x) = FO(x) - Va(t, z) + 3¢5(x) a;f;zxj (t,2), +(F2(x) — FO(x)) - Vo(t, x)
+ %(%3(33) - Qij(ﬂf))%g;j(t,x) reRY te(0,T)

2(0,z) = LY(z) — L° z € R?
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Si nous prenons le couplage avec z. = ¢ — ¢ (i.e. (-, )y ) et en intégrant sur [0, ¢]

nous obtenons que :

%Hzg O3 - HLO o), = //FO Vs, 2)7 (s, 2)p(x)dx ds

825 825 8qu
5 / e )l )p(a) 5 5,2) + G @)l (o)

+qm< )8 («T>Zg(8 I)]dl’ ds

/ /R (Pl (x)) - Vé(s, x)z(s,2)p(x)dx ds

__/ Rd 8x] q”( z) — Qij(x))ﬂ(x)g—z(s,x)

+8(qij( 7) — 4i(® >(x)p($)ze(37x)

al‘i
+ (g5;(z) — Qij(x))g_ai(l')zg(& x)|dxds

En utilisant les propriétés de F;, o, il s’ensuit qu’il existe ag > 0, My, My, ..., Mg > 0

telles que pour tout £ > 0 suffisamment petit :

1 1
o 2Ol = 5 112¢ = 2]

t t t
<M / V2l V [zl ds — ao / 22 ds + ao / Izl ds
0 0 0

t : Lo 1
w0y [V el ds 3t ([ [ 9012 = P pan as) ([l as)
¢ 1 ¢ 1
wans ([ [ 196k —aape as) ([l as)
0 JRd 0
t 3 t 3
Ms <// Vo2V — V|2, p da ds) (/ ||za||§{ds)
0 JRd 0
¢ 1 ¢ 1
wto ([ [ 1961 —altype as) ([ 1l as)
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On obtient que pour tout t € [0, 7] :

t t
2 2
(A ao/o z(s)[[3 ds < ||L2 — L°||;, + M7[/0 /R IVol3 |FY — F°| pda ds
t t
[ Vel — aupds s [ 1VofiVa - Ol pde d
0 R4 0 R4

t
0y [l ds
0

(ou My, Mg sont des constantes positives, indépendantes de ¢) ,par l'inégalité de

Gronwall nous obtenons que

t T
laclly < 22 = et [ [ 19088 = P pdrdst [ [ 1V6EIVG — Val}, piods))e
0 JR 0 R
(3.14)

il s’ensuit que z. — 0 dans C([0,T]; H] (sur une sous-suite, également désignée par

{z.}) et par conséquent

¢° — ¢ dans C([0,T]; H) quand ¢ — 0 + (3.15)

Puisque ¢° = E[L2(X*)] dans C([0, T]; H],par (3.15) (3.12a)nous obtenons que [3.11]

est vérifiée. m

Remarque 3.2.1 Notons que par[3.14], nous obtenons également que
Zze =¢° — ¢ — 0 in L*(0,T;V), quand ¢ — 0+

Remarque 3.2.2 Supposons que F° et L? satisfont les hypothéses plus faibles sui-
vantes :

FOc L®R%:RY),  L? € L®(RY)
En suivant les étapes de la preuve du théoréme, il s’ensuit que sur une sous-suite
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(également indexée avec indice ¢) :

¢° — ¢ dans C([0,T); H], quand ¢ — 0+ (3.16)

(en fait, les hypotheses plus fortes de Théoreme ont été utilisées uniquement pour
obtenir les propriétés a X., X, E[L2(X®)] et E[LY(X)]).

De plus, si L°(X) > 0 p.p. € R?, alors pour tout ¢ € [0, 7]
¢°(t,x) = B[LY(X"(t,2))] >0 pp z€R’

et en utilisant nous obtenons que pour tout t € [0,T] : ¢(t,z) > 0 p.p. x € R%

Revenons au probléme de controle optimal stochastique (Ps) et au probléme de

controle optimal déterministe connexe (P).

Pour tout u € M, nous définissons les fonctions f* : R¢ — R% L* : R? — R et

=V xV — R, par

f(x) u(z)), r € RY, L%2) = E(x u(m)), r € RY,

/ 1 Vewpds + = / 22 abo)de, Yo €V
R4 JZJ

Soit pjla solution faible de c.-a-d. la solution faible de correspondant a
FO .= fu L9 := L" et ¥ la solution faible de , c.-a-d. la solution faible de
correspondant & F0 := f* LY :=@.

Il est évident que pour tout u € M nous avons F° := f* (et donc a° := a,),

0:= L% et (L’ := G) satisfont les hypothéses du théoréme. donc admet une
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solution unique X" et

E { /0 ' [ L (1), w0 2)) () dt] +E[ [ G, 2))dv)
:/OT/W o (t, z)dv(z) dt+/Rd (T, z)dv(z).

Cela signifie que (Ps) est equivalent au probléme de controle optimal déterministe

avec les controles open-loop (Pp)

Nous pouvons facilement vérifier que le membre de droite de est une solution

faible de B.5

Nous concluons que est vérifiée et

V 5 LOX"(t, x), u(X"(t,x)))dv(x) dt}JFE[RdQ(X“(T,a:))dV(x)
- [ i)

Notons maintenant qu’il s’ensuit de la méme maniere que dans la preuve du théoréme
que pour tout u € M il existe une suite {u}, oy C M. telle que up — u dans H™
(ot nous construisons {uy}, .y~ comme une suite de versions "régularisées" de u), et
P1" = o1 p" — @y et " — " dans C((0,T]; H).

Il s’ensuit que

ulg/lf/l » (T, x)dv(z)

= inf t d dt T d
ulenM{/ /Rdgpl x)dv(x —|—/Rdg0 x)dy( )}
= inf t d dt T d
s {[[ [ st | o)

- inf/go(Tx)du() m.

uEMe Jpd

Nous avons que m* est un nombre réel parce que G est bornée et L(-,u(-)) est
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uniformément bornée par rapport & u € M. De plus, si u* est un contrdle optimal
pour (P) et m* est la valeur minimale du cott fonctionnel correspondant a (P), alors

il existe une suite {ug}yc e C M, telle que uy — u* dans H™ et

/ (T, x)dv(zx / / B(t,x)du( )dt+/ oo (T, z)dv(z) — m*
Rd R4 R4

Par conséquent, méme s’il n’est pas certain que le probléeme (Ps) (ou(Pp)) admet un
controle optimal, il existe cependant une borne inférieure du cotit fonctionnel pour
(Ps),qui est égal au minimum pour (P).

Nous formulons maintenant un résultat qui s’avérera utile dans ce qui suit

Lemme 3.2.1 Pour tout u € M et pour tout h € L>®((0,T) x R, de sorte que
ho € L®(RY) a.e. h(t,z) a.e. (t,z) € (0,T) x REho(z) > 0,2 € R? le probléme

suwivant

%—‘f(t,m) = fu(z) - Vo(t,z) + 3q;(x )am o (t,z) + h(t,z), xR te(0,7)

©(0, ) = ho(z), reR?
(3.17)

admet une solution faible unique @ et pour tout t € [0,T] : p(t,z) >0, p.p. x € R4

3.3 le principe maximum pour le probléme (P)

Pour tout u € M nous considérons 'opérateur linéaire et continu A, : V — V*,

A= f*"Vo+ 2q”—“’— I'adjoint formel de cet opérateur, A : V' — V* est donnée

0zx;0x;’
par
<~AZ§0> ¢>V*,V = <Q0, Aud}>V,V*7 v%lp eV
(ou formellement, A%y = —=V - (f“p) + 2_,; (% o7; (q”wp) Vi) € V') Supposons que

u* est un controle optimal du probleme (P).
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Soit p* la seule solution faible (au sens de la définition) de ’équation rétrograde

suivante

B (1) = —Az.p(t), te (0,7)

p(T) =~1

(3.18)

Il s’agit d’un probléme de Cauchy dans V*.

L’existence et I'unicité de la solution faible p* de[3.18 ont été établie dans le pragraphe
précédent.

Etablissons d’abord un principe maximum. Nous allons utiliser utiliser un ensemble
particulier de controles approximatifs. L’idée d’utliser de telles variations du controéle

optimal est dt a L. Pontryagin.

Théoréme 3.3.1 (Le Principe Maximum) Si u*est un contréle optimal pour le pro-

bleme (P),alors pour presque tout x € R?

E(w,u*(w))/o p*(t,x)dt—l—f(x,u*(x))-/o p*(t, )Vt (t,z)dt

= max {E(x,uo) /OTp*(t,:zr)dt + f(x,up) - /OTp*(t,x)Vgou* (t,x)dt}

up€Up

Preuve. Considérons un élément arbitraire ug € Uy et un élément arbitraire z, € R?.

Pour tout € > 0 considérons le controle variationnel (variational spike control) suivant

“(2) = Ug, x € B(xg;¢)
u*(z), x € RN\ B(x¢;¢)

il est évident que u® € M et que u*(z) — u*(z) p.p. v € R? et v — u* dans H™

quand € — 0.
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Soit 2° = % — %", qui est la solution faible de

() = Apz(t) + (f* = f77) - V" (1) + LY — L, t€ (0,T)

2(0) = 0.
(3.19)

L’existence et 'unicité de la solution faible ont été établies dans le pragraphe précé-

dent.

Puisque u* est un controle optimal du probléme (P),nous avons que

0< /]Rd 25(T, x)dv(z) (3.20)

par nous obtenons que

/0 <d§ (£), 2°(0)) .yt = — /O (AL (1), °(1)),,. , dt

si nous intégrons par parrties et par en utilisant nous obtenons que

(1), 25(T))u — (p*(0),2°(0)) s — /0 (" (1), A 2®(8) + (f* = f*) - V' (1) + L

= [ 0.0,

il s’ensuit que

/Rd (La)dvle //R (x) - V' (t,2)p*(t, x)dv(x)dt

_ /0 /R (L = L)@ (1 o)t

Par nous concluons que

L=y [ r oot playies [ (=2 e) [ o a)dtpla)da <0
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— [ ) / P (1, 2) V" (1, 2)dtp(a)da

B(zo;e)

! /B(xo;f)(fug - fu*)(x) . /0 p*<t’ x)vzus (tv l’)dtﬁ(a})dq;

T
—I—/ (L" — ,C“*)(a:)/ p*(t,x)dtp(z)dx <0
B(zo:e) 0

nous avons que

1
meas(B(xo;€))

/ P — ) (@) - / P (6, 2) V" (b 2)dt plr)de (3.21)
B(zo;e) 0

o (F (o, u0) — f(o,u (20)) - / P (,20) Vg™ (£, z0)dt plzo)de

quand ¢ — 0+ ,pour presque tout ro € R? (en fait pour n’importe quel point
de Lebesgue pour la fonction =z — p(x fo *(t,x)V* (t,x)dt et pour la fonction

r — p(x) fo *(t, )V (t, x)dt.
Nous allons désigner par meas(C) la mesure de Lebesgue de 'ensemble C.

De méme maniére

1
meas(B(zo;€))

s (L0, o) — Lo, u* (20) / P (¢, 20)dt (o),

/ (LY — ,C“*)(x)/ p*(t, z)dt p(x)dx (3.22)
B(zo:e) 0

quand £ — 0+ ,pour presque tout 2o € R? (en fait pour tout point de Lebesgue pour

la fonction z — p(x fo *(t, z)dt et pour la fonction x — p(x) fo *(t, x)dt).

D’autre part, démontrons que

1
meas(B(zo;€))

5 * T
/ (f* = )x) / p*(t, x)Vz5(t,x)dt p(x)dx — 0,
B(zo:¢) 0
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quand € — 04 ,pour presque tout zo € R%. En effet, nous avons que

1
meas(B(xg;€))

2l ( )( r o )
= meas(B(xg; e / /woE “(t,2)|” p(a)de /0 /B(xo;s) [V25(t, )|, p(z)dzdt

Ici |||, est la norme de L>®(R? x UO;R"‘) (k € N*).

/ P — ) (@) - / P (b, )V (1, 2)dtple) de
B(zo;¢) 0

Puisque

1 T 9 /T )
“(t, )| dtp(x)dx — *(t, 20)|* dtp(z
meas(B(xg;€)) /B(zo;s)/o [p" (¢, 2)|” dtp(x) ; [p*(t, z0)|” dtp(xo)

quand € — 0+ ,p.p. 7o € R? (en fait pour tout point de Lebesgue pour la fonction

r — p(x fo |p*(t, )| dt), il suffit de prouver que

1 T 5
VzE(t,z)|; dtp(x)dr — 0
e BT Sy y 77 P

quand € — 0+ ,p.p. 7y € RY.

En effet, puisque z° est la solution faible de

F) = Apz(t) + (f* = f7) - Ve (t) + L = L1 € (0,T)
2(0) =0,

alors on obtient aprés que pour tout t € [0, 7T

1 1> ! 1> ! €
S0+ [ IO s <2 [ 1=l as
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+/o /Bwﬂfu () = " @), [V (1, 0)], |2t @)] pla)da dt (3.23)

+1Z;jg@ma}ﬁu($)—'£u(x)“zfﬁ,xﬂpﬁﬂdx(ﬁ (3.24)

ot a® > 0 et 8% > 0 sont deux constantes (indépendantes de ). Mais pour presque

tout t € (0,7) :

/ | (2) = [ ()], | Vo™ (t,2)],12°(t, 2)| p(x)dw dt
B(zose)

<2l ([ 1verwaliom) ([ 1enliim)

<2l (19 alin ) ([ el o) ) pmeastBtee))

(ot ¢* > 2 est tel que WH2(R?) C L9 (R?) (injection continue),
+L1=1)

et% et r* satisfont

m‘ﬁl —

<2l (19 nfiote)) lmeas(Blose)a-

<

ZE (t)\/ﬁ”Lq* (R4)

NN

{zp(x)dx

125(8) |2 + folmeas(B(ao; )] / Ve (1, )

B(zo;e)

(ou By est une constante positive).
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D’autre part

/ £ (2) = £ (@)] (¢, )| p(w)d

B(xose)

<2t ([ oo ) (/ (710
B(zose) Bccoé‘

<2l (f o qzw) meas(Bo )| ([ i)
B(zose) B(ro:e)

OéO ~ 1
< L IEOI + Gmeas(B )} [ oyt
B(zose

(ot f est une constante positive).

Par |3.23] nous obtenons que

1 - a® rt .

=0+ S / 1@ ds

< [1 O s+ utmeas(Bw = [ [ [0 ) pla)dan
B(zoie)

+ 6, [meas(B(xo; e / / x)dxdt
$0 E

En utilisant I'inégalité de Gronwall, nous obtenons que pour tout t € [0, 7]

// ‘Vgo tx‘d x)dxdt
xoe

+ 250/ / p(x)dxdt] exp(25°t)
B(zo:e)

:>/ 125(t) |5, ds < Oymeas(B(zo; / / }Vgp (t,z ‘d x)dxdt
B(zo;e)

+ / / p(z)dzdt],
0 B(zoze)

(ou #; est une constante positive). Ceci implique que

1517 < meas(B(zo;e

T Sy, 170
V25 (t, x)|; dtp(z)dx — 0
meas(B(xO;s)) B(zo:e) J0O | ( )|d ( )
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quand ¢ — 0+ ,p.p. 2o € R? (en fait pour tout point de Lebesgue pour la fonction

r — p(zx) fOT |p*(t,z)|” dt). En utilisant maintenant et nous obtenons que

(L0, u0) — £ (0, 4" (20)) / P (. z0)dt plixo)

+(f (o, up) — f(zo, u"(x0)) - /0 p*(t, 20) V™ (t,20)dt p(xo)dx <0,

p.p. o € R%, et la conclusion du théoréme. m
Lemme 3.3.1 Pour tout u € M, la solution faible p a

L(t) = —Asp(t), t € (0,T) (3.25)

P(T) = -1

satisfait fUTp(t,x)dt <0 pp xeR?
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Annexe A : Rappel de quelques

résultats

Lemme de Gronwall

Soient ¢, 1) et y trois fonctions continues sur un segment [a, b], & valeurs positives et

vérifient I'inégalité
t
weladl,  u) <o+ [

Alors

t

Vie[all,  yt) < olt) + /w<s>w<s>exp /wu)du ds.

a

Théoréme de convergence dominée

Soit (f,,),, une suite de fonctions mesurables telle que f,(x) — f(x) pour p-presque
partout x € E. Supposons de plus qu’il existe une fonction intégrable g : £ —

[0, +00[ telle que |f, ()| < g(x) p-presque partout. Alors f est intégrable et

[ fu@an— [ san
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Points de Lebesgue d’une fonction L

Un poit z du domaine de définition d’une application f Lebesgue-intégrable sur R”
est appelé point de Lebesgue lorsque f varie "trés peu" au voisinage de x ou de
maniére plus générale si les moyennes des applications ¢t — |f(t) — f(z)| sur les

boules centrées sur x sont tres petites.

Plus précisement, on dit que z est un point de Lebesgue de f € L' (R") si

. 1 -
lim o [ 0= f@l o =0,

B(z,r)

ou B(x,r) désigne la boule de R" centrée en z et de rayon r et A désigne la mesure

de Lebesgue.

Espace de Sobolev

Soit © un ouvert de R™, p € [1,4+00] et m € N. On définit espace de Sobolev

WmP () par

WmP(Q) ={u e LP ()| Va tel que o] <m, D e LP(Q)},

ol « est un multi-indice et D*u est une dérivée partielle de u au sens faible (au sens

des distributions).

On munit W™? (2) de la norme suivante

1/p
( > HDauHLP(Q)> sil<p<oo
oy = { \in
max [1D%u| o0 ) sip =00

qui en fait un espace de Banach.

On note souvent H™(§2) I'espace W™? qui est un espace de Hilbert.
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Inégalité de Doob-Kolmogorov

Soit M une martingale de carré intégrable, continue. Pour tout ¢ > 0, A > 0

P <max |M(s)] > /\) )\iE (M(t)%) .

0<s<t
Formule d’Tto
Soit (X;),o un processus d’'Ito qui s’écrit, V¢ > 0
X =Xo+ /sts+/Hsst
et f une fonction de classe C?> de R dans R. Alors
(X)) = f(Xo) + /f HdB+/f K ds + = /f” X,)H2ds.

Si f est une fonction de classe C? de R x R, dans R. Alors

t t t

F1(X0) = £ (Xo.0)+ / L (X 5) HodB / of

0 0 0

o4

of Ll f
—L(X,,s)K L(x = ==
81'( 878) Sd8+/ ay( 875 2 / a
0



Annexe A : quelques définition

95



Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :
(Q, F,P)

(Ft)er

P—ps
(Q,F.{F},P)

EDS

EKP

EKR

i.e

Espace de probabilité
Une filtration

Presque stirment pour la mesure de probabilité P
Epace de probabilité filtré

Equation differentielle stochastique
Equation de Kolmogorov progressive
Equation de Kolmogorov retrograde.
C’est a dire

les gradient

Espace de fonctions deux fois contintiment differentiables

Espace réel euclidien de dimension d.
Espace des fonctions mesurables de carré intégrable
Espace des fonctions contintiment differentiables

La norme euclidienne sur R*
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Annexe B : Abréviations et Notations

1l o La norme L

I :  Fonction indicatrice de I’ensemble B

WHE(RY) :  Esapce de Sobolev
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Le mémoire de master concerne I'étude d'un contréle optimal
stochastique de type Markovien, le probléme est réduit a un
probléme de contréle optimal déterministe pour une équation
de Kolmogorov. Un principe de maximum et de conditions
nécessaires d’optimalité de premier ordre pout obtenus

Abstract

The master's thesis concerns the study of a stochastic optimal
control of Markovian type, the problem is reduced to a
deterministic optimal control problem for a Kolmogorov
equation. A principle of maximum and necessary conditions of
first-order optimality obtained
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