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Introduction

L’évolution et la complexité du monde d’aujourd’hui lui rend de plus en plus dépassé par des
petits et des grands risques : accidents, maladies, fraudes, pertes, vols, incendies, intempé-
ries... L’assurance est ainsi, la solution la plus efficace pour se prémunir des conséquences de

ces risques et se simplifier la vie.

La notion d’assurance remonte aux temps anciens, avec des preuves retrouvées en Mésopota-
mie, en Egypte et en Rome antique. Dans le secteur maritime au 16eme siécle, les marchands
ont fait appel a des banquiers pour financer leurs voyages maritimes cotteuz. Lorsque le ba-
teau serait perdu, le banquier serait remboursé et bénéficierait d’une compensation financiére
importante. Le financier italien Lorenzo Tonti a créé la forme tontine du contrat d’assurance
en 1652, qui était un modéle d’opération stmilaire o celui de [’assurance vie. Tontines étaient
des groupes de personnes qui partageaient des fonds pendant une période donnée. Les incen-
dies de Londres de 1666 ont conduit a lintroduction de la sécurité sociale en 1676, et les

premiers contrats de sécurité sociale ont été proposés a Londres en 1698.

Le développement de [’assurance se poursuivit au cours des 16éme et 17éme siécles grace
a lutilisation de moyens mathématiques tels que les calculs des probabilités, qui permettent
de mesurer les parameétres d’assurance. Le 20éme siécle a connu une croissance significative
des compagnies d’assurance, notamment les assurances mutuelles contre les maladies, les
accidents et la vol. L’évolution économique des sociétés et la complexité des échanges ont
conduit o une augmentation de l'importance de l’assurance dans ces sociétés, ce qui en fait

un acteur majeur dans les économies et les sociétés aujourd’hui.



Introduction

D’une facon générale, il existe deux facons de formuler un modéle mathématique pour un
portefeuille d’assurance : le modéle avec des risques individuels et le modéle avec des risques
collectifs. Ces deux modéles aient des caractéristiques et propriétés différentes, forment un ex-
cellent outil mathématique permettent d’expliquer, controler et gérer les risques avec précision

et clarté.

Notre objectif dans ce mémoire est de donner un apercu général sur les risques en assu-
rance, nous étudions en particulier les propriétés et caractéristiques du cas d’un modéle de
risques individuels et nous rappelons les principales notions et définitions nécessaires pour la

détermination de ce modéle.

Ce mémoire est composé en deux chapitres, comme suit : Le premier chapitre de ce mémoire,
se diwvise en deux sections, dans la premiére section nous présenterons quelques concepts
fondamentaux de la théorie des probabilités utilisés dans le deuzxiéme chapitre, et dans la
deuzxiéme parties, nous allons formuler les définitions et les notions de base, afin de donner
un apercu du domaine des risques en assurances. Dans le deuxiéme chapitre, nous allons
présenter le modéle individuel de risque et ses propriétés essentiels. Nous allons exposer aussi

la notion de probabilité de ruine et ces approximations normale et gamma. Des exemples par

simulation en R, sont donnés pour illustrer les différents résultats théoriques.



Chapitre 1

Concepts de base en assurance

Le contenu de ce chapitre est principalement basé sur les livres [4)], [8] et le polycopié du cours

[1 3/.

1.1 Rappels de probabilités

L’utilisation de moyens mathématiques tels que les calculs des probabilités, permettent de
mesurer les différentes parameétres d’assurance et assure ainsi la poursuite de développement
de la théorie d’assurance. Dans cette section, quelques concepts fondamentaux de la théorie
des probabilités sont exposés, lesquels seront utilisés pour la modélisation et 1’évaluation des

risques €11 assurarnce.

1.1.1 Variables aléatoires

On definit une variable aléatoire (v.a) comme étant Ie résultat d’'une experience ou d’'un

phénomene aléatoire :

— Une v.a X est une fonction, souvent & valeurs réelles, définie sur un espace échantillo-
nal. Cet espace correspond a ’ensemble des resultats possibles d’une experience ou d’un
phénomene aléatoire.

— En assurance, une v.a X peut représenter : Ie montant a verser & la suite d’un accident
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de voiture, les pertes liées a un investissement, les pertes encourues par tous les assureurs

d’une region spécifique a la suite d’une catastrophe naturelle.

Définition 1.1.1 Une v.a positive est une v.a qui ne peut prendre que des valeurs positives.

En d’autres termes, elle représente une quantité qui ne peut étre négative.

Exemple 1.1.1 Par exemple, le montant d’une réclamation pour des dommages matériels
suite a un accident automobile ou le cott d’un traitement médical couvert par une police

d’assurance santé.

Définition 1.1.2 On definit la fonction de répartition de la v.a. X par Fx ot :

Fx(z) = P(X < x).

Propriétés 1.1.1 Une fonction de répartition Fx posséde les propriétés suivantes :

e Fx est non décroissante (croissante au sens large) ;

o F'y est semi-continue & droite (c’est-a-dire que pour tout point xq, la valeur limite de Fx (z)
lorsque x s’approche de xq par la droite est Fx(xg) );

o ['x(—00) =0 et Fx(o0)=1;

e 0< Fx(z) <1 ,xeR.

Remarque 1.1.1 Le complement de Fy, noté Fx(z), est appele la fonction de survie de X
et il est defini par :

Fx<I) =1- Fx<l’)

Il y a deux classes importantes de v.a : les v.a. discretes et les v.a. absolument conti-

nues :

a) Une v.a X est dite discréte (v.a.d) ssi elle est valeurs dans un ensemble E fini ou

dénombrable on note E = {1, xs, ..., z,,}. La loi de probabilité d’une (v.a.d) est :
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On definit sa fonction de denisité par

avec 0< fx(z) <1, z€ B et >  pfx(r)=1

b) Une v.a X est dite continue (v.a.c) s'il existe une fonction fx(z) > 0, definie sur R, de

telle sorte que

P(X € A) = / fu(@)dz

o A est un sous-ensemble de R et P(X € R) = /fX (x)dz = 1.

R

1.1.2 Variables aléatoires i.i.d

Dans la suite, on note par (i.i.d) toute suite de v.a indépendantes et identiquement distribuées.

Définition 1.1.3 Deuzx v.a’s X et'Y sont dites indépendantes, notées X 1LY, si quelles que

sotent les valeurs x et y prises par X etY , on a :
P(X =2,Y=y)=P(X =12)x P(Y =y).

Définition 1.1.4 Les v.a’s sont dites identiquement distribuées si elles suivent la méme

distribution de probabilité.

Définition 1.1.5 L’esperance d’une v.a. X designe la valeur espérée que peut prendre cette

v.a.

Propriétés 1.1.2 Si X est une v.a.discréte, on définit l’espérance B(X) par la formule

B(X) =) z,P(X =u).

CEZ'EE
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Si X est une v.a.continue avec fonction de densite fx, l'esperance de X est definie par
B(X) = / v fx(x)da.
R

Définition 1.1.6 Soit une v.a. X dont Ie moment d’ordre 2 existe, on appelle variance de

X notée V(X)) définie par :
V(X) = B(X - E(X))* = B(X?) — (E(X))".

Définition 1.1.7 (Produit de convolution) Soient Y et Z sont deuz v.a’s réelles indé-
pendantes de fonctions de répartition respectives Fy et Fiz, la v.a 'Y + Z admet pour fonction

de répartition le produit de convolution noté Fy x F; donné par :

Fyiy (@) = Py + Fy(z) = / Fy(z — 2)dPy(2)

= /Fz(x —y)dPy(y) , pour v € R (1.1)

1.1.3 Quelques types de convergences

Soit une suite X,, , n € N des v.a’s réelles définie sur un méme espace de probabilité (Q2,F, P).

Les types de convergence suivants seront utilisés dans ce mémoire :

e Convergence presque stre (p.s) :

e Convergence en probabilité (P) :

X, 5 x si pour tout € € ]0,¢[: lim P(|X,, — X| >¢) =0.
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e Convergence en loi (£) : Xn £ X Si pour tout point de x de R ,

lim FXn = FX(ZE)

n—o0

1.1.4 Lois des grands nombres

Dans la suite on note par S, = X; + ... + X,,, la somme de n terms d’une suite de v.a. On a

les résultats fondamentals suivants :

Théoréme 1.1.1 (loi faible des grands nombres) Soit X,,, n € N, une suite de va-

riables aléatoires réelles de carré intégrable, deux a deux non corrélées. Alors,
1 o
— [Sn —E(Sn)] converge en probabilité vers 0.
n

Autrement dit,

— converge en probabilité vers B(X).
n

Théoréme 1.1.2 (loi forte des grands nombres) Soit X,,,n € N, une suite de variables

aléatoires réelles, indépendantes de méme loi, alors si B(|X;]) < oo,

S

— converge presque sirement vers B(X;)
n
Réciproquement :
Si ;", n € N converge presque sirement alors E(|.X;|) < oo

Remarque 1.1.2 L’énoncé complet de la loi forte des grands nombres fournit une équiva-

Snp

lence pour la convergence presque sire de
n

, n € N, vers la valeur moyenne pour une

suite de variables aléatoires iid.

Théoréme 1.1.3 (de la limite centrale) Pour une suite X, X, ..., X,, de v.a.i.i.d réelles,

(Sn—np)

d’espérence et de variance o? finies, la suite
no

converge en loi vers la lot normale centré
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et réduite N'(0,1) lorsque n augmente indéfinement , nous avons alors :

(Sn\/—ﬁ;w) £ A0, 1)

c’est a dire, pour tout x € R, la limite suivante a lieu :

o —mt) oy a(a),

P(——mm 2~
( \/ﬁo‘ - n—00

ot @ est la fonction de répartition de loi normale centré et réduite.

1.1.5 Quelques lois de probabilités continues
Loi normale

On dit qu'une variable aléatoire continue X suit la loi normale de parameétres p et o, notée

N(u,0?) si la densité de probabilité de X est

1 (v — p)?
o\ 2T exp( 202

fx(z) =

), TER

(1 une constante réelle, o une constante réelle strictement positive.

e La fonction de répartition est donnée par la fonction

oV 2w 202

Fx(w) = = [ o=

e [’espérance et la variance d’une variable normale sont respectivement données par :

B(X)=p et V(X)=o>

Propriétés 1.1.3 1- Si =0 et 0® = 1, la variable normale X est appelée variable normale
centrée réduite ou standard et est notée N'(0,1).

2- 8i X suit la loi N(p,0?) alors 2= suit la loi N(0,1) d’aprés (T.C.L).

8
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3- Si X, et Xy sont deuz v.a indépendantes et si X suit la loi N'(u1,01) et Xo la loi N (uz, 02)

alors X1 + Xy suit la loi normale N (uy + po, 03 + 03).

La figure suivante donne une présentation la densité de loi normale, pour différentes

valeurs de p et o

Densités de lois normales

i — N1
— N(1.D
N(0.2)

Densité
0.2

F1G. 1.1 — Densités d’une v.a normale.

Loi log normale

Une variable aléatoire X est dite suivre une loi log-normale de paramétres et o notée
Log — N (u,0?), si la variable aléatoire Y = In(X) suit une loi normale d’espérance p et de
variance o2. Une v.a, Log — N(u, 0?) admet une densité de probabilité :

ooy L (In(z) — p)?
fx(l’,M,O') - JJO’\/% exp(— 202 )

= ify(ln(x);,u,a), x> 0.

et une fonction de répartition :

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale standard.
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el ’espérance et la variance d’une variable lognormale sont respectivement données par :
02 2 2
E(X)=e'"72 et V(X)=eH (e

La figure [I.2] suivante donne une présentation la densité de loi lognormale, pour différentes
valeurs de p et o.

Densité de la loi lognormale

mu=0, sigma=1
© —_— mu=1, sigma=0
=

mu=1, sigma=2

Densité

Fi1G. 1.2 — Densités d’une v.a lognormale.

Loi Exponentielle

On dit que X suit une loi exponentielle de paramétre A , et on note X ~ E(N), A > 0 si X

posséde la densité :

e ™ siz >0
fx(z) =

Osiz <O

e Sa fonction de répartition est donnée par :

l—e™Msiz>0
Fy(r) =
Osiz<O

e [’espérance et la variance d’une variable exponentielle sont respectivement données par :

E(X) :% et V(X)= %

10
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La figure [I.3] suivante donne une présentation de la densité de loi exponentielle, pour diffé-

rentes valeurs de ).

Densité de la loi exponentielle

= |
- — lambda =1
\ e lambda =2

lambda = 3

Densité

F1G. 1.3 — Densités d’une v.a exponentielle.

Loi Gamma

Soient a et b deux réels strictement positifs. Une v.a X suit une loi Gamma de parameétres
a et b, ce que l'on note aussi X ~ v(a,b), si sa fonction de densité de probabilité peut se
mettre sous la forme :

ba

fx(z) = mx“_le_bz]lw (x)

ou I est la fonction Gamma d’Euler :

[e.o]

[(a) = /y“leydy ,pour a € |0, 00|
0
L’espérance et la variance d’une variable de loi gamma sont respectivement données par :

E(X)=2 et V(X)= ;—2

> e

La figure suivante donne une présentation de la densité de loi Gamma, pour différentes

valeurs de a et b.

11
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Densité de la loi Gamma

— a=2,b=3
—— a=t,b=2
a=2, b=1

10

Densité
06

04

00

Fic. 1.4 — Densités d'une v.a gamma.

1.2 (Généralitées sur les risques en assurance

L’objectif de cette section est de donner un apercu sur le secteur des assurances, et définir la

notion du risque lié & ce domaine.

1.2.1 L’assurance : notions et exemples

Nous allons tout d’abord définir I’assurance sous deux aspects différents : le premier est

juridique, le second est technique, pour plus de détailles, voir [7].

Définition 1.2.1 (jurdique de ’assurance) L’assurance est le contrat par lequel un sous-
cripteur se fait promettre par un assureur une prestation en cas de réalisation d’un risque,

moyennant le paiement d’une prime ou cotisation.

Définition 1.2.2 (technique de ’assurance) L’assurance est l’opération par laquelle un
assureur organise en mutualité une multitude d’assurés exposés a la réalisation de certains
risques et indemmnise ceux d’entre eux qui subissent un stnistre grace a la masse commune des

primes collectées.

12
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D’apres [11], il existe deux grandes catégories d’assurances : celles qui couvrent une personne
physique et celles qui couvrent les biens. Ainsi et en fonction de leur objet et de leur portée,

les opérations d’assurances peuvent étre classées selon deux grandes familles :

Assurances de dommages (assurance nom vie)

L’assurance des dommages permet d’obtenir une indemnisation en cas de sinistre. Elle re-
groupe a la fois la protection de responsabilité (responsabilité civile, responsabilité civile
familiale ou responsabilité professionnelle) et celle de biens (dommages causés au véhicule,

protection des biens meubles ou immeubles). Elles englobent les deux catégories suivantes :

— Assurances de biens : elles garantissent 'indemnisation des préjudices subis par ’assuré

suite & des dommages et pertes causés aux biens lui appartenant.

— Assurances de responsabilité : Elles garantissent les conséquences pécuniaires de la
responsabilité civile que I'assuré peut encourir a raison de dommages corporels, matériels

ou immatériels causés aux tiers.

Assurances de personnes (assurance vie)

Une assurance de personnes a pour objet de couvrir les risques relatifs aux individus comme
les accidents corporels, la maladie, le décés ou encore 'invalidité. L’assurance de personnes
peut étre souscrite soit & titre individuel soit & titre collectif. Ces assurances peuvent étre

classées comme suit :

— Assurances vie : qui ont pour objet la couverture des risques dont la survenance dépend

de la survie ou du décés de 'assuré.

— Assurances des accidents corporels et maladie/maternité : dont I'objet est la
couverture des risques portant atteinte a l'intégrité physique de la personne assurée, des

risques liés a la maladie ou a la maternité ou des risques d’incapacité et d’invalidité.

13
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— La capitalisation : qui a pour objet de constituer une épargne avec un rendement mini-

mum garanti.

Définition 1.2.3 (L’assureur) est la société d’assurance ou la personne physique auprés de
laquelle le contrat d’assurance est souscrit, et qui s’engage a fournir les prestations prévues

en cas de réalisation du risque.

Définition 1.2.4 (L’assuré) est la personne qui souscrit & un contrat d’assurance avec un
assureur pour se protéger contre certains risques. En payant une prime, l'assuré bénéficie
d’une couverture d’assurance. En cas de survenance d’un événement prévu dans le contrat,

l’assuré a le droit de recevoir une indemnisation de l’assureur selon les termes convenus.

Définition 1.2.5 (Le souscripteur) est la personne qui souscrit un contrat d’assurance,
c’est a dire qui signe les différents documents du contrat d’assurance et qui s’engage a payer les
primes dues a l’assureur. Le souscripteur n’est pas obligatoirement ’assuré : il peut souscrire
un contrat d’assurance pour son propre compte, ou pour celui d’autres personnes indiquées

aux conditions particuliéres.

1.2.2 Risque et mesure de risques

Le risque est I’éventualité de la survenue d’un fait dommageable tel que le vol, la perte,
I'incendie, ’accident. etc. Un risque prend un sens légérement différent : c’est un phénomeéne
aléatoire pouvant générer un sinistre pour un souscripteur, sinistre qui engendre un cotit qui

correspond a l'indemnisation du souscripteur par ’assureur.

Définition 1.2.6 (Prestation de ’assureur) Il s’agit du montant touché par l’assuré en

cas de la survenance du risque pris en charge.

Définition 1.2.7 (Contrat d’assurance) Il s’agit d’'un accord par lequel une compagnie

d’assurance s’engage, en cas de survenance du risque ou a l’échéance définie dans le contrat,

14
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a verser une somme d’argent o [’assuré en échange d’une rémunération appelée prime ou

cotisation.

Définition 1.2.8 (Prime de risques) Il s’agit du montant versé par l’assuré o l'assureur

en contre partie du risque spécifiés dans le contrat d’assurance.

Définition 1.2.9 (Sinitre) Il s’agit de la réalisation d’un risque entrant dans [’objet du

contrat d’assurance.

Mutualisation des risques

La mutualité est le fondement de I’assurance, ol les cotisations modestes versées par chaque
membre d’un groupe (les assurés) sont utilisées pour indemniser ceux qui subissent un événe-
ment assuré. L’assureur a pour role de mutualiser les risques en les regroupant, les répartissant

et les compensant grace a des calculs statistiques basés sur les données collectées.[1]

La reassurance [12] : La réassurance pourrait se définir de fagon simpliste comme «l’assu-
rance des assureurs». En réalité, il s’agit d’un contrat par lequel une société spécialisée
(le réassureur ou le cessionnaire) prend en charge une partie des risques souscrits par un
assureur aupres de ses assurés. Par cette opération, le réassureur s’engage a rembourser
a l'assureur en cas de réalisation du risque, une partie des sommes versées au titre des
sinistres et percoit en contrepartie une portion des primes originales versées par le ou

les assurés.

Remarque 1.2.1 Le réassureur ne traite en principe qu’avec des assureurs, c’est pour cette
raison que cette activité est souvent méconnue du grand public. De méme qu’un assuré
doit protéger son patrimoine (maison, automobile....) et ses proches contre toutes sortes
d’aléatoires, une compagnie d’assurance doit également mesurer et limiter [’exposition de ses
fonds propres afin de protéger sa marge de solvabilité. Ainsi, elle doit chaque année estimer les
risques auzrquels elle s’expose, selon quelle fréquence et quelle probabilité. Une fois ce travail

préalable effectué, elle peut alors mieux évaluer ses besoins de protection en réassurance.
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Chapitre 1. Concepts de base en assurance

Mesure de risques

Dans ce qui suit nous donnons la définition, les propriétés et quelques exemple sur les mesures
de risque (pour les détailles, voir les références [2] ,[3] et [9]). On peut définir une mesure de

risque de la maniére suivante :

Définition 1.2.10 Une mesure constitue un outil important, il s’agit d’une fonctionlle ¢
définie sur l'espace des v.a’s X, prenant ses valeurs dans R et notée v [X]. Cette fonction

peut étre finie ou infini.

L’idée est que ¢ quantifie le niveau de danger inhérent au risque X : de grandes valeurs de

©[X] indiqueront que X est "dangereux"

(dans un sens a préciser). Plus précisément, tant que ¢ est normalisée, c’est-a-dire que :

©[X] réprésente le montant minimum qui, ajouté a la perte X en début de période, rend la
couverture de X "acceptable". La compagnie d’assurance devra donc disposer du montant
©[X], constitué en partie par les primes payées par I’assuré et pour le reste par apport en

capital des actionnaires.

Propriétés 1.2.1 Soient X et Y deux v.a’s représentant la perte, et p est une mesure de
risque :

1. Invariance en loi : X £Y = o(X) =pY).

Momnotonie : X >Y = ¢(X) > p(Y).

Invariance par translation : Yk € R = (X + k) = p(X) + k.

Homogénéité positive : VA € R, o(AX) = Ap(X).

Sous additivité : (X +Y) < o(X) + ¢(Y)

Convexité : V3 € [0,1] , o(BX + (1 = 5)Y) < B.o(X) + (1 = 8).p(Y).

S &
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Chapitre 1. Concepts de base en assurance

Définition 1.2.11 (Value-at-Risk) La Value at Risk, ou la VaR, est une mesure statis-
tique utilisée par les gestionnaires pour évaluer et quantifier le niveau de risque global sur une

période donnée.

Remarque 1.2.2 La VaR prend en compte le montant potentiel de perte, la probabilité de
cette perte, et l'intervalle de temps. En conséquence, la VaR peut étre utilisée pour définir
Uappétit au risque de l’entreprise, c’est-a-dire le niveau de risque que l’entreprise est préte a

accepter.

Etant donné un risque X et un niveau de probabilité a € ]0, 1], la VaR correspondante, notée

VaR[X,al, est le quantile d’ordre o de X. Formellement,
0o(X)=VaR[X,a] =24, o0 P(X < 1z,) =«

On notera que :

VaR[X,a] =inf {z, P(X <z) > a} = Fy'(a)

ou F'y 1 désigne la fonction quantile de la v.a X.
Remarque 1.2.3 ¢,(X) est une fonction croissante en « et elle n’est pas sous-additive.

Définition 1.2.12 (Tail value at Risk) La "Tail Value-at-Risk" (TVaR) au niveau o est
une mesure de risque qui s’intéresse aux pertes extrémes, c’est-a-dire aux scénarios ou les
pertes dépassent un certain seuil défini par le niveau de confiance o. La TVaR au niveau o

est donnée par :

1 1

1
/VaR(X, t)dt = - a/FXl(t)dt.

TVaR[X, o] =

—

Elle apparait comme la moyenne des VaR de niveaux supérieurs a o, et elle est sous-additive.
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Chapitre 2

Modéle de risques individuels

Dans ce deuxiéme chapitre nous présentons le modéle de risques individuels, ses proprié-
tés principales, et présentés aussi la probabilité de ruine et sont approximation normale et

gamma. Ce chapitre est principalement basé sur les références [4]-[5]-[6] et [10].

2.1 Présentation du modéle

Soit n € N* le nombre d’assurés, aussi appelé I'effectif du portefeuille d’assurances, ou encore

le nombre de polices.

2.1.1 Deéfinition et exemple

Définition 2.1.1 Le modéle de risques individuels est une suite finie X1, ..., X,, de va’s

i.1.d, qui sont positives. Le montant cumulé des sinistres S est alors défini par :
S=X,+..+X,= Zizl X;.

Dans ce modéle la v.a X; représente le cumul des indemnisations allouées pour les sinistres

affectant ’assuré © pendant la période d’observation.

Remarque 2.1.1 1) Le modéle est dit «individuel» car le risque global se décompose comme
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Chapitre 2. Modele de risques individuels

la somme finie des risques individuel.
2) Sin est une v.a & valeurs dans N,alors le modéle est dite modéle collectif de risque,

dont le montant cumulé des sinistres S est défini par :
S=X1+..+X,= Zi:1 X;, n est une v.a.

En utilisons logiciel R, pour des risques log-normales (X ~ Log — N (0,1)), nous présentons
dans la figure 2.1 suivante, la réalisation d'un modele S en fonction de la taille de 1’échantillon

(n=1:200).

400
I

350
I

300
I

250
I

o 4

200 400 600 800 1000

lterations

Fia. 2.1 — Réprésentation du montant cumulé des sinistres log-normales.

2.1.2 Propriétés d’un modeéle de risque individuel

Définition 2.1.2 (Prime pure) La prime pure d’un ensemble des risques est égal E[S] du

montant cumulé des sinistres S de cet ensemble, elle appartient a [0, 0] .

Définition 2.1.3 (Prime chargée) La prime chargée pour un ensemble de risques est défi-
nie comme la prime pure de cet ensemble, a laquelle s’ajoute un chargement proportionnel. Si

le montant total des sinistres de cet ensemble est représenté par S et que le taux de chargement
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est noté n, n €]0, 00, alors la prime chargée 11 est calculée selon I’équation :

II=(1+n)E[S]

En d’autres termes, la prime chargée est équivalente a la prime pure, augmentée d’un montant

proportionnel au taux de chargement 7).

Propriété 2.1.1 (Espérance mathémathique) Lorsque les variables Xy, ..., X,, sont d’es-
pérance finie, alors

E(S) = nE(X,).

Preuve. Pour démontrer cela, nous utilisons la linéarité de ’espérance,

i=1

Puisque les variables aléatoires sont identiquement distribuées, nous avons :

B(X;) = B(Xy) = ... = B(X,)
Donc,
E(S) =) E(X;) = nE(X;)
Alors,
E(S) = nE(X;)
|

Propriété 2.1.2 (Variance mathémathique) Quand les variables X1, ..., X,, sont de va-

rince finie, la variance de S est finie et égale a :

o?(S) = no?(X,).
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Preuve. Considérons la variance de la somme des variables aléatoires X :

Puisque les X; sont identiquement distribuées, leurs variances sont les mémes, donc :

o?(S) = no*(X,).

Remarque 2.1.2 Dans le modéle individuel de risque X1, ..., X, avec S = X1+ ...+ X,, ,Si

0?(X1) =0, on dit que le modéle est un modeéle déterministe.

Exemple 2.1.1 (Assurance Automobile) Dans le secteur de l’assurance automobile, les
compagnies doivent évaluer les risques financiers associés aux sinistres. Un modéle de risque
mdividuel est un outil cructal pour estimer ces risques. une compagnie d’assurance souhaite
comprendre les coits potentiels liés aux sinistres dans une année. Nous allons utiliser une
distribution continue pour modéliser les cotts des sinistres, en supposant un nombre fire
d’accidents par an.

Pour simplifier, supposons que le propriétaire aura exactement n = 4 accidents (sinistres)
dans l’année.

Les montants des sinistres X1, Xo, X3, X4 suivent une loi normale N'(u,0%), avec des para-
métres p,02. Supposons que chaque sinistre X; suit une loi normale N'(1000,200%). Ce qui
signifie que :

o Llespérance B(X,) = 1000, donc B(S) = 3>+ B(X;) = 4B(X,) = 4000, représente le mon-

tant total moyen des sinistres que [’assureur peut s’attendre a payer pour les 4 sinistres.
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e La variance 02(X;) == 200% = 40000, donc ¢(S) = Y1, 0%(X;) = 40*(X;) = 160000,

dique la variabilité attendue autour de cette moyenne.

Propriété 2.1.3 (Fonction de répartition) Dans le modéle individuel de risque X1, ..., X,

avec sinistre cumulé S = X;+---+X,,, nous avons
F(S):F)’}”:F;(n_l)*FX:FX*...*FX (n fois)

tq : Fg la fonction de répartition de S et Fx la fonction de répartition des variables X;. F§"

est le produit de convolution donné par 1’équation (|1.1)) de la définition m

Preuve. Quand X1, ..., X, sont des v.a’s,.i.i.d de fonction de répatition Fx , par récurrence :

e Pour n = 2 : le montant cumulé des sinistres S = X;+ X, est alors

Fg=FxxFy =F2

e Maintenant , pour n > 2 : il est supposé que Fx,; 1+x, , = ;}(n_l). Ainsi , en posant

Y=X1+..4+ X, 1, par (L.1)), puis d’aprés I'hypothese de récurrence, il vient :
Fxiioix, = Prix, = Fy + Fx = (Fy" V)« Fx = F.

Ce qui fait démontrer le résultat. m

Remarque 2.1.3 La connaissance de la fonction de répartition Fs permet de nombreuses
applications. En effet,

1- Fg permet de calculer les probabilités de ruine annuelles.

2- Fs permet de calculer les primes relatives a des traités de réassurance globaux.

3- Fs permet de fixer le tauzx de chargement de sécurité n lorsque l’assureur cherche a calculer

la prime nette et désire limiter la probabilité de ruine.
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2.2 Probabilité de ruine

Nous examinons maintenant la probabilité de ruine notée P,,,.. Considérons le cas ot le
risque cumulé de sinistre est une variable aléatoire noté S d’espérance finie. Le montant

cumulé des primes chargées est défini par :

II=(14nE(S), avecun taux de chargement n > 0.

Définition 2.2.1 La probabilité de ruine est la probabilité que la charge totale des sinistres
dépasse les encaissements correspondants sur une période donnée, se qui définit alors, la

probabilité de ruine de la maniére suivante :

Pruine = P(S > T0) = 1 — F(II).

C’est une fonction décroissante (car la quantité B(S) est positive et la fonction Fs étant

décroissante).

Remarque 2.2.1 Pour réduire la probabilité de ruine, il est nécessaire d’augmenter le taux
de chargement de sécurité n et augmenter leffectif n. Cependant, dans la pratique, le taux
de chargement est souvent limité par la compétitivité du marché de l’assurance, tandis que le
nombre n est généralement fixé. Afin d’améliorer la robustesse de l’ensemble des risques, les
actionnaires fournissent a l’assureur une réserve de solvabilité, représentée par un montant

R, qui s’ajoute aux primes pour fixer un niveau au-dela duquel le cumul des sinistres ne peut

pas dépasser. Ainsi, dans cette configuration, la probabilité de ruine est exprimée par :

Pryine =P(S > (1+n)E(S)+ R)=1— Fs((1 +n)E(S) + R). (2.1)

Remarque 2.2.2 L’assureur a également la possibilité de transférer une partie de son risque
a un réassureur en conservant une proportion oo du montant total des primes et des sinistres,

et en cédant le reste au réassureur. Dans ce cas, la probabilité de ruine se définit alors de la
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maniere suvante :

Définition 2.2.2 Pour un ensemble de risques de mantant comulé S, de fonction de répar-
tition Fs, de prime pure E(S) finie et nom nule, lorsqu’un chargement de sécurité n > 0,
une réserve de solvabilité de montant R > 0 et un réassurance proportionnelle de taux de

rétention o € |0, 1] sont appliqués, la probabilité de ruine est donnée par :

Priine = P(@S > a1 +n)E(S) + R) = P(S > (1 +n)B(S) + §> =1- Fs((1+n)E(S) + g).
(2.2)

Proposition 2.2.1 Dans le modéle individuel de risque X1, ..., X, avec S = X1+ ...+ X,, ,
lorsque 0 < B(X;) < oo et n > 0, alors la probabilité de ruine tend vers 0 lorsque n augmente

indéfinement:

Prume(s > (1 + U)E(S)) — 0. (23)

Preuve. La convergence (2.3) est I’expression de loi faible de grand nombre, voir (1.1.1]).
Comme 7 > 0 et E(S) = nE(X}), il vient d’aprés (2.2)) :

Pruinc :]P)<S > (1+7])E<S) + g) s t(]R >0et € ]0,1[

<P(S > (1+n)E(S)) = P(S > (1 +n)nE(X1))

B2 > (14 mB(X)) = B ~ B(X,) > 7E(X)
< IP( % —E(X1)|) > nE(X;)) — 0, lorsque n — oo.

Alors, la probabilité de ruine tend vers 0 lorsque n — co. =

Remarque 2.2.3 Lorsque la prime utilisée est la prime pure, la probabilité de ruine ne tend
pas en général vers 0.pour une bonne maitrise de cette probabilité de ruine, il suffit d’avoir

un taux de chargement décroissant avec le nombre d’assurés proportionnellement a \/Lﬁ
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2.2.1 La proportion de cotiit en excés a la ruine

Supposons que le réassureur ne fait pas défaut lorsque 'assureur est ruiné. Etant donné que
I’assureur ne prend en charge qu’une proportion o des montants des sinistres S et des primes,
la proportion du coiit en excés a la ruine notée (Cryine) qui reste a la charge des assurés est

exprimée par :

E(aS/aS > (1+n)E(S) + R) — (a(l + n)E(S) + R)

_ (
Chruine = ( (14 n)E(S) + £

).

Apres avoir été simplifiée, cette expression donne la définition suivante :

Définition 2.2.3 En établissant un ensemble de risques de mantant comulé S, de fonction
de répartition Fg, de prime pure E(S) finie et nom nule , lorsqu’un chargement de sécurité
n > 0 , une réserve de solvabilité de montant R > 0 et un réassurance proportionnelle de

taux de rétention o € |0, 1] sont appliqués, la proportion de cott en excés a la ruine est égale

a:
E(S/S > (1+n)E(S) + &)
Cruinc = a( R ar - 1)
(1 -+ T])E(S) + -
Remarque 2.2.4 La valeur n +%@ est le taux de chargement total de la prime pure.

Remarque 2.2.5 Lorsque les valeurs € et § sont strictement positives (et petites) fixées a
lavance, le taux de chragement total de la prime pure est sélectionné afin de répondre aux
critéeres suivants :

Pmme <e et Ov’uine < 6

Proposition 2.2.2 Dans le modéle individuel de risque X4, ..., X,, avec S = X1+ ... + X,
, on suppose que que l'espérance de Xjest finie et positive (0 < E(X;) < oo) et que n > 0

alors lorsque n — o0 :

S

B(5) —1 ps; (2.4)
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Preuve. La convergence ([2.4) est I’expression de la loi forte des grands nombres, voir (1.1.2]).

Puisque celle-ci affirme que :

S
— — E(X;) p.slorsque n — oo
n

et comme en plus, B(S) = nE(X;) avec E(X;) > 0 (par hypothése). On obtient :

S
nE(Xy)

—1 ps

ce qui implique :ES

W—)l p.s. &

Proposition 2.2.3 Sous les mémes hypothéses de la Proposition précédente, on obtient :
1
P(S > E(S) — 3 (2.5)

Preuve. La convergence (2.5 est I'expression du théoréme de central limite (1.1.3]), qui

confirme que

P(S>EWNS)) =P(—F—==>0)=P(—————>0) =1 -P(————= <0
— 1 —®(0) , lorsquen — oo
ot ® est la fonction de répartition de la loi normale centré et reduite. Comme ®(0) = %, alors

on obtient :

P@>E@»H1—M®:%

lorsque n — oco. W

Exemple 2.2.1 A [’aide de logiciel R, considérons la réalisation de n = 200 v.a de la loi

normale N (0,1), la ﬁgure sutvante donne une ullistration de la convergence .

Proposition 2.2.4 Sous les hypothéses précédentes, supposons que 0 < 02(X;) < oo , alors
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T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Nombre de Simulations

F1G. 2.2 — Convergence de P(S > E(S)) vers 1/2

pour tout € € 10,1 :

P(S > E(S) + vno2(X1)@ (1 —¢)) — ¢, (2.6)

n—o0

ou ® désigne la fonction de répartition de la loi N'(0,1).

Preuve. La convergence (2.6) est aussi 'expression du théoréme central limite ((1.1.3). En

effet :
P(S > E(S) + ny/o2(X,)® (1 —¢)) = IP’(HS\/_% >0 1(1—¢))
S—E(S) _ g
=1-P <P (1-—
s S¥1-)
—1-®(@ '(1—¢))=1—1+¢c=c. lorsque n — o0.
n

Exemple 2.2.2 Pour une visualisation graphique de la convergence @, nous Teprenons

le méme exemple précident, et on posons

s =E(S) no?(X1)® (1 —¢)
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et fizons € = 0.01. La convergence de P(S > s) vers e = 0.01 est donner dans la figure
suwvante :

Convergence de P(S >s) vers ¢

002 0.04
I I

PS>s)
002
Il

1” LG 1“|| L

001
|

0.00
I

0 200 400 600 800 1000

Indice de simulation

F1a. 2.3 — Convergence de P(S > s) vers € = 0.01

Proposition 2.2.5 Sous les mémes hypothéses que les propositions précédentes, on trouve :

E(S|S > B(S))
E(S)  now

| (2.7)

Preuve. Pour la démonstration de la convergence (2.7)), voir [5] page 59-60. m

2.3 Approximation de la probabilité de ruine

Les assureurs ne disposent généralement pas d’une connaissance précise de la loi qui détermine
leur probabilités de ruine. Ainsi, il est dans leur intérét d’essayer d’approximer cette loi. Nous
nous intéressons maintenant a deux approximations par des familles de lois particuliéres : les

lois normale et gamma.
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2.3.1 Approximation normale

Pour un réel 4 et un réel strictement positif o2, la loi normale de moyenne 4 et de variance

o2 notée N (11, 02), est difinie par sa fonction de répartition donnée par :

T

FN(#7O-2) (ac) = /

—00

1 —(y=p)?
e 20t dy , pour r € R

oV 2w

Pour une loi de probabilité de fonction de répartition F, de moyenne j et de variance o

finie et nom nule, 'aproximation normale de la fonction de répartition F' est la fonction de

),ce qui sera écrit

répartition ®(—*

(2.8)

ou ® désigne la fonction de répartition de la loi N'(0,1). Cette approximation est alors utile

pour approcher la probabilité de ruine.

Proposition 2.3.1 (Aproximation normale de la probabilité de ruine) Pour un en-
semble de risque de montant cumulé S, de fonction de répartition F'(S), d’espérence E(S) et
variance o*(S) finie et nom nule , lorsqu’un chargement de sécurité n > 0, une réserve de sol-
vabilité de montant R > 0 et une réassurance proportionnelle de tauz de rétention o € 10, 1]
sont appliqués, ’aproximation normale de la probabilité de ruine est égale a :

E(S) R

Pryine = 1 — q)(m(n + OCE(S)»

En effet , d’aprés la définition de probabilité de ruine (voir, [2.2)), on trouve :

Buine = P(aS > a(l +n)E(S) + R) = P(5 > (1 + n)E(S) + g)
B _
1 Fs((1 () + By a1 - e ">E<§>(S+) :-E(©S),
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Proposition 2.3.2 Dans le modéle indiviuel de risque , en tant que fonction du nombre de
risque n, l’approximation normale de la probabilité de ruine est une fonction asymptotique-

ment décroissante , qui tend vers 0 lorsque n augmente indéfinment.

Preuve. Dans le modéle indiviuel de risque Xi,..., X, avec S = X; + ... + X, ,lorsque les
va.iid X, .., X, sont de variance finie et nom nule, alors B(S) = nE(X;) et 0%(S) =

no?(X1). Ainsi,

E(S) R . nE(X) R
o) " GBS T Vo) T naB ()

_ B R B(X) o R

=V G U R o) VM mamy))

La fonction \/n — /nn + m étant asymptotiquement croissante de limite oo au voi-
sinage de l'ifini dés que n > 0. Il en résulte que 'aproximation normale de la probabilité de

| E(S) R
(5) (n+

Pruine ~1— q)(

est asymptotiquement décroissante et tend vers 0 lorsque n augmente indéfinment . m

Exemple 2.3.1 On suppose que X;,i—1... v.a suit une loi lognormale, avec S = X1+...+ X,
etn >0, R >0 ,x € ]0,1[. Nous étudions (en utilisant le logiciel R) trois cas pour
lapproximation normale de la probabilité de ruine :

1- P, ineen fonction de R > 0 : pour oo = 0.05 et n = 0.01.

2-P,yine en fonction de 0 < o < 1: pour R =10 et n = 0.01.

3-P,yine en fonction de n > 0 : pour a = 0.05 et R = 10.

La Répresentation graphique swwvante, montre clatrement la décroissance de la probabilité
de ruine en fonction de la réserve de solvabilité de montant R et en fonction du chargement de
sécurité n et sa croissance en fonction de la réassurance proportionnelle du taux de rétention

[0
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Probabilité de ruine en fonction de alpha (R=10, eta=0.01) Probabilité de ruine en fonction de eta (R=10, alpha=0.05)

Probabilité de ruine

Probabilité de ruine
000 010 020 030

Oe+00  2e-11 del!  Belt

Probabilité de ruine en fonction de R (alpha=0.05, eta=0.01)

Probabilité de ruine

00 01 02 03 04

Fic. 2.4 — Approximation normale de la probabilité de ruine

2.3.2 Approximation Gamma

Rappelons que la fonction gamma notée I', est définie par :

o0

[(a) = /y“_le_ydy , pour a € |0, 00|
0

elle vérifie

Fa+1)=al'(a) ,a€]0,00] et I'(n+1)=n! VneN.

Pour a > 0, la fonction de répartition de loi gamma notée I'(a, .) est vérifie :

0 , pour z € |—00,0[

0.9}

I'(a,z) =
/F(la)yaleydy , pour = € |0, 00|

0

La fonction I'(a, .) est appelée fonction gamma incompléte.

Lorsque a > 0 et b > 0, la loi gamma de paramétres a et b notée 7(a,b), sa fonction de
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répartition est égale a :

0 , pour z € |—00,0[

[(a,bx) = o
/ﬁy“_le_bydy , pour = € |0, 00|
0

Elle est de moyenne égale a ¢ et de variance égale a 5.

Pour une loi de probabilité de fonction de répartition F', de moyenne p strictement positive
et de variance o2 finie et nom nule, ’aproximation gamma de la fonction de répartition F

est la fonction de répartition F(’;—z, (L) .) ce qui sera écrit

F~ r(“2 (£)) (2.9)

02 \o?
Proposition 2.3.3 (Aproximation gamma de la probabilité de ruine) Pour un ensemble
de risque de montant cumulé S , de fonction de répartition F'(S), d’espérence E(S) et variance
02(S) finie et nom nule, lorsqu’un chargement de sécurité n > 0, une réserve de solvabilité
de montant R > 0 et une réassurance proportionnelle de taux de rétention o € 10,1 sont

appliqués, Uaproximation gamma de la probabilité de ruine est donnée par :

R
L1+ () + D).
) o
Preuve. D’apreés (2.2), on obtient la probabilité de ruine :

R

Pruinc =1 _FS((1+7])E(S) + Oé)

Donc, par (2.9), on trouve :

R‘uine ~1-— F(
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Proposition 2.3.4 Dans le modéle indiviuel de risque , en tant que fonction du nombre de
risque n , approximation gamma de la probabilité de ruine est une fonction asymptotique-

ment décroissante, qui tend vers 0 lorsque n augmente indéfinment.

Preuve. Dans le modéle indiviuel de risque Xji,..., X, avec S = X; + ... + X, ,lorsque
les v.a.iid Xj,..., X, sont de variance finie et non nule, alors B(S) = nE(X;) et 02(5) =

no?(X;). Ainsi, Papproximation gamma de la probabilité de ruine est :

- (E(S))* E(S) R
Pruine ~ 1 - F( 0_2(5 ) 0'2(5)((1 + U)E(S) + E))

)
< 1‘”(152(59); ’(1“7)(152(3 ) =

n(E(X,))? n(E(X,))?
=1- F( 2 ) (1 77) 2 )
o (Xl) g (Xl)
En posons 8 = (Egi{;i);, on obtient :

R’uine =1- F(nﬁy (1 + 77)”6>

Soit alors Y7, ..., Y, une suite de v.a.i.i.d de loi v(3, 8), lav.a Y1 + ... + Y}, suit la loi v(ng, B).

En conséquence :

1-T(ns,(14+nnb) =PY1+..+Y,> (1 +n)n)

o M4+ YY)
=) ")Sp('

Y1+ ...+ Y,)
(L+mn)

> n),

avec, par la loi faible des grands nombres ((1.1.1)), le dernier majorant tend vers 0 lorsque

n — 00, ce qui compléte la preuve de la proposition. m

Exemple 2.3.2 Reprennons [’exemple précident. Nous étudions (en utilisant le logiciel R)
les trois cas pour l’approximation gamma de la probabilité de ruine :

1- P.yineen fonction de R > 0 : pour o = 0.05 et n = 0.01.

2-P,ine en fonction de 0 < o < 1: pour R =10 et n = 0.01.

3-P,vine en fonction de n > 0 : pour o = 0.05 et R = 10.
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La Répresentation graphique[2.5 suivante, montre clairement la décroissance de la probabilité
de ruine en fonction de la réserve de solvabilité de montant R et en fonction du chargement
de sécurité n et sa croissance en fonction de la réassurance proportionnelle du tauz de réten-

tion « :

Probabilité de ruine en fonction de alpha (R=10, eta=0.01) Probabilité de ruine en fonction de eta (R=10, alpha=0.05)

Probabilité de ruine

02 04 06 08 1.0 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Probabilité de ruine en fonction de R (alpha=0.05, eta=0.01)

T
0 20 40 60 80 100

FiG. 2.5 — Approximation gamma de la probabilité de ruine
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Conclusion

Ce mémoire donne une aidé générale sur les modéles de risque individuel dans le domaine
de l'assurance, il met l'accent sur leurs définitions, propriétés, exemples et importance. En
appliquant les principes de la théorie des probabilités a des domaines particuliers de [’assu-
rance, nous avons montré comment ces modéles peuvent étre employés afin d’évaluer et de

gérer les risques de maniere efficace.

En conclusion, dans le modéle de risque individuel, le total des sinistres ou des réclamations
est modélisé comme la somme de tous les sinistres sur les polices individuelles. Ce modéle
permet de donne le montant total des sinistres a payer par la compagnie d’assurances sur
une période donnée (généralement une année) en sommant assuré par assuré les montants

des sinistres subis par chaque individu sur cette période.

Nous concluions aussi, la probabilité de ruine peut étre contrélée en augmentant le tauzr de
chargement n, le nombre d’assurés n, la réserve de solvabilité R, ou en utilisant un réassu-
rance proportionnelle avec un taux de rétention a. Toutefois, il est essentiel d’équilibrer ces
paramétres pour conserver des primes abordables et assurer la durabilité o long terme de la

compagnie d’assurance.

Grace aux caractéristiques et aux techniques exposées, les assureurs disposent d’outils solides
pour améliorer la précision de leurs prévisions et la gestion de leurs réserves de capital. Ce
modéle pourra non seulement améliorer la précision et efficacité de la gestion des risques,

mais aussi renforcer la confiance et la satisfaction des assurés.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

(Q,F,P) : Espace de probabilité.

v.a . Variable aléatoire.

v.a.d : Variable aléatoire discréte.

v.a.c :  Variable aléatoire continue.

1.2.d : Indépendantes et identiquement distribuées.
fx(z) : Fonction de densité.

Fx : Fonction de répartition.

E(.) :  Espérence mathématique.
02(.),V(.) : Variance mathématique.

Be Convergence presque stre .

St Convergence en probabilité.

5 Convergence en loi.

N(p,0?) : Loi normale de paramétres p et o
N(0,1) : Loi normale centré et réduite.
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o : Fonction de répartition de loi normale centré et réduite.
Log — N(u,0%) : Loi log-normale de paramétres p et o2

EN) . Loi exponentielle de paramétreA, A > 0.

v(a,b) : Loi gamma de parameétres a et b.

r Fonction gamma d'Euler.

S : Le montant cumulé des sinistres.

n Taux de chargement.

IT La prime chargée.

R Réserve de solvabilité de montant.

Q Réassurance proportionnelle de taux de rétention.
P.iine : Probabilité de ruine.

Clruine . La proporiont de cotit en excés & la ruine.
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Résumeé

Notre objectif dans ce mémoire est de donner un apercu général sur les
risques en assurance. Nous ¢étudions en particulier les propriétés et
caractéristiques d'un modele de risques individuels. Nous donnons aussi les
principales notions et résultats nécessaires pour la détermination et
I’approximation de la probabilité de ruine correspondante a ce modele. Des
exemples a 1’aide du logiciel de traitement statistique R, sont donnés pour

illustrer les différents résultats théoriques.

Abstract

Our objective in this master dissertation is to give a general overview of
insurance risks. We study in particular the properties and characteristics of
an individual risk model. We also give the main notions and results necessary
for the determination and approximation of the ruin probability
corresponding to this model. Examples by simulation using the R statistical

software are given to illustrate the different theoretical results.
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