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Introduction

La statistique a plusieurs buts dont l'exploration des données, la prise de décisions (tests et
prévisions) et la modélisation. Différents modéles ont été créés pour modéliser divers pro-
blémes statistiques comme les modéles linéaires, les modéles de comptage, les familles expo-

nentielles, les modéles log-linéaires, etc.

Parmi ces modéles, les modéles linéaires sont trés populaires. Que les variables prédictives
soient numériques, catégorielles ou les deux, on peut exprimer dans une formulation unifiée
la régression linéaire, [’analyse de la variance et de la covariance. Ce cadre simple est appelé
Modeéle Linéaire Général. Il suppose une distribution gaussienne de la variable dépendante
conditionnellement aux prédicteurs, et un lien linéaire entre les variables. Cependant, ces
modéles linéaires ne conviennent pas toujours a tous les problémes statistiques, certains étant

trop complexes pour étre modélisés de maniére aussi simple.

En 1972, de nouveaux modéles ont été formulés par John Nelder et Robert Wedderburn, ap-
pelés modéles linéaires généralisés, comme une généralisation souple de la régression linéaire.
Les GLM ("General Lineair Models") généralisent la régression linéaire en permettant au
modéle linéaire d’étre relié a la variable réponse via une fonction lien. Cela permet d’unifier

d’autres modéles statistiques, y compris la régression logistique et la régression de Poisson.

Dans ce mémoire, notre objectif est de présenter les différents modéles statistiques utilisés
pour résoudre les probléemes pratiques, en mettant particuliérement l’accent sur les modéles

linéaires généralisés. Le mémoire s articule autour de trois chapitres comme suit :



Introduction

Chapitre 1 : Généralités sur les Modéles Linéaires : Dans ce chapitre, On donne un rappel
des formules de la régression linéaire multiple qui constitue une généralisation naturelle de la

régression linéaire simple, dont le nombre des variables explicatives supérieure ou égal 2.

Chapitre 2 : Modeéles Linéaires Généralisés : Ce chapitre est consacré a ’étude des modéles
linéaires généralisés, présentation et défintion d’un modéle linéaire généralisé et modéle de

dénombrement (Odds et Odds ratio) et la régression logistique.

Chapitre 3 : Dans ce dernier chapitre, nous donnons une application, sous logiciel R, sur
des données réelles de la maladie cardiovasculaire avec un modéle de régression logistique,
une forme spéciale des modéles linéaires généralisés, dont l’explication de la variable réponse

est liée a une variable explicative qui présente la classe d’dge de ['individu étudier.



Chapitre 1

Généralités sur les Modéles Linéaires

D’une facon générale, un modeéle linéaire est une expression qui relie une variable quantita-
tive (la variable a expliquer) a des variables, quantitatives et/ou qualitatives (les variables
explicatives). L’analyse des modéles linéaires porte des noms différents selon la nature des
variables explicatives utilisées dans le modeéle. La nomination des différentes analyses par

nature des variables explicatives est comme suit :

— Reégression simple : une seule variable quantitative.
— Régression multiple : plusieurs variables quantitatives.
— Analyse de la variance : plusieurs variable qualitatives.

— Analyse de covariance : une ou plusieurs variable quantitatives et plusieurs qualitatives.

Dans ce premier chapitre, nous donnons des généralités sur les modéles linéaires de la régres-
sion simple et multiple. Ces techniques de régression linéaire sont utilisées pour estimer la

relation entre les variables et prédire les valeurs futures en fonction des données disponibles.

1.1 Reégression Linéaire Multiple

Dans cette section, nous étendons le cas de modeéle linéaire multiple, dont on cherche a
expliquer une variable Y par un ensemble de p variables explicatives X, X, ..., X,. Pour

simplifier I’écriture du modele, on utilisera la forme matricielle. Le modéle de régression

3



Chapitre 1. Généralités sur les Modeles Linéaires

linéaire multiple est 1’outil statistique le plus habituellement mis en ceuvre pour I’étude de

données multidimensionnelles.

1.1.1 Modéle de régression linéaire multiple

Le modéele de régression linéaire multiple s’écrit pour p > 2 :

p
5/1‘:/304-253'%]-%—&, 1=1,..,n. (1.1)

j=1
ou :

- x;; est la j — éme variable explicative pour l'individu 7, (j =1, p).
- 3; sont les parametres inconnus.

- ¢; sont les termes d’erreur, il s’agit d’une variable aléatoire centrée et de variance finie, qui

suit une loi normal & ~~ N (0, 021,,).

Le modele ([1.1]) s’écrit sous la forme matricielle :

Y=XB+e.
tell que
1 T1i1 Ti2 - Tip
Y: Bo €1
1 woq 290 -+ x4
b b 7p
Y = , B= X = , e=
Y, Bp En
1 Tn1l Tn2 *° Tpp
avec :

Y est un vecteur aléatoire de dimension n.
X est une matrice de dimension (n,p + 1) € R" x RPTL,

¢ est le vecteur d’erreur de dimension n.
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Remarque 1.1.1 La premiére colonne formée par la valeur 1 indique la constante 5y et le

vecteur B de dimension p + 1 est celui des paramétres du modéle.

Remarque 1.1.2 1) La matrice X est de rang plein, c-a-d
rang(X)=p+1
2) Les erreurs sont centrée, de méme variance, et non corrélées entre elles, i.e

E(g) = 0,,Var(e) = 021, avec I, la matrice identité dimension n.

3) Les erreurs sont indépendant des X; (j =1,p).

1.1.2 Estimation des paramétres

On estime les parameétres inconnues du modeéle par minimisation des moindres carrés (es-
timateurs des MCO) : La méthode des moindres carrés cherche la meilleure estimation des

parametres [ et minimisation la quantité W,

B: arg mBiniaf
i=1 ) ) 2
\Ij( ) 607 . 76}0 Z Z (yl - 50 - Zﬂjl’m’) .
i=1 i=1

j=1

Alors, pour calculer B, nous proposons 1’écriture matricielle suivante :

U(B)=cle=||Y — XB|*= (Y - XB)'(Y - XB) = (Y' — B'X")(Y — BX)

=Y'Y —-Y'XB - B'X'Y — BIX'BX.
car Y!BX = B!X'Y, on obtient donc

U(B) =Y'Y —2B'X'Y — B'X'XB.
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En dérivant W(B) par rapport a chacun des parameéters [y, 31, ..., By, on obtient le systéme

des équations :

oV
OB
= X'Y = X'XB

0=—2X'Y +2X'XB = —X'Y + X'XB =0
= (X'X)7'XY = (X'X)'X'XB
= B =(X'X)"'X'Y.
Propriété 1.1.1 B est un estimateur sans biais de B : E(B) =DB.
Preuve. 1l suffit d’écrire,
B=(X'X)"'XY = (X'X) ' XY (XB+e) = (X' X) ' X' XB+(X'X) ' X'e = B+(X'X) ' X'e

Alors,
E[B] = E[B + (X'X)™'X'] = B+ (X'X) "' X'E[¢]

et puisque E[e] = 0, alors E[B] = B, donc biais (B) =0. m
Propriété 1.1.2 La variance de B est:

Var(B) = o?(X'X)~L.
Preuve. On a

Var(B) = E (B - EIB)(B - [B)| = E (B~ B)(B - B)| = E[(X'X) ' X's)((X'X) ' X"e)]
= E[(X'X) ' X'ee' X (X'X) '] = (X'X) ' X'Elee'| X (X'X) ™' = (X'X) ' X'0?[,X(X'X)™!

= (X' X)X X (X' X).

Alors Var(B) = o2(X'X)™. m



Chapitre 1. Généralités sur les Modeles Linéaires

Propriété 1.1.3 L’estimateur de la variance résiduelle est donné par

1 n
~2 2
o _—g e
© n—p-—1< !

Preuve. On a

et on a
=Y -Y =(XB+¢e)—XB=(XB+¢) - X(B+ (X'X)'X%) = (I - X(X'X)'X")e.
= A) et idempotente

On pose A = (I — X(X'X)71X"), telle que A est symétrique (A
(A% = A), de taille (n,n). Alors,

gle =¢'Ae et E[&'¢] =altr(A)

car tr(A) est égal n — (p+ 1) = n — p — 1. Donc,

Eé*é] 1 &
/\2 = pu— 2.
Oe tr(A) n—p—lZZ;62

Ce qui forme un estimateur sans biais de 0. m

1.1.3 Lois des estimateurs
Le modele de régression linéaire multiple est :

Y=XB+¢ aveCEWNn(O,OfIn),

ou NV, : la loi normale dans R™ (la loi normale multivariée) et ¢ : indépendantes et identique-

ment distribuées (i.i.d). Donc
Y ~ Ny (XB,021,).
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Théoréme 1.1.1 On a

i) B~ Nyt (B, o2(X'X)™) i) (n—p—1)2

n—p—1-

1.1.4 Test sur les paramétres

D’aprés le théoreme : si 02 est connue la statistique utilisée pour tester la signification

des parameétres s’écrit :

~

Bi - B
L N,

si 02 est inconnue la statistique s’écrit :

Bi=B
n—p—1-

G.\/T;
ou v; est le j — éme terme diagonal de la matrice (X'X)™!, ou 7,,_, 1 est la loi de student &
(n —p—1) degrés de liberté.

Test de student : Pour chaque paramétre 3;, nous utilisnos le test d’hypothése pour tester

B
Hy: 5; =7, j=0p, PBEeR
Hy: Bj # 3
Dans ce cas, on rejet Hy.si
B - 4|
Tp, = "= >ti-g (n—p—1) -

J &E\/@
avec « est le niveau de signification du test, a € ]0,1].

Cas particulier : si 3; = 0 pour un certain j, le test précédent est dit un test de signification.
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Test sur le modéle

On note le test global comme suit :

]}b : B :Zlgg, 130 € RP
}7i : B #2130

Pour tester cette hypothése, nous utilisons la statistique de Fisher :

SCE

p_ o _MCE
SCE_ = JCR’

ot F' suit une loi de Fisher avec (p)et (n — p — 1) degrés de liberté, les autres quantités sont

définies dans le tableau suivant :

Variation | ddl Somme des carrés (S.C) | Carré moyen (C.M) | F
Expliquée | p SCE MCE = % F = %_(C/'IE{
Résiduelle | n—p—1 | SCR MCR = _ns_il_%l

Totale n—1 SCT

TAB. 1.1 — .Tableau d’analyse de la variance de la régression linéaire multiple.

On rejet Hy si la statistique :

SCE - ANOE

F= <tz =30 > hren—p-1).

n—p—1

ou f est le fractile d’ordre(1 — ) de la loi de Fisher F(p,n —p — 1).

Test sur le modéle réduit

Dans la pratique, il est parfois possible de procéder au test de la nullité de certains termes

seulement, le probléme sera donc a tester:

Hy:p=0=..=08,=0, q<p

9



Chapitre 1. Généralités sur les Modeles Linéaires

p le nombre exact des paramétres du modele.

Définissons le coefficient de détermination noté Rg du modele réduit a (p — ¢) variables. Sous
I’hypotheése nulle, la statistique:
0. — (SCE - SCE,) _ (R*—Rj) (n—p—1)
q SCR (R*—1)q ’

n—p—1

ot SCE, est la somme des carrées expliquée du modeéle réduit.et @, ~ F(g,n —p —1). On
rejet Hy si Qq > fi—a(¢g,n —p—1), ou f est le fractile d’ordre (1 — «) de la loi de Fisher

1.1.5 Qualité d’ajustement

L’équation de l'analyse de la variance du modéle est donnée par les sommes aux carrés

suivantes :

(vi —9)° = (9 —9)° + Z(yz — ;) = Z(Qz -9+ Zéf

La qualité d’ajustement est jugé par le coefficient de détermination R2, défini par:

p_SCE_, _SOR_, __¥L& _,_ ¢
SCT ST YLG-0? T XLy

L’ajustement soit parfaite dés que R? se rapproche de 1 (R? ~ 1).

Il est possible de prendre de plus en considération le coefficient de détermination ajusté R2,

défini par :

1
= =1-——(1-R?),
%Zz 1(y1 ) n_p_l

10



Chapitre 1. Généralités sur les Modeles Linéaires

1.1.6 Prévision

La prévision dans le cas d’'un modeéle linéaire multiple consiste & calculer une estimation
YE) - 6() + ﬁlXé —|— BQX(? + + Bng

avec Xo = (14 XJ + X3+ ... + X?) les observations qui arrivent aprés avoir écrire le modéle.
Les intervalles de confiance des prévision de Y et E[Y] au niveau de confiance (1 — a) %,

sont données respectivement par :

pré(Y) =Yy £ 6. (1+ Xo(X'X)71XY)?

pré(E[Y]) = Yo+ to, (Xo(XTX)1XE)?

ou ¢ est le fractile d’ordre (1 — %) de la loi de Student 7 (n — p — 1).

1.2 Reégression Linéaire Simple

La régression linéaire simple est un cas particulier de la régression linéaire multiple, ot seule
une variable est utilisée pour prédire la variable de réponse. Alors que dans la régression
linéaire multiple, plusieurs variables sont utilisées pour prédire la variable de réponse. En
régression linéaire simple, la relation entre les variables est représentée par droite, tandis que

les cas multiples peuvent nécessiter une représentation a plusieurs dimensions.

Définition 1.2.1 (Régression Linéaire simple) : Un modéle de régression linéaire simple est

défini par une équation de la forme :

I
g

Yi = Bo + Bz + €4, {

n : est nombre d’observation
y; - est la variable expliquer et dépendante

x; . est la variable explicative et indépendante

11



Chapitre 1. Généralités sur les Modeles Linéaires

Bo et 1 : les parameétres inconnue du modéle

g; : Uerreur d’une variable aléatoire suit une loi normal & ~ N(0, c2).

FiG. 1.1 — Ajustement du nuage de point par régression

Propriétés 1.2.1 Dans une régression linéaire simple, on a
o E(Bo) = Bo et E(By) = B1.

e E(e;)=0,E(e})=02<oc0,i=1,..,n.

o cov(g;,e;) =0, Y(i,]) tel que i # j.

e cov(eg;, X) = 0, lerreur est indépendante du X .

12



Chapitre 2

Modéles Linéaires Généralisés

Les modéles linéaires généralisés permettent d’étudier la liaison entre une variable dépendante
ou réponse Y et un ensemble de variables explicatives ou prédicteurs (X, Xo, ..., X;,) . Dans
de nombreuses applications, les variables a expliquer ne varient pas dans tout R mais dans
R, ,N ou encore un intervalle d’entiers. 1l est clair que le modele gaussien est mal adapté a

cette situation.

2.1 Présentation du modéle linéaire généralisé

2.1.1 Définition du modéle

Définition 2.1.1 (Modé¢le linéaire généralisé) : Le modéle linéaire généralisé (GLM) spé-
cifie que y; est une variable aléatoire dont la loi est paramétrée par une combinaison linéaire

des régresseurs x;[3 par exemple y; ~ P(x;03).

En pratique la situation est la suivante : on dispose de données Y et X (variable explicatives) ;
il faut alors spécifier une famille (Fp)ger de distributions de probabilité & un parameétre réel

6 ainsi qu'une fonction réelle n — g(n) dont l'inverse est appelé fonction de lien, qui donne

13



Chapitre 2. Modéles Linéaires Généralisés

le lien entre le parameétre 0 et X3, le modéle est alors :

yi~ Dy, i=1n, By, [Y] = g(XB). (2.1)

Remarque 2.1.1 Cette derniére équation présuppose que lapplication 0 — Ey[Y],est
bijective ce qui sera toujours le cas des familles exponentielles dont 6 est le paramétre naturel
(le facteur de y dans l’exponentielle). On voit que le modéle linéaire gaussien rentre dans ce

cadre avec la famille N(0,0?) et g(n) = p.

Choix de la famille F, : Les logiciels proposent typiquement les familles :
— Gamma.

— Inverse gaussienne.

— Poisson.

— Valeurs entiéres positives non bornées.

— Binomiale.

— Valeurs entiéres positives dans un intervalle...

Choix de la g : le choix par défaut proposé par les logiciels est

ce qui conduit a #; = x;3, ce choix permet une estimation numériquement robuste, et conduit
a des valeurs réalistes indépendamment de z; (i.e par exemple comprises entre 0 et 1 si la loi

est Binomiale).

Remarque 2.1.2 Pour comprendre les implications du choix de g, précisons la paramétri-

sation des modéles. Ces familles ont toutes une densité de la forme :

(i, 03, ¢) = exp{[Yibi — b(6:)] /() + c(Vi, )}

14



Chapitre 2. Modéles Linéaires Généralisés

2.1.2 Les composantes du modeéle linéaire généralisé

Les modeles linéaires généralisés sont caractérisés par trois composantes : la composante

aléatoire, le prédicteurs linéaire ou composante déterministe, la fonction lien.

— La composante aléatoire : Elle est définie par distribution de probabilité de la variable

réponse. Soit Y7, Y5, ..., Y, des variables d'un échantillon aléatoire de la variable réponse
Y, ces variables étant supposées indépendantes admettant des distributions issues d’une

famille exponentielle. Chaque observation Y; admet une fonction de densité de la forme :

[ (i, 0:, 0) = exp{[Yib; — b(0;)] /a(¢) + c(Yi, )}

0; : le parameétre naturel de la famille exponentielle.

a(¢) : la fonction a la forme de a(¢) = wﬁ ou les poids w; sont connus, ¢ est appelé parameétre
de dispersion.
Dans lequel ¢ est un paramétre de nuisance. Si ¢ est constante connue (en générale elle

est égale 1) expressin précedente se met sous la forme canonige suivante :

f (i, 0;) = a(0;)b(Y) exp[Y;9(0;)].

En posant :

Le term () est appelé le parameétre naturel de la distribution. Tout autre parameétre
de la distribution est considéré comme un parameétre de nuisance. Cette famille f(y;,0;)
comprend de nombreuses distributions importantes telle-que la loi de Poisson et la loi

Binomial. La valeur du parametre 6; dépend des valeurs variables explicatives.

Remarque 2.1.3 L’expression précédente est la forme la plus générale des modéle linéaire
généralisé. Elle englobe ’ensemle des lois usuelles utilisant un ou deux paramétres, tels que

la loi normale, linverse de la loi Normale, la loi Gamma, la loi Poisson, la loi Binomiale.

15



Chapitre 2. Modéles Linéaires Généralisés

— La composante déterministe (prédicteurs linéaire) : Elle est définie par la fonction

linéaire des variables explicatives, utilisées comme prédicteurs dans le modéle. Dans un
modeéle linéaire généralisé, ’espérance mathématique de Y, notée u, Y, notée u, varie en
fonction des valeurs des variables explicatives. Le prédicteurs linéaire est exprimé sous

forme d’une combinaison linéaire.

La composante déterministe du modéle se rapporte & un vecteur d’'un ensemble de variable

explicatives n = 7, ..., n, par un modele linéaire

n=X'3,

X : matrice se compose de n valeurs des variables explicatives.
B : le vecteur des paramétres du modéle.

7 : le vecteur prédicteurs linéaire.

— Fonction lien : La fonction lien spécifie comment I’espérance mathématique Y, notée p,

est liée au prédicteurs linéaire construit a partir des variables explicatives. Cette compo-
sante exprime une relation fonctionnelle entre la composante déterministe et la composante
aléatoire. Soit 1 = E[Y]| on pose g(u) = n, ou g appelé fonction lien, c¢’est une fonction
différenciable et monotone, voir [1, page 33], [2, page 25].

Donc on peut modéliser I'espérance p directement comme dans la régression linéaire, ou

modéliser une fonction monotone g(u) de 'espérance. On a alors :

n=X'3, g(p) =n= g g(pw)] =g (n),
= =g '(X'P).

Remarque 2.1.4 La fonction lien qui associe la moyenne i au paramétre naturel est appelée

fonction de lien canonique.
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Proposition 2.1.1 A tout loi de probabilité de la composante aléatoire est associe une fonc-
tion spécifique de [’espérance appelée paramétre canonique. Pour la distribution normale il
s’agit de l’espérance elle-méme. Pour la distribution Poisson le paramétre canonique est le

logarithme de [’espérance. Pour la distribution binomiale le paramétre canonique est la pro-

babilité de succeés.

Le tableau suivant résume les différents types de modéles couverts par le modeéle linéaire

généralisé, avec :

— la composante a : est la composantes aléatoires.

— la composante d : est la composantes déterministes (prédicteurs linéaire).

Modéle composante a | composante d | fonction lien
Régression Normale Quantitatives Identité
Analyse du variance Normale Quantitatives Identité
Analyse du covariance | Normale Mixtes Identité
Régression logistique Binomiale Mixtes Logit

Modeéles log-linéaires Poisson Mixtes Log

Modéles multinomiales | multinomiale Mixtes Logit généralisé

TAB. 2.1 — Récapitulatif des principaux Modéle

2.2 Modéle de dénombrement

Contrairement aux modeéles précédents, I’hypothése de normalité est remplacée par une loi

discrete. Les lois usuelles discrétes sont "loi Bernoilli, loi Binomiale, loi Poisson,..." qui ap-

partient a la famille des modéles linéaires généralisés.
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2.2.1 0Odds et Odds ratio

Cas d’une variable : Soit Y une variable qualitative & j modalités. On désigne la chance

ou l'odds de voir se réaliser la jeme modalités plutdt que la keme par le rapport :

J
s-"jk —

Tk

ot 7; est la probabilité d’apparition de la jeme modalités. Cette quantité est estimeé par le

rapport n;/n;, des effectifs observés sur un échantillon. Ainsi,

our; =P(Y =y;), ™ €0,1].

Exemple 2.2.1 Lorsque la variable est binaire et suit une loi de Bernoulli de paramétre

T, Y ~ B(m)
PY=1)=mn
PY=0)=1-7
Alors, il y’a
ik = 1i7r

<<chance de gain>>.

Cas d’un tableau de contingence : On considére un tableau de contingence 2 x 2 croisant

deux variables qualitatives binaires X; et X,. Les paramétre de loi conjointe se mettent dans

une matrice :

11 712
o1  T22

ou m;; = P[{X; =i} et {X; = j}| est la probabilité d’occurrence de chaque combinaison.
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— Dans la ligne 1, 'odds que la colonne 1 soit prise plutdt que la colonne 2 est :

11
Ql = —.

12

— Dans la ligne 2, 'odds que la colonne 1 soit prise plutdt que la colonne 2 est :

21
Q=2
22

Y

— On appelle odds ratio le rapport

o 0 _ T11T22

S)

Qy 12721

— Si les variables sont indépendantes, © > 1 si dans les lignes 1 on a plus de chance de

prendre la premiére colonne, © < 1, sinon.

Cas générale : L’odds ratio est également défini pour deux lignes (a,b) et deux colonnes

(c,d) quelconques d’une table de contingence croisant deux variables & J et K modalités.

L’odds ratio est le rapport

Q TacTbd . LA NacNbd
Ouped = — = =2 estimé par I'odds ratio Oy = ———.
Dy TaqTee NadMbe

2.3 Régression logistique

La régression logistique ou modéle logit est un modéle de régression binomiale. Comme
pour tous les modeles de régression binomiale, il s’agit de modéliser au mieux un modeéle
mathématique simple & des observations réelles nombreuses. En d’autres termes, d’associer

a un vecteur des variables aléatoires (1, ..., x,) une variable aléatoire binomiale notée y.

La régression logistique constitue un cas particulier de modéle linéaire généralisé. Elle est

largement utilisée dans de nombreux domaines comme par exemple :
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— En médecine, pour trouver les facteurs qui caractérisent un groupe de sujets malades par
rapport a des sujets sains.
— Dans le domaine bancaire, pour détecter les groupes a risque de la sous éruption d'un

crédit.

Définition 2.3.1 (Modéle Logit ) : Ce modéle de régression logistique décrit la modélisa-

tion d’une variable qualitative Y o deux modalités possible 1 ou 0, sucées ou échec.

Les modeles de régression logistique précédents adaptés a I’explication d’une variable quan-
titative ne s’appliquent plus directement car la régression usuel X 3 ne prend pas des valeurs
simplement binaires. L’objectif est adapté & cette situation en cherchant a expliquer les pro-
babilités :

PY=0=1—-7 ou PY=1)=m,
ou plutot transformation de celles-ci, par I'observation conjointe des variable explicatives.

L’idée est en effet de faire intervenir une fonction réelle monotone g opérant de [0, 1] dans R

et donc chercher un modéle linéaire de la forme :

On a trois type de cette fonction g :

probit : g la fonction inverse de la distribution normale.

log-log : g(7) = In[— In(1 — 7)].
exp(z)

logit : logit(r) = g(m) = In (1), avee g™ (@) = s

Exemple 2.3.1 Soient y1, s, ..., yn (n > 1) observations indépendantes de Y telle que Y; ~~
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B(n,). La fonction de lien g(u) = logit(r) =In (%), alors

In (L> = Bo+ BiX1 + .+ Bu X,

1—m
logit(m;) = BX!, i=T1n.

)

En effet, aprés transformation de ’équation ci-dessus, nous obtenons

eXp(ﬁO + lel + ...+ ﬁnxn)

= 5 Z - 1,_7/’/
1 + eXp(ﬁO + ﬁlxl + ...+ ann>

7

2.4 Famille des lois exponentielles

Considérons un échantillon de n individus (y1,ys, ..., Yn) :

1 ou I’événement s’est réalisé pour 'individu ¢
Yi =
Osinon, Vi=1n

La probabilité de survenue d’un événement y; est :
Ely] =P(yi=1) x 1+ P(y; =0) x 0 =p;

Les modele admettant des codage (0, 1) sont appelés modeéle dichotomique par convention,

un modele linéaire simple, avec un vecteur exogéne x; = (7, ..., 2%

PREERD

) s’écrit comme suit

Donc, conditionnellement ou vecteur x; on a
1 — 2! avec probabilité P(y; = 1) = p;,

g, =

—xtf3 avec probabilité P(y; =0) =1 — p;.
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Alors, € admet une loi discréte, et non pas normale.

Par hypothése, E(g;) = 0, alors

E(e;)) = (1 = xi8)P(e; = 1 — 2;f) + (=) P(e; = —xif3)
= pi(1 = 2i8) + (1 — pi)(—x;3)
(pi — 238) =0

de méme,

= (1 = 2if)*P(ei = 1 — xiB) + (—xi8)*Pe; = —a;f3)

= (1= 2i8)’pi + (1 = pi) (—2;P)%,
lorsque p; = x!3, alors
var(e;) = (1 — 2if)*aif + (1 — 238)(—a6)*.

Définition 2.4.1 (La famille exponentielle) : C’est la famille exponentielle des variables

aléatoires y ayant la forme suivante :

F(ys 1 6) = exp{%[ya@) — b(y)] + ey, 6)} (2.2)

ol a, b et ¢ sont des fonctions données, ¢ est le paramétre de dispersion et ju est le parameétre

d’échelle. On pose
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prendre la forme dite forme exponentielle canonique, et cela comme suit :

fyis &i) = u(B:)v(y:) exp{ys, Q6:)}- (2.3)

La fonction qui associé la moyenne i, au parameétre d’échelle est appelle fonction lien

canonique.

Exemple 2.4.1 (Loi de Bernoulli) : Soit Y; ~ B(p;) :

fyi,p) =PY;=y)=p(1—p)' ¥, i=1n

Yi Yi
b; pi .
:m(l—pi)Z( <~ (I=p), i=1n

=(1—Pi)eXp{yilog<( b )},i:._n

donc on pose

Q(pz) = log ((lgipi)> .
u(pi) = (1 —pi).
v(y;) = Id.

La paramétre d’échelle 0; = log <(1fip,)> est la fonction lien canonique.

o) =l =0 tog 2

(1 —pi)
— g(x)' = lj%ég()x)’ c’est une fonction logit.

Dans le tableau suivant nous donnons un récapitulatif des composantes des lois usuelles de

la famille exponentielle :
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Distribution Qpi) u(p;) v(y:)

Loi gaussienne N (1, 0°) | £ exp(5 (%)2) exp(5ty?/o? — 5 In (2mo?))
Binomiale B(n, p;) In (%) (1—p)" C?

Poisson P(\;) exp(—X\;) | log(N\;) yl

TAB. 2.2 — Récapitulatif des composantes des lois de la famille exponentielle

2.4.1 Estimation des parameétres du modéle

On pose Vi =1, N :
L sip; = F(zif)
0sil—p;=1—F(2ip)

Yi =

ou
p(yi =1) = p;,
avec zt = (1, ..., 2¥), désigne un vecteur de caractéristique observable ou 3 = (31, S, ..., B ) €

R*. Donc on peut considérer la variable aléatoire comme un modéle binomiale avec une pro-

babilité F(z!3).

Définition 2.4.2 La vraisemblance associé

L= L(y,B) = p!'(L = p;)' 7"

La vraisemblance associé a un échantillon y = (y1, Y2, ..., Yn) est donnée par

n n

Liy: ) = [ [ 2w ) = [ Ip (0 =)= = [ [P IO [ = F@ip] ™ (24)

i=1 =1
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» Ainsi, Vol € R, dans un modéle logit, on a

exp(z; )

TFexp(rg) @b

)

F(x;8) =

» Pour le modéle probit, on a

ziB 2
Pip) = [ ez = 0alp)

(2.4) = ¢ =log L(y;, )

= Z:[yZ log(F (i) + (1 — y;) log(1 — F(x}3))]

= log L(yi. ) = ) _ log(F(aif)) + Y log(1 — F(x}5))

Y= 3:y;=0

On obtient une estimation du paramétre [3, en maximisant soit la fonction de vraisemblance

L(y;, ), soit la fonction de log-vraisemblance log L(y;, 3) :

G(B) = dlog L(y;, B)

op
o fE@B) o fgs)
“ X O
ot f est la densité de F(.) et G le vecteur du gradient
N W F@lp)f(ip)
0= 2 Rl - Pl (25)
_ ~ f(z1B) t . f(@iB) t
= 2 e T 2 T R

Définition 2.4.3 L’estimateur B de M.V de vecteur B € RF est défini par résolution du

systéme d’équations en (3 :

3 dlog L(y:,
§ = argmaxllog L(y;, §)] <= Olog L{y:, 8) _
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i) Dans le cas logit :

GL(B) = 3 [wi — AiB)zi] =o0. (2.6)
i1) Dans le cas probit :
) =Y gl b 20

2.4.2 Matrice Hessienne et matrice d’information de Fisher

Définition 2.4.4 La Matrice Hessienne associée a la log-vraisemblance d’un échantillon de

taille n, y = (y1,Ya, ..., Yn) 8’écrit

9 log(y, B)
030t

_ - Yi (1—w) 2Rt
= EZ{F@ﬂ%2+(1—INﬁﬁDJJXZ6)’1

-+§;[ L et

H(p) =

dans le cas des modéles déchotomiques, on a Ely;] = F(xi5);

n

1 1 ¢ ot
f”H“”:-EQ{w@m*<¢-F@w»]ﬂ%@%%

- _Z [ Jé tﬁ))}

Définition 2.4.5 La matrice d’information de Fisher 1(3) est donnée par I() = —E[H(5)] :

i) pour un modéle logit : I(f) = Z Nzt B)ata;

n t
11) pour un modéle probit : () = Z ((Mixt%

2= o@p) "
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2.4.3 Unicité du max de la log-vraisemblance

Si on admet que le maximum de log L(y;, 5) existe, la condition suffisante pour qu'’il soit

unique consiste a montrer que cette fonction est concave :

[2:5) = log L(y:, B) Zlog Zlog (1-F(«iB))

ty;=1 Lyi=

Dong, il suffit de montrer que les fonctions log(F(zf3)) et log(1 — F(z£3)) sont concaves :

i) pour modele logit :

explz)
) = 1+ exp(z)’
dlogA(z) 1 OA(w)
or  A(z) Ox
_ 1 exp(z)(1 4 exp(x)) — exp(2x)
A (Lt o)

" 1+exp(a)’

et

< 0.

Pl 0 (1) _—ean
12 9z \ 1+ exp(z) (1 + exp(z))?

D’autre part,

ox = —Al@)
et
9?log[l — A(x)]  —exp(x)
0x? (1 +exp()) <0

Alors, pour un modele logit, 'estimateur de M.V est unique d’aprés la concavité. On fait la

méme chose pour le modeéle probit.

Remarque 2.4.1 La méthode de permettant de résoudre un systéme de type (W et (@
est la méthode de Newton ou la méthode de score qui basent sur les étapes suivantes :

i) Des valeurs initiales 6.
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i1) Une régle de passage d’un vecteur 0; au suivant 0.

i1i) Une régle d’arrét (convergence).

Proposition 2.4.1 On a la convergence en loi suivante :
5 d _
V(B = o) = N[0, 1(50) )

En application, il faut remplacé I(By)~" par I(3) .

»Test de Wald : On désigne par §; la jéme composante du vecteur 3 = (S, ..., B, ..., Bk)" €

R¥ pour tester I’hypothése
{HO : Bj =b
H1 : ﬁ] # b

on utilise la statistique de Wald :

ou 7j; est un estimateur de la variance de ;.

~

—b
Zj:ﬁ] ~%, N(0,1), donc W; -& X3y-

/ﬁjj n—oo n—oo

Remarque 2.4.2 Ce test est utilisé pour étudier la signification des parameétres 3; du mo-
déle. En effet, on dit qu’un parameétre 3 est significatif a (1 — o) %, st Uhypothése Hy (5; = 0)

est rejeté.

28



Chapitre 3

Application

Dans ce dernier chapitre, nous donnons une application sur des données réelles (la source des
données et la référence [9]) de la maladie cardiovasculaire avec un modéle de régression lo-
gistique, une forme spéciale des modéles linéaires généralisés, dont I’explication de la variable

réponse (binaire) Y prend les valeurs :

0 : échec ou absence de la maladie,
1 : succes ou présence de la maladie,

a I'aide d’une variable explicative X qui présente la classe d’age de I'individu étudier.

3.1 Présentation des données

Les données sur ’age et la présence (noté 1) ou non (noté 0) d’une maladie cardiovasculaire
ont été collectées pour 100 personnes et présentées dans le tableau [3.1] suivant. Dans chaque
ligne du fichier, les informations suivantes sont présentées :

1. ag : la variable qui spécifie ’dge de I'individu,

2. card : qui indique la présence (1) ou l'absence (0) de maladie cardiovasculaire,

3. Id : qui est le numéro d’identification de I'individu,

4. grag : qui désigne la classe d’age (nous avons choisi des classes d’age de langueur 5 ans).
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Les groupes sont organisés en intervalles de 5 ans et sont identifiés par des numéros
(1,2,...,10). Exemple, la classe 1 est celle des individués de de 20 a 24 ans, la deuxiéme
classe est celle des personnes de 25 a 29 ans,...

Id grag ag card Id grag ag card Id grag ag card Id grag ag card
1 1 20 0 26 4 3 0 51 5 44 1 76 8 55 1

2 1 23 0 2r 4 35 0 52 5 44 1 7 8 26 1
3 1 24 0 28 4 36 O 3 6 45 O 78 8 26 1
4 2 25 0 29 4 36 1 54 6 45 1 79 8 56 1
5 2 25 1 30 4 36 O %5 6 46 O 80 8 57 0
6 2 26 0 31 4 31 0 56 6 46 1 81 8 57 0
7 2 26 0 32 4 37 1 o7 6 47 0 82 8 o7 1
8 2 28 0 3 4 31 0 8 6 47 0 83 8 o7 1
9 2 28 0 34 4 38 0 59 6 47 1 84 8 57 1
10 2 29 0 3 4 38 0 60 6 48 O 85 8 o7 1
11 3 30 0 36 4 39 0 61 6 48 1 86 8 28 0
12 3 30 0 37 4 39 1 62 6 48 1 87 8 58 1
3 3 30 0 38 5 40 0 63 6 49 O 88 8 o8 1
4 3 30 0 39 5 40 1 64 6 49 0 89 8 99 1
15 3 30 0 40 5 41 0 65 6 49 1 90 8 99 1
16 3 30 1 41 5 41 0 66 7T 50 0 91 9 60 O
17 3 32 0 42 5 42 0 67 7 30 1 92 9 60 1
8 3 32 0 43 5 42 0 68 7 51 0 93 9 61 1
9 3 3 0 4 5 42 0 69 7T 52 0 94 9 62 1
20 3 33 0 45 5 42 1 70 7T 52 1 95 9 62 1
21 3 34 0 46 5 43 0 71 7 53 1 96 9 63 1
22 3 34 0 47 5 43 O 72 7 53 1 97 9 64 O
23 3 34 1 48 5 43 1 73 7T 54 1 98 9 64 1
24 3 34 0 49 5 44 0 4 8 95 0 99 10 65 1
2 3 34 0 50 5 44 0 8 95 1 100 10 69 1

TAB. 3.1 — Tableau des données des malades

La figure[3.1], donne un apergu sur les données du tableau précédent, de la présence ou absence

de la maladie en fonction de ’age.

3.2 Regroupement des données

Dans la suite, nous calculons la proportion de malades observée selon les classes (groupes)
d’age définies par la variable grag. Pour cela, on définit un vecteur noté (centre) qui donne

les centres de chaque classe puis représenter le nuage de points de p = 10 centres en fonction
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oooooooooooooooooooooooooooo
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F1G. 3.1 — Maladie en fonction de ’age

de la variable card.

centre n; n; n P
1 2233 0 3 3 0.0000000
2 2671 1 6 7 0.1428571
3 3200 2 13 15 0.1333333
4 3692 3 9 12 0.2500000
5 4233 5 10 15 0.3333333
6 4723 6 7 13 0.4615385
7 5187 5 3 8 0.6250000
8 5688 13 4 17 0.7647059
9 6200 6 2 8 0.7500000
10 67.00 2 0 2 1.0000000

TAB. 3.2 — Tableau des proportions de malades par classe d’age .

n; : nombre de malades selon les classes d’age.

n; : nombre de personnes non malades selon les classes d’age.
n : nombre de patients selon les classes.

p : proportion de malades selon les classes d’age.

centre : centre de chaque classe.

La figure présente le nuage de points de la proportion de malades selon la classe d’age.
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Fic. 3.2 — Proportion de malades selon la classe d’age

3.3 Modélisation des données

Dans le langage R, la fonction glm() permet de faire différents types de régressions linéaires
généralisées, ainsi que différents types de régressions non-linéaires. Aussi cette fonction per-
met d’ajuster différentes familles de modéles : logit, probit, etc. Il faut en revanche avoir
recours & un argument supplémentaire : family, qui définit le type de modéle qu’on souhaite

faire. Pour plus de détails regarder I’aide grace au commande help(glm).

3.3.1 Modzéle logistique

L’équation utilisée pour cette ajustement est celle du modele logistique :

(z) = exp(fo + Biz1)
1 4 exp(fo + Srz1)

Le modéle est donné sous forme linéaire, par la formule suivante :

In <1i(—:<)$>> = Bo + /1 X1

En utilisant la commande R suivante :

card.logit=glm(card ~ag,family=binomial (link="logit"))

summary (card.logit)
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Nous obtenons les résultats d’estimation suivants :

Estimate | Std.Error | z value | Pr(> |z])
Intercept | —5.30945 | 1.13365 | —4.683 | 2.82¢ — 06
ag 0.11092 0.02406 4.610 | 4.0e — 06

TAB. 3.3 — Estimation et caractéristiques du modeéle logistique

Alors, le modeéle est

) = DU+ Bro)

— 3y = —5.30945 et B, = 0.11092.
T+ exp(o + ) 2V ¢t A

Std.Error : est ’écart-type des parameétres estimés : 05, €t os .

z value : est la statistique de Wald.

— Pr(> |z|) est la p — value : dans notre cas elle est < 5% donc 'hypothese Hy (B = 0) est
rejeté et les deux parametres sont significatifs.

— Les proportions observées et ajustées par le modele logistique sont données par la figure

[3.3 suivante, dont la ligne en bleu présente le modele ajusté et les points en rouge sont les

données.

F1c. 3.3 — Proportions observées et ajustées
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3.3.2 Modéle Probit

Dans la suite, nous utilisons la commande R suivante, pour I'ajustement des données par un

modele linéaire généralisé dit Probit :

card.probit=glm(card ~ag,family=binomial (link="probit"))

summary (card.probit)

Nous obtenons les résultats d’estimation suivants :

Estimate | Std.Error | z value | Pr(> |z|)
Intercept | -3.14573 | 0.62460 | -5.036 | 4.74e-07
ag 0.06580 0.01335 4.930 | 8.20e-07

TAB. 3.4 — Estimation et caractéristiques du modele Probit.

La signification des parameétres du modele Probit est assuré par la p — value << 5%, donc

I'hypothese Hy (B = 0) est rejeté.
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3.4 Prévision

Les proportions observées et ajustées par les modeéles Probit et logistique sont données par
la figure [3.4] suivante, dont la ligne en bleu présente le modeéle logistique ajusté, la ligne en
marron présente le modéle Probit ajusté et les points en rouge sont les données. Les deux
modeles (logit et probit) que 'on voit dans la figure sont assez semblables. En général les
modeles logit et probit fournissent des valeurs trés proches. Toutefois, pour des commodités

de calcul, I’expression du probit, étant pas explicite, on préfére souvent le modele logit.

= |
ogit
oo —_— r%bit
= revision
oo |
—— [ ]
=
= = _|
—
o
L]
= — o
T T T T T T T
20 30 A0 50 &0 7O a0

age

Fic. 3.4 — Proportions observées et ajustées

Comme application directe de la modélisation et I'ajustement des données par un modéle
logit, nous proposons d’estimer et prédire, la cote des individus agés de 70 a 80 ans. En

utilisant le modéle ajusté :

(z) = exp(fo + Biw)

- avec By = —5.30945 et £y = 0.11092.
1+ exp(Bo + Bix) Fo A

En remplagant la variable x (age) par 10, 11, ...,20 (personnes moin agées) et par 70,71, ...,80

(personnes plus agées). Nous obtenons la probabilité 7(z), de la présence d’une maladie
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cardiovasculaire d’une maladie cardiovasculaire pour une personne d’age x.

Age | Prévision personnes plus agées Age | Prévision personnes moins agées
70 | 0.9209283 10 | 0.01477051
71 0.9286376 11 0.01647465
72 | 0.9356479 12| 0.01837173
73 | 0.9420124 13 | 0.02048271
74 | 0.9477827 14 | 0.02283062
75 | 0.9530074 15 | 0.02544067
76 | 0.9577326 16 | 0.02834046
77 1 0.9620017 17 | 0.03156006
78 | 0.9658549 18 ] 0.03513221
79 | 0.9693299 19 | 0.03909234
80 | 0.9724613 20 ] 0.04347876

TAB. 3.5 — Prévisions : personnes plus adgées et personnes moin agées

On conclut du tableau précédent, que les personnes plus dgées sont les plus probablement
touchées par I'apparition d’une maladie cardiovasculaire (un résultat semble trés naturel et

logique).

Remarque 3.4.1 D’autres variables comme le poids et d’autres maladies et toute autre va-
riable peuvent également étre ajoutées a [’ensemble de données pour améliorer l’exactitude de

l'analyse.
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Conclusion

Ce mémoire donne une aidé générale sur les modéles linéaires généralisés. Ce type de modéle
est un outil polyvalent qui peut étre utilisé dans de nombreuses situations pour analyser des

variables présentant différentes distributions statistiques.

Dans ce mémoire, nous avons examiné plusieurs types de modéle linéaire généralisé avec leurs
applications, notamment les cas ot la variable suit une lot de Poisson ou une lot binomiale,
qui sont parmi les plus courants. D’autres distributions peuvent étre appliquées en utilisant a

chaque fois une fonction de lien appropriée.

Nous terminons ce travail par une application sur les modéles, présentés auparavant pour

montrer l'importance de ces modéles statistique dans la réalité.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
E(.) : Espérence mathématique.
V(.) : Variance mathématique.

tr(A) : Trace de matrice A.

GLM : Modele linéaire généralisé.

SCT . Sommes descarrés totale.

SCA : Sommes descarrés Factorielles.

SCR : Sommes descarrés résiduelle.

N, : la loi normale dansR"(la loi normale multivariée).

MCO : Estimateurs des Moindres Carrés Ordinaires.

1.2.d  : indépendant identiquement distribué.
pré(.) : Prévision.

M.V : maximum vraisemblance.

L : vraisemblance.

l . log-vraisemblance.

X fn) : Loi du chi-deux a n € N degrés de liberté.
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Annexe : Abréviations et Notations

L’erreure.

Coefficient de détermination.

Matrice Hessienne.

Matrice d’information de Fisher.

La statistique de Wald.

Transposée de X.

vecteur de prédicteurs linéaire.

Fractile d’ordre (1 — %) de loi de Student.

Loi de student & (n —p — 1) degrés de liberté.
Fractile d’ordre (1 — «) de loi de Fisher.

Loi de Fisher degrés de liberté (p) et (n —p —1).
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Résumé

/Dans ce mémoire, nous présentons les différents modeles statistiques utilisés poun
résoudre des problémes pratiques, en mettant particulierement I'accent sur les
modeles linéaires généralisés tels que le modele de dénombrement et la
régression logistique. Nous donnons également, une application, sous logiciel

statistique R, sur des données réelles de la maladie cardiovasculaire selon les

classes d'age des individus étudier. j

-

Abstract
4 I

In this master dissertation, we present the different statistical models used to

solve practical problems, with particular emphasis on generalized linear
models such as the enumeration model and logistic regression. We also give

an application, using R statistical software, on real data on cardiovascular

\disease according to the age groups of the individuals studied. /
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