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Reésume

Le phénomene de la double troncature simultanée a gauche et a droite apparait dans
divers domaines, tels que la recherche médicale et I’économie. Le probleme de
l'estimation de la fonction de mode ou du mode conditionnel pour ce type de données n'a
pas été abordé dans la littérature statistique. Dans cette theése, nous proposons un nouvel
estimateur a noyau du mode dans le cadre d'un modele aléatoire doublement tronqué.
Nous établissons la forte consistance avec un taux de convergence pour l'estimation
proposée et indiquons sa normalité asymptotique. Une étude de simulation est réalisée
pour illustrer et évaluer le comportement sur un échantillon fini de I'estimateur proposé.
L'estimation non paramétrique de la fonction du mode conditionnel pour les données sous

double troncature est aussi étudier dans cette thése.

Mots clés : Normalité asymptotique ; estimateur du mode ; troncature a droite et a

gauche ; taux de convergence.



Abstract

The phenomenon of simultaneous left and right double truncation appears in various fields, such
as medical research and economics. The problem of estimating the mode function or the
conditional mode for this type of data has not been mentioned in the statistical literature. In this
thesis, we propose a new kernel estimator of the mode in the framework of a doubly truncated
random model. We establish the strong consistency with a convergence rate for the proposed
estimate and indicate its asymptotic normality. A simulation study is performed to illustrate and
evaluate the behavior on a finite sample of the proposed estimator. The nonparametric estimation

of the conditional mode function for data under double truncation is also studied in this thesis.

Keywords: Asymptotic normality; mode estimator; right and left truncation; convergence rate.
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Introduction générale

Les méthodes non paramétriques pour les données tronquées apparaissent dans une variété de
domaines, y compris 1’astronomie, la médecine et I’économie. Lynden-Bell (1971) fut le premier
a avoir étudié 1’estimation non paramétrique pour des données tronquées unilatérales (gauche ou
droite), voir également Stute (1993) et Woodroofe (1985). Certains auteurs ont souligné que les
informations disponibles sur le temps de troncature permettent de construire des estimateur plus
efficaces, voir par exemple Wangn (1989). Lorsque les données sont soumises a une double
troncature, la littérature sur les méthodes non paramétriques est beaucoup plus rare, I’'une des
raisons possibles est 1’absence d’estimateurs a valeurs exactes, en effet, les méthodes existantes
pour les données doublement tronquées sont itératives et intensives en terme de calculs, et ces

problémes rendent a la fois difficiles les développements théoriques et la mise en ceuvre pratique.

Le premier article sur I’estimation non paramétrique du maximum de vraisemblance (NPMLE)
de la fonction de répartition en cas de double troncature a été¢ publi¢ en 1999 par (Efron,

Petrosian, 1999) et a été motivé par des données sur I’astronomie.

Mentionnant un exemple important dans lesquels la double troncature apparait Bilker et Wang
(1996) ont analysé le temps écoulé entre I’infection par le VIH et le diagnostic du SIDA, disons
X*, est tronqué a droite par ce que seuls les individus diagnostiqués avec le SIDA avant la fin de
I’étude ont été observés. Certes en mettant I/ *le temps entre le temps de 1’infection et la fin de
I’étude, on dit que le temps de I’infection par le VIH a été tronqué a droite. En fin d’étude, nous
avons (X*,V*) qui est observée que lorsque X* < V*. Bilker et Wang (1996) ont reconnu que
ces données souffrent également d’une troncature a gauche (et donc d’une double troncature); la
raison est que le VIH était inconnu avant 1982 ; tous les cas de SIDA liés a une transfusion avant

cette date n’ont pas été¢ correctement classé, ce qui a entrainé la troncature a gauche d’une



observation. Par conséquent, le critére d’¢ligibilité est reformulé comme suit : U* < X* < V* ou

U~ représente le temps écoulé entre I’infection par le VIH et 1982.

Shen (2010a) a formellement établit la forte consistance et la normalité asymptotique de
I’estimateur du maximum de vraisemblance, tandis que les méthodes de bootstrap d’échantillons
finis de cet estimateur avec des données doublements tronquées ont été¢ explorées par Moreira,
de Ufia-Alvarez (2010a) bien que les méthodes de bootstrap soient moins pratique sur le plan

technique ils ont également été testé dans les simulations.

Cet estimateur a ét¢ étudié plus avant par Stute (1993), qui a donné une représentation presque

sure du NPMLE comme une somme de variables aléatoires i.i.d. plus un reste négligeable.

Moreira, de Ufia-Alvarez (2012) ont introduit une estimation de la densité pour une variable qui
est observée dans le cadre d’une double troncature, y compris une formule de I’erreur quadratique
moyenne intégrée (MISE), ils ont constaté que 1’estimateur semi paramétrique peut étre plus
performant que I’estimateur non paramétrique en terme d’erreur quadratique moyenne. En outre,
les avantages relatifs de 'utilisation de 1’approche semi paramétrique sont clairement visibles
méme lorsque la taille de I’échantillon est aussi grande. Un progiciel R permettant de calculer le
NPMLE d’une fonction doublement tronquée a été présenté dans le package DTDA par Moreira
et al., (2010).

Théoriquement, le mode est lié¢ directement a la fonction densité f, défini comme la valeur 6 qui

la maximise soit f(8) = sup f(t).I’estimation du mode repose sur I’estimation de la densité
teR

d’abord, et la localisation du mode comme étant un maximum global ou approximativement
global. Parzen (1962) a été I’'un des premiers a considérer le probléme de I’estimation du mode
d’une densité de probabilité, il a montré que sous certaines conditions, I’estimateur du mode
obtenu en maximisant 1’estimateur a noyau était convergeant en probabilit¢é dans le cas
indépendant identiquement distribué, il a également établi la normalité asymptotique de 6,,,
Nadaraya (1965) a établi des résultats de convergence presque sure dans R , (Eddy, 1982) a
amélioré le résultat de Parzen (1962) en obtenant la loi limite (én - 9). Romano (1988) s’est
affranchi des conditions globales de régularité sur la densité. Il a montré que la convergence
presque sure et la distribution limite de 8, s’obtiennent au moyen d’une hypothése sur le

comportement de f au voisinage du mode. Vieu (1996) a obtenu une vitesse de convergence
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presque complete de (971 - 9), Abraham (2004) a étudié la normalité asymptotique du mode a

partir de la densité a support dans R%. Mokkadem et Pelletier (2005) ont étudié sa déviation

modérée.

Dans le cas de données incomplétes, pour des variables aléatoires i.i.d. sous censure aléatoire a
droite, Louani (1998) a étudié la normalité asymptotique de I'estimateur a noyau du mode. Ould-
Said, Cai (2005) ont établi, dans le cas iid, la consistance forte uniforme avec des taux d'un
estimateur non paramétrique de la fonction du mode conditionnelle censurée. (Dabo-Niang et al.
2014) ont établi I’estimation du mode dans un espace vectoriel semi normé. La normalité
asymptotique a ét¢ obtenue par Ezzahrioui, Ould-Said (2005), dans les cas iid et a-mélange.
Ould-Said, Tatachak (2009) ont établi la forte consistance et la normalité asymptotique pour des

données tronquées a gauche.

Comme exemples d’estimateurs du mode, on peut citer ’estimateur de (Parzn, 1962). Cet

estimateur a noyau introduit en 1962, est défini par :

én = inf {t ER: f(0) = Supfn(y)}

yER

ou f,, est I’estimateur a noyau de Parzen-Rosenblatt de la densité f défini par

ORI

ou h := h, estune suite de réels positifs telle que
lim h — 0 et lim nh - 400 lorsque n = +o

et K est une fonction continue vérifiant

I72 K@)dx = 1; limyyLK () = 0.

Tandis que Khardani et al. (2010) ont établi les mémes propriétés asymptotiques pour un
estimateur a noyau du mode conditionnel sous censure aléatoire. Sous troncature aléatoire a
gauche, dans le cas i.i.d., I'estimateur a noyau du mode a été étudié par Ould-Said, Tatachak

(2007).
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Chaib et al. (2013) ont considéré l'estimation de la fonction de mode lorsque les données sont
soumises a une troncature aléatoire a gauche et a une censure a droite, sous des conditions
appropriées, ils ont établi une convergence presque slre et une normalité asymptotique pour un

estimateur a noyau du mode, lorsque les données observées sont dépendantes.

En ce qui concerne 1’estimateur a noyau de la fonction densité conditionnelle, (Roussas, 1968)
fut le premier a établir ses propriétés asymptotiques pour des données markoviennes, ainsi que
sa convergence en probabilité. Youndjé (1993) s’est intéress¢ a I’¢tude de la densité
conditionnelle pour des données completes indépendantes. Comme application (Rossi, 2004) a
utilisé le mode conditionnel, dans le domaine des hautes technologies, pour décrire un procédé

de dépollution biologique.

Ainsi le mode conditionnel, de par son importance dans le domine de prévision non paramétrique
de beaucoup d’auteurs, citons les travaux de Samanta et Thavaneswaran (1990), qui ont donné
les propriétés de convergence et de normalité asymptotique dans le cadre iid alors que les
conditions de convergence dans le cas de données alpha mélangeantes avaient été établies par
Collomb et al. (1986), enfin Vieu (1996) a estimé le mode conditionnel comme étant le point
annulant la dérivée d’ordre un de I’estimateur de la densité conditionnelle et établi la convergence
presque compléte de cet estimateur sous la condition d’alpha mélange. Louani (1998) a établi la

normalité asymptotique dans le cas de données fortement mélangeantes.

Considérons la suite (X, Yy )ns1, pour tout x € R%, la densité conditionnelle f(./x) de Y

sachant X = x , noté 6 (x), est définie par
fOW)/x) =sup f(y/x).
teR

Un estimateur du mode conditionnel 8(y) est définie comme la v.a. 6,(y) maximisant un

estimateur de la densité conditionnelle £,(./x) de f(./x), ¢’est-a-dire
fn(en(y)/x) = Suﬂg fn(Y/x)-
te

Le mode conditionnelle de par son importance dans le domaine de prévision non paramétrique,
¢tait les motivations de beaucoup d’auteurs ; qui ont donné les propriétés de convergence et de
normalité asymptotique dans le cadre iid alors que les conditions de convergence dans le cas de

données ¢ —mélangeantes avaient été établies par Ould-Said (1993), Gannoun et Saracco (2002).
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(Vieu, 1996) a estimé le mode conditionnel comme étant le point annulant la dérivée d’ordre un
de I’estimateur de la densité conditionnelle et établi la convergence presque complete de cet

estimateur sous la condition &« —mélange.

Il n’est pas rare que les données a traiter soient incompletes, dans ce cas les techniques
statistiques classiques ne s’adaptent pas correctement car I’inférence faite sur I’échantillon
observé ne s’étend pas directement a la population meére. Afin de rendre facile la lecture de cette
thése, nous donnons dans le chapitre 2 une présentation de ce que sont les données incomplétes

et présentons quelques exemples d’applications.

La modélisation statistique par le biais de données incompletes est largement employée lors
d’étude pratiques sur les durées de vie. Nous avons choisi, au travers de cette thése, de considérer

une durée de vie Y*tronquée a droite par une U™ et tronquée a gauche par une variable V*.

L’estimation pour ce type de variables demande beaucoup de prudence, parmi les pistes
explorées pour confronter cette difficulté, on a fait appel a l'estimateur du maximum de
vraisemblance non paramétrique (NPMLE) de la fonction de distribution (df) de Y* voir Efron,
Petrosian (1999), qui est d’un emploi trés répandu, son importance nous a donc conduits a lui
accorder une grande place dans notre travail. Aprés avoir construit nos estimateurs de la densité
et de la densité conditionnelle, du mode et du mode conditionnel dans le cas indépendant, nous
avons cherché a déterminer les vitesses de convergence de nos estimateurs. Des techniques
probabilistes tres délicates (VC- Classes et inégalités exponentielles) ont été les outils principaux

qui ont permis la détermination rigoureuse de nos vitesses de convergence.

Cette these est organisée en 3 chapitres, suivie d’une bréve conclusion et décrit succinctement

comme suit :

Chapitre 1 : Ce chapitre se concentre sur les données incomplétes, nous présentons les données

censurées, les données tronquées et les données doublement tronquées, suivies par des exemples.

Chapitre 2 : Ce chapitre aborde I’estimation du mode simple dans le cas de données i.i.d.,
doublement tronquées. Nous présentons un nouvel estimateur a noyau pour la fonction de mode.

Les propriétés asymptotiques (consistance et normalité asymptotique) sont étudiées. Par des

13



simulations nous montrerons les performances des estimateurs proposés. Ce travail a fait I’objet

d’un article paru au journal of Science and Arts.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous supposons qu’une autre source d’information est disponible
a travers une covariable X de densité I(x), corrélée avec la variable d’intérét Y , la loi qui nous
intéresse est celle de Y sachant X = x . Nous donnons un résultat sur la convergence uniforme
et la normalité asymptotique de I’estimateur a noyau pour le modele doublement tronqué avec

des données i.i.d. des résultats théoriques et des preuves sont mentionnés.

Nous concluons ce manuscrit par une conclusion ainsi que quelques perspectives de recherches.

14



Chapitre 1. Généralités sur les données incompleétes

Chapaitre 1 :

Geéneéralites sur les données
incompletes

En médecine ou en biologie, on s’intéresse souvent a des durées comme par exemple la durée de
survie de patients ayant eu un infarctus, durée de rémission d’une leucémie aigiie ou la durée de
fievre chez un patient atteint de pneumonie, et on distingue notre variable d’intérét qui est le
temps écoulé avant le déces du malade ou alors le temps écoulé avant la fin de la fievre. D’un
. - . e e aA . ,
point de vue statistique on note X la variable aléatoire d’intérét, elle représente un temps, c’est
donc une variable aléatoire continue et positive. De maniére générale, une durée de vie sera donc
le temps écoulé pour passer d’un état A a un état B. lorsque les durées de vies sont observées

dans leur totalité.
Lorsque les données sont completes, 1’estimateur de la fonction de répartition de la variable
aléatoire X est ’estimateur empirique F, défini par F,(x) =% ~, {X; < x}. Dans le cas

contraire, les données sont incomplétes et nécessitent un traitement statistique particulier.

L’analyse des données incomplétes est complexe. Si la durée de vie d’un individu n’est
observable que dans une période donnée, on parle de censure. Si I’individu doit survivre

longtemps pour étre observé dans ce cas il s’agit de troncature.

Notre travail se concentre sur les données incompletes, nous présentons dans ce qui suit trois cas de données

incompleétes, les données tronquées, censurées et les données doublement tronquées.

15



Chapitre 1. Généralités sur les données incompleétes

1.1 Données censurées

La censure a droite est I’exemple le plus fréquent d’observations incomplétes en analyse de

survie, et a largement été décrit dans la littérature (Andersen, 1993) .

On désigne par C le temps de censure et par X la durée réellement observée.

1.1.1 Censure a droite

Une durée de survie T est dite censurée a droite si I’individu n’a pas connu I’événement d’intérét
a sa derniere visite. Formellement la durée de survie d’un événement est définie par le couple
(X,9) avec,

1 si T<C

X = inf(T,C) et 5={ 0 e

La durée de vie T et le temps de censure C supposés indépendants. C’est a dire on observe le

véritable temps de survie que s’il est inférieur a C, dans ce cas la donnée n’est pas censurée et

6=1.

e Sid = 0, ladonnée est dite censurée a droite, au lieu d’observer T on observe, une valeur
C avec pour seule information le fait que T soit supérieure a C.
e Si I’on ne prend pas en compte la censure, en faisant comme si la donnée censurée est

¢gale a notre variable d’intérét on aura tendance a sous évaluer les durées.

Exemple 1.1.1 Imaginons que I’on transplante 4 nanopuces dans les cceurs de 4 bébés
tortues marines numérotés de 1 a 4 puis on les lache dans I’océan. Ces nanopuces mesurent
les battements de cceur de ces bébés tortues et sont connectées de fagon continue aun
outil de mesure dans lequel on recoit :

— le nombre de battements de cceur du bébé tortue tant que celui-ci est vivant
— le message «Décés» au moment ou le coeur du bébé tortue s’arréte de battre
— le message «Erreur» quand le signal avec la nanopuce est perdu

Soit Xi, ..., X4 les durées de vie de ces bébés tortues. On a suivi cette cohorte et au bout
d’un mois on a constaté ce qui suit :

16



Chapitre 1. Généralités sur les données incompleétes

— le bébé tortue n°1 est décédé au bout de 9 jours

— On a perdu tout contact avec la nanopuce du bébé tortue n°2 au bout de 5 jours
— le bébé tortue n°3 est décédé au bout de 29 jours
— le bébé tortue n°4 est toujours en vie

Ainsi, ce que ’on sait sur la durée de vie des ces tortues est comme suit :

— Pour le bébé tortue n"1 : on observe Xi =9 jours qui est sa durée de vie

— Pour le bébé tortue n'2 : on observe Ca = 5 jours qui est la durée pendant
laquelle ila survécu jusqu’a perte de tout signal avec la nanopuce. Méme si I’on
ne la connait pas avec exactitude, on sait que sa durée de vie X> est forcément
plus grande que C>.

— Pour le bébé tortue n°3 : on observe X3 =29

— Pour le bébé tortue n°4 : on recoit toujours des signaux de la part de la nanopuce
donc on observe Cs = 30 jours et on sait que forcément Xz > Cs4

ElDurée ECensure [Décés

Béhé tortue 4 [ L D

Bébé tortue 3 | ! L P

Bébé tortue 2 RLA i

Bébé tortue 1 |22

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
temps

Fig. 1.1 Illustration de la censure a droite
1.1.2 Censure a gauche

Une durée de survie est dite censurée a gauche si I’individu a déja connu 1I’éveénement d’intérét

avant ’entrée dans 1’¢étude. La durée de survie est définie par le couple (X, §),

1 si T>C

ou X = max(T,C); 6={0 G T<C

au lieu d’observer T on observe une valeur C.

Dans la censure a gauche on ne connait pas toujours la date d’entrée dans I’étude.
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Exemple 1.1.2 Les babouins de la réserve d’Amboli, au Kenya, dorment dans les arbres et
descendent de leurs arbres pour aller se nourrir. L’événement d’intérét est 1’instant ou ils
descendent de I’arbre. Des biologistes viennent faire des visites réguliéres pour voir si les

babouins sont descendus de leurs arbres.

L’événement d’intérét est observé si le babouin descend de I’arbre apres I’arrivée des biologistes.
Par contre, la donnée est censurée si le babouin est descendu avant 1’arrivée des observateurs.
On sait uniquement que 1’horaire de descente est inférieur a I’heure d’arrivée des observateurs.
Donc on observe le maximum entre I’heure de descente des babouins et I’heure d’arrivée des

observateurs.

1.2 Données tronquées

Une observation est dite tronquée si elle est conditionnelle a un autre événement. On dit que la
variable T de durée de vie est tronquée si T n’est observable que sous une certaine condition
dépendante de la valeur de T. Plus précisément, la durée de vie est tronquée a droite
(respectivement a gauche) si T < U (respectivement T > U) . la variable U, appelée variable

de troncature droite (ou gauche), est supposée indépendante de la variable T

Exemple 1.2.1 Le nombre de personnes infectés par le sida est inconnu et 1’information est
disponible seulement pour ceux qui ont ét¢ infectées et développées le SIDA dans un certain laps
de temps. Ainsi, les personnes qui n’ont pas encore développées la maladie sont inconnues par

I’enquéteur et ne sont pas inclus dans 1’échantillon. C’est le cas de troncature a droite.

Voici un exemple simple pour comprendre I’analyse non paramétrique pour des données
tronquées a droite. Imaginez que vous voulez étudier la durée de vie d’une ampoule. Vous avez
10 ampoules et vous les allumez toutes en méme temps. Vous notez le temps auquel chaque
ampoule s’éteint. Cependant, apres 1000 heures, vous devez arréter I’expérience et il reste encore
2 ampoules allumées. Dans ce cas, les données sont tronquées a droite car vous ne connaissez

pas la durée de vie exacte des 2 ampoules restantes.
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Exemple 1.2.2 Reprenons I’exemple de la section précédente. Cette fois-ci on transplante les
mémes nanopuces dans les coeurs d’une cohorte plus grande de bébés tortues (40 tortues numérotés
de 1 a 40). On suit la cohorte pendant un mois et on décidede mesurer la durée de vie de tortues
ayant enregistré des battements de cceur anormaux. Apres ce délai, on a constaté ce qui suit :

— On a constaté des battements de cceur anormaux chez les bébés tortues n’ 1,3,10 et
30.

— On a constaté des battements anormaux chez le bébé tortue n”1 dés le début de
I’étude.
Celui ci est décédé 3 jours apres.

— On a constaté des battements anormaux chez le bébé tortue n° 3 quatre jours
apres ledébut de 1’étude. Celui ci est décédé 6 jours apres.

— On a constaté des battements anormaux chez la tortue n” 10 quinze jours apres le
débutde I’étude. Le signal avec cette tortue a été perdu 20 jours apres.

— On a constaté des battements anormaux chez la tortue n 30 vingt jours apres le
débutde I’étude. Cette tortue était toujours en vie a la fin de I’étude.

Les bébés tortues que 1’on observe ne rentrent dans 1’é¢tude qu’aprés un certain temps. Il y
adonc troncature a gauche. Ainsi, aprés un mois d’étude, on a observé ce qui suit :
— T1 =0 jour. X1 = 3 jours pour la tortue n°I.
— T35 =4 jours. X3 = 6 jours pour la tortue n'2.
— T10 =15 jours. Cette durée est censurée et ’on observe X10 > Cio =20 jours.
— T30 =20 jours. Cette durée est censurée et I’on observe X3o > Cso =30 jours.

ETroncature % Durde W Décés [ Censure

Bébé tortue 30 (LTI L T 7 T T T s woemm

Bebé tortue 1) (222772272077 77 7777777777 7777 777777777777, o I

Bébé tortue 3 (2222222222 i)

Bébé tortue 1 | ERRERRRRRE)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

temps

Fig. 1.2 Illustration de la troncature a gauche
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Remarque 1.2.1 Si on ne prend pas en compte la troncature a gauche, on va avoir tendance
a sous évaluer la mortalité des diabétiques puisqu’on n’a pas les patients qui sont décédés avant
d’avoir contacté 1’hopital.

1.3 Troncature vs censure

A ce stade, le lecteur peut étre curieux de connaitre la différence entre la troncature et la censure.
La censure a droite est un phénomene trés connu dans les domaines suivants l'analyse de survie
et les études de fiabilité, entre autres domaines. Elle se produit lorsque le suivi d'un individu

donné s'arréte avant que 1'événement d'intérét n'ait eu lieu.

Dans ce cas, l'observateur sait seulement que la variable cible est plus grande que la valeur

enregistrée, ce que 1'on appelle le temps de censure.

Un échantillon composé de valeurs réelles et censurées est généralement analysé par I'estimateur
de Kaplan-Meier (Kaplan El., 1958), qui corrige le fait que certaines des valeurs enregistrées
pour X sont plus petites que la vraie valeur. Avec des données tronquées, chaque valeur de
I'échantillon correspond a une véritable observation de X ; Cependant, la distribution des valeurs

observées peut étre décalée par rapport a la vraie valeur en raison de 1'événement de troncature.

Cette différence entre la troncature et la censure suggere des méthodes spécifiques devraient étre

employées pour estimer la distribution cible.

En effet, (Woodroofe, 1985) fournit une analyse approfondie de la troncature unilatérale en
introduisant 1'idée originale de (Lynden-Bell, 1971) en tant que un estimateur non paramétrique
du maximum de vraisemblance (NPMLE) de la distribution de probabilit¢ dans ce cadre.
L'estimateur de (Woodroofe, 1985) est un cas particulier de l'estimateur correspondant a des

données doublement tronquées.
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1.4 Les données doublement tronquées

La double troncature est un type de troncature ou troncature a gauche et troncature a droite se
produisent simultanément. Par exemple, en astronomie, les objets stellaires dans les galaxies ne
sont pas détectés s'ils sont trop brillants ou trop sombres. Efron, Petrosian (1999) fournissent le
cas ou les quasars ne sont observés que lorsque leur luminosité est comprise entre une limite de
détection inférieure et une limite de détection supérieure. Si la luminosité est trop basse ou trop
¢levée, les instruments astronomiques ne la détectent pas.

Quasars : est un objet céleste massif et extrémement éloigné, émettant des quantités d'énergie
exceptionnellement grandes, et ayant généralement une image en forme d'é¢toile dans un
télescope.

Cet exemple de quasars a motivé le développement ultérieur de I'analyse de survie avec double
troncature, bien que la luminosité ne soit pas une durée de vie au sens littéral. Dans l'analyse des

données de survie.

1.5 Exemples sur la double troncature

Dans ce qui suit, nous fournissons des exemples de données sujets a la double troncature.

Exemple 1.4.1 Le terme cancer chez l'enfant fait référence aux cancers qui surviennent entre
la naissance et 1'age de 15 ans. Moreira, de Ufa-Alvarez (2010b) ont fourni un ensemble de
données sur 406 enfants du nord du Portugal qui ont recu un diagnostic de cancer au cours d'une
période de recrutement de 5 ans (entre le ler janvier 1999 et 31 décembre 2003) la population
d'intérét est un groupe d'enfants du nord du Portugal. Les enfants diagnostiqués avant le ler
janvier 1999 ou apres le 31 décembre 2003 n'existent pas dans I'ensemble des données, et par

conséquent, les données sont doublement tronquées.

Soit y* l'age au moment du diagnostic de cancer pour un enfant sélectionné au hasard dans une

population.
Le critére d'inclusion de 1'échantillon s'écrit :

U*<Y*"<V* ouU"estl'dgeau lerjanvier 1999 et V* = U* + 5 (ans) est I'age au 31 décembre

2003 ainsi, la limite de troncature a gauche est U* et la limite de troncature a droite est V™ :
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Fig. 1.3 Données du cancer chez les enfants entre la naissance et 1'age de 15 ans.
(1/1/1999 — 31/12/2003) du nord du Portugal. Source : Moreira, de Uiia-Alvarez (2010b)

b, : Date de naissance de 1’enfant

d : date du diagnostic (date d’apparition du cancer)

y™* :1'age au moment du diagnostic de cancer

u”* : I’age au ler janvier 1999 (u* est négative pour les personnes nées apres le 1 Jan 1999)

v =u" + 5 (ans) est 1'age au 31 décembre 2003

Exemple 1.4.2 Un exemple pratique pour comprendre comment estimer le mode pour des

données doublement tronquées.

Supposons que vous voulez étudier la durée de vie d’une batterie de téléphone portable, vous
avez 10 téléphones et vous les utilisez tous en méme temps jusqu’a ce que la batterie soit
completement déchargée. Vous notez le temps auquel chaque batterie se décharge entre 5 heures
et 10 heures. Les batteries qui se déchargent en moins de 5 heures ou en plus de 10 heures ne

sont pas prise en compte.

Dans ce cas, les données sont soumises a une troncature aléatoire. Pour estimer la valeur du
temps le plus probable auquel chaque batterie se décharge en fonction des bornes connues, ¢’est-
a-dire entre 5 heures et 10 heures, on va estimer la fonction mode sous un modele de double
troncature, qui nous permettra d’obtenir une estimation plus précise du temps moyen du

déchargement.
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1.6 Estimation de la densité sous double troncature

La littérature s'est principalement concentrée sur le probléme de la troncature a gauche ou,
plus largement, sur les configurations de troncature unilatérale. Les caractéristiques de
l'estimateur non paramétrique du maximum de vraisemblance (NPMLE) de la fonction de
distribution (df) avec des données tronquées a gauche ont été¢ examinées par (Woodroofe,
1985) voir également (Lynden-Bell, 1971). (Stute, 1993) a poursuivi ses recherches sur cet
estimateur, pour des données tronquées a droite. La littérature sur la double troncature aléatoire
est cependant beaucoup plus limitée. L'absence d'estimateurs en forme fermée c’est-a-dire une
expression qui peut étre calculée en appliquant un nombre fixe d'opérations familiéres aux
arguments, est une cause potentielle ; en fait, 1a nature itérative et exigeante en termes de calcul
des approches actuelles pour les données doublement tronquées rend les développements

théoriques et les mises en ceuvre pratiques plus difficiles.

Soit Y* la variable aléatoire d'intérét avec la fonction de distribution F, et supposons qu'elle est
doublement tronquée par la paire aléatoire (U*,V*).avec la fonction de distribution conjointe H,
ou U'et V*(U* < V*) sont les variables de troncature gauche et droite respectivement. Cela
signifie que le triplet (U*,Y*,V*) est observé si et seulement si U* < Y* < V*. Aucune
information n'est disponible lorsque Y* < U* ou Y* > V* . Nous supposons que Y* est
indépendant de (U*,V*). Soit (U*,Y*V*), i = 1, ... n, désignent les informations
d'échantillonnage, il s'agit de données i.i.d. avec la méme distribution de (U™, Y™, V™) étant donné
que U* < Y* < V*. Introduisons ¢ = P(U* < Y* < V*), la probabilité de non-troncature. I est
clair que si a = 0, aucune donnée ne peut €tre observée et nous supposons donc tout au long de

ce document que a > 0.

Pour toute distribution W, notons respectivement les extrémités gauche et droite de son support

par

a, =inf{t:W(t) >0} et b, =inf{t:W(t) =1}
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soit H;(u) = H(u, ©) et H,(v) = H(—o0,v) the marginal distribution functions of U* and V*,

respectivement. Lorsque
aHl S aF S aH2 et le S bF S sz,
F et H sont toutes deux identifiable (Woodroofe, 1985).

Notez par f(.) la fonction de densité de probabilité de Y*. pour définir I'estimateur a noyau non
paramétrique de la densité f(.), nous devons d'abord introduire I'estimateur du maximum de
vraisemblance non paramétrique (NPMLE) de la fonction de distribution (df) de Y* (voir
Moreira et de Ufia-Alvarez, 2010a). Dans le cadre du schéma d'échantillonnage doublement

tronqué, 'estimateur NPMLE de la fonction de répartition de Y *est donné par

y
E:(d
Fn(}’)zan f G((tt))
ou
- -1
@, = j G (O F; (dt)

est un estimateur de ¢, (voir Shen, 2010b)

Ey(y) = n7' X%, Ijy,<y est la function de distribution ordinaire de Y;, et

G,(t) = j H, (du,dv)
{ust=v}
est D’estimateur non paramétrique de G(t) =P(U* <t <V*) qui est la probabilité
d'échantillonner une durée de vie Y* = t.

Ici H,(u,v) estle NPLME de la distribution conjointe H des temps de troncature, voir Moreira,

de Ufia-Alvarez (2012) pour plus de détails).

f) = th(y—t)Fndt :Z_ZZGHZ)@K(JI;K)

E( )—a"zn: ! I
n\Y) = n 4 1Gn(Yi) {Yisy}
i=
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K est la function noyau (dite la fonction Kernel en anglais) et /n est la fenétre qui devient

nulle lorsque n tends vers I’infini.

Sous certaines conditions, Moreira et de Ufia-Alvarez (2012) ont montrer que :
R 1, ., 5
E (L)) = FO) +5 02" Ok (K) + 0(h?)

Var (f.3)) = k) a6 f GIREK) + o((nh) ™)

En effet, ils ont démontré que le biais n'est pas affecté par la double troncature, mais que
la variance de f,(y) est modifiée. Plus précisément, la variance de l'estimateur est
importante aux points y pour lesquels la probabilité relative d'obtenir les valeurs Y; autour

de y (c'est-a-dire G (y)) est faible.

En général on s’intéresse a I’erreur globale de I’estimateur, cela peut étre mesuré par le

MISE (I’erreur quadratique moyen intégré) a savoir :

MISE(f,(y)) = j MSE (f,(y))

avec

MSE(f,) = E(f,») — )’
= Var(f,() + Biais?(f,(»)).

Sous certaines conditions de régularités, nous avons a partir des résultats précédents I’expression

asymptotique du MISE :

MISE(£,()) = s h*R(F ")z (K)? + (nh) LaR(K) [ G,

avec
R(™) = f £ (©)2de

La minimisation de MISE ( fn (y)) par rapport a la fenétre h conduit a la fenétre asymptotique

optimale :
_ (aR(K) [G71f /s ~1/5
hopt = (R(fu)u%uo) no
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Remarque 1.5.1 Cette derniére dépend des quantités inconnues qui doivent étre estimées

en pratique. On notera de plus, que c’est la fonction G et le paramétre de lissage h qui
influencent la forme de la distribution de troncature. Plutdt que la probabilité de troncature

elle-méme.
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Chapitre 2 :

Estimation non parametrique du
mode pour des donnees
doublement tronquées

2.1. Introduction

Les données tronquées aléatoirement apparaissent dans divers domaines, notamment 1'astronomie, la
médecine, 1'épidémiologie et I'économie. Un exemple typique de troncature aléatoire a droite est
I'analyse des données sur le SIDA, lorsque 1'information est restreinte aux personnes ayant développé
le SIDA avant une certaine date. Dans certaines applications, la troncature aléatoire bilatérale (plutot
qu'unilatérale) apparait. Dans Bilker et Wang (1996) il est indiqué que les temps d'induction dans le
SIDA sont en fait doublement tronqués puisque le VIH était inconnu avant 1982 et que les patients
infectés auraient donc été incorrectement écartés lorsqu'ils ont développé le SIDA avant cette date. En
outre, I'é¢tude de Efron et Petrosian (1999) a examiné les luminosités des quasars qui ont ét¢ doublement

tronquées par certaines limites de détection.

De nombreux auteurs ont introduit des méthodes non paramétriques pour les données tronquées
unilatéralement (a gauche ou a droite), voir par exemple Lynden-Bell (1971). Cependant, la littérature
sur la double troncature aléatoire est beaucoup plus rare. L'une des raisons possibles est 1'absence
d'estimateurs de forme fermée. En effet, les méthodes existantes pour les données doublement
tronquées sont itératives et intensives en termes de calcul, ce qui complique a la fois les

développements théoriques et les mises en ceuvre pratiques.
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Les auteurs Efron et Petrosian (1999) sont les premiers a avoir introduit la NPMLE de la fonction de
distribution en cas de double troncature. La littérature contient ¢galement des approches semi
paramétriques pour estimer la fonction de distribution sous double troncature. Le probléme lorsque la
distribution des temps de troncature est supposée appartenir a une famille paramétrique donnée est

étudié par Moreira, de Ufia-Alvarez (2010b) et (Shen, 2010a).

L'¢tude de Moreira, de Ufia-Alvarez (2012) présente deux estimateurs différents de la densité du noyau,
qui sont définis comme une convolution entre une fonction noyau et un estimateur de la fonction de
distribution cumulative. Plusieurs procédures de sélection de la largeur de bande pour l'estimation de
la densité de noyau de données tronquées deux fois de maniere aléatoire sont présentées et comparées;
les auteurs Moreira et de Uia-Alvarez (2010a) présentent cing procédures de sélection de la largeur de

la fenétre et donnent une justification théorique.

A notre connaissance, le probléme de I'estimation de la fonction de mode dans le cas de données
doublement tronquées n'a pas été¢ abordé dans la littérature statistique. Il s'agit d'un sujet d'intérét central
dans le présent document. Dans ce travail, nous proposons un nouvel estimateur de la fonction du mode
et établissons sa convergence uniforme presque slire et sa normalité asymptotique. Pour ce faire, nous
considérons les classes de Vapnik-Cervonenkis (V-C) pour lesquelles des inégalités exponentielles
uniformes sont disponibles. En outre, I'estimation fonctionnelle est basée sur la méthode du noyau.
Comme application de la normalité asymptotique de notre nouvel estimateur, nous introduisons un
intervalle de confiance asymptotique pour le mode. Nos résultats théoriques coincident avec ceux

obtenus dans le cas des données complétes.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, nous définissons certains résultats importants
et utiles dans le modéle de double troncation aléatoire, puis nous définissons I'estimateur du mode du
noyau dans le cadre de la double troncation aléatoire. L'hypothese et les principaux résultats sont
donnés dans la section 3 avec la normalité¢ asymptotique de 'estimateur proposé. La section 4 présente

une simulation de notre estimateur. Les preuves des principaux résultats sont proposées a la section 5.
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2.2. Notation et définition de I’estimateur

Nous présentons d'abord certains résultats de la littérature pour les données doublement tronquées, qui
seront utilisés pour définir notre estimateur du mode. Soit Y* la variable aléatoire d'intérét avec la
fonction de distribution F, et supposons qu'elle est doublement tronquée par la paire aléatoire (U*, V™)
avec la fonction de distribution conjointe H, ou U*et V*(U* < V") sont les variables de troncature

gauche et droite respectivement. Cela signifie que le triplet

(U*,Y*,V*) est observé si et seulement si U* < Y* < V*. Aucune information n'est disponible

lorsque Y* < U* ou Y* > V* Nous supposons que Y* est indépendant de (U™, V™).

Soit (U;,Y;,V;) ,i = 1,....n, désignent les informations d'échantillonnage, il s'agit de données i.i.d.

avec la méme distribution de (U*,Y*,V*) étant donné que U* < Y* < V™.

Introduisons ¢ = P (U* < Y* < V7), la probabilité de non-troncature. Il est clair que si a =0, aucune

donnée ne peut tre observée et nous supposons donc tout au long de ce document que

a > 0. Pour toute distribution W, notons respectivement les extrémités gauche et droite de son support

par

a, =inf{t:W(t) >0} et b, =inf{t:W(t) =1}

soit H; (u) = H(u, o) et H,(v) = H(—oo,v) les distributions marginales de U*et V* respectivement.
Lorsque ay, < ap < ay, et by, < by < by,, F et H sont toutes deux identifiable (voir Woodroofe,

1985).

Notons par f(.) la fonction de densité de probabilité de Y* et supposons qu'elle a un mode unique

défini par
0 = argmax f (y)
yER
Comme cela été proposé dans Moreira, de Ufia-Alvarez (2012), pour définir l'estimateur non
paramétrique a noyau de la densité f(.), nous devons d'abord introduire I'estimateur du maximum de

vraisemblance non paramétrique (NPMLE) de la fonction de distribution (df) de Y* (voir Efron et
Petrosian, 1999).
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Dans le cadre du schéma d'échantillonnage doublement tronqué, 1'estimateur NPMLE de la fonction

de répartition de Y* est donné par

y

FO) = |

— 00

E; (dt)
Gn(t)

ou

. -1

an=| | 6@ @

Est un estimateur de a,voir (Shen, 2010b). E;(y) =n"1 Y%, Iiy,<y) est la fonction de distribution

empirique ordinaire de Y;, et

G,(t) = f H,, (du, dv)
{ust=v}

est I’estimateur non paramétrique de G(t) = P(U* <t < V™) qui est la probabilité d'échantillonner
une durée de vie Y* =t. Ici H,(u,v) est le NPLME de la distribution conjointe H des temps de

troncature, voir (Moreira, de Uia-Alvarez, 2012) pour plus de détails.

Notre estimateur non paramétrique du mode 6 est définie comme la valeur aléatoire 8,, maximisant

I’estimateur de la densité f,, ,a savoir

fu(bn) = sup fu() (2.1)

ar<ys<bp

ou

y—Yi) ’ 2.2)

fn) = th(y—t)Fndt=:—ZZanmK( -

n
a, Z 1
F = I .<
n(y) n Gn ()/l) {Yl_y}

i=1

K est la fonction densité de probabilité (appelé la fonction Kernel) et /i est une suite de nombres

réels positifs (appelé fenétre) qui devient nulle lorsque n tends vers I’infini.
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Remarque 2.2.1. Rappelons que l'estimateur 8, n’est pas nécessairement unique et nos
résultats sont valables pour n’importe quelle valeur satisfaisant (2.1). Nous soulignons que notre

choix peut étre spécifié en prenant

é\n = inf {aF st= bF : fn(t) = Sup fn(y) }

ap<ys<bp

2.3. Hypothéses et principaux résultats

Tout au long de ce chapitre, nous supposons que ay, < ar < ay, et by, < bg < by, et soit  un
ensemble compact tel que Q € Qy = {y : ar <y < bp}. Considérons maintenant les hypothéses de

régularité suivantes :
(A1) la fonction kernel K est une densité qui vérifie
[tK(t)dt =0, [t?K(t)dt <o and R(K) = [K*(t)dt < o

(A2) la fenétre h,, satisfait:

h
— oo quand n — oo.

h— 0 e nh-—o quand n— o et
Logn

(A3) La fonction kernel K est a support compact, C!densité de probabilité, deux fois différentiable tel

que K, K®et K@ sont intégrable de plus K, K® sont lipchitziennes.

(A4) La fonction f(y) et G~1f sont différentiable jusqu'a I'ordre 3.

(A5) Le mode 0 satisfait la propriété suivante: pour tout € > 0 et t > 0, il exist
B >0 tel que |6 —t| = ¢ implique |f(0) — f(t)| =B

(A6) h := h,, satisfait pour n — o, h — 0; nh® — 0et nh’ — 0.

(A7) ’ensemble F = {K (XT_) :xER,heER - {0}} est une classe V-C bornée de fonctions

mesurables.
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On suppose que K est deux fois différentiables, en dérivant £,(.) on a :

n
() gy _ G zz 1 <y——n) =
W0 nM“t1QM)K o) b2

De méme pour

0 =— ;G&.) k(7 Yi)

Discussion des hypothéses :

Les hypotheses (A1) et (A3) sont classiques dans 1’estimation non paramétrique.

- (A2) est nécessaire pour la démonstration de la convergence de £,,(.)

- (A4) assure I’existence des dérivées d’ordre supérieur

- (A5) implique I’unicité¢ du mode

- (A7) a été considérée dans la condition K; de Giné et Guillou (2001), cette hypothese est
nécessaire pour utiliser I’inégalité¢ de Talagrand (Talagrand, 1996), qui a son tour garantit la
convergence uniforme des estimateurs.

- Finalement, il suffit de noter que (A6) implique (A2).
2.3.1. La consistance

Dans cette section, nous établissons la consistance et la normalité asymptotique de notre estimateur

Proposition 2.3.1 Sous réserve d'hypothéses (A1)—(A4) nous avons

1
R logn\2
sup [£,) = )| = 0| max (=3-) A2
VEQ n

p.s qd n — o

Théoréme 2.3.1 Sous réserve d'hypothéses (A1)—(A5), nous avons

; 1
ogn\*
g),h

6. —6 =0 (
n max h

p.s qd n— oo
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1

Remarque 2.3.2. si on choisit h = 0 ((r"lgnf), qui est le choix optimal en ce qui concerne le

critéere de convergence uniforme presque stir dans 1'estimation de la densité, nous obtenons

1
5

~ logn
o(g

) s

C'est le taux optimal obtenu dans le cas des données complétes (Vieu, 1996).

2.3.2. La normalité asymptotique
Supposons maintenant que la densitéf (. ) est unimodal en 8.sous 1’hypothése (A4) on a :
OB =0 et fAO) <0
De méme, nous avons :
1 (82) =0 et fP(6,) <0
En utilisant le développement de Taylor, nous obtenons
0 (00) = £.7©0) + (0.~ 0)1 7 (B) = 0
ou @, estentre 8, et 6, ce qui donne

(1)
2l n (0)
0= 0=~ (2.3)

Pour établir la normalité asymptotique, nous montrons que le numérateur dans (2.3), est

asymptotiquement normalement distribuée et le dénominateur converge en probabilité vers £ ().

Le résultat est donné dans le théoréme suivant.
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Théoréme 2.3.2 Nous supposons que les hypothéses (A1)—(A6) sont vérifiées, nous avons alors:

nh3 (;1(2)(9))2 v

o2

(8, — 6) 5 N(0,1)

ou — signifie la convergence en Loi, N(0,1) est la distribution normale standard et

O

=50 f(K’(r))zdr

Remarque 2.3.3. Dans le cas de données complétes (i.e., a=G (.)=1),ona:

o = £(©) [ (K )yar

C'est ce qui a été obtenu par (Parzen, 1962).

Corollaire 2.3.1. L'utilisation d'une méthode d'insertion en remplagant o et f par leurs estimations,
nous permet d'obtenir une estimation convergente o;> de a2. Du théoréme 2.3.2, que nous obtenons

pour chaque v € (0,1), les (1 — v)% intervalles de confiance asymptotiques suivants pour 6, a savoir,

-1/2

~ n 2
0 en i On (nh3 ( 11(2)(9)) ) Zl—v/z

ou z;_,, estle quantile d’ordre 1 — v /2 la distribution normale standard N(0,1).

2.4. Etude de simulation

Dans cette section, nous illustrons le comportement sur un échantillon fini de notre estimateur 8,, défini
dans (2.1) et examiner la normalité asymptotique. On suppose ici que pour la double troncature, on
consideére le cas U*et V* sont mutuellement indépendants. Les résultats de cette section ont été obtenus

avec R — Software package DATA (Moreira et al., 2010).
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Tout d'abord, nous présentons deux modéles simulés qui ont permis de calculer l'estimateur 8,,.

Model 1 (cas de décroissance exponentielle): La variable Y est distribuée selon une loi normale

N(u,0?), qui admet un mode 0 égale a la moyenne p, de densité :

1 1y — 2
101 = mew{-3(57) v em

Model 2 (Cas de queues lourdes): la variable Y est distribué sous la forme d'un modele a trois

parametres Weibull(A, B, v) de densité

fly) = (%) (x ; y)ﬁ_l e_(yxl;y)ﬁl(yzoy

avec ¥ € R est le parameétre de localisation (ou durée de vie sans défaillance), f > 0 est le parametre
de forme et A > 0 est le parameétre d'échelle ou la durée de vie caractéristique de la distribution et qui

) 1\ VB
admet un mode 6 au point y + A4 (1 - E) .

On prend U*~Exp(b) et V* ~Exp(c), ou b et ¢ sont choisis de maniére a obtenir les pourcentages de
troncature suivants: 70%,50%,30% et 10% correspondant a (a = 0.3,0.5,0.7 and 0.9)
respectivement. Notons que ce choix de pourcentage de troncature est standard dans ce type d'étude.
I est clair que les valeurs inférieures de @ n'ont que peu d'intérét pratique, car pour @ =~ 0 presque

aucune donnée ne peut étre observée.

En utilisant ce schéma, B = 500 échantillons indépendants de taille n ont été générés pour chaque
modeéle. Des tailles d'échantillonde n = 50,n = 150 and n = 300 ont été considérées. La troncature

se produit lorsque U* < Y* < V™" n'est pas respecté. Cela signifie que, pour chaque essai, le nombre
, . / . n I . \
de données simulées est beaucoup plus grand que, en fait a =  sont nécessaires en moyenne, ou

rappelons que a représente la proportion d'absence de troncature.
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Les cas de petits échantillons (avec n souvent compris entre 20 et 50) sont basés sur l'utilisation
d'estimateurs robustes, ce qui n'est pas le cas de cette étude, et pourrait étre pris en compte dans nos

futurs travaux.

Pour chaque échantillon, nous avons estimé le mode a I'aide de l'estimation plug-in o2 et nous avons
calculé le biais, la variance et l'erreur quadratique moyenne (EQM) de l'estimateur proposé. Les

résultats sont présentés dans les tableaux 1 et 2.

Rappelons qu'en estimation non paramétrique, 1'optimalité (au sens de 1'erreur quadratique moyenne)
n'est pas sérieusement influencée par le choix du noyau K mais est affectée par le choix de la fenétre
h,,. Dans cette étude, la largeur de h,, est choisie pour satisfaire les hypothéses ci-dessus, et le noyau
K est gaussien. La largeur de bande h,, que nous avons utilisée pour estimer le mode est celle utilisée
par Moreira et de Ufia-Alvarez (2012) basée sur la minimisation de I’AMISE de (f,,) (Erreur moyenne

intégrée asymptotique), qui conduit a la fenétre asymptotiquement optimale :

1/5

R(K) [ G-1F\"° 4

Comme on peut le voir dans les tableaux 1 et 2, la qualité de 1'estimateur ne semble pas étre affectée

par les pourcentages de troncature, et 'EQM diminue lorsque la taille de I'échantillon augmente.

De plus, pour illustrer le comportement de I'estimateur, nous avons tracé pour différentes valeurs de n,
I'histogramme et le graphique Q-Q plot correspondant par rapport a la distribution gaussienne standard
dans les figures 1 a 4 pour le modele 1 et les figures 5 a 8 par rapport a la distribution de Weibull pour
le mode¢le 2. En outre, le niveau de signification (p-valeur) du test de normalit¢ de Shapiro-Wilk est
supérieur a 0,05 dans tous les scénarios simulés. L'hypothése de normalité est donc fortement

conservée.
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Table 2.1. Moyenne estimée du biais, de la variance et de 'EQM, dans le cas d'une décroissance
exponentielle, 500 répétitions

PT N N Bias Var MSE
70% 167 50 0.01469 0.11657 0.34174
500 150 0.00097 0.06888 0.26246
1000 300 0.02786 0.04511 0.21421
50% 100 50 0.03414 0.11857 0.11974
300 150 0.01619 0.07090 0.07116
600 300 0.01491 0.04946 0.04968
30% 72 50 -0.00580 0.10191 0.31928
215 150 -0.00061 0.06139 0.24778
429 300 -0.00509 0.04429 0.21053
10% 56 50 -0.02383 0.10695 0.32790
167 150 0.01403 0.06385 0.25307
334 300 0.00483 0.04243 0.20605

Table 2.2. Moyenne estimée du biais, de la variance et de 'EQM, cas de la queue lourde, 500

répétitions
PT N n Bias Var MSE
70% 167 50 -0.00903 0.00818 0.09091
500 150 0.00273 0.00476 0.06902
1000 300 -0.00214 0.00456 0.06755
50% 100 50 -0.01539 0.00820 0.09185
300 150 -0.00770 0.00469 0.06889
600 300 -0.00558 0.00331 0.05779
30% 72 50 -0.01044 0.00839 0.09221
215 150 -0.00252 0.00443 0.06663
429 300 -0.00608 0.00348 0.05929
10% 56 50 0.00480 0.00848 0.09223
167 150 0.01018 0.00462 0.06874
334 300 0.00837 0.00337 0.05865
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Figure 1 (Modéle 1) : a =.30, B=500, n=50, 150 et 500 respectivement.
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Figure 2 . (Modele 1) : a = 0,50, B=500, n=50, 150 et 500 respectivement.
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Figure 3 (Modéle 1) : a = 0,70, B=500, n=50, 150 et 500 respectivement.
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“ Normal furve ~ Normal curve “ Normal curve
=~ = Estimated curve = = Estimgled curve - = Esti

04
04
04

03
03
03

01
01
01

Q o J o J

o o o
I D I D B [ R I R B | I D B
324012 3 3 240 1 2 3 =5 =2 <10 % 2 3

n=50 n=150 n =300

M - ™M - 0 ™ -

N = N - o -

o O = o -

o o o
(] W 00

M /0 0 4 m 470
I I | I I I I I I I | | I | | | | | | | |
3241401 2 3 3 2 =10 1 2 3 32401 2 3

Figure 4 (Modéle 1) : a = .90, B=500, n=50, 150 et 500 respectivement.
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Figure 5 (Modéle 2) : a = 0,30, B=500, n=50, 150 et 500 respectivement.
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Figure 8 (Modéle 2) : a = 0,90, B=500, n=50, 150 et 500 respectivement.
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2.5. Résultats auxiliaires et preuves

Pour des raisons techniques, nous devons introduire la densité du pseudo-estimateur, notée f,,, et par

analogie, a (2.2) nous la définissons par
7 —%yn 1 p(Y7Y
fn(Y) - nh i=1 G(Yi) K( h )a

sa dérivée est donnée par

o) == ;(;(1@ k()

Lemme 2.5.1 : Sous (A1),(A3) et (A4) on a
iggIE[ﬁl(y)] - f)| =0(n*)

Preuve :

En utilisant un changement de variable et un développement de Taylor, sous les hypotheses (A1),(A3)

et(Ad)ona

ELL0)] - o) =1 E [% Z w5 X5 Y)] ~fO)
-2 sk () r@ae - s
=3[ k() r@ae - s

hZ 2
= j KW [f(y) ~ huf O@) +—— fO ) + 0(* )] du—f(y)

N f K(w) h22u2 fP)du

Ainsi,
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L, = |E[fO)] - FO)|
2

h
yEQ

= 0(h?)

Le résultat est valable.

Lemme 2.5.2 : Sous les hypothéses (A2) et (A4), pour n assez grand, on a
sup|fn ) = fa)] = 0((h) /%)
y

Preuve : Nous avons la décomposition suivante

AOBAOE %Z anyi)x(y Ny« Z ()

5ol )

i=1

S

L, = |fn(y) fn(y)l

1
Tlh yEQ

an

Gn(¥) G(y)|

Comme indiqué dans Moreira et de Ufia-Alvarez (2012) G,, is v/n —estimateur consistent de G,,. En fait,
la consistance vn —G,, est une consequence de F,et H}, (voir (Shen, 2010b) pour plus de détails). Par

conséquent, en vertu de la régularité, nous obtenons le résultat.

Lemme 2.5.3 : Sous les hypotheses (A2),(A3),(A4) et (A7 ), on a

3 _ B Logn
swl ) ~E[h Ol = 0| |=5

Preuve :

Notez que

Ls = sup|f, ) — E[f ]|
yEQ
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Sous (A3), (A8); La sequence

a y—u
EnZ{q)y(u):EmK( h );aFSySbF} n=1

est V-C classes de fonctions mesurables limitées par leur enveloppe respective

_ IKllw
n nhG(y)

Moreover ; sous (A4)

1 IKIEN Nl _ _NIf Nl _ 2
K2 G(y) T nh’G(y) "

E[®2(1)] <

avec 0, < U, for n suffisamment grand.

L’application de I'inégalité¢ de Talagrand (voir proposition 2.2 dans Giné et Guillou (2001)) avec

logn
>33/f

( logn [ 1
B; |—%3 logn _|IK |l
I | Bs [ nhZ G |
B—thnG(y) lOg 1+ 1 2
2 o { \/Ilflloo + 1Kl log VU, ‘
n hG(y nhG(y) On )

logn .
t = B; ’# pour une constante positive Bz, nous obtenons

Z{Cb (Y) — E[®,(N]}

DyE &y |

-~

< B, exp

\

Sous (A2) en utilisant log(1 + w) ~w (for w — 0) la derniére quantité est de mise

/logn /logn ”Klloo I
Bs nh? nh? nhG(y) 1 B3 ;}fzn

Byexp{ —— ——— nh,G(y)  _Bexpd—— — b
2P 7B, THKT, Y TP 718, I
h° G
L n? /hG(y) "} n )
Bf G(¥)

— B,n B3l
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Ce qui, pour n suffisamment grand et par un choix approprié¢ de Bs, peut étre réalisée a 0(n=3/2). Ce
dernier étant un terme général d'une série sommable, il s'agit alors d'une application directe du lemme

de Borel-Cantelli et le résultat est

logn

L3:0 hz

as n—
n

Preuve de la Proposition 2.3.1

En utilisant I'inégalité triangulaire, nous avons
sup| () = fFO)| < sup|fa() = fu O] + sup| /o) — EfLO)| + sup|Ef(») = F ()]
YEQ VEQ VEQ YEQ

Alors les lemmes 2.5.1, 2.5.2 et 2.5.3 donnent le résultat.

Preuve du Théoréeme 2.3.1

L'argumentation classique nous donne
|f(én) - f(9)| < |f(§n) - fn(én)| + |fn(9n) - f(e)l
< iletglﬁl(y) —fO| + fu(82) - £(O)]

< 2sup|f(») = F| (2.4)
YyEQ

Pour une deuxieme partie, un développement de Taylor de f(.) au voisinage de 6 donne

N =

f(8,)— ) == (6,—-0)*f"(6)

avec 0 entre ,, et 6 . Donc a partir de (2.4), et (A4) on obtient :
(8w = 0)°11" @] < 4suplfu) = F O]
ye€

Ainsi,
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|é _ 9|<2 Sup'fn(y)_f(y)|
T RG]

En utilisant la Proposition 2.3.1, la preuve est compléte.

Preuve du Théoréme 2.3.2 A partir de (2.3), nous obtenons la décomposition suivante

AR C) g ARl ()

h3 (6, —-0) = —
nh? (O = 9) (0
f(”(e) E(f“)(e)) = EGa @) M (9))
726, 9@,
ht2+];

~ 2 -_—
126
Pour prouver le résultat, nous établissons que J; et J3 sont négligeables et que J, est asymptotiquement

normal et que fn(z) (6,,) converge en probabilité vers f ®(0)

£2(6,) — FP(0).

Pour le premier terme /;, on a

= ) - /70

T nh? ZG (Y) K (9 hy) nh? ZG(Y) K (9 hy)

al < ok sup |22 - 2] —
sek 16,09~ GOl mn

Rappelons que

:‘” - % = 0(@mm2)

(voir la preuve du lemme 2.5.2) et puisque

50



Chapitre 2. Estimation du mode pour des données doublements tronquées

4L§}”W9h> (DD (6),— (FHD(O)

nh? ¢
=1

ici ()M ()représente la dérivée premiére de la fonction de densité f*(.)des données observées, qui

n'est pas nécessairement €gale a z€ro au point 6, qui nous permettent de conclure que J; est négligeable.

Nous énongons maintenant les résultats suivants pour /5 :

E[ﬂn(e)]:n;fz f G(uf fWdu

= hizf K® (%)f(u)du

_ % f KD @) (O — rh)dr

En intégrant par partie, on obtient
EfP@)] = [ K0Ir®(0 - rhyar

Par le développement de Taylor de f(P(.), (A1),(A3) et la définition du mode, nous obtenons

/nh3 E|f )] = /nh7 j r2K (1) f®(§)dr

avec 0 entre 6 and @ — rh, par (A3), (A4) on conclutque J3; — 0 qgd n — o

Enfin, pour énoncer la normalité asymptotique de J,, nous devons prouver que

Var[],] = aaf((:))f[l((l)(r)]zdr as n — oo,

Notez que

1 6 —
Var[J,] = nh® Var 026( )K(l)( hy>]

b E [h_zml((l) (9 ;y)r _ i3 { hcz G(l )K(l) (9 - )’)l}
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=11+12

D'une part, le caractere négligeable de /5 donne I, — 0 qd n — oo.

D'autre part, en changeant de variable, nous pouvons écrire

I = f %[K(l)(r)]z f(0 —rh)dr

puisque G (. )est continue, nous avons sous (A1), (A3), et (AS)

_af(6)

1= 10) [K(l)(‘r‘)]zdr+0(1) as n — o

Ce qui donne le résultat.

La deuxiéme étape, c’est de montrer la condition du théoréme de Berry-Esséen qui est :
= 3
(1 (1
> E||iP@ - eGP @] | < oo
i=1

Pour plus de détails voire Chow et Teicher (1997) page 322.

On pose :

1=n&ﬂm= n (P 0) - E|£P0)
= 2 Fa® = [ (10 [0 0]

a 1 0-Y;
Ri,n(e):m{G(Yi)K(l)< A )—E .

En appliquant la C, — inégalité (Loéve, 1977, page 155)on a :

)

T+ el ()

Les deux termes a droite de 1’inégalité sont finis sous les hypothéses (A1) — (43), alors

o <oy e 13

n
]2 = ZRi,n(B) <
i=1
On conclut que J, est normalement distribuée.
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Complétons maintenant la preuve du théoréme 3.2. en montrant que fn )(Hn) converge en probabilité

vers le nombre réel f)(8).

Nous avons pour # suffisamment grand

120 - @@ < sup A2 0) = FO| +[f @6, - @ (0)]

avec 6, est compris entre 8,, et . On observe que :

f,f”(y)—fm(y):{hiz f K (2= )fn(t)dt—— f ke )f(t)dt}

+{h12 fK(Z) (yh )f(t)dt— (y;t)f(z)(y)dt} T+ T,

Par le développement de Taylor, l'intégration par partie et les hypothéses (A1), (A3), (Ag) et (A7) on

obtient

Tl <3 =) = f =) [ KO@ar

< suplf, )~ f )| [ KO @ar
yEQ

1
En utilisant la Proposition 2.3.1., |T;| = O | max ((%)2  h? )

D'autre part, sous les hypothéses(A43), (A5) et en intégrant deux fois par partie, on a

1
hZ

:hizjK(yT_t)f(z)(t)dt—jK(yT_t)f@)(t)dt

En utilisant le développement de Taylor, nous avons

T, =

K(Z)( )f(t)dt— f (yh_t>f(2)(t)dt

|T,| < hfr K@)

= 0(h)
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ol r*estentre y —rh et y.Par conséquent, la continuité de f®(t) assure la convergence presque
stire £ (8,) vers f®(0). En outre, en raison de la convergence en probabilités de fn(z) (y) vers

@ (y) sur Q. On conclut que fn(z)(én) converge en probabilité vers le nombre réel f@(0) # 0. Ce

qui met fin a la preuve.
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Chapitre 3 :

Estimation du mode conditionnel pour
des données doublement tronquées

3.1. Introduction

Soit X une v.a.r. pour tout x, on note par f(./x) la probabilité conditionnelle de Y sachant X = x.

Pour tout y,

f(xy)
1(x)

fO/x) =

avec f(x,y) est la loi conjointe du couple (X,Y) et [(x) est la densité marginale de X.

Nous supposons que f(y/x) a un mode unique 6(x), et le mode conditionnel de Y sachant X = x,

est définit par :

0(x) = argmax f(y/x) .
y€ER

L'estimation du mode conditionnel a une longue histoire et a été étudiée par de nombreux auteurs
dans la littérature statistique. Par exemple, (Parzen, 1962) a établi la consistance faible et la normalité
asymptotique pour le cas i.1.d. et la consistance forte a été obtenue par Nadaraya (1965) et Van Ryzin
(1969). Eddy (1982) a dérivé la normalité asymptotique sous des conditions plus faibles que celles
imposées par (Parzen, 1962), voir aussi Eddy (1982). Chernoff (1964) a étudié l'estimateur du mode
défini comme le centre de l'intervalle qui contient le plus d'observations. Collomb et al. (1986) ont
¢tudié la consistance asymptotique de I'estimation du mode conditionnel par le noyau et donner un

apercu des situations ou l'estimation du mode conditionnel par le noyau n'est pas possible.

Samata et Thavaneswaran (1990) ont montré que l'estimateur a noyau de la fonction de mode

conditionnelle est cohérent et asymptotiquement normalement distribué.
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Ezzahrioui et Ould-Said (2005) considerent I'estimation du mode conditionnel lorsque les covariables
prennent des valeurs dans un espace de fonctions abstraites et montrent que, sous certaines conditions
de régularité, l'estimation du noyau du mode conditionnel est asymptotiquement normalement
distribuée, sous le modele de troncature a gauche Ould-Said et Tatachak (2007) ont construit un
estimateur a noyau non paramétrique de la fonction de mode conditionnelle pour le modele de
troncature gauche et a établi le taux de cohérence uniforme forte de I'estimation ainsi que la normalité
asymptotique du mode conditionnel. Vieu (1996) a obtenu un taux de convergence pour les
estimations locales et globales de la fonction de mode. A notre connaissance, le probléme de
l'estimation de 1'estimateur du mode conditionnel dans le cadre d'un modele a double troncature n'a

pas été abordé dans la littérature statistique. C'est 1'objet central de ce chapitre.

La seule chose que nous pouvons voir a cause de la double troncature aléatoire est (X*,Y™*) quand
U"<Y*"<V"ou (U% V") sont également observés. Au contraire, lorsque U* < Y* < V™ n'est pas
respecté, on ne voit rien. Nous supposons que les temps de troncature, comme il est d'usage avec la
troncature aléatoire, sont indépendants de (X*,Y*). Soient (Y, X,, Uy, V1), ..., (Y, X, Uy, V) étant
1’échantillon observé, il s'agit de données iid ayant la méme distribution que (X*,Y*,U*,V*) avec
Ur <y <ve.

Dans la configuration doublement tronquée, cette probabilité relative d'observer (X*,Y*) = (x,y)
est donnée par G(y) = P(U* <y < V"), depuis (X*,Y*) et (U*,V*) sont indépendantes. Cette
fonction G peut €tre estimée a partir des données par les principes du maximum de vraisemblance

voir l'algorithme itératif de Moreira et de Ufia-Alvarez (2012).
Pour toute distribution W désignent les extrémités droite et gauche de son support par

a,, =inf{t:W(t) > 0} et b, = inf{t: W(t) = 1}.
Soit H; (u) = H (u,») et H, (v) = H (—,v) les distributions marginales de U * et V*
respectivement. Nous avons souligné que F et H sont tous deux completement identifiables si

et seulement si
aH1 S aF S aH2 and bH1 S bF S bHZ'

Soit F(./x) est la distribution conditionnelle de Y* sachant X* = x, et soit
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+ 0o

a(x) = P(U* <V <V*/X* = x) = f G(t)F(dt/x)

— 00

la probabilité conditionnelle de non troncature. On suppose que G(t) > 0. Soit F*(./x) la fonction

de répartition conditionnelle observable, tel que
F*(./x) =P(Y; < y/X1 = x)

ou

y
B(y/%) = an(x) f G () F; (dt /)

est I’estimateur de F*(y/x) :

y

F*(y/x) = a(x)™! f G(OF(dt/x)

—co
Rappelons que 1'estimateur de la probabilité conditionnelle d'absence de troncature est représenté par
bp -1

an=| | Ga(O (/)

est un estimateur de a, voir (Shen, 2010b).

E(y)=n"1YL, Iiy,<y) est la fonction de distribution empirique ordinaire de Y;, et

G,(t) = f H,, (du, dv)
{ust=sv}

est ’estimateur non paramétrique de G(t) = P(U* < t < V™) qui peut étre estimé par la méthode du
maximum de vraisemblance. K et H sont des densités de probabilités sur R et h,, est une suite de réels

positifs tendant vers zéro quand n tend vers I’infini.

H,(u,v) est ’estimateur non paramétrique du maximum du vraisemblance (NPMLE) de la
distribution conjointe H des temps de troncature, voir (Moreira et de Ufia-Alvarez, 2012) pour plus

de détails.
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Dans ce chapitre, nous présentons un nouvel estimateur et prouvons sa normalité¢ asymptotique et sa
convergence uniforme presque certaine. La section 4 contient divers résultats auxiliaires et leurs
preuves en plus des preuves des principaux résultats. En outre, 'approche du noyau est le fondement
de l'estimation fonctionnelle. La structure de ce chapitre est la suivante : un nouvel estimateur du
mode conditionnel a noyau pour le modele a double troncature est défini a la section 2. Les principaux

résultats et hypotheses sont présentés dans la section 3.

3.2. Les estimateurs

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats et définissons ensuite notre estimateur du mode.
Nous désignons par (U*, V") la paire de variables de troncature, avec une fonction de distribution
commune H, Y* n'est donc observé que lorsque U* < Y™ < VV* En outre, un vecteur de covariables
X* est naturellement attaché a Y™ et, , il ne sera disponible pour le chercheur que si Y n'est pas
tronqué. Compte tenu du fait que les données d'échantillonnage sont indiquées par
(X;,Y;,U;,V;),1 < i <n; étant donné que U* < Y* < V™ il s'agit de copies iid avec la distribution

conditionnelle de (X*,Y*,U*,V*) . On estime que (U*,V*) est indépendant de (X*,Y™).

Dans cet essai, nous supposerons que
ap = inf{t: F(t) >0} et by =inf{t:F(t) =1}
avec ag et bp désignent les extrémités gauche et droite de la distribution F.

L'estimateur a noyau de la fonction de mode conditionnelle de Y sachant X = x est définie par

0, (x) = argmax £ (y/x) 3.1)
y€ER
avece
fuly/x) =2 o, 3.2)
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faly) = 223 G (X) T Ky (S

)1 (529 @3

et

() = Sy Ga XD K (57) (3.4)

Il convient de noter que l'estimateur 8, (x) n'est pas nécessairement unique et nos résultats sont
valables pour n'importe quelle valeur satisfaisant (3.1). Nous pouvons exprimer notre préférence en

prenant
0, (x) = inf {aF St<by : fult/x) = SuPb fn()’/x)}
apsys<bg

Quelques notations supplémentaires sont nécessaires pour formuler nos résultats, pour tous les

noyaux. K ; KU)désigne la dérivée d’ordre j de K, pour (i, j) € N?, soit

(i.j) 9+n
FP G y) = 2 f (),

etpour j =1,

ACQ i S LA —X; y—Y,
0,9 _
Ja J (x, y) = _ayf fn(x, y) h(z"'l) E Gy 1(y) K( - )LU) ( - )

Définir Q, = {x € R : [(x) > 0} et soit Q un sous-ensemble compact de Q .

Considérons maintenant les hypothéses de régularité suivantes :

3.3. Hypothéses et principaux résultats

(A1) la densité jointe f(.,.)est différentiable jusqu'a l'ordre 4 et
SUDy y|f(i'j)(x;)7)| <o ,pourl <i+j<4
(A2) FO2(x,y) et f@9(x,y) sont continués.

(A3) la densité marginale [(.) admet une dérivée second continue.
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(A4) K est une fonction continue et positive, [ tK(t) =0, [ tLD(O)dt =0 et

K(OLD() < o
(A5) K est lipchitzienne, différentiable et bornée et L est trois fois différentiable et bornée.

(A6) G(.) est continue en , f(./.) et G~1f(./.) sont deux fois continument différentiables.

Logn
nh?

(A7) La fenétre h,:= het h — 0 satisfait

— 0 et nh’” -0 gdn— .
(A8)L et L® sont lipshitizienne , u,(K) = [ t?K(t)dt < o, R(K) = [ K?*(t) dt < o,

up(L) = [t2L(t)dt < oo, R(L) = [L*(t) dt < o

Remarque 3.3.1. En gardant a I'esprit que L a des variations limitées, sa premiére dérivée LD est

. , c 2 .
intégrable, et par conséquent, K(.)L((.) est intégrable. En outre, [K (.)L(l)(.)] est également
intégrable, ce qui garantit l'existence du terme de variance asymptotique. Voici un exemple de noyau

K qui satisfait la condition (A4) :

2

K(x) = ﬁ(z —x)e T

Notre premier résultat est la convergence uniforme presque slire avec un taux d'une densité de
probabilité conditionnelle, comme indiqué dans la Proposition 3.3.1, et le deuxiéme résultat concerne
la convergence uniforme presque siire de l'estimateur du mode conditionnel, comme indiqué dans le

Théoréme 3.3.1.

3.3.a. La consistance

Afin d'analyser les propriétés asymptotiques de notre estimateur, nous introduisons l'estimateur

artificiel basé sur la vraie valeur de I'échantillon.
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faGoy) = %i ek () L () (3.5)
i=1

Proposition 3.3.1 Supposons que les hypothéses (A1)- (A5) sont vérifiées alors,

2 logn
SUPxeqSUPap<y<bp |fn (Y/x) - f(y/x)| = 0 {max e ,h

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses de la Proposition 3.3.1, si la densité conditionnelle

satisfait supyeqf @ (0(x)/x) < 0,0ona

) 1
ogn\4
g),h

suPreq|bn(x) — 6(x)| = 0{max (nhz
n

Remarque 3.3.2

L'hypothese de négativité uniforme sur la dérivée seconde de la densité conditionnelle dans le
Théoréme 3.3.1 implique ['unicité uniforme du mode conditionnel, c'est-a-dire :

Ve>03A>0,Vn:1 > R, supeqld(x) —nx)| = ¢

= supreal f(OX)/x) = f(n(x)/x) | = A

3.3.b. La normalité asymptotique

Supposons maintenant que la fonction de densité f(y/x) est uni-modale en 8(x). Alors, par
hypothése (A1) ona fM(0(x)/x) = 0 et nous supposons que f @ (8(x)/x) < 0.
De méme, nous avons

7 (0,00)/x) = 0 et {2 (8(x) /) < 0.

Si 6,,(x) est le mode de fn(l) (./x).

61



Chapitre 3. Estimation du mode conditionnel pour des données doublements tronquées

Nous obtenons a l'aide d'un développement de Taylor au voisinage de 6(x)
D (0n(0)/x) = FPOC)/2) + (0200 = 0()) 1P @) /%) = 0
ot 8,(x) estentre 8,(x) et B(x) eten utilisant (3.5) on peut écrire

2(0,1)
B,(x) — 6(x) = - o (x,6) (3.6)

702 (%,0000)

Nous montrons que le numérateur dans (3.6), est asymptotiquement normalement distribué et que le
dénominateur converge en probabilité vers £ (x, 8(x)). Afin de prouver la normalité asymptotique

de 6,,(x) Le théoréme suivant énonce le résultat.

Théoréme 3.3.2 Supposons que les hypothéses (A2), (A4), (A5), (A7) et (A8) sont vérifiées.

Alors, on a
(nh* )2 (6,00 = 600)) = N(0,02(x))

L
avec — indique la convergence en loi,

o2(x) = a*f(x, G(x))f Ko@) [L(l)(s)]zdrds

R2 G (7”)

Théoréme 3.3.3 Sous réserve d'hypothéses (A4), (A5), (A6) et (A8) quand n — o on a,

h?
E(fa (/%)) = f(y/x)+ .Uz() f(y/x)+ #z(L) f(y/x)+0(h2) (3.7)

aG) ' f(y/x)RK)IR(L) ( 1 )
+0(—
h2

Var(fn (Y/x)) = nhzf(x)

(3.8)
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Le théoréme 3.3.3 montre que la double troncature n'influence pas la variance et le biais. Nous nous

intéresserons maintenant a l'erreur globale de f, (y/x), celle-ci peut étre mesuré par ’erreur

quadratique moyenne MISE.

En ajoutant la variance (3.8) au biais quadratique (3.7) on obtient l'erreur quadratique moyenne

asymptotique

MSE = [E(f, /%) = /0] + Var(f, (v/x)

= [ ) 2 £ 010 + a0 s f ()] + LRLEERD) (3

L'erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) est obtenue en prenant la double intégrale par rapport
a x et y de l'erreur quadratique moyenne pondérée (MSE) formée par le produit de (4.9) avec f(x),
sous régularité, nous avons a partir des résultats précédents l'expression asymptotique suivante :

1
—5 A (3.10)

MISE = A1h4 + A2h4 - A3h4 +—
avec
12

1 [ 02
=2 j J 1o (K)? | == F (/)| fGx)dxdy;

12

1 [ 0°
-2 j J k(L 55 f /0| fGdxdy;

h? h? 02
A3=ff ( () 2 f(y/ ))( o (L) 5 f(y/x))f(x)dxdy,

4, zf f(y/x)R(K)R(L)f(x)dxdy;

nh3f(x)

En différenciant l'expression (3.10) et en la fixant a zéro, on obtient la largeur de la fenétre optimale
asymptotique :
1/7

f/x)R(K)R(L) n-1/7,

K)? 0" ’ L)? 0" ’
@ (a2 [ 0] + w2 s )

huise =
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3.4. Résultats auxiliaires et preuves

Lemme 3.4.1 Sous les hypothéses (A3), (A4) et (A5) ona

N logn
supxeg|ln(x) — l(x)| = 0| max ’ 2  h?

Preuve  on définit [,(x) = Z—Zﬂél z (1X‘) K (x_hxi)

On a

Supxeﬂlzn(x) - l(x)l < Supxeﬂlzn(x) - E(zn(x))l + SupxeﬂlE(zn(x)) - l(x)l

En utilisant le développement de Taylor, nous avons sous les hypotheses (A3) — (45)

SupxeﬂlE(Zn(x)) - l(x)l = 0(h?)

De plus, I'hypothése (A1) fournit une preuve similaire a celle de la Proposition 3. 3.1 ce qui donne

o o Logn 1/2
supxeﬂ|ln(x) — E(ln(x))| =0 ( —Z ) p.s n— oo

Ce qui permet de conclure la preuve.

Lemme 3.4.2 Sous les hypothéses (A4 ) et (A5) ona

SUPreqSUPapsy<hp |[n(6.¥) — f, )| =0(R*) ps n—ow
Preuve
On définit  V, = SupreqStPapsysny |fn (. ¥) — F(x, )]

On a,

fuley) = f0y) = % ffo k(= _hXi) (X Y") By (du, dv) — F(du, dv]
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En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient par intégration multiple par parties

+o0
1 x —X; y—Yl ~
Vo = Subrensupageyeny |2z || K (F5) 1 () Bl o)

— [ k(5D () Fanav

1 +o0 ~ +o0
< Supxeﬂsupapsysbp ?ff |Fn(xf y) - F(x' y)l [ff |K(r)L(s)|drds]

En utilisant le résultat de Moreira et al. (2021) et les hypothéses (A4) and (A5) nous obtenons le

résultat.

Preuve de la "Proposition 3.3.1 il est simple de voir qu'en utilisant la décomposition classique

SUPxeqSUPap<y<bp |fn (y/x) - f(y/x)|
1

<——
infreafn (x)

+ Supxeﬂsupapsysbp |fn(x) - f(x)”’

{SupxeﬂsupaFSyst |fn(x’ y) — f(x, )’)l

Une application du lemme 3.4.1 et du lemme 3.4.2 et les hypothéses (A4) —(A5) nous permet de

conclure.
Preuve du Théoréme 3.3.1
Ona
supxeal (B () /x) = F(8(x)/ %))
< suprea|f (n(x)/x) = fu (60 () /x)| + suprea|fu(6n(x)/x) — F(6(x) /)|
< SUPxeSUPagsysvy |fn /%) = F (/%)

+ Supxeﬂlsupapsysbp fn (y/x) — SUPqp<y<bp f(y/x)l

< 2SUPreqSUPapsys<hy |fn /%) — F(/x)|
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Le développement de Taylor f(./x) au voisinage de 6(x) donne :

1

(0. 0/2) = FOG/0)] =5 (6,00 - 009) FP@C/)

ou O(x) est entre 8, (x) et 8(x).

Ensuite, par (A2) on a

SUPxeqSUPap<ys<by |fn /%) — f(y/x)|
f@O(x)/x)

SuPren|On(x) —0()| < 2 \/

En vertu de la Proposition 3.3.1, la preuve est complete.
Preuve du Théoréme 3.3. 2.

A partir de (3.6), nous obtenons la décomposition suivante

£(0,1) _ g0
VAR (8 — 60) = i 2 0C) = o 0 60)
702 (%,6.)
it (,000) = E[i" (x 000)]

+y/nh 7@ (,0,00)

E[f° (00))]
0% (x,0,(0))

_ ht]+]s
702 (x,8,())

+/nh*

(3.11)

Nous établissons que les numérateurs des termes J; et /3 sont négligeables, et celle de J, est

normalement distribuée.

Outre la probabilité que le dénominateur finisse par converger en probabilité vers la valeur

£OD(x,0(x)).
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Pour le premier terme J; , on a

Jnkt (FO0(x 60) - 700 (x 6())

nh* G:_&)_%|2K<x—h&)ll(l)<9(x)h—n>

< ——su
nh3 pXEQ

Gardez a l'esprit que supyeq Ga—g‘x) - % =0 {\/%} a.s (Moreira, de Ufia-Alvarez2012).

En utilisant la méthode habituelle du noyau, en ajoutant et en soustrayant l'espérance de
C X 6(x) -,
oy Y e (2 o (=1
(nh®) 2, - -
1=

Nous pouvons prouver que ce terme converge vers la fonction limitée f(*1 (x, H(x)) et conclure

que J; est négligeable.

Nous passons maintenant a J3, qui est défini comme suit.

Lemme 3.4.3 Sous réserve d'hypothéses (A1), (A4), (A5) et (A7),ona
J3—0 as.qd n— o

Preuve. De

n
~ a x —X; y—Y;
10 00) = 15 D, 6007 K (=) ()
i=1

nous obtenons

= e eeoen] = 5 [ g (0 (P e
R2

"~ nh3

= Wf K (u) HD <9(x)T_v)f(u, v)dudv
R2
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Intégration par parties et utilisation d'hypothéses (A1) et (A4) et en utilisant le développement de

Taylor de f @V (x — rh,,, 8(x) — sh,) autours de (x, H(x)) a 'ordre de h3, nous obtenons

= 0(nh?).

Lemme 3.4.4 Sous réserve d'hypothéses (A1), (A4) et (A5)

Var(J,) — a*f(x, H(x))f ) (L(l)(s))zdrds gd n— oo

R2 Gz(r)

Preuve.

Var(J,) =Var< ZG 1(Y)K( )Lm (%))

o’ 1 x —X; 6(x) —
=t {GZ(X ) ( )(Lm) ( )}
a1 x—X; 0(x)—Y,
“aret {G(Xl) K ( h ) Lo < h )}

= Upp + Uzy

- :_hzz_ﬂ Ic(zg% (L(l))zf(x —rh, 0(x) — sh)drds

hz f(x 0(x)) ﬂ GZET; (LD)*(s)drds +0(1)  as n— oo

De plus, par le lemme 3.4.3
Upp=J2—>0 as n— oo,
D'une mani¢re ou d'une autre, cela permet de conclure.

Nous nous concentrons maintenant sur le dénominateur dans (3. 11). Quand 8,,(x) converge presque

stir vers 0(x); sa consistance sera établie si I'on prouve
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Chapitre 3. Estimation du mode conditionnel pour des données doublements tronquées

Lemme 3.4.5 Sous réserve d'hypothéses (A4) , (A5), (A7) et (A8)

SupaFSypr

RP @y -2y =0 ps. qd n— .
Preuve. On a
£y =D )| < [A0P o) = FOP | + [F0P ) = FOD ()

=Y1a(x,y) + Von(x,y)

Pour y; ,(x,y) ona:

£(0,2 >(0,2
SUPgp<y<bp £O0P(x,y) — £O0P(x, y)|

n
1 x — X; Y=Y\ an @
- o K( l) L(Z) ( ) —
Supap_y—bF nh4 Z h h Gn (J’) G(J’)
1=
< 1 an @
= R SUPap<y<bp G, ()/) G(y)

Comme indiqué dans (Moreira et de Ufia-Alvarez, 2012), Ga(’;) - %y) — 0 gd n — oo, sous les
hypotheses les (A4) et (A5) on obtient y; ,,(x,y) — 0.
Pour y,n (%, y) :
C X Y,
7(0,2) 0,2 __“ X2\, (Y — L 0,2
2P y) - FOD ()| = WZK(T> 1 (X2 - 109, y)
l=

en intégrant par parties deux fois par rapport a la deuxiéme composante et en utilisant un changement

de variable, il s'ensuit que

Yon(x,y) = f

. K (x ; u) L@ (y _ v) f(u, v)dudv — f©?(x,y)

h
= f K(@)L(s) {fOP(x —rh,y — sh) — f©?(x,y)}drds
R2

En utilisant le développement de Taylor au voisinage de (x, y) on obtient
[y2n ()| < [K@LE{rf P& ) + sf O (x, )} |drds,
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Chapitre 3. Estimation du mode conditionnel pour des données doublements tronquées

(x,y) estentre (x,y) et (x —rh,y — sh) , avec les hypothéses A1 et (A8), il s’ensuit que

Vz,n(x' y) - O~

La derniere étape de la démonstration du théoréme 3.4.2 consiste a montrer la condition de Berry-

Esséen pour J,. Ainsi, compte tenu de (3.11)

On pose

2= Zn: Lin(x,y)
i=1

ou
G y) = o 7O (3, 060) — E[f (x,600)])
- — nh4{ 1(Y)K( hX)H(1)<—9(x)h >
—Ekﬂauxﬁ;fme<ﬁ%§ﬁﬂ}:
a _ x—X; o(x) - Y;
:ﬂﬁ%lmﬂ@wﬁ”mGﬁrﬂ

_F [ 1(1@1{( hX )Htl) <9(x)h_ Yl)]} (3.12)

Sous les hypothéses (A1), (44), (As) et (A7) nous montrerons que
3
1 E (|Nney))’) < o

Application de la C, —inequality (voir Loéve, 2017), on a,

e e

3
(h2)3 {‘ [“G 1(Y1)K( th)H“)<w>

Les deux termes espérances en (3. 13) sont limités en vertu de (A1), (A4) and (A7) ,ona

|

I. (3.13)

‘L E (|Fi,n (x, y)|3) = 0(1). Ceci compléte la preuve du Théoréme 3.3.2.
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Chapitre 3. Estimation du mode conditionnel pour des données doublements tronquées

Preuve du Théoréme 3.3.3 en appliquant le lemme 2 dans Hyndman et al. (1996)

Lo () L ()

T E G 0K ()

an

E(fiy/x) =E|%

On peut l'estimer par

B [ i 600 K (57 1 ()
E[Zz 161K ()]

Le moment du dénominateur se compose de

o[ i (5] - o (5

a ~ h?
= ;Gn(yi) ! [f(x) + 7#2(1{)]”'(96) + O(hz)l

Le numérateur est le suivant

h2

(52 ()

X h? 0°
= G K hl)f@ﬁ0+ b (1) 5 _ﬂmw>+OMﬁ]

En appliquant une seconde fois la formule du moment, on obtient

th Y)TE K (— 1) [f(y/x)+h72uz(L);—;f(y/x)+0(h2)”
hZG (V)™ 1E[K< )Q(x,y)]
th L (Y)E [K( )Q(x,y)]

h? K
=%%%OU*P@W@UO+EWADEFUOMwa)+qm4
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o« ()1 h? L ik h? K 02 v
=2 DTG |f (/%) + 5 pa( )a—yzf(y/x) + 5w (K)f () o5 f(r/2) + o(h™)

e - , 1 1 o)
Utilisation du résultat —==-+=+40(6%)
6+s s s

Nous obtenons

o h? ik h? 2
E(fn 0/%) = fly/x) + ?Hz(K)ﬁf()’/x) + 7#2(L)a—yzf()’/x)

+ 0(h?)

Hyndman et al. (1996) permet d'approximer la variance de f, (y/x) par

Var [%E?:l G (V) K (x _hXi) L (y 71 Yl)]

e B .00 ()

Var(fo (v/2)) =

Le numérateur donne

Var

tn oo =Xy v =Ya| | @?G() () f(r/0RUORL)
o> 6007k (L) -

L'approximation du dénominateur donne

n
3" 00k ()
l=

@G, () (x)
B n

E? +0(h?)

Alors,

Var (i yy) = LLLIRIORD) (1

nh3f (x) nh?

Ce qui met fin a la preuve du Théoréme.
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Conclusion et Perspectives

L'objectif principal de cette these était de proposer un nouvel estimateur de la fonction mode simple

et conditionnel, et qui sont observée lors d'une double troncature.

Nous avons présenté deux modéles simulés (cas de décroissance exponentielle et cas de queue lourde)
et étudié le comportement sur un échantillon fini. Il a ét¢ montré qu'en général, la normalité
asymptotique est fortement conservée, qui est connue pour €tre une question importante mais

délicate.

Le présent document ne traite pas des procédures de sélection pour le choix du paramétre de lissage.
Il s'agit d'un sujet susceptible de faire 1'objet d'études futures. De méme, les cas de petits échantillons
reposent sur l'utilisation d'estimateurs robustes, ce qui n'est pas le cas de la présente étude, et pourrait
étre envisagé dans nos travaux futurs. La littérature contient également des approches semi-
paramétriques pour estimer la fonction de densité en cas de double troncature, voir par exemple
Moreira et de Ufia-Alvarez (2012). Ainsi, dans nos recherches ultérieures, nous étudierons le
probléme de l'estimation du mode lorsque la distribution est supposée appartenir a une famille
paramétrique donnée. On peut également envisager d’étendre cette étude au cas de données alpha-

mélangeante.
Evidemment, il reste beaucoup de questions sans réponse. D’autres questions ouvertes peuvent étre

abordées suite a notre travail, comme par exemple, faire une étude comparative avec les travaux sur

le mode et mode conditionnel, qui permet de choisir le meilleur prédicteur.
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Annexe A : Quelques outils de probabilités

Nous rappelons ici quelques définitions et théorémes utilisés tout au long de cette these.

A.1. Convergence en probabilité :

Définition A.1 :Soit (X, X,,),n = 1 une suite de variables aléatoires réelle, définies sur le méme
espace de probabilité (Q, F, P). La suite (X,,) converge en probabilité vers X si :

Ve >0, lim P(|X,—X|=¢)=0.
n—ooo
A.2. Limite d’un produit

Proposition A.1 : Soient X,,, Y, deux suites de variables aléatoires réelle.

Si X, — X ,Y, — Y en probabilité, alors X,,.Y;, — X.Y en probabilité.

A.3. Convergence presque siire

Définition A.2 : La suite (X,,) converge presque sirement (p.s) vers X, si

P{w  lim X, (w) = X(w)} -1

A.4. Convergence en loi
Définition A.3 : La suite (X,,) converge presque sirement (p.s) vers X, si et seulement si, pour

toute ¢ mesurable, bornée,

lim E(¢(x,) = E(¢(0).

A.5. Théoréme de la limite centrale
Théoréme A.1 : Soit (X,,) un échantillon iid d’une loi de moyenne m et de variance a2. Alors :

X-m _ Sp—nm oi

Loi
- ~="—N(0,1).
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A.6. Inégalités exponentielles

Théoréme A.2 (Talagrand, 1996) : Si €4, €3, ...., €, sont nv.a.r.i.i.d et si Hest une
VC-Classe mesurable et uniformément bornées de fonctions telle que

U = sup||f|l. et 6* = sup Var(f(gy))
feF feF

ou o et U sont des nombres réelles vérifiant 0 < @ < U. Alors, il existe des constantes C et K, ne
dependant que des caractéristiques de A de la VC- Classe telle que :
D Ifedl - Ef(en)

p L (1+ w )}
sup og
fer | & KoVt

Vi=C fLog(%)I/;l ouV, =cvn+U /Log(%).

Lemme A.1 : (Borel-Cantelli) Soit A, une suite d’événements Si :
Y1 P(A,) < alors P(limsupA4,) = 0.

n
t

KoU

> t}SKO exp{

On suppose maintenant que les événements A,, sont indépendants. Si :

Y1 P(A,) = +o0 alors P(limsupA4,) = 1.
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Résume

Le phénoméne de la double troncature simultanée a gauche et a droite apparait dans divers domaines, tels
que la recherche médicale et I’économie. Le probleme de l'estimation de la fonction de mode ou du mode
conditionnel pour ce type de données n'a pas été¢ abordé¢ dans la littérature statistique. Dans cette thése, nous
proposons un nouvel estimateur a noyau du mode dans le cadre d'un modéle aléatoire doublement tronqué.
Nous établissons la forte consistance avec un taux de convergence pour l'estimation proposée et indiquons
sa normalité asymptotique. Une étude de simulation est réalisée pour illustrer et évaluer le comportement sur
un échantillon fini de l'estimateur proposé. L'estimation non paramétrique de la fonction du mode

conditionnel pour les données sous double troncature est aussi étudier dans cette thése.

Abstract

The phenomenon of simultaneous left and right double truncation appears in various fields, such as medical
research and economics. The problem of estimating the mode function or the conditional mode for this type
of data has not been mentioned in the statistical literature. In this thesis, we propose a new kernel estimator of
the mode in the framework of a doubly truncated random model. We establish the strong consistency with a
convergence rate for the proposed estimate and indicate its asymptotic normality. A simulation study is
performed to illustrate and evaluate the behavior on a finite sample of the proposed estimator. The
nonparametric estimation of the conditional mode function for data under double truncation is also studied in

this thesis.
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