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Introduction

Les problémes de contact avec ou sans frottement impliquant des corps déformables sont
trés fréquents en industrie ainsi que dans la vie de tous les jours. Le contact du piston
avec la chemise, de la roue sur la piste d’atterrissage d’un avion et d’une chaussure avec
le sol ne représentent que trois exemples parmi bien d’autres. Compte tenu du fait que
ces phénomenes jouent un roéle important dans les structures et les systémes mécaniques.
Accompagnés de phénomeénes physiques et de surface complexes, les processus de contact
sont modélisés par des problémes aux limites non linéaires, tres difficiles. La considération
des différentes conditions de contact et de frottement associées a des lois de comportement
de plus en plus complexes conduit a des modéles nouveaux et non standards, exprimés a
I’aide des inéquations variationnelles d’évolution. Des progrés importants ont été réalisés
récemment dans ’analyse variationnelle et numérique de ces modéles.

Située au carrefour de plusieurs disciplines scientifiques, la caractéristique principale de
la modélisation mathématique en mécanique du contact est la fertilisation croisée entre
les modeéles mécaniques et les applications dans les sciences de l'ingénieur, d’une part, et
I’analyse mathématique et numérique, d’autre part. Les recherches dans ce domaine sont
motivées par des possibilités importantes d’applications dans différents secteurs industriels
(notamment dans l'industrie métallurgique et l'industrie de ’automobile) mais aussi dans
le géni civil et la médecine.

Outre les probléemes cités ci-dessus, il y a d’autres phénomeénes réels et qui sont tres
importants tels que ’endommagement du matériau et ’adhésion des corps. L’endommage-
ment est un phénomeéne trés important en ingénierie, car il affecte directement la structure
des machines. Il existe une littérature abondante sur ce sujet. Des modeles introduisant

I'influence de 'endommagement interne du matériau ont été investi mathématiquement.
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Des modeles de 'endommagement ont été développés dans [19,20] a partir du principe de
la puissance virtuelle. L’analyse mathématique des problémes aux limites en dimension un
peut étre trouvée dans [21,22]. La fonction d’endommagement varie entre 0 et 1. Quand
£ =11l n’y a pas d’endommagement dans le matériau, quand S = 0 le matériau est com-
plétement endommagé, quand 0 < [ < 1 'endommagement est partiel. Les problemes de
contact quasistatiques ont été investi dans [21, 23, 24, 40]. Dans cette thése la relation utilisée

pour modéliser 1’évolution du champ d’endommagement est la suivante

% — kAB + 0Tk (8) 3 S(e(u), B),

ou K est I'ensemble des fonctions test admissibles d’endommagement, S étant la fonction
source de ’endommagement.

Un autre phénomeéne sera considéré dans cette thése, ce phénoméne a recu récemment une
trés grande attention dans la littérature mathématique. L’analyse des modeles de contact
avec adhésion peut étre trouvée dans [2,3, 10,11, 13,16, 24, 28]. La nouveauté dans tous ces
articles est l'introduction d’une variable interne de surface, le champ d’adhésion noté par
« décrivant l'intensité d’adhésion sur la surface de contact. Le champ d’adhésion satisfait
la restriction 0 < a < 1, quand o = 1 au point de la surface de contact, 'adhésion est
complete, quand a = 0 il n’y pas d’adhésion. Quand 0 < a < 1 'adhésion est partielle.
Nous renvoyons le lecteur & une bibliographie abondante sur le sujet dans [38, 41].

La condition de contact sans frottement est utilisée dans un certain nombre de références
pour simplifier I’analyse de certains modeéles. La loi de frottement la plus populaire utilisée
dans la littérature est la loi de Coulomb, formulée pour la premiére fois par Amontons en
1699. Exprimée en termes d’inégalités. Diverses versions dépendantes de la loi de Coulomb
ont également été largement utilisées a la fois dans la littérature technique et mathématique,
comme expliqué dans [51].

Dans la science des matériaux, 'usure des surfaces désigne le phénomeéne de dégradation
des couches superficielles d’un solide sous I'action mécanique du milieu extérieur. L’ usure
dans les systémes coulissants est souvent trés lente mais persistante, continue et cumulative.
Les aspérités sous de fortes contraintes de contact peuvent se déformer plastiquement ou
se briser. Dans le premier cas, la morphologie de surface change et, par conséquent, la

contrainte de contact normale et la traction de frottement sont affectées. Celles-ci peuvent
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étre incorporés dans un coefficient de frottement qui dépend de I'histoire du processus de
contact. Dans le second cas, lorsque les aspérités se rompent, les surfaces s’usent, les débris
sont produits et la structure de surface change avec le temps. Ceci doit étre pris en compte
si le comportement a long terme du systéme doit étre prédit de facon réaliste.

Pour modéliser I’'usure des surfaces de contact nous introduisons une fonction d’usure, qui
tient compte de la profondeur, dans la direction normale, du matériau retiré. Par conséquent,
elle rend compte de la variation de la géométrie de surface et représente la quantité cumulée
de matériau éliminé, par unité de surface. Cela conduit a la forme de la loi d’Archard sur
I'usure superficielle. Une partie de nos travaux a été consacrée a 1’étude de ce type de loi,
pour un contact avec compliance normale.

Les matériaux piézoélectriques ont été découverts au début du siécle par les époux Curie.
Ce sont des diélectriques particuliers qui permettent de transformer 1’énergie de déformation
¢lastique en énergie électrique, et inversement. Plus précisement, la piézoélectricité est la
capacité de certains matériaux a se polariser lorsqu’ils sont contraints mécaniquement, la
charge apparaissant & leur surface étant proportionnelle a la déformation engendrée. L’ef-
fet piézoélectrique inverse est l'obtention d’une déformation par application d’'un champ
électrique.

Les matériaux piézoélectriques sont trés nombreux. Le plus connu est sans doute le
quartz, toujours utilisé dans les montres pour générer des impulsions d’horloge. Mais ce
sont des céramiques synthétiques, les PZT (plomb, zirconate, titanate) qui sont le plus
largement utilisées aujourd’huit dans I'industrie.

De maniére plus générale, I'effet direct peut étre mis a profit dans la réalisation de cap-
teurs (capteur de pression etc.) tandis que l'effet inverse permet de réaliser des actionneurs
(injecteurs & commande piézoélectrique en automobile, nanomanipulateur).

L’utilisation de la piézoélectricité a explosé ces derniéres années et est en pleine expan-
sion. La capacité de ces matériaux a convertir ’énergie mécanique en énergie électrique et
vice versa est une valeur inestimable pour les transducteurs acoustique, ’échographie mé-
dicale, et pour la haute précision des pompes et des moteurs. Des performances piézoélec-
[4

triques élevées ont également ouvert de nouvelles possibilités de “ récupération d’énergie”,



Introduction

en utilisant le mouvement ambiant et les vibrations pour produire de I’électricité ou les piles
ou autres sources d’énergie sont impraticables ou indisponsables [5, 15].

L’objet de cette thése est 'étude de quelques problémes aux limites de contact, avec ou
sans frottement, entre un corps piézoélectrique déformable avec mémoire longue et une fon-
dation qui peut étre se déplace avec une vitesse constante (un tapis roulant, par exemple).
La fondation est déformable et réactive. Nous nous placons dans le cadre des petites défor-
mations et nous étudions des processus quasi-statiques et dynamiques pour des matériaux
électro-viscoélastiques, électro-élasto-viscoplastiques et thermo-électro-viscoélastiques, res-
pectivement.

Cette these est organisée en deux parties que nous allons briévement décrire afin de
faciliter sa lecture.

La premiére partie de ce travail est consacré aux résultats préliminaires dont nous
avons besoin pour I’étude des problemes de contact considérés dans la deuxiéme partie du
manuscrit. Elle constitue la base de cette thése et comprend trois chapitres.

Le premier chapitre présente les espaces fonctionnels utilisés dans ’étude des problémes
variationnels considérés. Nous y abordons de facon succincte quelques rappels sur les espaces
C™, LP ainsi que sur les espaces de Sobolev et leurs principales propriétés, notamment les
théorémes de trace. Pour finir ce chapitre, nous présentons les espaces fonctionnels utilisés
en mécanique du contact.

Le deuziéme chapitre porte sur des éléments d’analyse non linéaire. Dans un premier
temps, nous commengons par quelques résultats sur les opérateurs fortement monotones
et de Lipschitz. Ensuite, nous rappelons quelques résultats sur les fonctions convexes no-
tamment les inéquations variationnelles elliptiques dont nous nous servons par la suite de
ce manuscrit. Puis, nous présentons quelques résultats fondementaux d’analyse fonction-
nelle dans les espaces de Hilbert ainsi que des résultats sur les équations et les inéquations
variationnelles d’évolution. Pour cloturer ce chapitre, nous rappelons les lemmes de type
Gronwall utilisés dans les démonstrations d’unicité des solutions faibles et ’obtention des
estimations d’erreurs.

Le troisiéme et dernier chapitre de cette partie est basé essentiellement sur la modéli-

sation. Nous commencons par préciser le cadre physique, puis nous présentons les lois de
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comportement de nature électro-viscoélastiques, électro-élasto-viscoplastiques et thermo-
électro-viscoélastiques considérées dans les problémes de contact. Enfin, nous décrivons les
conditions de contact et les lois de frottement que nous employons dans les problémes de
contact envisagés.

Dans la deuxiéme partie, nous procédons a 1’étude des problémes de contact, sous di-
verses conditions de contact avec ou sans frottement entre un corps ( électro-viscoélastiques,
électro-élasto-viscoplastiques ou thermo-électro-viscoélastiques) et un obstacle assimilé a une
fondation peut étre mobile. Cette partie comporte quatre chapitres qui sont structurés de
la maniére suivante.

Le premier chapitre est consacré a I’étude mathématique d’'un probléme de contact avec
frottement pour des matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire longue dans un pro-
cessus quasi-statique. Le contact avec une base déformable et mobile est modélisé par une
compliance normale et usure. La formulation faible du probléme se formule comme un sys-
téme formé par une inéquation variationnelle par rapport au champ de déplacement, une
équation variationnelle par rapport au champ électrique et une équation différentielle du
premier ordre par rapport au champ d’usure. Nous établissons un résultat d’existence et
d’unicité de la solution. La démonstration est basée sur la théorie des inéquations varia-
tionnelles elliptiques et des arguments de point fixe. Pour finir ce chapitre, nous présentons
une approximation numérique de ce probléme de contact reposant sur une approximation a
la fois en temps et en espace, en utilisant respectivement une discrétisation temporelle uni-
forme et une méthode de type élément finis. A l'issue de ces discrétisations, nous donnons
un résultat sur ’estimation de ’erreur.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous proposons d’étudier un probléme similaire & celui
du chapitre précédent. La nouveauté réside ici dans le fait que 'endommagement du corps
est pris en considération et la base de contact est électriquement conductrice. Le probléme
se formule par un systéme qui comporte une inéquation varitionnelle par rapport au champ
de déplacement, une inéquation variationnelle du type parabolique par rapport au champ
d’endommagement, une équation variationnelle par rapport au champ électrique et une
équation différentielle d’ordre un par rapport au champ d’usure. Nous terminons ce chapitre

par un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. La démonstration se déroule
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en plusieurs étapes et repose notamment sur des arguments de la théorie des inéquations
variationnelles elliptiques et de point fixe. Le matériel présenté dans ce chapitre fait 'objet
de Darticle [34].

Dans le troisiéme chapitre, nous considérons un probléme de contact avec frottement,
compliance normale et adhésion pour des matériaux électro-élasto-viscoplastiques avec mé-
moire longue et une variable interne d’état dans un processus quasi-statique. Le probleme
se formule par un systéme qui comporte une inéquation varitionnelle par rapport au champ
de déplacement, une équation d’évolution par rapport au champ de variable interne d” état,
une équation variationnelle par rapport au champ électrique et une équation différentielle
d’ordre un par rapport au champ d’adhésion. Nous établissons et démontrons un résultat
d’existence et d’unicité de la solution. La démonstration est basée sur des arguments des
inéquations variationnelles elliptiques et des arguments de point fixe.

Dans le quatriéme et dernier chapitre de cette partie, nous considérons un probléme de
contact sans frottement avec compliance normale et adhésion pour des matériaux thermo-
électro-viscoélastiques avec mémoire longue et endommagement dans un processus dyna-
mique. Le probléme se formule par un systéme qui comporte une équation varitionnelle par
rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle du type parabolique par
rapport au champ d’endommagement, une équation variationnelle d’évolution par rapport
au champ de température, une équation variationnelle par rapport au champ électrique et
une équation différentielle d’ordre un par rapport au champ d’adhésion. Nous établissons et
démontrons un résultat d’existence et d’unicité de la solution. La démonstration est basée
sur des arguments d’équations variationnelles, un résultat classique concernant les inéqua-
tions paraboliques et des arguments de point fixe.

Nous terminons ce manuscrit par une conclusion et quelques perspectives concernant les

différents travaux effectués.
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Notations

Si Q est un domaine de R? (d = 2,3), nous notons par :

2

vy, Ur

ct(9)
D()

D'(Q)

T X

S ===

T &
8

v:Hy — Hrp

’'adhérence de Q dans R,

la frontiére de {2 supposée réguliére.

une partie mesurable de la frontiére I'.

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T;.

la normale unitaire sortante a I'.

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies
sur Q.

I’espace des fonctions réelles continment différentiables sur €.
I’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support
compact contenu dans (2.

I’espace des distributions sur €.

l'espace {u = (u;) | u; € L* ()} .

Vespace {o = (0;) | 0ij =0 € L*(Q)}.

I'espace {u € H |e(u) € H}.

I'espace {o € H | Dive € H}.

I'espace {ve€ Hy |v=0surl'}.

'espace {¢p € H' (Q) | ¢ =0sur I',}.

'espace {D € H | divD € L*(Q)}.

I'espace {9 € H' (Q) | ¥ =0sur I'; UTy}.

Vespace {E = (Eiju) | Eijii = Ejin = Ewij € L (Q)}.
I’espace de Sobolev d’ordre 1 sur ).

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I'.

Pespace Hz (I')*.

Pespace dual de Hz (I') .

Pespace dual de Hp = H—2 (T)*.

I’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, nous utilisons les notations suivantes :
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H? l'espace {x = (v;) | v; € H, i =1,d}.
Hxd Vespace{x = (v;;) | 75 = x5 € H, i,j = 1,d}.

(g le produit scalaire de H.

.|y la norme de H.
2H I’ensemble de toutes les parties de H.
H Iespace dual de H.

(., )iy le produit de dualité entre H' et H.

Uk la fonction indicatrice de K C H.

x, — x  la convergence forte de la suite (z,) vers 'élément x dans H.

x,— x la convergence faible de la suite (x,) vers I’élément = dans H.

L(H) I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, £ € N et 1 < p < +00, nous notons par

C(0,T;H) 'espace des fonctions continues sur [0,7] dans H.

| o.ar la norme de C (0,7 H) .
C'(0,T;H)  lespace des fonctions continiment dérivables sur [0,7] dans H.
B la norme de C* (0,T; H) .

LP(0,T;H)  lespace des fonctions u mesurables de (0,7") dans H

telles que fOT lu (t) |%,dt < +o0 avec les modifications usuelles

si p = +o00.
|lop.rr la norme de L? (0,7 H).
WP (0,T; H) 1espace de Sobolev de paramétres k et p.
| gt la norme de W*? (0, T; H) .
Pour une fonction f, nous notons par
f , f les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.
fi la dérivée partielle de f par rapport & la ¢ éme composante ;.
Vf le gradient de f.
e(f) la partie symétrique du gradient de f = 2(Vf+ V' f).
Divf la divergence de f.
of le sous-différentiel (classique) de f.

Si H' et H? sont deux espaces de Hilbert réels, nous notons par
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L(H' H?) I’espace des applications linéaires et continues de H! dans H?.

|- e a2 la norme de £ (H', H?).

Autres notations

liminf la limite inférieure.

S I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R? = R%*4,
1, le tenseur identité du second ordre sur R¢.

0, le zéro de R et celui de S¢.

c une constante générique strictement positive.

P-P presque partout.

ie identiquement égale.
Ty partie positive de r.
11, opérateur d’interpolation d’élément fini.

O(h)  pour tout constante ¢ > 0 indépendante de h telle que |O(h)| < ch.



Premiére partie

Préliminaires
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Cette partie, dans laquelle nous présentons les outils d’analyse fonctionnelle et des no-
tations de la mécanique de contact, contient trois chapitres. Dans le premier chapitre nous
faisons quelques rappels d’analyse comme, par exemple, un survol des propriétés fondamen-
tales des espaces de Banach, de Hilbert ainsi que les espaces de type Sobolev. En outre, nous
introduisons certains espaces fonctionnels pour ’électro-mécanique dont nous avons besoin
dans I’étude des problémes de contact que nous abordons dans le reste du manuscrit. Dans
le deuxiéme chapitre, nous présentons un bref rappel portant sur les opérateurs monotones
et les propriétés des fonctions convexes. Ensuite, nous passons en revue quelques résultats
concernant les équations et inéquations variationnelles qui seront d’une grande utilité pour
les démonstations. Dans le troisiéme chapitre nous nous intéressons a la modélisation des
problémes de contact. Nous y présentons les lois de comportement, les conditions de contact

et les lois de frottement que nous utilisons dans la suite de ce manuscrit.
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Chapitre 1

Espaces fonctionnels

Dans ce chapitre nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans cette thése.
Partout ci-dissous €2 est un domaine borné de R¢ (d = 2, 3), de frontiére I' Lipschitzienne,
c’est-a-dire que I' est représentable localement comme le graphe d’une fonction Lipschit-
zienne sur un ouvert de R%!, étant situé localement d’un seul coté de I'. Par ailleurs, nous
considérons deux décompositions de I', I' = I't Uy UT's et I' = ', UTy avec I N I'; = 0,

1 # j telle que I'y, I'y, '3, Ty et I', sont mesurables, et mes I'y > 0, mes ', > 0.

1.1 Rappels et compléments

Nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions & valeurs réelles et vectorielles.
Nous allons aborder les espaces de fonctions continues, contintiment différentiables et les
espaces LT, qui nous permettrons d’introduire les espaces spécifiques a la mécanique dans
la suite. Tout d’abord, nous introduisons la notation classique

olel.

DY = ——
* aq Qg
Oxi*....0xy

d
dans laquelle figurent le multi-index o = (g, ...., o) € N? et sa longueur |a| = Zai.
i=1

Le cadre étant bien posé, commencons tout d’abord par les espaces de fonctions continues
et contintiment différentiables.
Espaces de fonctions continues et contintiment différentiables. Nous notons par

C () Pespace des fonctions continue sur Q. Toute fonction de C'(Q) est bornée.
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1.1. Rappels et compléments

Par ailleurs, 'espace C(Q2) est de Banach s’il est muni de la norme
vle@ = sup {|v (2)], = € Q} = max {|v(2)], = € Q} .

Pour tout entier m, C™(£2) désigne I'espace des fonctions continues sur  dont les dérivées

d’ordre au plus m sont également continues sur €, i.e.
C™(Q) = {v e C(Q), D*v e C(Q) pour |a| <m}.
C’est également un espace de Banach muni de la norme

|U10m(§) = Z \D%’c@)-

laj<m

Par ailleurs, nous introduisons I’espace C*°(Q) des fonctions indéfiniment différentiables
C*(Q) ={veC(), veC™() Vm e N}.

Cg° () désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur ’ensemble €2 & support
inclus dans 2, i.e.

Co () ={v e C™(Q), suppv CQ},

ou le support d’une fonction v se définit de la fagon suivante

supp v ={z € Q, v(x) # 0}.

La fonction v est dite & support compact dans €2 si son support supp v est un sous ensemble
propre de 'ensemble €. 1l est clair que Iinclusion C§°(Q2) C C*(Q) est valable.

Les espaces C (0,73 X) et C* (0,7; X). Solent 0 < T < 400 et (X, ].|y) un espace de
Banach réel. Nous notons par C (0,7; X) et C* (0, T; X) les espaces des fonctions continues
et contintiment dérivables sur [0, 7] & valeurs dans X, respectivement, avec les normes

[Vlo.x = masc v ()l

[v]; x = max |v (t)|x + max |0 (t)[ .

t€[0,T) t€[0,T]
Nous notons par C. (0,7 X) l'ensemble des fonctions continues & support compact dans

(0,7T) a valeurs dans X.
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1.1. Rappels et compléments

Définition 1.1. Une fonction u : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous-
ensemble £ C [0,T] de mesure nulle et une suite (uy,),.y de fonctions appartenant a
C.(0,T;X) telle que |u, (t) —u(t)|y — 0 quand n — +oo, pour tout t € [0,T] | E.

Définition 1.2. Une fonction u: [0,T] — X est dite fortement dérivable en ty € (0,7T)

s’il existe un élément ‘fi—? (to) € X appelé la dérivée forte de u dans to, tel que

%(u(to S —ulte) - Xl =o.

li
1m di N

h—0

Définition 1.3. Une fonction u : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite
(tn),en de fonctions appartenant o C, (0,T; X) telle que
T

lim |un (t) —u(t)| dt = 0.

n—-+o00 0

Théoréme 1.4. (Bochner) Une fonction u : [0,T] — X mesurable est intégrable si et

seulement st t — |u(t)|y : [0,T] — Ry est intégrable. Dans ce cas

/OTu(t)th§/0T|u(t)|th.

Les espaces L. Soit p € [1, +oo|. De fagon usuelle, nous désignons par L () I'espace

des fonctions mesurables et p—intégrables au sens de la mesure de Lebesgue définies sur {2

ey = ([ o@Pde)” <

C’est un espace de Banach muni de la norme |[.[;, q) -

a valeurs dans R telles que

L’espace L*(2) désigne I'espace des fonctions mesurables et essentiellement bornées

définies sur €2 a valeurs dans R. Muni de la norme
U] oo () = supess |v ()] < oo,
e

il est également de Banach.

Soit p € [1, o0]. Alors le conjugué de p, noté ¢, est défini par

%—I—%:l si p#1,
q

= 00 si p=1.
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1.1. Rappels et compléments

Soient u € L (Q) et v € L4(£2). Alors, I'inégalité suivante, dite de Holder, a lieu

/ lu(z)v (z)]dz < |U|Lp |’U|Lq(Q).

L’espace L*(Q) est un espace de Hilbert s’il est muni du produit scalaire

(U V) 12y = /Qu(x) v (x) dx Yu,v € L*(Q).

De plus, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, correspondant a 'inégalité de Holder pour p = 2,
est vérifée, i.e.

/ |U |d!E < |U|L2 |U|L2(Q) VU,U € L2(Q)

Les espaces vectoriels L” (0, T; X). Classiquement, nous désignons par LY (0,7T; X)

avec p € [1,400|, 'espaces des fonctions mesurables u : ]0,7[ — X de puissance p—iéme

T
/ lu ()% dt < oo.
0

L’espace L* (0,7 X) se définit comme 'espaces des fonctions mesurables u : 10,7 — X

intégrables, a savoir

telles que la fonction ¢t — |u (t)| est essentiellement bornée sur U'intervalle |0, 77.

Pour p € [1,+00o[, I'espace L (0, T; X) muni de la norme

. .
|u|o,p,X=( / |u<t>|§dt) |

ainsi que 'espace L (0,7; X') muni de la norme
|u]07007X =inf{c>0] |u(t)|y <c ppte(0,T)},

sont des espaces de Banach.
Si de plus lespace (X, (.,.)x) est un espace de Hilbert, alors 1'espace L?(0,T; X) muni

du produit scalaire .
() = | ()0 (@)

est également un espace de Hilbert.
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1.2 Espaces de Sobolev

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur les espaces de Sobolev.
Espaces de Sobolev W"" (Q) . Soient k € N et p € [1, oc]. Nous définissons les espaces

de Sobolev par I'égalité
W (Q) = {u € L” (Q) tel que D*u € L” () avec 0 < |a| < k},

les espaces W*P(£2) sont des espaces de Banach, muni de la norme

p
( > ]Dau]’L’P(Q)> sil<p<+oo,
|U|Wk,p(g) = || <k
glé}; | D o si p= +oo.

Pour p = 2, W*?2(Q) sera noté par H*(2), qui est un espace de Hilbert dont le produit

scalaire est donné par
D / S Do () D (2) da Yu, v € HH(S).
Q
|la|<k

Pour k = 1 l'espace H'()) est défini par
H Q) ={uel*@Q)|0ueLl* ), i=1,d}.

Nous notons par Vu le vecteur de composante d;u. Nous avons Vu € L2(2)¢ pour tout

u € H'(S). Nous savons que H*(2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(uvv)Hl(Q) = (Uav)y(n) + (aiu7aiU)L2(Q) ;

et la norme associée
1
|U|H1(Q) = (Uau)?p(g) :

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

- CH(Q) est dense dans H'(),

- HY(Q) C L*(Q) avec injection compacte (Théoreme de Rellich),

- il existe une application linéaire et continue ~ : H'(Q2) — L?(T) telle que yu = ulr

pour tout u € C*(Q) (Théoréme de trace de Sobolev).

16



1.3. Espaces fonctionnels pour I’électro-mécanique

Remarque 1.5. L’application v s’appelle application de trace; elle est définie comme
le prolongement par densité de lapplication v — u|p définie pour u € C*(Q). Nous notons
que Uapplication de trace v : H*()) — L?*(T') est un opérateur compact. L’application de
trace n'est pas surjective. L'image de H'()) par cette application est notée HY?(T); c’est
un sous-espace de L*(T') qui est de Hilbert pour la structure transportée par . Son dual sera
noté H—1/%(T).

Pour plus de détails voir [24, 51].

Espaces vectoriels de Sobolev W*?(0, T; X). Nous utilisons la notation classique

WP (0,T; X) = {u € 17(0,T; X) | u € LP(0,T; X) et |ul <00 ,Vi< k}

%) ‘
0,p, X

afin de désigner les espaces vectoriels de Sobolev pour k € N, p € [1,400], u®® étant la
dérivée d’ordre i de u. L’espace W*P(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme
|U’k,p,X - |U|O,p,X + Z }U(2)|O,p,X :
0<i<k
Dans le cas particulier ot p = 2, si (X, (.,.)x) est un espace de Hilbert, I'espace H*(0,T; X) =
W*2(0,T; X) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
T . .
(u, U)Hk(o,T;X) = Z / (“(z) (t) ;o (t))x dt.
0<i<k 0

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev nous pouvons référer a [1,9, 15, 37].

1.3 Espaces fonctionnels pour 1’électro-mécanique

[’analyse variationnelle des problémes d’électro-méanique nécessite I'introduction d’es-
paces de fonctions spécifiques. Nous introduisons dans cette section les espaces fonctionnels
en mécanique associés aux opérateurs divergence et déformation.

Nous définissons les espaces suivants :

[ H={u=(uw)|ueL*Q)},
H={o=(0y) |0y =05 € L*(Q)},
Hy=A{u=(w)|e(u) € H},

| Hi={oc € H | Dive € H}.

(1.1)
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1.3. Espaces fonctionnels pour I’électro-mécanique

Les espaces H, 'H, H; et H; sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires

donnés, respectivement, par

(u,v) = [ uvidr,

(O’,’T)H f O'ijTijd.I', (12)
(u, V), = (u,v)y + (e (u), e (V))y,

(o, ‘r)H1 (o,7T)y + (Dive, Divt)

\

oue: Hy —H, Div:H; — H sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis

par
e (u) = (e (), e (u) = 5 (uiy +ui), Dive = (i)

Les normes sur les espaces H, H, H; et H; sont notées par |.|y, [.[,,, ||y, et [y, respec-

tivement.

Puisque la frontieére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére est
défini presque partout. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons la notation v
pour désigner yv la trace de v sur I'.

Nous rappelons que Papplication de trace v : H; — L?(I')¢ est linéaire et continue, mais
n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est notée par Hr = H 3 (F)d, ce
sous-espace s’injecte continfiment dans L?(T")%.

Par ailleurs, si o :  — S? est suffisament régulier, nous rappelons la formule de Green :

/o:r—: (v)dx + / Dive .vdx = /al/.vda Vv € H;. (1.3)
0 Q r

Nous introduisons a présent un sous-espace fermé de H;, dont la définition est donnée ci-
apres

V={veH |v=0surI}. (1.4)

Puisque mes I'y > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V, il existe une constante cx > 0

dépendante uniquement de €2 et I'; telle que
e (V)| > ck |v|H1 Vv e V. (1.5)

Une preuve de cette inégalité peut étre trouvé dans [37].

Sur V', nous considérons le produit scalaire donné par

(u,v),, = (e (u),e(v))y Yu,v eV, (1.6)
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1.3. Espaces fonctionnels pour I’électro-mécanique

et soit ||, la norme associée; c’est-a-dire

vy, = e (V)] Vv eV, (1.7)
Par I'inégalité (1.5) de Korn et (1.7), il vient que |.|, et |.|;, sont des normes équivalentes
sur V' et ainsi (V, (.,.)y) est un espace de Hilbert.

En outre, d’aprés (1.5), (1.7) et le théoréme de trace de Sobolev, trouvons qu’il existe

une constante c¢g > 0 dépendante uniquement de €2, I'; et I's telle que
|'U|L2(F3)d <colv|, YoeV. (1.8)
Ensuite, nous introduisons concernant au champ électrique les espaces suivants :
W={oecH (Q)|¢p=0surT,}, (1.9)
W={D = (D;)| D; € L*(Q), divD € L*(Q)}, (1.10)

ot divD = (D;;). Puisque mes I', > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il

existe une constante cx > 0 dépendante uniquement de 2 et I', telle que

Une démonstration de I'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé dans [36].
Les espaces W et W sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires donnés
par

soient |.|;; et |.|,, les normes associées; c’est-a-dire
[0l = V6l DLy = DIy + divDliz ) (1.13)

En outre, d’aprés (1.11), (1.13) et le théoréme de trace de Sobolev, trouvons qu'il existe une

constante ¢o > 0 dépendante uniquement de €2, I', et I's telle que

Pl 2(ry) < Cololy Vo € W. (1.14)

En plus, si D : Q — R? est suffisament régulier, nous rappelons aussi la formule de Green

ci-dessous :

/ D V¢dx + / divD¢dx = /Dugbda Vo € H' (). (1.15)
0 0 r
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1.3. Espaces fonctionnels pour I’électro-mécanique

Enfin, nous définissons ’espace suivant :
Heo = {E = (Eijk:l> | Eijk:l = Ejikl = Eklij e L> (Q) 1<,k 1< d}, (116)
notons que H, est un espace de Banach réel muni de la norme

El. = Y |Biuliee- (1.17)

1<i j kl1<d

Par ailleurs, un calcul élémentaire montre que
|E7|,, < |Ely_ |7l VE € Hoo, T € H. (1.18)

Pour des détails sur les résultats de cette section nous renvoyons par exemple aux référence

[44,47].
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Chapitre 2

Eléments d’analyse non linéaire

Dans ce chapitre, nous présentons quelques éléments d’analyse fonctionnelle. Nous intro-
duisons également quelques résultats concernant les inéquations variationnelles elliptiques,
équations et inéquations variationnelles d’évolution qui interviennent dans 1’étude des pro-
blémes considérés par la suite. Pour finir, nous rappelons les lemmes de Gronwall qui seront

utilisés plus tard.

2.1 Inéquations variationnelles elliptiques

Dans cette section, nons commencgons par un bref rappel sur les opérateurs fortements
monotones et de Lipschitz. Pour ce faire, nous considérons un espace de Hilbert X munit
du produit scalaire (.,.), et de la norme associée |.|.

Définition 2.1. Un opérateur A : X — X est dit :

(1) monotone si

(Au— Av,u —v)y >0 Vu,v e X;

(2) strictement monotone si
(Au— Av,u —v)y > 0 Vu,v € X, u # v;
(3) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au— Av,u —v) > mu—v|% Yu,v € X;
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2.1. Inéquations variationnelles elliptiques

(4) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
|Au — Av|y < M |u—v|y Yu,v € X;
(5) hémicontinu si pour toute suite (t,) C R telle que t, — t, nous avons
(A(u+t,w),w)y — (A(u+tv),w)y Yu,v,w e X.

En utilisant la définition précédente, il est facile de démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.2. Tout opérateur de Lipschitz est hémicontinu.

Théoréme 2.3. (Théoréme du point fixe) Soient X un espace de Banach et A :
X — X un opérateur de Lipschiz avec 0 < M < 1. L’opérateur A admet un point fize
unique x € X, c’est-a-dire Az = x et nous appellons A un opérateur contractant.

Par ailleurs, nous rappelons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Proposition 2.4. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
Alors pour tout f € X il existe un élément unique u € X tel que Au = f.

Le résultat précédent est un cas particulier du théoréme de Minty-Browder (voir par
exemple [9] p.88 ).

Définition 2.5. Soit A: X — X' un opérateur défini sur X. L’opérateur A est dit :

(1) monotone si

(Au— Av,u —v)yiyx >0 Yu,v e X;

(2) hémicontinu si
Vu,v € X application t — A (u+tv) : R — X' est continue.

Nous continuons avec quelques définitions portant les formes bilinéaires définies dans un

espace de Hilbert.

Définition 2.6. Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M > 0 tel que
la (u,v)] < Muly vy Vu,v e X.
Définition 2.7. Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une

constante m > 0 telle que

a(u,u) > mluly Yu e X.
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2.1. Inéquations variationnelles elliptiques

Théoréme 2.8. (Théoréme de Lax-Milgram). Soient X un espace de Hilbert et
a: X x X — R une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive. Soit | : X — R une

forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique u € X qui satisfait
a(u,v) =1(v) Yv € X.

Rappelons a présent une notion relative aux fonctions convexes.
Définition 2.9. Soit K une partie convexe de X et soit j: K — R. Nous disons que la

fonction f est convexe si
J((I=tu+tv) <(1—=1t)j(u)+tj(v)

pour tout u,v € K et t €]0,1].

Définition 2.10. La fonction j : K — R est propre si elle n’a pas identiquement égale
a +oo, et si elle ne prend jamais la valeur —oo.

Définition 2.11. Soit K une partie, convexe, fermé, non vide de X. Soit j: K — R. j
est dit

(1) semi-continue inférieurement si pour tout u € K et pour toute suite (u,) C K qui
converge vers u dans X, nous avons nkrfoo inf j (u,) > j(u).

(2) faiblement semi-continue inférieurement si pour tout uw € K et pour toute suite
(un) C K qui converge faiblement vers u dans X, nous avons nl_lE{loo inf j (u,) > Jj(u).

Il est possible de lier la notion de fonction semi-continue inférieurement et la notion de
fonction faiblement semi-continue inférieurement. Plus précisément, nous avons le résultat
suivant.

Proposition 2.12. Soient (X, |.|) un espace de Banach, K une partie, conveze, fermé,
non vide de X et j : K — R une fonction convexe. Alors j est semi-continue inférieurement
si et seulement si elle est faiblement semi-continue inférieurement.

Nous pouvons appliquer ce qui précéde aux fonctions indicatrices de sous-ensembles. Si
I’espace X désigne un espace de Hilbert et K un sous-ensemble de I'espace X.

Définition 2.13. Nous appellons fonction indicatrice de K, la fonction Vg définie par

0 si ue kK,
‘IJK (U) =
+oo si u¢ K.
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Définition 2.14. Soit une fonction j : X — R et u un élément de l'espace X tel que

j(u) # +oo. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté Jj(u) est 'ensemble défini par
dj(u) ={u' € X' j(v) > j(u)+ (v, v —u) Yve X}.

Le crochet (.,.) désignant la dualité entre X' et X.

Tout élément u' de ’ensemble 0j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en w. La
fonction j est dite sous-différentiable en u si 9j(u) # (0. Elle est dite sous-différentiable si
elle I’est en tout point u de ’espace X.

Soit K un sous-ensemble convexe non vide de I’espace X. Considérons la fonction indica-
trice U de I’ensemble K. Nous avons de suite que si u ¢ K alors 0V (u) = (). Supposons
alors que u € K. Il vient que si v’ € 0V (u) alors (v/,v —u) <0 Vv € K.

Nous pouvons ainsi caractériser le sous-différentiel OV d’une fonction indicatrice W g

d’un ensemble convexe non vide
Wgu)={u e X' | (W,v—u)<0 YoeK}. (2.1)

Nous allons rappeler maintenant un résultat d’existence et d’unicité de la solution des in-
équations variationnelles. Soient A : X — X wun opérateur, K C X et f € X. Plusieurs
problémes aux limites des équations aux dérivées partielles en mécanique des milieux conti-
nus conduisent a des problémes mathématiques ayant la forme suivante :

Probléme. Trouver u tel que
uve X, (Au,v—u)y +j(v)—j(u) > (f,v—u)y YveX,

o j: X —R.

Ce probleme est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce sur X.

En ce qui concerne le probléme précédent nous avons le résultat d’existence et d’unicité
suivant.

Théoréme 2.15. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz
et j : X — R une fonctionnelle propre, convexe et semi-continue inférieurement. Alors

l'inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce admet une solution unique.
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2.2 Equations et inéquations variationnelles d’évolu-
tion

Nous rappelons dans cette section deux résultats sur les équations d’évolution et un
résultat sur les inéquations variationnelles d’évolution.

Equation différentielle ordinaire

Théoréme 2.16. (Cauchy-Lipschitz) Soit (X, |.|y) un espace de Banach réel et soit
F(t,.): X — X un opérateur défini p.p. sur (0,T), qui satisfait les propriétés suivantes :

il existe Ly > 0 tel que
|F (t,z1) — F (t,22)|x < Lp|x1 — 23]y Vr,20€ X, pp. t€(0,7);

il existe 1 < p < +oo tel que F (.,x) € LP(0,T;X) Vze X.
Alors pour tout zg € X, il existe une fonction unique x € WP(0,T; X) telle que
i(t) = F(t,z(t) pp. t€(0,T),

x (0) = xo.

Maintenant nous considérons V' et H deux espaces de Hilbert réels tels que ’application
d’inclusion de (V,|.|;,) dans (H,|.|,;) est continue et dense. Identifiant le dual de H avec
lui-méme, c’est-a-dire nous pouvons écrire le triplet de Gelfand V' C H C V'. Les notations
l.ly 5 |1y et (., .)vrxv représentent les normes sur V, V' et le produit de dualité entre V' et
V', respectivement.

Equation aux dérivées partielles d’évolution

Théoréme 2.17. Soient V et H deux espaces satisfaisant les hypothéses décrites ci-

dessus et soit A .V — V' un opérateur hémicontinu et monotone qui satisfait
il existe A >0 et @ €R (Av,v), .y > Ap +a Yo eV,

e >0, |Av|,, <c(lv],+1) YveV.

Alors, pour tout ug € H et f € L*(0,T;V"), il existe une fonction unique u qui satisfait

uwe€ L*0,T;V)NC(0,T;H), weL*(0,T;V'),
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u(t)+ Au(t) = f(t) p.p. t € (0,T),
u (0) = ug

Inéquation variationnelle d’évolution

Théoréme 2.18. Soient V C H C V' un triplet de Gelfand, K un sous-ensemble fermé
non vide et convexe de V, et a : V x V — R une forme bilinéaire symétrique et continue
qui satisfait

il existe ¢; >0 et co a(v,v)+colvlsy > e |vfs Yo e V.
Alors, pour tout ug € K et f € L*(0,T; H), il existe une unique fonction u qui satisfait
ue L*0,T;V)NH (0,T; H),
u(t) e K vtel0,T],
(@), v —u(t))y +alu(t),v—ut))
> (f(t),v—u(t)y Yve K, pp.te(0,T),
u (0) = wp.

Pour les démonstrations de ces trois théorémes nous pouvons regarder dans [51].

2.3 Lemmes de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes de Gronwall qui interviennent par la suite dans ce manus-
crit.

Lemme 2.19. Soient m et n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €[0,T], a > 0 une constante et ¢ € C(0,T;R)

(1) Si t t
gb(t)§a+/0 m(s)ds+/0 n ()6 (s)ds ¥t € [0,T],
alors
6(1) < (a—l—/otm(s)ds) exp </Otn(s)ds) vi € [0,7].
(2) Si

o (1) Sm(t)—l—a/otqﬁ(s)ds Vi € [0,7T],
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2.3. Lemmes de Gronwall

alors
t t
/ ¢ (s)ds < e‘”/ m(s)ds ¥Vt € [0,T].
0 0
Dans le cas particulier a = 0, n = 1, la partie (1) de ce Lemme devient.

Corollaire 2.20. Soit m € C(0,T;R) telle que m(t) > 0 pour tout t € [0,T]. Si
¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

<;5(t)g/otm(s)ds+/0t¢(s)dSVte[O,T],

alors, il existe ¢ > 0 tel que

6 (1) Sc/otm(s)ds Vi € [0,7].

Lemme 2.21. Soient T > 0, donné, et N > 0, un entier. Nous définissons k = %

Supposons que {en}f:[:[) et {gn}szo sont deux suites de nombres non négatifs satisfaisant

n—1
eg < ¢gp et e, < gy —{—EZk‘ej, n=1,..,N,
j=0

avec, ¢ est une constante positive indépendante de N et k. Alors, si k est suffisamment

petit, il existe une constante positive c, indépendante de N et k, telle que
max e, < c max g,

0<n<N 0<n<N

Les démonstrations des Lemmes 2.19 et 2.21 peuvent étre trouvées dans [26, 58|.
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Chapitre 3

Modélisation

Dans ce chapitre, nous introduisons dans un premier temps le cadre physique des pro-
blémes de contact ainsi qu’un bref rappel sur la mécanique des milieux continus, nous rap-
pellons notamment ici I’équation de mouvement de Cauchy et 1’équation de la conservation
de la charge. Ensuite, nous décrivons les lois de comportement (lois électro-visoélastiques,
électro-élasto-visoplastiques et thermo-électro-visoélastiques avec mémoire longue). Finale-
ment, nous présentons les différentes conditions aux limites de contact et les lois de frotte-

ment qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

3.1 Cadre physique et modéles mathématiques

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et les modéles mathématiques
qui servira de base pour I’étude des problémes de contact entre un corps piézoélectrique
déformable avec mémoire longue et avec ou sans variable interne d’état, et une fondation
peut étre mobile.

Cadre physique. Nous considérons un corps matériel déformable qui occupe un do-
maine borné Q C R? (d = 2,3), avec une frontiére Lipschitzienne I', partitionnée en trois
parties mesurables I'y, I'; et I's, correspondant aux conditions aux limites mécaniques, telle
que mes I'y > 0. Le corps peut entrer en contact sur I's avec une fondation déformable. Si la
fondation est isolée électriquement, nous proposons de diviser I en deux parties mesurables

I', et T'y avec I's C I'y, sinon, nous la partitionnons en trois parties mesurables I',, I'y et I's,
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3.1. Cadre physique et modéles mathématiques

correspondant aux conditions aux limites électriques, telle que mes I', > 0. Nous notons
par v la normale unitaire sortante a I'. Soit 7" > 0 et soit [0, 7] I'intervalle de temps en
question. Le corps est encastré sur I'; dans une structure fixe. Sur I'; agissent des tractions
surfaciques de densité f, et dans () agissent des forces volumiques de densité f, et des
charges électriques de densité volumiques go. Nous supposons que f, et f, varient tres
lentement par rapport au temps. Le corps est soumis a I’action de potentiel nul sur la partie
I', de la frontiére ainsi qu’a 'action des charges électriques de densité surfacique go, agissent
sur la partie T'y. Nous supposons que la fondation se déplace avec une vitesse constante ( un
tapis roulant par exemple ) v* = — v*n* et v* > 0 est donnée et n* est un vecteur unitaire
dans le plan de la fondation, g représente 1’écart initial entre le corps et la fondation dans

le sens de v.

FIG 3.1.1 Corps piézoélectrique en contact avec une isolatrice
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3.1. Cadre physique et modéles mathématiques

FIG 3.1.2 Corps piézoélectrique en contact avec une conductrice

Notations. Nous désignons par S¢ I’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur
R? (d = 2,3), “.”, |.| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne
sur R? et S?. Ainsi,

u.U = uv;, v = (’u.v)% , Yu,v € RY,
o.T =0,Tij, |T|= (T.T)% . Vo, T €S,
avec la convention de 'indice muet.

Nous notons par u :  x [0,7] — R? le champ des déplacements, o : Q x [0,7] — S le
champ des contraintes, ¢ : 2 x [0,7] — R le champ de potentiel électrique, D : Q x [0,T] —
R? le champ des déplacements électriques, 3 :  x [0, 7] — R le champ d’endommagement,
0 :Qx[0,T] — R le champ de température, ¢ : I's x [0,7] — R la fonction d’usure,
k:Qx[0,7] — R le champ de variable interne d’état et o : I's x [0,7] — R le champ
d’adhésion. € (u) et E (¢) sont le champ des déformations linéarisées et le champ électrique,
respectivement.

Pour le champ des déplacements u, nous désignons par u, et u, les composantes normale
et tangentielle

U, = WV, U = U— U. (3.1)
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3.1. Cadre physique et modéles mathématiques

Nous définissons de fagon similaire, o, et o, les composantes normale et tangentielle du

tenseur des contraintes de Cauchy ov

o,=(ov),, o, =(ov)_,

donc

o, =(ov).v, o, =0ov —o,V.

En utilisant (3.1) et les égalités précédentes, nous avons la relation
(ov).u=o,u,+0,.u,,

qui va intervenir tout au long de cette thése pour établir les formulations variationnelles des
problémes mécaniques.

Dans ce manuscrit, pour désigner les dérivées partielles g—; d’une fonction u, nous adop-
tons la notation u ;. La dérivée temporelle de v sera notée 1.

En outre, @ désigne le champ des vitesses et @ désigne le champ des accélérations.

Dans cette these, le champ électrique est donné par

soit encore

Nous passons maintenant a la description les modeéles mathématiques associés au cadre
physique ci-dessus.

Modeéles mathématiques. Nous commengons avec les modéles mathématiques qui
décrit I’évolution du corps dans le cadre physique ci-dessus. La loi fondamentale de la méca-
nique des milieux continus exprimant ’équivalence entre des efforts extérieurs et le tenseur

des accélerations pour un systéme quelconque conduit a I’équation de mouvement de Cauchy
Dive + f, = pit dans Q x (0,7, (3.2)

ou p : 0 — R, désigne la densité de masse. Les processus d’évolution définis par (3.2)
s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se

simplifier. Par exemple, dans le cas ot & = 0, il s’agit d’un processus statique. Dans le cas

31



3.2. Lois de comportement

ol le champ des vitesses varie lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le terme pu
peut étre négligé, nous somme en présence d’un processus quasistatique. Dans ces deux cas
I'équation (3.2) devient

Dive + f, =0 dans Q x (0,7).

Dans le cas d’un matériau piézoélectrique, nous avons une nouvelle inconnue, le champ
électrique E, d’ou la nécessité d’introduire une autre équation d’équilibre pour la gérer.

C’est I’équation de Maxwell-Gauss ou équation de conservation de la charge
divD = qq dans 2 x (0,7). (3.3)

Les équations (3.2) et (3.3) sont équivalentes & d + 1 relations scalaires. Par conséquent,
mathématiquement ces équations ne suffisent pas & modeliser le probléeme d’équilibre du
corps car il y a plus d’'inconnues que d’équations. Les équations (3.2) et (3.3) expriment
un processus universel valable pour tous les matériax piézoélectriques et de ce fait elles
ne suffisent pas a déterminer tous les différents comportements électro-mécaniques des mi-
lieux continus. Par conséquent, les équations sont donc insuffisantes, & elles seules, pour
décrire 1’équilibre des corps matériels piézoélectriques. Elles doivent alors étre complétées
par d’autres relations qui caractérisent le comportement de chaque type de matériau et que

les nous désignons sous le vocable général de loi de comportement.

3.2 Lois de comportement

Dans cette section, nous considérons les lois de comportement pour les matériaux électro-
visoélastiques, électro-élasto-viscoplastiques ou thermo-électro-visoélastiques avec mémoire
longue et avec ou sans variable interne d’état. Ces lois sont utilisées dans de nombreux

92 P . N
ouvrages portant notamment sur I’étude mathématique des problémes de contact.

Matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire longue. Nous considérons ici

une catégorie de matériaux ou le tenseur des contraintes o et le vecteur des déplacements

électriques D sont reliés par la loi de comportement

o = Ae(i) + Fe(u) + [y M (t — s)e (u(s))ds — E*E(yp),

(3.4)
D = &e(u) + BE(y),
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3.2. Lois de comportement

ou A: QxS — S?est opérateur de viscosité non linéaire, F : Q x S? — S? est I'opérateur
d’élasticité non linéaire, M = (M) est le tenseur de relaxation. E (¢) = —Vy est le champ
électrique, & = (e;ji) est le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre la
charge et la déformation & champ constant ou nul et B = (B;;) est le tenseur diélectrique &
déformation nulle qui constitue un tenseur symétrique défini positif. Par ailleurs £* = (ejjk)

ou e = ex;j, dénote le transposé du tenseur & tel que
Eov=0.vVoeS YveR:

Par ailleurs, nous notons que les deux opérateurs A et F dépendent aussi de la variable
spatiale &, mais pour simplicité, nous ne signalons pas explicitement cette dépendance, par
conséquent, tout ce qui suit est valable pour les matériaux non-homogeénes. Nous utilisons
respectivement les notations Ae(u) et F e(u) pour A (x,e(%)) et F (z,e(u)). En particu-
lier, nous supposons que le tenseur des contraintes o est une fonction linéaire du tenseur
des petites déformations € et du gradient du potentiel électrique ou le champ électrique E,
c’est-a-dire
0ij = Qijriri(W) + fijrigni(u) + 50 g

ot A = (a;jx) est un tenseur d’ordre quatre, ses composantes a;ji; s’appellent coefficients
de viscosité et F = (f;jx) est un tenseur d’ordre quatre, ses composantes f;;z s’appellent
coefficients d’élasticité et £ = (e;ji,) est le tenseur des constantes piézoélectriques. Dans le
cas non-homogene a;;ii, fiju et e;jr dépendent du point € 2 et dans le cas homogene a;j,
fijki et ei;, sont des constantes.

Matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire longue et endommagement.

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par

o = Ae(d) + F (e(u), B) + [y M(t — s) e (u(s)) ds — E*E(p),

(3.5)
D = E&e(u)+ BE(y).

L’évolution du champ d’endommagement (3 utilisée aux cinquiéme et septiéme chapitres est

modélisée par 'inclusion du type parabolique donnée par la relation
B—kAB+0Ug(B) 3 S(e(u), ), dans Q x (0,7T),

ol k est une constante positive, S est la fonction source de 'endommagement, OV est

le sous-différentiel de la fonction indicatrice Uy et K est I’ensemble des endommagements
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3.2. Lois de comportement

admissibles défini par
K={¢eH'(Q)| 0<¢<1pp. dans Q}.

Matériaux électro-élasto-viscoplastiques avec mémoire longue et variable in-
terne d’état. Dans ce cas le tenseur des contraintes o et le vecteur des déplacements

électriques D sont reliés par la loi de comportement suivante

o= Ae(d) + Fe(u) — E'E(p)
+ fot G(t—s,0(s)—Ae(t(s))+E*E(p(s)),e(u(s)),k(s))ds (3.6)
D = E€e(u) + BE(yp),

ot G:Qx (0,T) xS xS? x RY — S? est un opérateur non linéaire de visco-plasticité a
mémoire longue et k :  x (0,7) — R? est une variable interne d’état a valeur vectorielle

dont I’évolution est régie par ’équation différentielle
k=S8 (o — Aec(i) + EE(p),e(u), k)

ol S : 0 xS? xS xR — R? est une fonction constitutive non linéaire.
Matériaux thermo-électro-viscoélastiques avec mémoire longue et endomma-
gement. Un materiaux est dit thermo-électro-viscoélastiques avec mémoire longue et en-

dommagement si sa loi de construction est de la forme

o =Ae() + F (e(u),B) + [y M(t —s)e(u(s))ds — E*E(p) — 0C,,

(3.7)
D =E&e(u)+ BE(p) + 6P,

ou C, = (c;;) est le tenseur de dilatation thermique et P : Q x (0,7) — R? est le tenseur
de matériau pyroélectrique dans un milieu piézoélectrique continuellement non homogene.
L’évolution du champ de température 6 utilisée au septiéme chapitre est modélisée par

I’équation de la conservation de I’énergie suivante
0 —k.NO=0(e(&),0C.)+ p, dans Q x (0,7T),

ou k. > 0 représente le coefficient de conductivité thermique, © est une fonction constitutive
non linéaire qui représente la chaleur générée par le travail des forces internes et p : Q x
(0,T) — R est la densité des sources de chaleur volumiques.

Pour plus de détails sur ce paragraphe, nous renvoyons par exemple a [4, 37, 40, 52, 53, 56].

Nous passons maintenant aux conditions de contact utilisées dans les chapitres suivants.

34



3.3. Conditions de contact

3.3 Conditions de contact

Dans cette section, nous introduisons les conditions de contact utilisées dans les pro-
blémes aux limites que nous allons considérer dans la thése. Nous nous placons dans le
cadre physique ci-dessus. Nous définissons maintenant les conditions aux limites mécaniques
et électriques sur chaque partie de I'.

La condition aux limites de déplacement. Le corps est encastré dans une position

fixe sur la partie I'y, le champ des déplacements y est par conséquent nul
u=0sur 'y x (0,7). (3.8)

La condition aux limites de traction. Une traction surfacique de densité f, agit sur

I's et par conséquent le vecteur des contraintes de Cauchy ov satisfait
ov =FfysurI's x (0,7). (3.9)

Contact avec compliance normale et adhésion. Tout d’abord, nous introduisons
une variable interne d’état « définie sur I's x (0,T") qui représente U'intensité d’adhésion sur
la surface de contact, telle que 0 < a < 1. Quand « = 1 "adhésion est compléte et tous les
liens sont actifs, quand a = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion ; quand
0 < a <1 c’est le cas d'une adhésion partielle. Pour plus détails sur ce paragraphe, nous
renvoyons par exemple [16, 17].

Nous supposons que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale
avec adhésion

—0, = py(uy, — g) — v,0*R,(w,) sur I's x (0,7), (3.10)

ol 1, est un coefficient positif, p, : I's x R — R est la fonction de compliance normale et

R, : R — R, est l'opérateur de troncature donné par

L si s<-—L,
Ry(s)=4q —s si —L<s<0, (3.11)

L si 5> 0,

ici L > 0 est la longueur caractéristique des liens.
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Nous supposons que la contrainte tangentielle satisfait la condition suivante
—o,; =p ()R, (u,;) sur I's x (0,7), (3.12)

ou p, : I's x R — R, est la fonction de contact tangentiel et R, : R? — R? est un opérateur

de troncature défini par
v si |v| <L,
L si |v| > L.
vl
La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des composites
comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures différentes. Pour
modéliser les phénomenes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a

la description du contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme
a=—(aly, (R (w,))* + 7, | R, (uT)|2] - sa)+ sur '3 x (0,7), (3.14)

a(0) =ag sur I, (3.15)

ou v, et g, sont des coefficients d’adhésion positifs et oy ’adhésion initial tel que

0<ayp<1, pp-x €T3 (3.16)

Remarque 3.1. Nous remarquons que sous les trois conditions précédentes le champ
d’adhésion vérifie la restriction 0 < a < 1. En effet, puisque & < 0 donc a < ag < 1. En
outre, st « =0 quand t =ty donc & = 0 pour tout t > tgy, et d’ou o« = 0 pour tout t > tg,
p.p. © € I's. Alors, nous concluons que 0 < o < 1 pour tout t € [0,T] p.p. € I's.

Les conditions aux limites électriques. Nous supposons que le potentiel électrique
est nul sur la partie I',

¢=0sur 'y x (0,7). (3.17)

Les charges électriques de densité surfacique ¢, agissent sur la partie I', et supposons que
la fondation est électriquement isolatrice avec (I's C I'). Aors, le déplacement électrique
normal satisfait

Dwv=gsurlyx(0,7T), (3.18)
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et
g2 =0sur I's x (0,7). (3.19)

Nous allons utiliser ces conditions dans les chapitres 4 et 7 du manuscrit.

Nous nous placons maintenant dans le cadre physique de la FIG 3.1.2, nous supposons
dans la suite que la fondation est électriquement conductrice et que son potentiel est main-
tenu a ¢,. La condition électrique sur I's que nous allons utiliser dans le sixiéme chapitre

du manuscrit est donnée par

D.v =(u, — g)¢r, (¢ — @) sur I's x (0,7). (3.20)

ou ¢ et ¢; sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette condition
représente une condition régularisée qui peut étre obtenue & partir des considérations sui-
vantes.

Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point sur la surface ( i.e. u, < g ), U'interstice entre
le corps et la base est supposé étre isolant (disons qu’il est rempli d’air) et la composante
normale du champ de déplacement électrique s’annule pour qu’il n’y ait aucune charge

électrique libre sur la surface. Ainsi,
u, <g=Dwr=0. (3.21)

Pendant le processus de contact, ( i.e. quand u, > ¢ ) la composante normale du champ
de déplacement électrique ou la charge électrique libre est supposé étre proportionnelle &
la différence entre le potentiel de surface du corps et le potentiel de la fondation, avec une

constante positive k£ comme facteur de proportionnalité. Ainsi,
u, > g=D.wv==Fkp—y). (3.22)
Nous combinons (3.21) et (3.22) pour écrire
D.v = kX(g,00) (U — g) (¢ — ) sur I's x (0,T). (3.23)
0l X[9,00) €t la fonction caractéristique de I'intervalle [0, 00), qui est donnée par

0 si r<0,

X[O,oo)(r) = .
1 si r>0.
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La condition (3.23) décrit le contact électrique parfait et elle est en quelque sorte semblable
a la condition bien connue de contact de Signorini. Les deux conditions peuvent étre consi-
dérées comme des sur-idéalisations dans plusieurs applications. Pour le rendre plus réaliste,
nous régularisons la relation (3.23) par (3.20) dans laquelle kx| .oy (u, — g) est remplacé
par ¢ qui est une fonction réguliere qui sera décrite ci-dessous, et ¢; est une fonction de
troncation,
—L si s < —L,
o (s)=4 s si —L<s<IL, (3.24)
L si s> L,
ou L est une constante positive tres grande. De cette facon, la différence ¢ — ¢, est remplacé
par ¢; (¢ — ). Notons que cette troncation ne pose aucune limitation pratique a 'appli-
cabilité du modeéle, puisque L peut étre arbitrairement grand et donc dans les applications
Prlp = ¢o) = ¥ = o
Les raisons de la régularisation (3.20) de (3.23) sont mathématiques.
Premiérement, nous avons besoin d’éviter les discontinuités dans les charges électriques
lorsque le contact est établi, et d’oi, nous régularisons la fonction kx| ..y dans (3.23) par

une fonction Lipschitzienne . Un choix possible est I’exemple suivant :

0 si r <0,
Y(r)=9q kér si 0<r <3 (3.25)
k  si r> %,
ou ¢ est un paramétre assez grand. Ce choix veut dire que durant le processus du contact,
la conductivité électrique augmente avec le contact a travers les aspérités de la surface, et
se stabilise quand la pénétration u, — g atteint la valeur %.
Deuxiémement, nous avons besoin du terme ¢, (¢ — ¢,) pour rendre le terme ¢ — ¢,
borné.
Dans le cinquiéme chapitre de cette thése notre processus implique 'usure des surfaces

en contact, nous devons prendre en compte le changement de géométrie en remplacant la

fonction d’écart initial g par g + ¢ au cours du processus, ainsi, (3.20) devient

D.v =4¢(u, — g— Q)¢ (v —p) surI's x (0, 7). (3.26)

Maintenant, nous présentons les lois de frottement intervenant dans cette thése.
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3.4 Lois de frottement

Dans cette section nous allons introduire les lois de frottement qui seront utilisées par
la suite dans ce manuscrit. Ces lois sont représentées par des relations entre la composante
tangentielle du champ de contraintes o, la composante normale du champ de contraintes
o, et la vitesse tangentielle 4, ou le déplacement tangentiel ..

Contact avec une fondation mobile. Dans le cas ol la fondation se déplace avec une

vitesse v*, la loi de frottement de type Coulomb s’écrit de la maniére suivante :

lo-| < By, o, = —FbM si @, # v*, sur I's x (0, 7). (3.27)
U, — vU*

Ici F, représente le seuil de frottement, ., est la vitesse tangentielle et @, — v* représente
le taux de glissement entre la surface de contact et la fondation.

Par la suite nous supposons que le seuil de frottement Fj, depend de la composante
normale du champ de contraintes o,. Cette hypothése est naturelle car, par exemple, dans

le cas de la loi classique de Coulomb, nous avons
By, = ployl, (3.28)

ou i > 0 représente le coefficient de frottement et o, dépend de u via la loi de comportement.
La loi (3.27) — (3.28) sera utilisée dans le chapitre 5 du manuscrit.

Une autre forme de loi de frottement de type Coulomb telle que
o, =AU, —v"), A>0, sur I's x (0,7). (3.29)

Cette forme sera utilisée dans le chapitre 4 du manuscrit.
Loi de frottement avec usure. Dans la littérature, la prise en compte de ce phénoméne
se fait a4 I'aide d’une variable de surface, la fonction d’usure notée (. La condition de contact

avec frottement et usure se formule de la facon suivante :
o] =p; (w,—g—C), sur I's x (0,7). (3.30)

Cette égalité sera utilisée dans le chapitre 4 du manuscrit.
En supposant maintenant que la contrainte normale satisfait une loi de compliance nor-

male avec usure

—0, =p, (u, —g—2C), sur 'z x (0,7). (3.31)
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Cette condition nous |'utiliserons dans les chapitres 4 et 5 du manuscrit.
Loi de frottement avec adhésion. Une version générale associée a la loi de Coulomb

de séche frottement avec adhésion sur la surface de contact I's s’écrit de la fagon suivante

(
o7 + 70" R, (ur)| < pr (w, — g)

o, +7.R; (u,)| < p; (u, —g) = 6, =0
| B (ur) < pr 9) sur T's x (0,7). (3.32)

o +7.0°R; (ur)| = p- (w, —g) = 3IA>0

2 . .
| telle que o + 7, 0°R; (u;) = —\u,
Cette condition nous |'utiliserons dans le sixiéme chapitre.
Loi d’Archard. L’évolution de la fonction d’usure avec une fondation mobile est décrite

dans la littérature par la loi d’Archard suivante :
( = —kypo, |4, —v*|, sur s x (0,7), (3.33)

o k1 > 0 est le coefficient d’usure et 1 = u((, |, — v*|) > 0 est le coefficient de frottement.
Maintenant, pour éviter quelques difficultés mathématiques qui surviennent lorsque le
taux de glissement est trés grand, nous remplagons le terme |4, — v*| dans (3.33) par le

terme R* (|4, — v*|) o R* : R, — R, est un opérateur de troncature défini par

R (r) rosirsh (3.34)
" .
R si r>R.

Ici R est une constante positive. Dans ce cas la forme de la loi (3.33) devient

( = —kipo,R* (|4, —v*|), sur I's x (0,7, (3.35)

Nous allons utiliser cette loi dans le chapitre 5 du manuscrit.

En supposant maintenant que la vitesse de la fondation v* est trés grand par rapport
a la vitesse tangentielle ., et, pour cette raison, nous négligeons w, par rapport a v*. Par
conségent, en utilisant les approximations 4, — v* & —v* # 0 et |4, — v*| = |[v*| = v*.

Si R est assez grand et p désigne une constante strictement positive, 1’équation (3.35)
devient

¢ = —kov*o,, sur 'y x (0,7), (3.36)

ou kg > 0 est le coefficient d’usure.

Cette équation sera utilisée dans le chapitre 4 du manuscrit.
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Deuxiéme partie

Problémes piézoélectriques avec

mémoire longue
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Dans cette partie, nous nous intéressons a 1’étude de quelques problémes piézoélectriques
de contact en petites déformations. Cette partie est divisée en quatre chapitres. Dans le
premier chapitre, nous étudions un probleme de contact électro-viscoélastique avec mémoire
longue dans un processus quasi-statique avec compliance normale, usure et frottement de
type de Coulomb. Pour ce probléme, nous donnons la formulation forte du probléme ainsi
que les hypothéses sur les données afin d’obtenir la formulation variationnelle du probléme.
Ensuite, nous fournissons un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible sous une
hypothése de petitesse. Puis, nous démontrons ce résultat d’existence et d’unicité de la
solution faible du probléme. L’analyse du probléme se termine par 'obtention d’estimation
d’erreur de discrétisation spatiale et temporelle. Dans le chapitre suivant, nous considérons
un probléme similaire au celui du chapitre précédent, en tenant compte de I’endommagement
du corps et de la base de contact comme une conductrice. Tout d’abord, nous donnons la
formulation forte puis la formulation variationnelle du probléme. Pour finir ce chapitre,
nous démontrons 'existence et 'unicité de la solution faible du probléme. Dans le troisiéme
chapitre, nous considérons un probléme de contact avec frottement, compliance normale
et adhésion pour des matériaux électro-élasto-viscoplastiques avec mémoire longue et une
variable interne d’état dans un processus quasi-statique. Pour ce probléme, nous donnons la
formulation forte puis la formulation variationnelle. A la fin de ce chapitre, nous établissons
et démontrons un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. Dans le quatriéme
chapitre, nous traitons un probléme dynamique de contact sans frottement avec compliance
normale et adhesion entre un corps thermo-électro-viscoélastique avec mémoire longue et
endommagement, et une fondation isolatrice. Aprés avoir posé le probléme mécanique, nous
décrivons sa formulation variationnelle. Puis, nous établissons et démontrons un résultat

d’existence et d’unicité de la solution faible du probléme.
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Chapitre 4

Probléme électro-viscoélastique avec

usure

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude théorique et numérique d’un pro-
bléme quasi-statique de contcat avec frottement entre un corps de loi constitutive électro-
viscoélastique avec mémoire longue et un obstacle assimilé & une fondation déformable,
mobile et électriquement isolatrice. Nous prenons en considération 'usure des surfaces de
contact. La fonction d’usure, satisfaisant la loi d’Archard. Le probléme est formulé par un
systeme d’équations aux dérivées partielles contenant la loi de comportement du matériau,
les équations d’équilibre du corps, une équation différentielle modélisant le champ d’usure
et les conditions aux limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre comporte quatre sections. Dans la premiére section, nous commencons par
formuler le probléme mécanique et nous précisons les hypothéses adéquates sur les données
afin d’obtenir la formulation variationnelle. Puis, dans la deuxiéme section, nous énoncons
la formulation variationnelle du probléme mécanique. Ensuite, dans la troisiéme section,
nous énoncgons et démontrons notre résultat principal d’existence et d’unicité de la solution
faible, Les techniques employées sont basées sur les résultats des inéquations variationnelles
et la théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe. Enfin, dans
la quatriéme section, nous allons considérer une approximation numérique du probléme
variationelle, basée sur une discrétisation temporelle et spatiale. Pour ces shémas discrétisés

nous allons obtenir un résultat de l'estimation de 'erreur.

43



4.1. Formulation mécanique du probléme

4.1 Formulation mécanique du probléme

Nous nous plagons dans le cadre physique de la FIG 3.1.1. Nous considérons que le corps
est électro-viscoélastique, plus exactement, nous utilisons une loi de comportement de la
forme (3.4). En ce qui concerne le contact, nous modélisons par une compliance normale
avec frottement et usure.

Sous ces considérations, le probléme mécanique que nous étudions est le suivant.

Probléme P1. Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — RY, le champ des
contraintes o : 2 x [0, T] — S%, le champ de potentiel électrique ¢ : 2% [0,T] — R, le champ
des déplacements électriques D : Q x [0, T] — R? et la fonction d’usure ¢ : T's x [0,T] — R,

tels que
o= Ae(u) + Fe (u) + /Ot/\/l(t —s)e(u(s))ds + E*Ve dans Q x (0,T), (4.1)

D =E&e(u) — BVy dans 2 x (0,7, (4.2)

Dive + fo, =0 dans Q x (0,T), (4.3)

divD = gy dans Q x (0,T), (4.4)

u =0 sur I'y x (0,7), (4.5)

ov =f, sur I'y x (0,7T), (4.6)

_Uu:py(uu_g_C)v |O'T|:p’r(uu_g_€)a

o, =—-Xu, —v*), A >0, sur I's x (0,T), (4.7)
& = —kov*o,,

©=0sur T'yx(0,T), (4.8)

Duwv=gq sur T, x(0,7T), (4.9)

u(0) = ug, ¢(0) =0 dans . (4.10)

Ici et ci-dessous, afin de simplifier la notation, nous ne signalons pas explicitement la dé-
pendance des différentes fonctions de la variable spatiale 2. Nous décrivons maintenant les
équations et les conditions aux limites du probleme P1.

Les équations (4.1) et (4.2) représentent la loi de comportement électro-viscoélastique

avec mémoire longue, les équations (4.3) et (4.4) représentent les équations d’équilibre,
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4.1. Formulation mécanique du probléme

tandis que les conditions (4.5) et (4.6) sont respectivement les conditions de déplacement-
traction. La relation (4.7) représente les conditions de frottement avec compliance normale
et usure. Les conditions (4.8) et (4.9) représentent les conditions aux limites électriques.
Pour finir, (4.10) est les conditions initiales.

Pour I’étude du probléme mécanique (4.1) — (4.10), nous introduisons les espaces de
Hilbert H, H, H; et H; donnés par (1.1) munis des produits scalaires donnés par (1.2).
Tout au long de ce chapitre, nous avons besoins de 'espaces V, W et VW définis par (1.4) et
(1.9) — (1.10) munis des produits scalaires donnés par (1.6) et (1.12), respectivement.

Nous considérons maintenant les hypothéses suivantes : L’opérateur de viscosité A :

Q x S — S? satisfait

( (a) Il existe L4 > 0 telle que
|A(z,e1) — A(x,e2)| < Laler — &2
Ve, g0 €SY pp. €N
(b) Il existe m_4 > 0 telle que
(A(@, 1) — A(z. £2)).(e1 — €2) = maler — &f° (4.11)
Ve, g0 €S pp. x € Q.
(c) L’application  — A(z,€) est Lebesgue

measurable sur € pout tout € € S°.

\ (d) L’application * — A(x,0) appartient a H.
L’opérateur d’élasticité F : Q x S* — S? vérifie

( (a) Il existe Lz > 0 telle que
| F(x,e1) — F(z,€2)| < Lr|e1 — &2
Vei,e0 € S? p.p. € Q.
1, €2 b-p (4.12)
(b) L’application € — F(x, €) est Lebesgue

measurable sur () pour tout € € S%.

| (c) L’application ¢ — F(z,0) appartient a H.
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4.1. Formulation mécanique du probléme

Le tenseur diélectrique B = (b;;) : Q x R? — R? vérifie

(a) B(z)E = (bi;(2)E;)
VE = (E;) € R? p.p. z € Q.
b) b;; = bji, bi; € L=(2).
(6) by = b by € () i
(c) 11 existe mp > 0 telle que
BE.E > m3 |E|

VE = (E;) € R? p.p. z € Q.

\

Le tenseur piézoélectrique £ : ) x S¢ — R? vérifie

(a) ()T = (eijn (®)T )
V1 = (1) €S p.p. ¢ € Q. (4.14)
(b) €ijk = €Eikj S LOO(Q)

Les fonctions de compliance p, : I's x R — R, (r = v, 7) satisfont

( (a) Il existe L, > 0 telle que
‘pT(wu al) - pT("Bu a?)‘ S LT |a1 — Q2
Vai,as € R, p.p. ¢ € I's.
b) 1l existe m, > 0 telle que
(b) a (4.15)
lpr(®, )] < m, Yo € R, p.p. @ € T3,

(c) L’application € — p,.(x, ) est Lebesgue

measurable sur I'3 pour tout o € R.

| (d) L’application  — p,(z,0) appartient a L*(T3) .

Le tenseur de relaxation M satisfait
M € CH0,T; Hoo). (4.16)
Les forces volumiques f, et les tractions surfaciques f, ont la régularité
Ffo €C(0,T;H), fy,€ C0,T; L*(I'y)%), (4.17)
De méme, la densité de charge volumique qq et surfacique ¢ satisfont

q € C(0,T; L*(Q)), g € C(0,T; L*(Ty)). (4.18)

46



4.1. Formulation mécanique du probléme

g2 =0sur '3 Vt € [0,T].

La fonction d’écart initial entre le corps et la fondation g vérifie
ge L*T3), g>0 p.p. x €T3
Finalement, le champ initial des déplacements u, satisfait

U()EV

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Nous énongons maintenant quelques définitions que nous utilisons dans la suite de ce cha-

pitre.

D’abord, nous définissons la fonction f : [0,7] — V par

(f(t)aU)V:/Qfo(t).’de-l- A fo(t).vda,

Ensuite, la fonction ¢ : [0,7] — W par

(q(t), D)w = /Q qo(t)pdx — / 2 (t)oda.

Iy
Les conditions (4.17) et (4.18) impliquent
feC0,T;V), g€ C0,T;W).

Enfin, nous définisson la fonctionnelle j : V' x V' x L*(T'3) — R par

Jj(u,v,¢) :/F po(u, —g—C)vu,da

+/ pT(uV—g—C)|vT—v*|da,
I's

pour tout u,v € V et ¢ € L*(T'3).
La fonctionnelle j : V x V' x L?(I'3) — R satisfait

pour tout w € V et ¢ € L*(T'3), v — j(u,v,() est propre,

convexe et semicontinue-inférieurement sur V.

47

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)



4.2. Formulation variationnelle

4.2 Formulation variationnelle

Dans cette section, nous nous intéressons a la formulation variationnelle du Probléme
P1. Nous supposons dans ce qui suit que u et o sont des fonctions suffisamment réguliéres
qui satisfaisant (4.1), (4.3), (4.6) et (4.7). Soit v € V. Nous utilisons la formule de Green

(1.3) et I’équation de mouvement (4.3), afin d’écrire

/cr.s(v—'zl)d:v: /fg.(v—ﬁ)d:l:—l—/al/. (v —4)da,

Q Q r

Nous divisons l'intégrale de surface I'y, I'; et I's et en utilisant la définition de I'espace V'
avec (4.6) et (4.22), nous obtenons

f2.(v—'ll)da+/ ov.(v—u)da

I's

/Qa.s('u—'d)dx = /Qfo.(v—ﬁ)d:t—l—

I

= (f,v_ﬁ)VJr/ay.(v—i:,)da.

I's
Sur I's, nous avons

ov.(v—u)=o0,(v—u),+0o,. (v—1a)_.

De (4.7), nous avons
O'V(U—ﬂ)y = —py(uy—g—C)Uu+pu(Uu_g_g)uw

en outre, nous avons

o, (v—1u) =0, (v, -V +vV" —14,)

=0, (v, V) +o,. (V' —1,).

Il est clair que

*

o, (v, —v") > —lo,||v, — v,
et de (4.7), nous avons
o] =pr (u—9g—(),
et d’oul

0'7—.<’U7——'U*) > —Dr (uu _g_C> |U’T — v,
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4.2. Formulation variationnelle

D’autre part, de (4.7) nous constatons que o, et v* — %, ont la méme direction, donc, nous

écrivons
o, (V' —1,;) = |o.]|v— U,
= pr(uy, —g—0Q)|v" —u,].
Maintenant, nous pouvons écrire
UV'(U_ u) Z _pu(uu_g_C)UV"_pu(uu_g_<>uu
—pr (U — g9 = Q) [vr = V| +pr (uy, — g = () [0* — s
= [ V(U,,—Q—C)ﬂy—i-pT(uy—g—CH’U*—1'1:7-‘]

—[pv (uy, — g = Q vy +pr (uy — g — () Jv, — V]
De tout ce qui précede, en utilisant (4.25), nous obtenons
(o,e(v—1))y+j(uv,0)—j(u,a() > (f,v—a)y. (4.27)

En outre, soient ¢ et D des fonctions suffisamment régulieres qui satisfaisant (4.2), (4.4) et

(4.9). Soit ¢ € W. Nous employons la formule de Green (1.15), nous avons

/D.V¢dx+/divD¢da::/D.Vqﬁda,
Q Q r

Nous divisons l'intégrale de surface I', et I'y, en utilisant (4.4) et la définition de W, nous

trouvons

/D.V¢dm+/qo¢dx:/ D.v¢da,
Q Q Ty

d’apres (4.9), nous avons
D .voda :/ Gpda Vo e W.
Ty T
Nous combinons les deux égalitées précédentes avec (4.23) afin de voir que

(D, Vo) =—(q,0)w - (4.28)

Nous rassemblons maintenant la loi constitutive (4.1)—(4.2), 'inégalité (4.27), ’égalité (4.28)
et les conditions initiales (4.10) pour établir la formulation variationnelle du probléme P1

suivante.
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4.3. Existence et unicité de la solution

Probléme PV1. Trouver le champ des déplacements w : [0,T] — V, le champ des
contraintes o : [0,T] — H, le champ de potentiel électrique ¢ : [0,T] — W, le champ des
déplacements électriques D : [0,T] — W et la fonction d'usure ¢ : [0,T] — L*(T's) tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t)) + /0 t M(t — s)e(u(s))ds + EVp(t), (4.29)
(o(t),e(v —a(t)))n + j(u(t), v, ((1) — j(u(t), w(t), (1)) (4.30)
> (F(t),v —4(t)y Yv eV,
D(t) = Ee(u(t)) — BV(t), (4.31)
(D), Vo)u = —(q(t), d)w Yo € W, (4.32)
¢ = kov"py (, — g =), (4.33)
u(0) = uo, ¢(0) =0, (4.34)

pour tout t € [0,T].
L’élement (u, o, ¢, D, () qui satisfait (4.29)—(4.34) s’appelle solution faible du Probléme

P1. La solvabilité de ce systéme fera I'objet de la section suivante.

4.3 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous énoncons et prouvons le résultat de l’existence et d’unicité
suivant.
Théoréme 4.1. Supposons que les hypothéses (4.11) — (4.21) sont satisfaites. Alors, le

probléme PV1 admet une solution unique (u,o, v, D, () ayant la régularité

u e CY0,T;V), (4.35)
o€ C0,T;H,), (4.36)
0 e C0,T;W), (4.37)
D cC(0,T; W), (4.38)
¢ € CH0,T; L*(T3)). (4.39)
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4.3. Existence et unicité de la solution

Nous concluons que sous les hypotheses (4.11) — (4.21), le probléme mécanique (4.1) — (4.10)
a une solution faible unique. La régularité de la solution faible est donnée par (4.35) —(4.39) .

La démonstration du Théoreme 4.1 sera donnée en plusieurs étapes. Pour la présenter,
nous supposons dans ce qui suit que les hypotheses (4.11) — (4.21) sont vérifiés, ¢ désigne
une constante positive qui dépend de Q, I'y, I's, I's, A, F, M, &, B, p,, p, et T dont la
valeur peut changer d’un endroit a un autre.

Dans la premiére étape, nous supposons que les fonctions ¢ € C(0,7;L*(T'3)), n €
C(0,T;H) et g € C(0,T;V) sont données et nous construisons le probléme intermédiaire
suivant.

Probléme PV1,,,. Trouver le champ des vitesses v¢py = [0,T] — Vet le champ des

contraintes o¢pg @ [0,T] — H tels que, pour tout t € [0,T],

T ng(t) = Ae (Vg (1)) + (1), (4.40)
(0cng (1)), (v — veng (1)) + j(g(1),v,C(1)) = (9(t), Veng(1), C(1)) (4.41)

> (), v —ve(t))v YoeV.

Lemme 4.2. PV1:,, a une solution unique tel que

Veng € C(0,T5V), 0y € C(0,T;H,). (4.42)

Preuve. Nous définissons 'opérateur A : V' — V tel que
(Au,v)y = (Ae(u),e(v))y YVu,v € V. (4.43)

L’opérateur A est fortement monotone et de Lipschitz sur V. En effet, en utilisant (4.43)
la définition de A, I’égalité (1.7), I'hypothese (4.11) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour
tout u,v € V et Yw € V, nous avons
(Au — Av,w),, = (Ae(u) — Ae(v),e(w)),
< Lale(u) —e(v)ly[e (w)ly
< Lalu—vly,|wly,.

Donc

[Au — Avly, < Lalu—wvly,
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4.3. Existence et unicité de la solution

qui prouve que A est de Lipschitz sur V.

De méme, pour tout u, v € V', nous avons
(Au— Av,u —v),, = (Ae(u)— Ae(v),e(u) —e(v)),,
> my|u— ’U|%/ ,

c’est a dire que A est un opérateur fortement monotone sur V.

Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour définir un élement F €
C(0,7;V) par

(F(t),v)v = (f(t),v)v — (n(t),e(v))n. (4.44)

Puisque l'opérateur A est de Lipschitz et fortement monotone sur V avec (4.26), nous

concluons d’aprés un résultat standart sur les inéquations variationnelles elliptiques de se-

conde espece (Théoreme 2.15) qu'il existe une fonction unique v, (t) € V' qui satisfait

(Aveng(t), v — vy () v +j(g(t), v, C(t)) = J(9(E), veng (1), C(1)) (4.45)
2 (F(t),v —vey(t))y YvelV,

en combinant (4.40) et (4.43) — (4.45), nous déduisons que v, est une solution unique de
PV1e,,.

Nous utilisons la relation (4.40), 'hypothése (4.11) et les propriétées du tenseur de
déformations a obtenir que o¢,,(t) € H. Puisque v = wvg,),(t) = ® satisfait (4.41), ou
® c D(N)? est arbitraire. En utilisant (4.41), les définitions (4.22) et (4.25) et I'intégration

par partie, nous trouvons

(=Divoyy(t), @) > (fo(t), ®)m et (—Diveogy(t)), @)r < (fo(t), @)

Donc

Diver ey, (t) + fo(t) = 0. (4.46)

Avec 'hypothese (4.17) sur la régularité de f, nous voyons que
Divo,, (t) € H.
Alors que o¢,,4(t) € H;. Dans la suite nous allons montrer que

Veng € C(0,T5V), oy € C(0,T;Hy).
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4.3. Existence et unicité de la solution

Soit t1,t2 € [0,7] et pour simplifier les notations nous posons v, (t;) = v;, g(t;) = g;,

n(t:) =, ¢ (L) = G, f (i) = F i, et o¢ny(ti) = o pour i = 1,2.
Nous appliquons 'inéquation (4.45) avec (4.44) pour t = t; et v = Vg, nous obtenons

(Avhvl_v?)v S j(glav%gl)_j(glavlagl)

+(f 1,01 —v2)v — (M, 6(v1 — ’U2))H,

encore une fois, pour t =ty et v = vy, nous trouvons

<_AU27U1_U2)V < J(gy,v1, () — j(gg, V2, ()

—(f2,v1 —V2)v + (M, 8(V1 — U2))H-

Nous additionnons les deux inégalitées précédentes pour obtenir
(Avy — Avg, v1 — V),

< J(91,02,¢1) — (91, V1, (1) + (92, V1, (o) — (g2, V2, (,)
+(f1 = fovi—v2)v + (0 — My, €(v1 — v2))y,
En utilisant la définition (4.43), 'hypotheése (4.11), la définition (1.7) et l'inégalité de

Cauchy-Schwarz, nous avons

ma vy — vol (4.47)

< |.](gla V1, Cl) - j(glv Uy, Cl) + j(QZa Uy, C2) - j(QZa vy, C2)|
+([f1 = Faly + 1 = maly) [v1 — w2y,
De (4.25) la définition de la fonctionnelle j et employons I'inégalité ||u| — |v|| < |u — v
Yu,v € RY, nous avons

|j(gl7'v17gl) - j(gh'v?’Cl) +j(927'v27g2) - j(927v17g2)|

/ DPv (glu —g— Cl) U].l/da/ - / Pv (911/ —9g— Cl) U21/da
I's

I's

+/ bv (g2u -9 - CZ) U?l/da’ - / Y25 (921/ — 99— C2) Ulyda
F3 1—‘3

+/ (g — 9 — ¢ )I’Ulr—v*lda—/ pr(g1y — 9 — () |[ve, — v| da
Fg FS
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+/ pf(gzu—g—g)l’vzr—v*lda—/ pr(g2y — 9 — (3 ) U1, — V| da
Fg FS

< | Ipv (9w —9—¢1) =P (920 — 9 — )| |1 — V2| da
s

+ [ pr (9w — 9 —C1) = pr (920 — 9 — ()] |17 — V2r| da.
I's

En utilisant argument |u,| < |u| (r = v, 7), (4.15) les hypotheéses sur p,, p,, U'inégalité de

Cauchy-Schwarz et (1.8), nous obtenons

’j(g1>U1>C1) —j(g1,v2,(y) + j(gq, V2, (o) — j(g2,U1,C2)| (448}

< (Lv+Ls)co (CO 191 — Goly +1¢1 — C2|L2(r3)) (U1 — 2y,

en combinant (4.47) avec (4.48) pour voir que
my v — valy, < (Ly + Ly) co (CO 191 — Goly + 11— <2|L2(r3)> (4.49)

11— Faly + 1m0 —maly

D’apres la régularité de {g,(, f,n} et (4.49), nous déduisons que
Ve € C(0,T5V). (4.50)

D’autre part, nous appliquons (4.40) pour ¢ = ¢; puis t = t, et faison la soustraction et en

utilisant (4.11) et (1.7) afin de voir que
o1 — 02fy < Lavr — valy + |1y — My - (4.51)
De (4.46), nous avons
Divo¢yg(t;) + fo(ti) =0 pour ¢ = 1,2. (4.52)
En employant (4.51) — (4.52) avec la régularité de (1, v¢yg, f ), nous concluons que
ocng € C(0,T5Hy).

Ce qui termine la preuve du Lemme 4.2. O
Soient ¢ € C(0,T; L*(T3)), n € C(0,T;H) et g € C(0,T;V). Nous définissons mainte-
nant 'opérateur A¢, : C(0,7;V) — C(0,7;V) par

t
Aeyg (t) = uo + / Veng(s)ds Vg e C(0,T5V). (4.53)
0
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Nous avons sur I'opérateur A, le résultat suivant.

Lemme 4.3. L’opérateur Ag, admet un point five unique g., € C(0,T;V).

Preuve. Soient g,,9, € C(0,7;V) et n € C(0,7;H). Nous utilisons les notations
V; = U¢pg, € U = Uy, pour @ = 1,2. En utilisant les mémes arguments que nous avons

utilisées dans (4.49), nous trouvons pour tout ¢t € [0, 7

malvy (t) — vy (8], < (Ly + Lr) c5 gy (1) — g5 (D)),

nous intégrons 'inégalité précédente par rapport a ¢ et employons (4.53), nous obtenons

t
Ao () — Ayl < ¢ / 19:(5) — gols)ly ds ¥t € [0,7],

En réitérant m fois 'inégalité précédente, il est facile de voir que

m m ()™
|AQ7.91 - Agn92|0,v < ol |91 — g2|o,v .

Nous déduisons que pour m suffisamment grand, l'opérateur A7, est un contractant sur
espace de Banach C'(0,75V), donc, A7} posseéde un point fixe unique g, € C(0,T;V) et
par conséquent g, est le point fixe unique de A, O
Maintenant nous considérons le probléme suivant.
Problem PV1,,. Trouver le champ des déplacements uc, : [0,T] — V tel que pour tout
tel0,77,

(Ae (tey(t)) s (v = ey (1)) ) + J (ucy(t), v, (1)) = G (uen(1), ey (t), C(1)) (4.54)
+(m(t), e(v — ey (1))n = (F(1),v = g (t))y Yo eV,
uc,(0) = uo. (4.55)

Pour le problem PV1., nous avons le résultat suivant.
Lemme 4.4. Le probléme PV1, a une solution unique u¢, qui satisfait (4.35).
Preuve. Soient ¢ € C(0,T; L*(I's)) et n € C(0,T;H), nous notons par g, € C(0,T;V)

le point fixe guaranté par le Lemme 4.3 et soit u, la fonction définie par

t
Ucy (t) = Up +/ UC’]an<S)d8' (456)
0
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Comme g, est le point fixe de A, donc

ACngCn = Y-

Nous combinons cette égalité avec (4.53) la définition de A, et (4.56) afin de voir que
9oy = Ucy- (4.57)
En outre, de (4.56) la définition de wu¢,, nous avons
Ucy = Venge, - (4.58)

Donc, nous remplagons g par g, dans (4.45), et utilisons (4.43) — (4.44) et (4.57) — (4.58),
nous trouvons que u¢, est une solution unique de PV1,, en plus de ¢a la relation (4.58) et
la régularité de v¢pg,, nous donnent uc, € C*(0,T; V). O
Dans la deuxiéme étape. Soient ¢ € C'(0,7T; L*(T'3)) et n € C(0,T;H), nous utilisons
U¢, la solution unique de PV1g,.
Pour le champ électrique. Nous considérons le probleme variationnel suivant.
Probléme QV1,. Trouver le champ de potentiel électrique o, : 0,T] — W tel que
pour tout t € [0,T]

(BVie, (1), Vo)u — (Ee(ucy(t)), Vo) u = (q(t), ¢)w Vo € W. (4.59)

Nous avons le résultat suivant.
Lemme 4.5. QV1, a une solution unique @, qui satisfait la régularité (4.37).

Preuve. Nous définissons la forme bilinéaire b : W x W — R par

Nous utilisons cette définition, (4.13) 'hypothése sur le tenseur B et la définition (1.13)

avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

b(, d) = b(9, ©), blp, ) = mplelty, ble,d) < clely ol -

Donc b est une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive sur W. Cependant, en
utilisant le théoréeme de représentation de Riesz, nous pouvons définir une forme liniéaire

continue g¢, (t) : W — R par

Gy (1) () = (q(t), D)w + (Ee(ugy(t), Vo).
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Nous appliquons le théoréeme de Lax-Miligram pour déduire qu’il existe un élément unique
Py (1) € W tel que
by (1), ) = acn (£) () -

Nous concluons alors que ¢, est une solution unique de QVlg,.
Dans la suite, nous allons vérifier que ¢, € C' (0, T;W). Pour ty, ty € [0,T] nous adoptons
les notations suivantes @, (t;) = ¢;, uc,(t;) = u; et q(t;) = q;, (i = 1,2). Pour tout ¢ € W.

En utilisant (4.59) pour ¢ = t;, nous voyons que

(BV%, V€Z5)H - (56 (Ul) ) V¢)H = (Qh ¢)W,

de méme, pour t = t5, nous avons

(BVy, Vo) — (E€ (1), Vo) u = (g2, ¢)w-

Nous choisissons ¢ = ¢; — ¢, et faison la soustraction, nous trouvons

(BVy@, — BV, V(o) —¢y))u

= (1 — G2, 1 — Pa)w + (E&(ur) — Ee(uz), V (01 — ¥5)) 1.

En utilisant (1.2), (1.7), (1.13), les hypotheses (4.13) — (4.14) sur B, £ et l'inégalité de

Cauchy-Schwarz pour obtenir

2
mp |p; — <P2|W < ce|uy — u2‘v o1 — 902|W +[q1 — Q2|W o1 — 802|W

donc
|1 — 902|W < c(|ur — U2|v + g1 — CI2|W)' (4.60)

Sachant que u¢, € C'(0,T;V) et ¢ € C(0,T; W), l'estimation (4.60) nous donne ey €
C(0,T;W).

Ce qui termine la preuve du Lemme 4.5. U
Maintenant, pour ¢ € [0, T], nous considérons 'opérateur

Ac: C(0,T;H) — C(0,T;H),
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défini par : pour chaque n € C(0,T;H)

Acn(t) = Fle(ue () + /0 M(t = s)e(ucy(s))ds + EVipe, (1), (4.61)

Ici, pour tout n € C(0,T;H); uc, et ¢¢p, représentent le champ des déplacements et le
champ de potentiel électrique obtenus dans les Lemmes 4.4 et 4.5 respectivement. Nous
avons le résultat suivant.

Lemme 4.6. Il existe un élément unique n, € C(0,T;H) tel que Acm; = n,.

Preuve. Soient n,,m, € C(0,7;H). Nous utilisons les notations wuc,, = u;, U, =

Ven, = Uiy Pey, = 95 €6 g¢,, = g; pour i = 1,2. En employant (4.61), nous avons

[Acm (1) = Acnp(D)] < [Fle(wa(t)) — Fle(ua(?)))]

HIEV @i (1) = EVipa(t)] +/0 Mt = )| [e(u(s))—e(ua(s))] ds.

En utilisant les hypothéses (4.12), (4.14) et (4.16), nous obtenons

[Acmi (1) = Acny ()] < L [e (ua(t) — ua(D))] + cex [V (01 (1) = 95 (1))] (4.62)

t
Ml | 1€ (unls) = uas)]ds
0
ol cg« est une constante dépendante a £*.
En mettant 'inégalité (4.62) a la puissance au quarré et intégrons par rapport & & avec

l'utilisation de (1.7) et (1.12), nous trouvons
t
[Aem (1) = Aema(t)lg, < ¢ (|U1(t) —us(t)y, + / i (s) — ua(s)fy, ds (4.63)
0

+ |901(t) - 902(t)|?/v) .
En outre, nous avons t
wilt) = ug +/ vi(s)ds Vt € [0, T].
0
Ainsi

s (1) — us(t)2 < /0 01(5) — va(s)[3 ds ¥t € 0, 7). (4.64)

Pour le champ de potentiel électrique, de (4.59), nous avons

(BVp; (t) = BV, (1), V (01 (t) — 2 (1)1
= (Ee(ur (1) — Ee(ua (1)), V (@1 (1) — @2 (1))n,
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nous utilisons les hypothéses (4.13) — (4.14) avec les définitions (1.7) et (1.13) pour obtenir

mp [y (t) — ¢ (t>‘12/V < ce |uy (1) — w2 (D) @1 (1) — @2 (B
donc
01 (1) = 02 (B)ly < clua () = ua ()5 (4.65)
Nous combinons ’estimation (4.65) avec (4.63) et employons (4.64), nous trouvons
t
[Agm () = Aemy()]5, < 0/ [v1(s) — va(s)[y; ds. (4.66)
0
De plus, en choisissant 7 = 1, et v = vy dans (4.54), nous obtenons
(Ae(vy (1)), e(v1 (1) = va ()))n

< J(Ul (t) » U2 (t) ) C (t)) - ](ul <t> y U1 <t> 7C<t>>
(f (1), v1(t) =02 (8))y — (0 (1), €(vr () — w2 (),
aussi pour 11 = 1, et v = v, nous avons

(—Ae(v2(t)),e(vi (t) —v2(t))n

< j(uz (t),v1 (1), ¢ (1) —j(ua (1), v2(t),C(2))
—(f (@), v1(t) —v2(1))v + (M2 (1), €1 () — V2 (),
En ajoutant les deux inégalités précédentes, il est facile de voir que

(Ae(vy (1)) — Ae(vy (1)), e(v1 (1) — v2 (1)) (4.67)

< ](ul (t) , U2 (t) 7C(t)) _j(ul (t) » U1 (t)vg(t)) +]<u2 (t) » U1 <t> 7C(t) )
—J(uz (t), 2 (1), C(8)) = (1, (8) = My (1), €(v1 (£) = V2 (1)),
En utilisant des arguments similaires & ceux utilisés dans (4.48), nous trouvons

(w1 (), 02 (), (1) — j(ua (), 01 (), C(2))] (4.68)

15wz (8), 01 (1), C (1) ) = J(us (), 2 (1), C(1))]

< cfu (t) — ua ()] o1 () —v2 ()] -
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De (1.2), (1.7), (4.11), (4.67) — (4.68) et l'inégalité de Cahchy-Schwarz, il s’ensuit que

o1 () = w2 (D] < e(fur () = uz (O] + 11 () =12 (O)3) (4.69)

nous mettons (4.69) a la puissance deux et intégrons par rapport au temps, nous arrivons a

[ o) = wa s < [ funts) =)y ds o [ o) - mllfds. w0)

Nous combinons (4.64) avec (4.70), nous avons

|ur(t) — ua(t)[5, SC/O |ui(s) — ua(s)ly, ds + ¢ i [m1(s) —ma(s)l7, ds,

en appliquant le Lemme 2.19 de Granwall, nous déduisons que

luq () — ua(t)]} < c/ In,(s) )|Hds (4.71)

Nous substituons (4.71) dans (4.70) nous trouvons

/ [v1(s) — va(s)[} ds < c/ In,(s) )|H ds. (4.72)

En combinant (4.72) avec (4.66), nous déduisons que

t
2 2
A () = A O < ¢ [ iy (5) = ma(s) s
0
En réitérant m fois 'inégalité précédente, nous obtenons

()™

m 2
|A4 m — Ag "72|0’H < Tl Iy — "72‘0,71

nous déduisons que si m suffisamment grand, I'opérateur A" est un contractant sur I'es-
pace de Banach C(0,T;H), donc, A7* posséde un point fixe unique 1, € C(0,7T;H) et par
conséquent 7, est le point fixe unique de A. O

Soit ¢ € C(0,T;L?*('3)). Dans la troisitme étape nous considérons le probléme varia-
tionnel suivant.

Problem PV1.. Trouver le champ des déplacements u; : [0,T7] — V, le champ des
contraintes o¢ : [0,T] — 'H, le champ de potentiel électrique o, : [0,T] — W et le champ
des déplacements électriques D : [0,T| — H tels que pour tout t € [0,T],

oc(t) = Ae(tc(t)) + F(e(uc(t))) + /0 M(t — s)e(uc(s))ds + E* Vi (t), (4.73)
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(0c(t) e(v — () + j(uc(t), v, (1)) — jluc(t), ic(t), C(t))
> (F(t),v —ac(t))y YveV,
D(t) = Ee(uc(t)) — BV (1),
(D¢(t), Vo)u = —(q(t), )w Vo € W,

uc(0) = up.

(4.74)

(4.75)
(4.76)

(4.77)

Lemme 4.7. Le probléme PV1. admet une solution unique {UO o6 P DC} qui satis-

fait (4.35) — (4.38).

Preuve. Soit n. € C(0,T;H) le point fixe de A; qui est défini par (4.61), nous adoptons

les notations u; = u¢y et o= Pen, qui sont les solutions des problemes PV1, et QV1g,

obtenues dans les Lemmes 4.4 et 4.5, respectivement, pour n = 7).

Nous combinons alors I’égalité Acm. = 7, avec (4.61), nous obtenons

ne(t) = Fle(uc(?))) + /0 M(t = s)e(uc(s))ds + E*Vp,(t).
Nous avons
oc(t) = Ae(uc(t)) + nc(t)
donc

oc(t) = Ae(uc(t)) + F(e(uc(t))) + /0 M(t — s)e(uc(s))ds + E V. (t).

Nous posons

D¢(t) = Ee(uc(t)) — BV (1).

Soit tq,t9 € [0,T], d’aprés (1.7) — (1.12) et (4.79), nous déduisons que

D¢ (1) — D¢ (t2)l7 < ¢ (Joc (1) — o (82)], + e (1) — ue (B2)]y) 5
de la régularité de (uc, ), nous impliquons que
D€ C(0,T;H).
Nous combinons (4.59) pour 1 = 7, avec (4.79) nous obtenons

(D¢(t), Vo)u = —(q(t), d)w Vo € W,
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Nous choisissons ¢ € D () dans I’égalité précédente, trouvons que
divD¢ (t) = qo () Yt € [0,T].
D’apres la régularité de gy, nous voyons que
D.eC(0,T;W).

En prenant = n, dans (4.54) — (4.55) et (4.59) avec les égalités (4.78) et (4.79), nous
déduisons que {u¢,o¢, ¢, D¢} satisfont (4.73) — (4.76). Ensuite, (4.77) et la régularité
(4.35) — (4.38) viennent des Lemme 4.4, 4.5 et les hypotheses sur A, F, M, € et B. Ce qui
prouve la partie de ’existence du Lemme 4.7.

La partie de 'unicité du Lemme 4.7 est une conséquence de 1'unicité du point fixe de
Popérateur A défini par (4.61) et I'unicité des solutions des problemes PV1e, et QVlg, . U

Nous considérons maintenant lopérateur £ : C(0,T; L*(T3)) — C(0,T; L*(T'3)) défini
par .

L((t) = —kov*/ (o¢), (s)ds ¥Vt € [0,T]. (4.80)
0
L’étape finale de la démonstration du Théoréme 4.1 est le résultat suivant.

Lemme 4.8. L’opérateur L a un point fize unique ¢* € C(0,T; L*(T3)).

Preuve. Soient (;,(, € C(0,T;L*('3)) et (uc,, o¢,, ®e,s D¢,) lélement qui satisfait
(4.73) — (4.76) et (4.77) pour ¢ = (;, ¢ = 1,2. Nous utilisons les notations u; = u,,, v; =
U, 0 =0¢, ¢; = ¢, et D¢, = D;. En plus, ¢ est une constante posotive qui dépend a ko
et v*.

Nous employons (4.73) et (4.74) pour ( (t) = (; (t) et v = v3 (t), nous avons
(Ae(vi(t)), e(vi(t) —v2 (1)) + (Fe(ui(t)), e(vi(t) — v (1))

+(/0 M(t = s)e(u(s))ds, e(vi(t) — vz ())n + (Vi (1), (v1(t) — v2 (1))
+j(un(t), v1(t), i (1) = J(ua(t), v2 (1), Ci(1) < (£ (1), va1(t) — w2 (F))v -

De méme, pour ( (t) = (, (1) et v = vy (t), nous voyons que
(—Ae(vy(t)), e(vr(t) — 02 (1)) + (= Fe(ua(t)), e(vi(t) — v2 (1))

+( - /0 Mt = s)e(ua(s))ds, e(v1(t) =02 (1)1 + (=E"Vipy(t), e(va(t) — s (1))
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+j(ua(t), va(t), (1) — j(ua(t), v1 (1), (1) < (=F (1), vi(t) —v2 (t)v .

Nous additionnons les detx inégalités précédentes afin de voir que
(Ae(w1()) — Ac(wr(t)), e(0n(t) — w2 ()
< (Fe(uslt)) — Fe(wm(®) e(i(t) — w2 ()

H MG = S)elaa(s) — Mt = s)e(an(5) ds. e (1(0) = 02 ()
HEViga(t) — £V (8) e(ont) — w2 ()
()02 (1), Ca(8) — j(an(0) 10, Go(0)
i unlt), 1 (), Calt)) — us(t), va(t), (1))

Nous utilisons (4.11) — (4.12), (4.14) — (4.16) les hypotheses sur A, F, &, p,, p, et M avec
'inégalité de Cauchy-Schwarz, (1.7) et (1.13). Par des arguments similaires & ceux utilisés

dans (4.48), nous obtenons

malvy (t) — vz (1)]y, (4.81)
< (Lr + (Lo + Ly) ) |un (t) — wa(t)]y + Moo e /0 |[ui(s) — ua(s)ly ds
+ce |y () = oa (D) + (Lo + Lr) co ¢4 (1) — G, (t)|L2(I‘3) :

Nous appliquons (4.75) — (4.76) pour ( (t) = (; (f) puis pour ((t) = (,(t) et prenons

¢ = @, (t) — vy (1) apres le processus de soustraction, nous trouvons

(BV@y (1) =BV, (1), V(@1 (1) = 2 (1)) = (E€(ua (8))=Ee(uz (1)), V (1 (1) = 92 (1)) -

En utilisant encore une fois ’hypothése (4.13), la définition (1.12) et 'inégalité de Cauchy-

Schwarz, nous voyons que

mp |y (8) = 92 (D < ce lur () — w2 (O ler (1) = 2 (Bl

alors que
1 (1) — 2 ()] < clwn (1) — w2 ()] - (4.82)

En combinant (4.81) avec (4.82), il vient que

o1 () — w2 ()], < ¢ (Iul(t) —uy(1)]y, +/0 |ur(s) = ua(s)]y ds + ¢, () = G (t)\Lz(r3>) :
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Nous éléevons au carré les deux cotés de la derniére inégalité et intégrons par rapport au

temps, nous trouvons

/|U1 — vals \Vds<c/ (a1 (5) — (s |Vds+c/ C(5) = Col5) 2oy A (483)

En outre, nous avons
t
w(t) =+ [ i(s)ds
0
ainsi
t
i) = w@)ff < [ foil) — vals)ff s
0
nous combinons cette inégalité avec (4.83), nous trouvons
@) = w0 < ¢ [ ) = walo) s+ e [ 1616 = Gy
en utilisant le Lemme 2.19 de Gronwall, nous obtenons

) = w0 < ¢ [ 166) = o) s (484

Nous substituons cette inégalité dans (4.83), nous pouvons écrire

A|vﬂ@—vx@@dsscl|g@>—@@n;mﬂ@- (4.85)

En autre part, pour ¢ = 1, 2, nous avons
t
= Ae(w;) + F(e(u,)) + / M(t — s)e(u;(s))ds + E*V,,
0
en utilisant les hypotheses (4.11)—(4.12) , (4.14), (4.16) et 'estimation (4.82), nous trouvons

wmﬂ—axmiSchawwmw@+A|m@wwu@@w+hww—mam)-

Nous intégrons I'inégalité précédente par rapport au temps, nous trouvons

[0~ o2 as < ([ (o)~ s+ [ (o) a0 ).

Nous substituons (4.84) et (4.85) dans I'inégalité précédente pour trouver

A|01@»—mx@mdsscAr@«»—cx@&mmda (4.86)
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La définition de 'opérateur £ donné par (4.80), |o,| < |o| Vo € S? et I'estimation (4.86)

nous donnent
t
2 2
|£¢4(t) — £C2(t)|L2(r3) <c /0 C1(s) — C2<S)|L2(F3) ds.
En réitérant m fois I'inégalité précédente, nous obtenons

. - (eT)™
[£7C1 = £7Colg oy < = 1G0 = Gl ey -

Pour m assez grand opérateur £™ est un contractant sur 1’espace de Banach C'(0, T'; L*(T3)),
donc £ a un point fixe unique ¢* € C(0,T; L*(T'3)). O
Maintenant, nous pouvons établir la démonstration du Théoréeme 4.1.

Démonstration du Théoréme 4.1.

Soit ¢* € C(0,T;L3*(T3)) le point fixe de l'opérateur £ donné par (4.80). Pour ¢ =

* *

(", mous posons u* = ugr, 0F = o¢, p* = i et D* = D¢, Nous déduisons que

(u*, 0%, ¢*, D) est la solution unique de PV1+ qui satisfait (4.35) — (4.38). En outre pour

tout ¢ € [0, 7], nous avons
LE(t) = (1),
donc, en combinant la dérniére égalité avec (4.80) afin de voir que
t
¢ () = —kov” / o7 (s) ds |

0
alors que
C () = koo (t)

= kov'py (u;, —g — ("),
avec
¢'(0) = 0.

Des hypothéses sur p, et la régularité de u* et (¥, nous déduisons que

¢* € CH0,T; L*(T3)).

Nous concluons que (* est une solution unique de (4.33) avec (*(0) = 0 et satisfait la
régularité (4.39).

Ce qui termine la démonstration du Théoréme 4.1. 0
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4.4 Formulation variationnelle approchée

Dans cette section, nous introduisons un schéma numérique discréte du Probléme PV1.
Partout ci-dessous, nous supposons que les conditions (4.11) — (4.21) sont vérifiées. Ainsi, il
résulte du Théoreme 4.1 que le Probléeme PV1 admet une unique solution. Plus précisément,
nous nous intéressons a la résolution du Probléme PV1 sur un intervalle de temps fini [0, 77,
avec T' > 0 arbitraire mais fixé. Ainsi, soit N, un entier positif; nous définissons la taille du

pas de temps k = % et nous considérons la discrétisation temporelle uniforme
t,=nk, 0<n<N,

o N est un entier suffisamment grand. Pour une fonction continue v(¢) a valeurs dans un
espace fonctionnel, nous écrivons v; = v(t;), 0 < j < N. Pour la discrétisation spatiale,
nous considérons un domaine polygonal (2.

Pour la discrétisation des intégrales du Probléme PV1, nous utilisons la méthode des

tj+1
/ v(s)ds = kv,.
t

J

rectangles

Soient H" et B" les espaces des éléments finis des constantes par morceaux. Les espaces H
et L?(I'3) sont approximés par H" et B", respectivement.
Les espaces V' et W sont approximés respectivement par les espaces des éléments finis

suivants :
Vh = {vh e|[C (ﬁ)]d | o'k € [P (K)]" VK € T;, v" =0 sur Fl},
Wh={¢"eC(Q) | ¢"|x € P (K)VKET, ¢" =0surL,},

ot 7j, est un élément issu de la triangularisation de Q, P; (K) est I’espace des polynomes de
degré plus petit ou égal a un sur K et h désigne le parametre de discrétisation spatiale qui
est défini comme

h = max diam(K),
KeTy,

ou diam(K) = max {|x — y|; =,y € K}.
Pour tout 7 € H, nous notons Py T sa projection orthogonale des éléments finis sur
Hh
(PHhT,Th)H = (T,Th)H v e H".
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Il est commode d’introduire le champ de vitesse v(t) = u(t) donc u(t) = uy + f(f v(s)ds,

t € [0, 7). Il résulte du Théoréeme 4.1 que v € C(0,7; V), et pour tout t € [0, 7], nous avons
t

o(t) = Ae(v(t)) + Fe(u(t)) + / M(t = s)e(u(s))ds + EV(t),  (487)
0

(o (1), (v —v(t))n + J(u(t), v, (1) = jlu(t), v(t), (1)) (4.88)
> (Ft),v —v(t))y YveV,

Soit uf € V" une approximation par des éléments finis de uy.

Nous considérons maintenant le probléme variationnel approché suivant.

Problem PV1". Trouver un champ des vitesses discret v"* = {vﬁk}gzo c VR, un
champ des contraintes discret ot = {JZ’“}LO C H", un champ de potentiel électrique
discret p* = {(pf;k}szo C Wh et une fonction d’usure discréte (" = {CZ’“}LO C B" tels
que

ol = P Ae(V)) + PrnFe(ul) + PrnE Vol (4.89)
(06, e(v" — vg))n + j(ug,v",0) — j(ug, v5,0) (4.90)
> (fo,v" —vp)y Vo' eV,
(BVy, Vo" )i — (Ee(ug), Vo' ) (4.91)
= (qo, ¢")w Yo" € W,

et pour n > 1,
n—1
ott = PrnAc(VlF) + P Fe(ull ) + Pan £V + £ Prn (Ro)}" (4.92)
j=0

(0" e(v" — ")) + (0", GF) — (g, 03, GF) (4.93)
> (f,, 0" — vy Vo eV

= (qn, 9" )w V" € W,

n—1
¢ = kkov™ 3 py (ul — g — () (4.95)
7=0
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Ici, nous avons utilisé les notations suivantes
hk _ . h bk _ . h hk _ _h  _hk _ _h hk _ »ho_ .
uy” =g, vy =g, 03" =0q, 95" = ¢y et (g =5 =y =0.
Nous utilisons le champ des déplacements discret suivant

ult = ul + kZU;’k n>1, (4.96)

n —

Jj=1

Nous utilisons aussi les notations

(Ra)" = Mty — t))e(u),

(Rn) (8) = M(t, — s)e(u(s)),
(Rn); = M(tn — tj)e(uy).

J

Maintenant, nous annoncons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 4.10. Supposons que les conditions énoncées dans le Théoréme 4.1 soient
satisfaites. Alors le probléme PVI1"™ a une solution unique.

Preuve. Nous montrons d’abord que (4.89) —(4.91) détermine de fagon unique ot € H",
vh e Vet ol € Wh. Dun analogue discret du Lemme 4.5, il s’ensuit que (4.91) admet une
solution unique ¢ € W". En combinant maintenant (4.89) et (4.90), nous obtenons une in-
équation variationnelle elliptique qui admet une solution unique v} € V". ot € H" est alors

Joong
HM < VEx W x B" connu, (4.92) — (4.95) détermine de maniére unique (o2F, o', ok (F)

calculé a partir de (4.89). Ensuite, nous montrons qu'avec {(o* vh* ¢ }jgn—l C
n n

H' x VI x W x B". Etant donné { (ul*, ?k) }j<n_1 € V" x B", un analogue discret du

Lemme 4.5 montre que (4.94) admet une solution unique @* € W et ¢"* € B" est calculé

a partir de (4.95). En combinant (4.92) et (4.93), nous obtenons
(Ae(v") (0" —vp"))s + G(unty, 0", GF) = (w03, GF) (4.97)

> (1, 0" — vzk)v Vol e vV,

ou
(rn,vh)v =( n,vh)v — (fs(uﬁ’il) + 5*Vg0flk (4.98)
n—1
+k Z (Ra)* €(vh)>
Jj=0 H
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Par un résultat standard sur les inéquation variationnelles elliptiques, il existe un unique
vhk € V' satisfaisant (4.97). Enfin, nous calculons % a partir de (4.92). O
Nous passons maintenant a ’analyse de I'erreur entre les solutions des Problémes PV1

et PV1,

4.5 Estimation d’erreur

Cette section est consacré a la dérivation des estimations d’erreur pour la solution dis-

créte. Nous supposons les hypotheses de régularité de la solution suivantes :

(v,0,0) € C(0,T;V x Hy x W), (u,¢) € CH0,T;V x L*(I'3)) (4.99)
(v,0,9) € C0,T; H* (Q)" x H' ()™ x H?(Q)), (4.100)
veC(0,T;H*T3)?), ov e C(0,T; L*(I)Y), (4.101)

uo € H*(Q)“. (4.102)

Dans ce qui suit, ¢ désigne une constante positive générique dont la valeur peut changer
d’une occurrence a ’autre, mais est indépendante des parameétres de discrétisation h et k.
Premiérement, nous faisons une estimation d’erreur sur le potentiel électrique.

Nous combinons (4.31) et (4.32), nous avons pour tout ¢ € [0,7],
(BVe(t),Vo)u — (Ee(ul(t)), Vo) u (4.103)

= (q(t), 9)w Vo € W,

en appliquant (4.103) au temps t = ¢, et ¢ = #", nous obtenons pour tout n > 1,
(BV¢,,Vé" )y — (Ee(un), V)i (4.104)

= (QH7¢h)W v¢h S Wh7

nous soustrayons (4.94) de (4.104), pour tout ¢" € W”", nous voyons que

(BVQ% - BVQDZIC» v¢h)H - (ge(un) - 56(’11,2]11), v¢h)H - 0’
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4.5. Estimation d’erreur

donc, nous pouvons écrire
(BVe, = BV V(6" — i) — (Ee(un) — Ee(uyt), V (¢" — oi*))u = 0,
alors que, en utilisant 1'écriture ¢" = ¢" + ©, — P, DOUS VOyOns que

(BVy, — BV V (¢, — ot ))u — (Ee(un) — Ee(ul™,), V (v, — ol ))u
= (BVy, - BVY*, V (¢, — ")y — (Ee(u,) — Ee(ult 1),V (¢, — ¢"))u.

En utilisant (4.13) pour voir que

mp |, — [, < (BV, — BV, V (g, — o)y
= (BVg, —BV@*, V (o, —¢"))u
+(Ee(un) — Ee(unt)), V (v, — 1))
—(Ee(uy) — Ee(upt ), V (0 — ¢"))m,

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité suivante
2 1o
ab < ea” + 4—b Ve >0, (4.105)
€

nous obtenons
2 2 2
2 — i < o (Jun = wlh [+ 0 — 63 ) (4.106)

De (4.103) au temps ¢t = 0 avec ¢ = ¢", nous avons
(BV@y, V") i — (Ee(uo), V")

= (q[)7¢h)W v¢h € Wha

nous soustrayons cette égalité de (4.91) pour obtenir
(BVg — BVyg, Vo' )i — (Ee(uo) — Ee(ug), Vo' )i =0,
alors que, nous pouvons écrire

(BVg, — BV, V (6" — o)) u — (Ee(ug) — Ee(ug), V (¢" — of))u = 0,
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4.5. Estimation d’erreur

nous utilisons Pécriture ¢" = ¢ — ©o + o pour constater

(BVgy — BV, V (g — ¢0))u — (Ee(ug) — Ee(uf), V (vo — ©4))m
= (BVy,— BV, V(v — ") — (Ee(ug) — Ee(ug), V (vo — ¢"))ur-

En employant (4.13) pour voir que

mp |0 — @by, < (BVgy— BVEE,V (9o — ¢h))u
= (BVg,— BV, V (g — ¢"))u

+(Ee(uo) — Ee(ug), V (vo — ¥p))m

—(Ee(uo) — Ee(ug), V (v — ¢"))mr,

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.105), nous trouvons
h12 h12 h12
\%—%!WSc(\'u@—uolvﬂsoo—gb \W>. (4.107)

Dans ce qui suit, nous procédons a ’estimation des erreurs sur le champ de déplacements.
Nous énongons maintenant deux relations que nous allons utiliser dans 1’estimation d’er-

reur ( voir [57] )

‘un - uzkﬁ/ < ck*+ !uo - ug‘i + ckrz ‘vj - ’U?k‘f/, (4.108)
j=1
n—1

|un — f/ < ck® + |ug — ugﬁ/ + ckZ }'Uj — v?k}f/ (4.109)
j=0

Nous notons pour tout n > 1

On (Rn) = / " (Ra) (5)ds k(Ra)"
- / TR () - (R, ]

alors que

0" (R,) = I, + I, (4.110)
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ou
n—1

Jj=0

Nous avons

— Z / " (M(t,, — s)e(u(s)) — M(t, — s)e(u;)] ds

i [ T MUt~ )~ MUt )] e()ds.

=0

Nous employons I’hypothese (4.16), (4.99) et (1.2), nous obtenons

t;+1
L,y <c2/ S — gl + Mt — ) = M(tn— 1)l

/M[ (5) = (Ry), | ds, 11" = Zk[ R

oo} ds.

De (4.99) et (4.16) nous voyons que cette somme peut étre bornée par ck ou la constante ¢

est proportionnelle & |@[q( 7.y + ’M)C(O’T;Hoo). Donc
\Inﬁ{ < ck®.
Aussi, nous avons
I — Zk Je(u;) — M(t, — t)e(u!™)]

de méme, de (4.16) et (1.2), nous trouvons

n—1

hk hk
‘In !H < ck2|uj —u|,, .
=0

Nous rassemblons (4.110) — (4.112) pour voir que

n—1
’92’“ (Rn)‘i < ck*+ ckz lu; — ult f/,
=0

En outre, nous appliquons (4.87) au temps ¢t = t,, afin de voir que

= Ae(v,) + Fe(u,) + /Otn M(t, — s)e(u(s)ds + EVp,,.
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4.5. Estimation d’erreur

En utilisant (4.114) et (4.92), nous pouvons écrire pour tout n > 1

hk

n

hk

o, — 0, =1 —Pyn) oy, + Pyro, — o,

= (I = Ppr) 0+ Pron [(Ae(vn) — Ae(vy)) + (Fe(un) — Fe(u,”))
+(EVp, — EVrr) + 0% (R)] -

Ici, nous avons utilisé le symbole I pour l'application d’identité sur H. En utilisant les

hypotheses sur les opérateurs A , F et &, ainsi que I'inégalité |Pyn7l,, < |7|,, nous avons

o — olH 2 < c[|(] Pr) Ol + U — 01| ] (4.115)

hk

| e R A ST

De méme, pour n = 0, en utilisant (4.87) au temps ¢ = 0 et (4.89), nous avons
oo — 0y = (I —Pyn) o0+ Prnog — o)
= (I = Pypn) 09 + Ppn [(Ae(vo) — Ae(v)) + (Fe(uo) — Fe(uy))
+ (Vg — EVep)] -

et d’ou

\ao_agy;gc[|<z_7:m)ao|;+yvo_vg\’;}. (4.116)
e |uo = ugf}, + oo = ¢l

Nous combinons (4.87) et (4.88), en prenant ¢ = ¢,,, pour tout v € V et n > 1, nous obtenons

(Ae(vn) + Fe(un) + /O " (Ry) (8)ds + £V, (v — vn)) (4.117)

H
+J(’u’mv g ) (’U,n,'Un,C ) 2 (fmv - Un)V-

En combinant (4.92) et (4.93) afin d’écrire pour tout v" € V" et n > 1
(Ae(vM) + Fe(uh* ) + £*Vh* + k Z e(v" — v"*))y (4.118)

(gt 0" GF) = i (unt vt GF) > (f 0" = o)
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De (4.11) I’hypothese sur .4, nous avons pour tout n > 1
P S (Aewn) — As(ul), (v, — vl
= (Ae(vy),e(vn — UT))H
—(Ae(vy"), e(vy — v"))x
+(Ae(vy), e(vp — v")).

IN

mA|’Un—’U

Nous utilisons (4.117) avec v = v pour estimer le premier terme et (4.118) pour estimer
le troisiéme terme, nous ajoutons (o, €(v, — v"))y — (0, €(v,, — V"))x au deuxiéme coté,

aprés quelques opérations algébriques élementaires, nous obtenons
ma v, — o7 (4.119)

< (Ae(v,) — Ae(vF), (v, — V")) + (Fe(u,) — Fe(ulk ) + 028 (R,)
+E*V, — EV™ (v, — vh))H — (Fe(u,) — Fe(ulk ) + 025 (R,,)
+8*V(,0n _S*VSOZIC?E(UTL )) +]( U, 17’Uh>CZk) _j(uzlilvvn7<-hk)

" PRy Gl ol Y Ry, (V)

+j<un7vn7 n)_j(un,’vn7< )+]( n 17’U7’7,7C

ou
Rin (V") = —(on, (v, — "))y + (f 00 — V") (4.120)

De (4.25) la définition de j, nous avons pour tout n > 1

‘j<un7vzk7<n)_j(umvn>g )+j( u,_ 17'Umchk) ]( U, 17UZkaZk)‘

hk *
pT Uny — ) }’UnT —v

/ Pottny — g — €, J'da +
I's

pT Upy — ) |'Un7— - 'U*| da

_/ py(unu 9 C Unl/da
I's

9= ) [vn, — v da

+/ pV( n 11/ g_Chk Uana+ pT n— 11/
s

A
ﬁfxnw g—CF) MM—/ upt =g =G ) |ops — v*| da

/F [Pt — 9 — o ) — pu® 1, — g — € )] [0 = v,] da
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b [ et = 9= ) = ol — g = O] [[0l = o] = for — 0] da
I's

< [ ot = 9= €)=l — g = O] okt = v da
3

[ e = 9= G ) = e, = g = O] ol = v da
s

De (4.15) et l'inégalité (1.8) avec I'inégalité |u,| < |u| (r = v,7) Yu € R? nous trouvons

pour tout n > 1

{j(un’vzk7<n)_j(u”7vn7c >+]( n 17Un7ghk) j( n 17’Uzkugzk)} (4121)
< (L, + L;) 5 "U’n - uh]il|v ’vn - 'Uhk‘v
+ (LV + LT) Co |Cn - C?Lk‘LQ(F?)) }’Un - ’Uirzklv .

De méme, nous avons pour tout n > 1
oo bk b rhk - hk hk
{j(’u’n—lﬁv 7Cn )_j(un—hvnaC )}

= | s =g = oot [ peult, - g - ) ok -
T's

s

da

/ pl/( Uy 11/ —g— Czk )U’nl/da’ _/ pT( Uy — 1,, —g— Czk ) ‘Unf - ’U*‘ da
I's I's

/ py( Hn— 1V g_CZk>‘UI;’—Um,‘dG/+/ pT( U 11/ g_gzk )|U¢_'vn7‘da
Ty Ty
En employant (4.15) et (1.8) afin de déduire que

!j(uzlihv Chk) _j( n 17Un7§hk)} S (mu +m7) Co "Un - Uh‘Q

L (4.122)

Nous substituons (4.121) — (4.122) dans (4.119) et en utilisant les hypotheses sur A, F, M
et £, 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité (4.105), nous obtenons pour tout n > 1

+c <|fun — vhﬁ/ + |9Z’“ (Rn)ﬁ{) + |Rin (vh)| .

De méme, nous appliquons (4.87) — (4.88) au t = 0 avec la condition initiale , = 0, pour

tout v € V, nous trouvons

(Ae(vo) + Fe(ug) + E Vg, e(v — vq))y (4.124)
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+j(wo, v,0) — j(uo, vo,0) > (fo,v —vo)v.

En utilisant (4.89) — (4.90) avec ¢} = 0 afin de voir que pour tout v € V"
(Ae(vl) + Fe(uf) + £Vl e(v" — v)))n (4.125)

—|—j(’u,g7’l)h,0) _j(ugvvg70) Z (f[]?vh - Uh)V~

Nous employons (4.11), nous avons

IN

malvo— v, < (Ae(vo) — Ae(vh),e(vy — vE))y

= (Ae(vo),e(vo — v5))n
—(Ae(vh), e(vy — "))y
+(Ae(vp), e(vg — V"))
En utilisant (4.124) avec v = v} pour estimer le premier terme et (4.125) pour estimer le
troisiéme terme, et en additionnant (o, €(vg — v"))y — (070, (Vo — V")) au second coté,
nous obtenons

2
mA’UO—Ug‘V (4.126)
< (Ae(vg) — Ae(vf), e(vo — V")n + (Fe(uo) — Fe(uyh)
+E* Vi, — EVp, e(vyg — V")), — (Fe(ug) — Fe(ug)
+E* Vi, — E*Vph* e(vy — vg))H + j(uf, v", 0) — j(uh, vy, 0)
+j (1o, v5,0) — j(to, v0, 0) + j(ug, vo, 0) — j(ug, v, 0) + Rup (V")

De (4.25) et par le méme argumant que nous avons utilisé dans (4.121), nous trouvons

(w0, v5,0) = j (w0, v0,0) + j(ug, vo,0) — j(ug, vy, 0))| (4.127)

< (L, + L) c§ | uo — ug‘v lvg — 'vg|V.
De méme, En employant un argument similaire utilisé dans (4.122) afin de voir que
. . 2
|J( ga Uha O) - j('u’g> Vo, 0)} < (mu + mT) Co "UO - 'Uh}v : (4128)

Nous substituons (4.127) — (4.128) dans (4.126) et en utilisant (4.11) — (4.12), 'inégalité de

Cauchy-Schwarz et 'inégalité (4.105), nous obtenons

ot < e (Juo — b2+ [go — b2y + oo — ")+ [Rao ()] (4.129)
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En combinant (4.107) et (4.116) avec (4.129), il est facile de voir que
2 2 2 2
|00_08‘H+‘U0_08‘v+‘uo_u8|v+‘900_908}w (4.130)

2 2 2
< o (o — ufly + o = 6"}y + [vo = 0"}, + (2 = Pr) 00l ) + [Rao (7).
D’autre part, pour la fonction d’usure, nous employons (4.33) au temps ¢ = t,,, nous obtenons

pour tout n > 1 .
o= tov [0 (5~ g = C (o) s, (4.131)
0

nous soustrayons (4.95) de (4.131) pour constater que

o[8[ w001 0]

en utilisant (4.15), Pinégalité |u,| < |u| Vu € R? et I'inégalité (1.8), nous obtenons

¢ —Qhk} < cnz_i o |u (s) — u¥| + ‘C(s)—ghk| } ds
n n [L2(Ts) — — J,, g Vi 1L2(T3) J 1L2(I'3)
j=

AN
o
T\“
i
k

|u (s) = u?k’LQ(Fs)d +[C(s) - C?k}m(m] ds

o () = ], 1€ (5) = ¥ oy | .

VAN
o
’.\“
i.
£

donc

il
|Cn_<2k|L2(F3) < CZ/ [ s) = ujly ¢ (s) Cj‘LQ(F:a)] ds

n—1
+Ckz [‘uj o U’?k‘v - K] o (;'Lk‘ﬂ(rg)] ’

J=0

M

la premiére somme peut étre bornée par ck ou la constante ¢ est proportionnelle & || corvyt

) ‘ . Dans ce qui suit, nous admettons que c est ce type de constante dépendante
C(0,T;L%(T'3))

de la solution. Ainsi

n—1 n—1
G = Gl gy < R ek D Juy = w4 ek DTG = gy (4.132)
j=0 j=0
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En additionnant (4.106) , (4.108)—(4.109) , (4.113), (4.115), (4.123) et (4.132) afin d’obtenir

pour tout n > 1
N I R A o P (i

< ck? 4 ¢ |ug — ug‘f/ +c [[([ — Pyn) O3, + 0y — ¢h‘;, + |vn — Uh‘ﬂ + |Ripn (V)]

n—1
ek Y |[og = o+ o = O[5+ g = wH ) + Loy = @R 4 16— ey
7=0

De cette inégalité et (4.130), en appliquant le Lemme 2.21 de Gronwall afin de voir que

B, o al
<n< + [ — 0| +Cn = Ca |L2(Fs)

2 h2 2 . h
< ck +C|Uo—uo\v+cog}fg§V {|(1_73Hh)an|H+¢mf |00 — "

+ inf Uvn—vhﬁ/%—‘le (vh)}]]

vheVh
Pour trouver une borne de R, (vh) défini en (4.120), nous intégrons par parties le premier

terme afin d’obtenir

Rin (vh) = /QDZ'UO'R. (vn — ’Uh) dx — /F (ov), ('un — 'uh) da + (f,, v, —V")y.

En utilisant (4.22) et nous appliquons (4.3) et (4.6) au temps ¢ = ¢,, afin de voir que pour

tout n >0
Rin (vh) = — / Fon- ('Un — vh) dr — [ fo, (vn — vh) da
Q Iy

_/FS (ov), (v, — V") da—i—/ﬂf‘on_ (v, — v") da

+ fon (’Un — vh) da
I

- —ﬂﬁawnwn—dﬁmv

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous voyons que

|R1,n ('Uh)‘ S |(O'V)n|L2(P3)d |'Un - ’Uh Lz(r3)d .
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4.5. Estimation d’erreur

De (4.101), nous déduisons que

|R17n ('Uh)‘ sc |U” - vh}L2(I‘3)'f ’

En combinant I'estimation précédente avec (4.133), nous trouvons

e [[er, — 0, + o — 2] fu— ] = 16 )

< b . . _h
_ck+c{}uo u0|v+ogl21§>§v|(] PHh)O'n|H+Oghaé}§v¢h1£‘£/h|(pn ) \W

1
. o VST
#mas i (jo, =0+ o = 0" ) }-
Sous les hypotheses (4.100) et (4.102), nous pouvons appliquer la théorie standard de I'in-

terpolation par élément fini (voir par exemple [7,8,12,57]) afin de voir que
"UIO - ug|v < ch |u0’H2(Q)d )
max |, — Pyno,|, < ch |U|C(O,T;H1(Q)dxd) ,

0<n<N

: h
021%’% v*{gxf/h "Un —v ‘v <ch |’U|C(0’T;H2(Q)d) ;

. h 2
max inf }v - } <ch®lv
0<n<N pheyh | p(egs < O ‘C(O7T;H2(F3)d)’

1 h
OISI}Taé}%V ¢hlél‘£/h |S0n - gb |W S ch |S0|C(0,T;H2(Q)) .

En conclusion, nous avons montré le résultat suivant.
Théoréme 4.11. Supposons que k est suffisamment petit. Alors, sous les hypothéses de
réqularité (4.99) — (4.102), nous avons l’estimation d’erreur suivante

Og}fg%v |:|o-n - O-Zk}f).( + ‘vn - Uzk}v + |un - uzk‘v + ‘SOn - ‘sz|w + |Cn - Czk}[ﬁ([‘s)] S C(h’ + k) )

ot ¢ est une constante dépendante d’une certaine norme de la solution.

Cette estimation d’erreur optimale acheve cette section et ce chapitre.
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Chapitre 5

Probléme électro-viscoélastique avec

endommagement et usure

Dans ce chapitre, nous traitons un probléme de contact dans un processus quasi-statique
avec frottement entre un corps de loi constitutive électro-viscoélastique avec mémoire longue
et endommagement, et une fondation déformable, mobile et électriquement conductrice,
[’endommagement causé par les déformations élastiques du matériau est modélisé par une
variable interne du corps appellée champ d’endommagement. Nous prenons en considération
I'usure des surfaces de contact. La fonction d’usure, satisfaisant la loi d’Archard.

Le probléme est formulé par un systéme contenant d’équations et d’inéquations aux dé-
rivées partielles, la loi de comportement du matériau avec mémoire longue et endommage-
ment, ’équation de mouvement du corps, I’équation de conservation de la charge électrique,
une inclusion du type parabolique modélisant le champ d’endommagement, une équation
différentielle de la loi d’Archard modélisant le champ d’usure et les conditions aux limites
auxquelles il est soumis.

Ce chapitre comporte trois sections. Dans la premiére section, nous présentons le pro-
bléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données. Dans la deuxiéme
section, nous décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique. Enfin, dans
la troisiéme section, nous étudions ’existence et 1'unicité d’une solution faible du probléme
mécanique. Les techniques employées sont basées sur les résultats des inéquations variation-

nelles et la théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe.
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5.1. Formulation mécanique du probléme

5.1 Formulation mécanique du probléme

Nous nous plagons dans le cadre physique de la FIG 3.1.2. Nous considérons que le
corps est électro-viscoélastique avec mémoire longue et endommagement, plus exactement
nous utilisons une loi de comportement de la forme (3.5). En ce qui concerne le contact,
nous modélisons par une compliance normale avec frottement et usure. Nous notons par K

I’ensemble des endommagements admissibles
K={¢c H(Q)/0<&<1p.p. dans Q}.

Pour ce probléme nous présentons la formulation classique, qui peut s’énnoncer de la fagon
suivante.

Probléme P2. Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — R4, le champ
des contraintes o : Q x [0,T] — S%, le champ d’endommagement 3 : Q x [0,T] — R, le
champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — R, le champ des déplacements électriques

D :Qx[0,T] — R et la fonction d’usure ¢ : T's x [0,T] — R, tels que

o=Ae(u) + F (e(u),B) + /Ot./\/l(t — s)e(u(s))ds + E* Ve dans Q x (0,T), (5.1)

D =&e(u) — BV dans Q x (0,7, (5.2)
5—]€Aﬁ+8§0K(ﬁ) 95(6(’11,),5) dans €2 x (OaT)7 (53)
Dive + f, =0 dans Q x (0,7, (5.4)
divD = qy dans Q x (0,7, (5.5)
u =0 sur I'y x (0,7, (5.6)
ov =f, sur T'y x (0,T), (5.7)
(
—0y =Dv,
T < v
orl < ppes sur T x (0,7), (5.8)
Or = —Upy (‘Z::Z*f st U, # v*,
| ¢ = ki py B (|t — v7)).
g—f =0sur T'x(0,7), (5.9)
=0 sur T'yx(0,7), (5.10)
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5.1. Formulation mécanique du probléme

D.uwv=q sur Ty x (0,T), (5.11)
D.v= ¢(UV —g9— C)gbL(SO - (100) sur I's X (0>T) ) (512)
u(0) = uo, B(0) = B, ¢(0) =0 dans €, (5.13)

avee j1 = (¢ [ty —0*) et p, = pu(u, — g — ).

Les équations (5.1) et (5.2) représentent la loi de comportement électro-viscoélastique
non linéaire avec mémoire longue et endommagement. L’évolution du champ d’endommag-
ment est modelisée par 'inclusion du type parabolique donnée par la relation (5.3) ou
S est la fonction source de ’endommagement. L’équation (5.4) représente ’équation du
mouvement, la relation (5.5) représente I’équation de conservation de la charge, tandis que
les conditions (5.6) et (5.7) sont respectivement, des conditions aux limites de déplacement-
traction. Les conditions (5.8) représentent les conditions aux limites de contact de frottement
avec compliance normale et usure, la relation (5.9) représente la condition de Newmann, ou
g—ﬁ représente la dérivé normale de /3. Les équations (5.10) — (5.12) sont les conditions aux
limites électriques et pour finir (5.13) représente les conditions initiales.

Ici et ci-dessous, afin de simplifier la notation, nous ne signalons pas explicitement la
dépendance des différentes fonctions de la variable spatiale x.

Pour I’étude du probléme mécanique (5.1) — (5.13), nous introduisons les espaces de
Hilbert H, H, H; et H; donnés par (1.1) munis des produits scalaires donnés par (1.2).
Tout au long de ce chapitre, nous avons besoins de 'espaces V, W et W définis par (1.4) et

(1.9) — (1.10) munis des produits scalaires donnés par (1.6) et (1.12), respectivement. Nous

considérons les hypothéses suivantes : L’opérateur de viscosité A :  x S — S? satisfait

( (a) Il existe L4 > 0 telle que
|A(z,e1) — A(z,e2)| < Laler — &2
Vei,e0 €S pp. x € Q.
(b) Il existe m 4 > 0 telle que
(A(z, 1) — A(@, €2)).(1 — €2) > maler — e’ (5.14)
Ve, g0 €S pp. €.
(c) L’application z — A(z,e) est Lebesgue

measurable sur € pout tout € € S

\ (d) L’application & — A(x,0) appartient a H.
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5.1. Formulation mécanique du probléme

L’opérateur d’élasticité F : Q x S x R — S? vérifie

( (a) Il existe Lz > 0 telle que
| F(x,e1,m1) — F(x,€2,m1)| < Lr (€1 — €2] + |11 — 12)

Vei, e €S Vri,rs €R, p.p. £ € Q.

(5.15)
(b) L’application & — F(x, e,r) est Lebesgue
measurable sur € pour tout € € S? et r € R..
| (c) L’application £ — F(z,0,0) appartient & H.
Le tenseur diélectrique B = (b;;) : @ x R? — R? satisfait
(a) B(2)E = (bi;(2)E;)
VE = (E;) € RY p.p. z € Q.
b) b = by by € L°(9).
(b) b = b, by € L¥(9) 510

(c) 1l existe mp > 0 telle que
BE.E > m3 |E|
VE = (E;) € R? p.p. z € Q.

\

Le tenseur piézoélectrique £ : Q x S¢ — R? vérifie

(a) E(z)T = (eijn (2)T)r)
VT = (1) € S p.p. x €. (5.17)
(b) €iji = eir; € L=(52).

La fonction source d’endommagement S : 2 x S¢ x R — R satisfait

( (a) Il existe Lg > 0 telle que
|S(z,€1,m1) — S(x,€9,72)| < Ls(|ler — ea| + [r1 — 12])
Ve, g0 €S Vri,r9 ER p.p. z € Q.
1, €2 1,72 b-p (5.18)
(b) Pour tout € € S* et r € R, z — S(z, e,7)

est Lebesgue measurable sur ).

| (c) L’application 2 — S(,0,0) appartient a L*(9).

83



5.1. Formulation mécanique du probléme

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R satisfait

( (a) Il existe L, > 0 telle que

\

Ipu(,71) — pol@,72)| < Ly |11 — 72|
Vri,ro € R, p.p. ¢ € I's.

(b) L’application & — p,(x,r) est Lebesgue (5.19)
measurable sur I's pour tout r» € R.

(¢) py(x,r) =0 pour tout r <0, p.p. ¢ € I's.

(d) Il existe p}, > 0 telle que

po(x,r) < pf pour tout r € R, p.p. ¢ € I's.

Le coefficient de frottement p : I's x R? — R, vérifie

\

( (a) 11 existe L, > 0 telle que

(e, a1,b1) — p(@, az, ba)| < Ly(lay — az| 4 [by — bel)
Val,ag,bl,bg € R, P-pP- T < Fg.

(b) L’application & — u(x,a,b) est Lebesgue (5.20)

measurable sur I's, Va,b € R.

(c) 1l existe p* > 0 telle que

w(z,a,b) < p* Ya,b € R, p.p. x €.

La fonction de conductivité électrique surfacique ¢ : I's x R — R satisfait

( (a) Il existe Ly > 0 telle que
(@, 1) — (@, m2)| < Ly |1 — 72
Vri,ro € R, p.p. ¢ € I's.
b) Il existe N, > 0 telle que
(b) ¥ q (5.21)
[Y(z,7)] < Ny Vr € R, p.p. x €Ts.
(c) L’application & — v (x,r) est Lebesgue
measurable sur I's pour tout r» € R.

(d) ¢ (x,r) = 0 pour tout r < 0.

\

Le tenseur de relaxation M satisfait

M € C(0,T; Hap). (5.22)

84



5.1. Formulation mécanique du probléme

Les forces volumiques f, et les tractions surfaciques f, ont la régularité

fo€C(0,T;H), fy€C(0,T;L* L)%, (5.23)
De méme, la densité de charge volumique qq et surfacique g9 satisfont

g € C(0,T; L*()), g2 € C(0,T; L*(Ty)). (5.24)

Finalement, la fonction d’écart g, le potentiel donné de la fondation ¢, le champ initial des

déplacements u et le champ initial d’endommagement 3, vérifient les conditions
g€ L*(Ts), >0 pp. x el gy L*(Ts), upeV, §, € K. (5.25)

Nous énoncons maintenant quelques définitions que nous allons utiliser dans la suite de ce
chapitre.
Tout d’abord, nous définissons la forme bilin¢aire a : H'(2) x H'(2) — R par

a(€,9) = k /Q VEVida. (5.26)
Puis, nous définissons la fonction f : [0,7] — V par
(F (1), 0)y = /Q foltywdz+ [ fo(0)vda (5.27)
et la fonction ¢ : [0,7] — W par
(q(t), P)w = /Q qo(t)pdx — /F q2(t)¢da. (5.28)
b
Les conditions (5.23) et (5.24) impliquent
feCcO1,V), g C0O,T;W). (5.29)
Finalement, nous définissons I'application v : V x W x L*(T's) — W par

(7(“” ¥, C)v ¢)W = - iﬂ(% —9— C)¢L(90 - 900)¢da7 (530)

et la fonctionnelle j : V x V x V x L*(T'3) — R par

j(’ll,,’U, ’lU,C ) = . pu(uu —g— C )wuda (531)
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5.2. Formulation variationnelle

+/ ppy(uy, — g — (¢ ) |lw, —v*|da,
I's

pour tout w,v,w €V, ( € L*(T3), o, € Wette|0,T], un=ul|v, —v*).

La fonctionnelle j satisfait

pour tout w,v € Vet ¢ € L*(T'3) : w — j(u,v, w,() (5.32)

est propre, convexe et semicontinue-inférieurement sur V.

5.2 Formulation variationnelle

Dans cette section, nous allons établir la formulation variationnelle du probleme P2.

Nous supposons dans ce qui suit que u et o sont des fonctions suffisamment réguliéres
qui satisfaisant (5.1), (5.4) et (5.7) — (5.8). Soit v € V. Nous utilisons la formule de Green
(1.3) et I’équation d’équilibre (5.4) pour obtenir

/Qo—.e(v—u)d:c—/ﬂfo.(v—a)d:c—/rau.(u—u)da,

Nous divisons l'intégrale de surface I'y, I'y et I's. Puisque v — 4 =0 sur I'y, ov = f, sur

Iy, en tenant compte de (5.27), nous déduisons que

(a’,s(v—'fl,))H—(f,v—'&)V—i—/O'V.(U—'[L)da. (5.33)

T's
Sur I's, nous avons

ov.(v—1a)=0,(v—1u),+0,. (vV—1u)_,

nous utilisant la condition de contact (5.8) afin de voir que
o, (v—1),=—p, (u, —h =) v, +py (u, — h — ) u,.
Nous avons

o, (v—1u) = o, (v;—vV +vV" —1u,)

= o, (v, —vV) 4o, (V' —1u,),
encore une fois, de (5.8), nous avons

lo-| < ppy (u, — g — ),
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5.2. Formulation variationnelle

et comme

o..(v,—vV") > —|o,||v, — V|,

donc, nous pouvons écrire

o..(vr —v") > —pup, (u, — g — () |v, — v,
D’autre part, de (5.8), nous voyons que

o, (V' —1u,) = |o]|d — v

= lupl/(uu_g_C)lillT_v* .
Alors que, de ce qui précéde, nous avons sur '3
GV'(U_'&') > _pu(uv_g_C)Uu+pv(uu_g_c>uu
—ppy (uy — g = ¢) [vr = V[ + ppy (wy — g — () [, — U

= [pu(uu_g_C)uu‘{'NpV(uu_g_C)”aT_U*H

— [P (uy — g = Q vy + ppy, (uy, — g = ¢) lv, — V7]
Nous utilisons (5.31) et (5.33) afin de déduire que
(0-7€<U - iL))H+j(u7 ’[L,'U,C) —j(’U,, i”7 ’U,,C) 2 (fvv - u)V (534}

En outre, Soient ¢ et D des fonctions suffisamment régulieres qui satisfaisant (5.2), (5.5)
et (5.11) — (5.12). Soit ¢ € W. Nous employons la formule de Green (1.15) et I’équation

d’équilibre (5.5) pour écrire

/QD.qudx—i—/quqbdm:/FD.ygbda.

Nous divisons l'intégrale de surface I'y, [', et I's. Puisque ¢ = 0 sur I'y,, D.v = ¢ sur I,

D.wv=1vY(u,—h—_)p.(p — ¢y) sur I's, en tenant compte de (5.28), nous trouvons

(D, Vo) y + (¢, 0w = A U(uy — g = C)orlp — ¢o)eda,

nous utilisons (5.30) pour voir que

(D7 V(b)H = - <Q7 ¢)W + (’y(uv P, C)? (b)W (535}
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5.2. Formulation variationnelle

Enfin, soit § € K et pour tout £ € K. De (2.1) la définition de 0¥ (/3) le sous-différentiel

de la fonction indicatrice Vg et de (5.3), nous obtenons

(B&=8) k(DB =B 2 (SE(u).B). - B) gy

L2(Q)

En utilisant la formule de Green avec (5.9), nous trouvons

(BB, = B)yay + (VBV =0y = [ TBalc—5)da
_o8

[0
= Fﬁb(g B) da
=0
= 0,
donc
(AB,€ — 6)L2(Q) =—(VB, V(-8
alors que

(Be=8), +k(VBVE=B)y = (S(e(u).B).& — B

L2(Q)

Nous employons (5.26) la définition de la forme bilinéaire a afin d’écrire

(B.6-8),, a6 5) > (S(e(w). 5. =By (5.36)

L2(Q
De (5.1), (5.2), (5.8), (5.13) et (5.34) — (5.36), nous obtenons la formulation variationnelle
suivante du probleme P2.

Probléme PV2. Trouver le champ des déplacements w : [0,T] — V, le champ des
contraintes o : [0, T] — H, le champ de potentiel électrique ¢ : [0,T] — W, le champ des
déplacements électriques D : [0, T] — W, le champ d’endommagement (3 : [0,T] — H(Q)
et la fonction d’usure ¢ : [0, T] — L*(T'3) tels que

o(t) = Ae(u(t)) + F(e(u(t),B (1)) + /0 M(t — s)e(u(s))ds + E*Vp(t), (5.37)

(o(t)),e(v —a(t))n + j(ult), a(t), v, (1) — j(u(t), 4(t), 4(t), ((1)) (5.38)
> (f(t),v — a(t)y Vv €V,

Bt) € K, (B(t), € = B(t)) 20y + a(B(1),€ — B(1)) (5.39)
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5.3. Existence et unicité de la solution

> (S(e(u(t), B(t)), € — B() 2y VE € K,

D(t) = Ee(u(t)) — BVy(t), (5.40)

(D(t),Vo)y = —(q@t), o)w + (v (u(t), 0 (1),C(1)) Q)w VoW, (5.41)
C(t) = kap(C (8) s (£) — 0" )po (s, (£) — g — C () R* (|- () — v7)), (5.42)
u(0) = uo, 5(0) = By, ¢(0) =0, (5.43)

pour tout t € [0,T].
L’élement {u,o,p, D, ,(} qui satisfait (5.37) — (5.43) est appellé solution faible du
Probléeme de contact P2.

La solvabilité de ce systéme fera 1'objet de la section suivante.

5.3 Existence et unicité de la solution

Cette section est destinée a présenter un résultat sur ’existence et 1'unicité du Probléme
PV2 suivant.

Théoréme 5.1. Supposons que les hypothéses (5.14) — (5.25) et (5.32) sont satis-
faites. Alors, si GpiL, < my et Ny < ”g—(gf, le probléme PV2 admet une solution unique

(u,0,¢,D,3,() ayant la régularité

ue CY0,T;V), (5.44)

o< C0,T;Hy), (5.45)

w0 € C0,T; W), (5.46)

D < C(0,T; W), (5.47)

B e HY0,T; L*(Q) N L*0,T; H(Q)), (5.48)
¢ € CH0,T; L*(T3)). (5.49)

Ici, o et ¢ sont les constantes qui définies dans (1.8) et (1.14), respectivement.
Nous concluons de ce qui préceéde que le Probléme P2 admet une solution faible unique

(u,0, ¢, D, 3,(), & condition que les hypothéses du Théoréme 5.1 sont satisfaites.
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5.3. Existence et unicité de la solution

La démonstration du Théoréme 5.1 sera faite en plusieurs étapes, elle est basée sur les
résultats des inéquations variariationnelles, les opérateurs monotones et les arguments du
point fixe. Nous supposons dans ce qui suit que les hypotheses (5.14) — (5.25) sont vérifiés,
¢ désigne une constante positive qui dépend de Q, I'y, 'y, I's, A, F, M, &€, B, p,, ¥, i, S
et T dont la valeur peut changer d’un endroit a un autre.

Dans la premiere étape, nous supposons que les fonctions ¢ € C(0,T;L*(T3)), n €
C(0,T;H), g € C(0,T;V) et w € C(0,T;V) sont données et nous proposons le probléme
intermédiaire suivant.

Probléme PV2.,,,. Trouver le champ des vitesses V¢pgy 1 [0,T] — Vet le champ des

contraintes o ¢pgy : [0, T — H tels que, pour tout t € (0,77,
T cngu(t) = Ae (Veygu(t)) + n(t), (5.50)

(o ¢ngu(t)), €(V — Vengu(t)))n (5.51)
+ 7(g(t), w(t), v, (1) — j(g(t), w(t), veygu(t), C(1))
> (F(t),v —vepgu(t))y Vo €V

Lemme 5.2. Le probleme PV2¢y,q., admet une solution unique tel que
Vengw € C(0,T5V), ocpgw € C(0,T5Hy). (5.52)
Preuve. Nous définissons l'opérateur A : V — V tel que
(Au,v)y = (Ae(u),e(v))y Yu,v € V. (5.53)
En utilisant (1.2), 'hypothese (5.14) et (1.7), pour tout u,v € V et Yw € V', nous avons

(Au — Av,w),, = (Ae(u) — Ae(v),e(w)),

IA

Lale(u) —e()ly e (w)ly

A

Lalu—=wvly wly, .

Donc

|Au — Av|, < Lg|u —v|,,,
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et, nous avons
(Au— Av,u —v),, = (Ae(u) — Ae(v),e(u) — e(v))y

> male(u) —e(v)]3,
> mg|u— ’U‘%/,

c’est a dire que A est un opérateur lipschitzien et fortement monotone sur V.

Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour définir un élement F' €
C(0,T;V) par

(F(t),v)y = (£ (1), v)y — (n(t), e(v))s. (5.54)

Puisque 'opérateur A est de Lipschitz et fortement monotone sur V avec la régularité (5.32) ,

nous concluons d’aprés un résultat standart sur les inéquations variationnelles elliptiques

de deuxieéme espéce ( Théoreme 2.15 ) qu'il existe une fonction unique v¢yq, (t) € V qui

satisfait

(Avcngu(t), v — Vengu(t))v (5.55)
+ 7(g(t), w(t),v,¢(t) — 7(g(t), w(t), Vegw(t), C(2))

(F(t),v —veygu(t))y Yo eV.

v

En combinant (5.50) et (5.53) — (5.55), nous déduisons que vy, est une solution unique
de PV2¢,4..

Nous utilisons 1’équation (5.50), 'hypothése (5.14), la régularité de n et les propriétées
du tenseur de déformations & obtenir que o ¢4, (t) € H. Puisque v = v¢yq0(t) £ P satisfait

(5.51), oit @ € D(2)? est arbitraire, en utilisant la définition (5.31), nous trouvons
Divo ¢pgw(t) + fo(t) = 0. (5.56)
Avec 'hypothese (5.23) sur la régularité de f,, nous voyons que
Divo g, () € H.

Alors que
o cngu(t) € Hi.
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Dans la suite, nous montrons que
Vengw € C(0,T5V), o¢pgw € C(0,T5Ha).

Soit t1,t, € [0,7] et pour simplifier les notations nous posons v¢,g,(ti) = vs, g(ti) = g;,

w(t;) = wi, n(t;) =m;, C(6) = G, f () = fi et oepgu(ts) = o pour i = 1,2.
En appliquant (5.54) — (5.55) pour t = ¢; et v = Vg, nous obtenons

(AvhUl_UQ)V < j(91,w17v2,C1)_j<gl,'w1,’Ul,Cl)

+(f 1,01 —v2)v — (M, 6(v1 — ’Uz))w

et, pour ¢ = {5 et v = V1, nous avons

<_A’U2”U1_’02)V < j(g27w27vlac2)_j(927w2702ac2)

—(f2,v1 —V2)v + (N, €(v1 — 'U2))H-
Nous additionnons les deux inégalités précédentes, nous trouvons

(A’U1 — A'UQ, V1 — ’UQ)V (557)

< j(gla wi, V2, Cl) - j(91> wq, Uy, Cl) + j(g2’ w2, V1, CQ) - j(g27 w3, V2, CZ)
+(f1 = Fav1 —v2)v 4 (0, — My, €(V1 — v2))y.
En utilisant (5.53), (1.2), (5.14), (5.57) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir

ma |U1 - 02’%/ S |](gl> wi, Uy, Cl) - j(glv w1, Uy, Cl) (558)

+ j(g27 W2, V2, C2) - j(g27 W2, V1, C2)|

+(If1 = Faly + 1m0 —naly) 1 — 02,

De (5.31), nous avons

|j(g1; wiq, vy, C1) —j(gl, w17U27C1) +j(92> w3, U2, Cg) - j(g27 w27U17C2)‘

/Pu(gly—g—él)vluda—/ pu (g1 — 9 — (1) vavda
Ts

I's

+/ p(Cq, lwi, —0*) pu(g, — g — ¢ ) v, — v da
I's
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_/ w (¢, lwir — ) pu(g1, — g — ¢4 ) V2, — V| da
Ts
+/ pu(gzu—g—éz)vzuda—/ pv (g2 — 9 — Co) vida
I's I3
"‘/ ,U(C2a|w2‘r _U*Dpy(QQV—g—CQ )‘U2T —’U*‘da
s
—/ p(Coy lwar — U*) pu(gay — g — ¢ ) |1, — V| da
s

< [ pv (910 —9—C1) = pu (920 — 9 — ()| [V — vau| da
I's

+ A (1 (¢ |wir = V™) pulgry —9 — ¢ )
— 1 (Co, [war — V™) pulg2y — 9 — Co ) (V1 — V| = |v2; — v7|)| da.

En utilisant Pécriture a = a — b+ b et 'inégalité ||u| — |v|| < |u — v|, nous obtenons
’j(gla ws, V1, Cl) - j(glv Wy, V2, Cl) +j(92, Wz, V2, CQ) - j(927 w3, vy, CQ)‘

S |p1/ (glu_g_CI) —Dv (gzu—g—C2)| |U1V_U2u|da
I's

+ |:u (Cla |w17 - U*D - M(CQ: |'w27 - U*|)|pu(glu —g—C ) |U17 - U2T| da
s

+ [ p(gie —9— ¢ ) —pul920 — 9 — Co )| 1 (Cy, |war — V7|) |U1, — V2| da.
s

Des hypotheses (5.19) — (5.20), |u,| < |u| (r = v, 7), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.8),

nous avons

|j(glv w1, v, Cl) - j(glv w1, U2, Cl) + j<g27 w2, Uy, C2) - j(QQv w2, Uy, C2)| (559)

< L, (14 p) G lgy — galy [v1 — valy, + Lupich |lwi — way, [v1 — vsly,
+ (LV + Lup; + LVM*) Co |C1 - CZ'LZ(F3) ’fvl - 'UQ‘V :

En combinant (5.58) avec (5.59), nous trouvons
ma |1 — Valy (5.60)

< L, (1+p*) gy — goly + Lupicd |wi — woly,

+ (L,, + Lﬂp; + LV,U*) Co |C1 - C2|L2(r3)
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11— Faly + 1m0 — maly

d’apres la régularité de (g, w, , f,n), nous pouvons écrire
Vengw € C(0,T5V).
D’autre part, nous prenons t = t; puis ¢t = t5 dans (5.50) et utilisons (5.14), nous obtenons

oy — 0'2|H <c(|lvg — ’U2|V + |y — "72|H)-

De (5.56), nous avons

Dive ¢yguw(ti) + fo(ti) =0,

donc, de la régularité de (vepgw, 1, f) et les deux relations précédentes, nous concluons que
T cngw € C(0,T57Hy).

Ce qui termine la preuve du Lemme 5.2. U]
Soient ¢ € C(0,T; L*(T3)), n € C(0,T;H) et g € C(0,T;V) sont données. Nous définis-
sons maintenant l'opérateur A, : C(0,7;V) — C(0,7;V) par

Acpgw = Vingu, (5.61)

ol V¢ygw st la solution unique du probléme PV2,,,.
Lemme 5.3. L'opérateur A¢p, a un point fize unique we,, € C(0,T;V).
Preuve. Soit wy, w, € C(0,7;V). Nous notons v; = v¢ygu, pour ¢ = 1,2. De (5.61)

nous avons pour tout ¢t € [0, 7]
[Acngwi (1) = Apgws ()], = |01 () = w2 (B)]y, -
En employant (5.60), nous obtenons

L, pick
v (1) — v (B)]y < ﬁ wy (1) — ws ()],

donc

LMP%
‘ACngwl (t) — Agpgwo (t)’v < m—A lwy () — ws (t)’v )
d’ou
Lupicg

[Acpgwi — ACng'w2|0,V < lwy — w2|O,V’
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Puisque L,pic3 < my alors que Agy, est un opérateur contractant sur I'espace de Banach
C(0,T;V), donc il a un point fixe unique we,, € C'(0,7;V). d

Dans la suite, soient w¢,, le point fixe guaranté par le Lemme 5.3 et v¢,, la fonction
définie par

Uing = Ungweng - (5.62)

Puisque w4 est le point fixe de Ay, donc
AengWeng = Weyg- (5.63)

Nous combinons (5.61) — (5.62) avec (5.63), nous pouvons écrire

Weng = Veng- (5.64)

Nous choisissons w = w¢,, dans (5.55) et utilisons (5.62) et (5.64), nous voyons que
Veng satisfait

(Avgyg(t), v = Vg (t))v (5.65)

+3(9(t), veng (1), 0, (1)) = 5(g(t), Veng (1), Veng(t), C(1))
> (F(t),v —ve(t)v Yo e Vit e[0,T].
Nous définissons maintenant la fonction uc,, : C(0,7;V) — C(0,T;V) par
¢
Ueng (t) = up+ / Ucng(s)ds vVt € [0, T] , (566)
0
et Popérateur A, : C(0,7;V) — C(0,7;V) par
Agng = ucyg- (5.67)

Nous avons sur I'opérateur A, le résultat suivant.
Lemme 5.4. l"opérateur A¢, admet un point fize unique g, € C(0,T;V).
Preuve. Soient g,,9, € C(0,7;V) et § € C(0,7;H). Nous utilisons les notations

V; = Ucpg, €6 U; = Ugyg, pour @ = 1,2. En utilisant (5.60) et (5.64), nous trouvons

(ma = Py Lucy) [vi(s) = va(s)ly < QL (1+ 1) [g1(s) — ga(s)|y, Vs €0, 7). (5.68)
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Nous intégrons l'inégalité précédente par rapport a ¢, employons (5.66) — (5.68) et comme

piL,c3 < m 4, nous obtenons

2L, (
i)~ Mgl < S g () o)l ds e 0.1
v 0

donc

A1) = Aga(Oly < [ lou(s) ~ gal)lyds ¥t € 0.7

En réitérant m fois 'inégalité précédente, nous obtenons

(CT)

|AC?791 Ag:]g?|0,v < |91 92|0,v

Nous déduisons que pour m suffisamment grand, l'opérateur A7, est un contractant sur
espace de Banach C'(0,75V), donc, A7} posseéde un point fixe unique g, € C(0,T;V) et
par conséquent g, est le point fixe unique de A¢y. O
Maintenant nous considérons le probléme variationnel suivant.
Problem PV2., . Trouver le champ des déplacements uc, : [0,T] — V tel que pour
tout t € (0,7,

(Ae(iecy (1)), €(v = sy (8) )+ (uen(t), ey (t), v, C(1)) =5 (uen(t), ey (1), en(t), C(2)) (5.69)

+(n(t),e(v =ty (t))n = (F (1), v — Uy (t))y Vv €V,
uen(0) = up. (5.70)

Pour le problem PV2., nous avons le résultat suivant.

Lemme 5.5. Le probléme PV2., admet une solution unique u¢, qui satisfait la régularité
(5.44) .

Preuve. Soient ¢ € C(0,T; L*(I's)) et n € C(0,T;H), nous notons par g, € C(0,T;V)

le point fixe guaranté par le Lemme 5.4 et soient v, et u¢, les fonctions définies par
Uy = Ucnge, €6 Uey = Ucng,, - (5.71)
Comme g, est le point fixe de A¢,, donc

Aen9cn = e (5.72)
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nous combinons (5.67) la définition de A, avec (5.71) — (5.72), nous avons

9ep = Uy (5.73)
nous prenons g = g, dans (5.66) la définition de wu,, et utilisons (5.71) afin d’écrire
’l.l,cn = 'UQ?. (574)

pour g = g,,, nous combinons (5.53) —(5.54) , (5.65) , (5.71), (5.73) et (5.74), nous trouvons
que u¢, est une solution unique de PV2.,, en plus, de (5.74) et la regularité de v, nous
déduisons que u¢, € C*(0,T;V). O

Dans la deuxiéme étape, nous considérons ¢ € C(0,T; L*(T'3)) et n € C(0,T;H), nous
utilisons le champ des déplacements u,, la solution unique de PV2,.

Nous considérons le probléme variationnel suivant.

Probléme QV2,. Trouver le champ de potentiel électrique o, : [0,T] — W tel que
pour tout t € [0,

(BVi,(t), Vo)u — (Ee(ucy(t), Vo) u + (7(uey(t), ¢¢, (1), ¢ (1)), o)w (5.75)

= (q(t), 9)w Vo € W,

Nous avons le résultat suivant.
Lemme 5.6. QV2¢, a une solution unique ., qui satisfait la régularité (5.46). En plus,
81 Qcy € Qe vérifient (5.74) correspondant a my et ny € C(0,T;'H), respectivement, il

existe ¢ > 0 telle que

| 0cn, () — @en, (t)|W < e |uey, (t) = ug,(t)|, vt €[0,T7. (5.76)

Preuve. Soit ¢ € [0,7]. Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour

définir opérateur A, (t) : W — W par
(A, d)w = (BV, Vo) — (E€(ucy(t)), Vo)u (5.77)

+(y(uey(t),,C (1), @)w Vo, 0 € W.

Soit ¢y, py € W. Nous appliquons (5.77) pour ¢ = ¢, nous obtenons

(Aen() 1, @)w = (BVy, Vo) )u — (Ee(ug,(t)), Vo)u
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+(y(ucy(t), 1, C (1)), O)w Vo € W,

de méme, pour p = p,, nous avons
(ACn(t)(p% ¢)W = (BVQDQ’ v¢>H - (58(’&@7(25)), v¢>H

—|—(’7(’u,<77(t), 23 C (t))v ¢)W v¢ e Ww.

Nous faisons une soustraction afin d’obtenir
(ACn@)% - ACn(t)%Om Gb)w = (BV901 — BV,, V¢)H (5‘78)

+<7<U’C7](t)7 Y1, C <t>) - 7(uCﬁ<t)7 P2, C (t))7 ¢>W7 \V/Qb ew.

Nous substituons ¢ par ¢, — ¢, dans I'égalité (5.78) pour voir que
(Acy(t) oy — Aen(D) 92 01 — p2)w = (BVpy — BV oy, V(91 — ©2))
(7 (uey(); 1, C (1)) = 1wy (1), 02, C (1)), 1 = po)w
L’hypothése (5.16) sur B et (5.30) la définition de v impliquent
(Aey(t) o1 — Aey(t) @2, 1 — wa)w = mp |y — @2‘?/(/

+ w(“Cm(t) — 9= CO))(DLlp1 — wo) — PP — ©0)) (w1 — @a)da.

I's
D’apres (3.25) la définition de ¢, et I'hypothése (5.21) sur v, nous déduisons que ¢; est

monotone et 1) est posotive, donc

(Aen()p1 — Acn(t) @y 01 — 02)w > M |pr — alty (5.79)

D’autre part, nous utilisons (3.24) avec (5.77), (5.16), (5.30) et (5.21), nous trouvons

(Aen(t) o1 — Aen(t)pa, @)w < e lpy — 902‘W ’¢|W

+ Ny [y — @sl 0| da Vo € W,

s

grage a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.14), nous obtenons

(Aey(t)pr — Acn(t) @y, d)w < (cB + Ny@g) [o1 — alyy 01y -
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donc
[Acn ()1 — Aen(D)palyy < (cp + Nwag) o1 = @aly (5.80)
de (5.79) et (5.80) nous déduisons que A, est un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz sur W, alors, d’aprés la proposition 2.4, qu’il existe un élément unique ¢, (t) € W
tel que
Ay (t) = q(2). (5.81)
en combinant (5.77) avec (5.81), nous concluons que ¢, est une solution unique de QV2¢,,.
Dans la suite, nous vérifions que ¢, € C(0,T;W). Pour t,t, € [0,T] nous adoptons
les notations suivantes @, (t;) = @;, Uen(ti) = Ui, uey(ti) = wi, () = ¢; et q(t) = g,
(i=1,2).

En utilisant (5.75) pour ¢ = t;, nous obtenons
(BVg, — Ee(u1), Vo) + (7(ur,01,01), @)w = (g1, 9)w Yo € W,
de méme, pour t = t,, nous avons
(BVp, — Ee(u2),Vo)n + (v(u2, 03,C3), O)w = (g2, 0)w Vo € W,
Nous faisons une soustraction et substituons ¢ par ¢; — ¢, pour obtenir
(BVip, — BV, V(o1 = ¢a))i = (Ee(ur) — Ee(ua), V (01 — ¢5))n

+(v(u2, 09, (o) — (w1, 01, C1), 01 — @a)w + (@1 — G2, 01 — ©o)w

En utilisant les hypotheses (5.16) — (5.17), la définition (5.30) de ~, (1.13) et I'inégalité de

Cauchy-Schwarz, nous arrivons a
mg |¢1 — 802‘12/1/ < cg lur — waly |91 — @l + o — @2lyy o1 — o2l (5.82)

+ - [V(ur, — g — C1)or(pr — wo) — Y(uz — g — ()@ (w2 — o)l lp1 — ol da

ol cg est une constante posotive dépend au tenseur piézoélectrique £.
nous utilisons maintenant |¢)(u; — h — ;)| < Ny, |¢1.(p; — ¢o)| < L, la Lipschicité de la

fonction ¢ et ¢, , Uécriture a = a — b+ b et (1.14), nous avons

- (U1, — g — C1)Pr(wr — o) — YUz — g — ()01 (s — @o)| 91 — ol da
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< Ny A o1 — |’ da+ Ly L A |'u:1—Uz||901—902|dOL+LwL/F ¢ — Cal |y — ol da
3 3 3

~ 2 ~ ~
< Nyl lpy — Palw + Ly Loco |ur — ualy |01 — @oly + Ly Léo |Cy — C2’L2(r3) o1 — ol -

En combinant l'inégalité précédente avec (5.82), nous avons
mg |y — ol < (ce + LyLéoco) [ur — uzly, (5.83)

+ g1 — Galyy + Nwég 1 = @aly + LyLéo |Cy — C2|L2(I‘3) :
Sous la condition Ny < "£ qui est cité au Théoreme 5.1, I'inégalité (5.83) devient
0

o1 — aly < cllur — waly, + @1 — @l + ¢ — <2’L2(r3))~ (5.84)

Puisque u € C*(0,T;V), ¢ € C(0,T;L3(T'3)) et ¢ € C(0,T; W), l'estimation (5.84) nous
donne

En outre, soit 1,1, € C(0,T;H) et nous utilisons les notations ¢, (t) = p; (t) et u¢y, (t) =
u; (t) pour i = 1,2. L’utilisation des arguments similaires a ceux utilisés dans la démons-

tration de (5.83) donne
mp @1 (t) = o (Dl < (e + LyLéoco) [u (1) — us (B
+ Nwég |1 (£) = o ()|, VE € [0,T7,
puisque IV, < ”Z—(Q? I'inégalité précédente devient
o1 () = @2 ()] < cfun () — w2 ()], VE € [0, T].
Ce qui termine la preuve du Lemme 5.6. U

Dans la troisieme étape, nous considérons A € L?(0,T; L*(€2)) une fonction donnée et
pour le champ d’endommagement nous avons le probléme variationnel suivant.

Probléme PV2,. Trouver le champ d’endommagement (3, : [0,T] — H(Q) tel que
Bat) € K, (Bx (1) € = Br(1) 12 + alBa(t), € = BA(1)) (5.85)

> ()‘(t>7€ - ﬁ)\(t>)L2(Q) vg € K; p.p-te (O7T>7
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Bx(0) = By. (5.86)

Pour ce probleme nous avons le résultat suivant.

Lemme 5.7. Le probléme PV2, admet une solution unique [3, qui satisfait
By € HY0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'()). (5.87)

Preuve. L’application d’inclusion de (Hl (Q), |.\H1(Q)) dans <L2 (Q), ].|L2(Q)> est conti-
nue et & image dense. Notant par (H* (Q)) 'espace dual de H' () et identifiant le dual de

L?(Q) avec lui-méme, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand

H'(Q) C L*(Q) c (H ().

Nous utilisons la notation (., .) z1(q)y x r1(n) PoUr désigner le produit de dualité entre (H L))

et H' (Q2), nous avons

(8,8 oy xm@) = (B:8) 2y V6 € L*(Q), E€ H'(Q).

Nous savons que I’ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non
vide, fermé et convexe dans H! (). Ainsi, le champ d’endommagement initial 3, € K.
Maintenant, en utilisant la définition (5.26) de la forme bilinéaire a, pour tout &,9 € H' (),

Nnous avons
a (&) =a(d, ),
et aussi
a(§,70) < k|VEly VOl
< k&l Wme)
donc, a est symétrique et continue. Ainsi, pour tout £ € H' (), nous avons

a(&,8) =k|VElT,

alors que
2 2 2
@ (6,8)+ (k+1) Il aa 2 b (IVEl + 1€l )) -
et d’ou

a (& €) + co |£|i2(m > ¢ |§]§{1(Q) ,avec g =k+1let g = k.
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Nous remarquons que toutes les conditions du Théoreme 2.18 sont vérifiées. Ce qui conclut
la preuve du Lemme 5.7. O

Maintenant, pour ¢ € [0, 7], nous considérons 'opérateur
Ac: C(0,T;H x L*(Q)) — C(0,T;H x L*(2)),

défini pour chaque (n,\) € C(0,T;H x L*(Q)) par

A, ) () = (AP (, ) (), A (1, M) (1) € H x LA(Q), (5.88)

A?mmwzfummmﬂw»+lAW—@dwwmm (5.89)
+5*V<p<n(t),

AP (1, N)(1) = S(e(ugy(t)), B(1)). (5.90)

Ici, pour tout (n,\) € C(0,T;H x L*(Q)); ucy, ©¢y €t B, représentent le champ des dépla-
cements, le champ de potentiel électrique et le champ d’endommagement obtenus dans les
Lemmes 5.5, 5.6 et 5.7 respectivement. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 5.8. II existe un élément unique (n¢, A¢) € C(0,T;H x L*(Q)) tel que

AC(n(a )‘C) = (,’70 /\C)

Preuve. Soient (1;, A1) et (15, \2) € C(0,T;H x L*(Q2)). Nous utilisons les notations
Uy, = Wi, Ugy, = Uiy, = Vi, Pe,. = 5 €6 By, = B; pour i = 1,2. En employant (5.89), les
hypothéses (5.15), (5.17), (5.22), (1.2), (1.7) et (1.13) nous avons pour tout ¢t € [0,7],

2

AL 2)(0) = AL (12, 2 ()] < el (t) — (0] (5.91)

+181(t) = Ba(t)|72(q +/0 ui(s) = ua(s)ly ds + [1(t) — @ (t)[5y)-

En outre, nous employons (5.69) pour n (t) = 1 (t) et v = v, (t) afin d’écrire
(Ae(vy (1)), e(v1 (1) =02 (1)) < Jua (1), 01 (), 02 (1), C (1))

—j(wr (1), 01 (), 01 (1), C (1)) = (M (1), €(vr () =02 (1)) + (f (1), 01 (1) =02 (1)),
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puis, pour 7 (t) = 1, () et v = vy (1) afin d’avoir
(—Ae(v2 (1)), e(v1 () —v2 () < (w2 (1), 02 (1) , 01 (), (F) )
—Jj(uz (1), 2 (t) , 02 (1), C (1) + (M2 (1), €(v1 () — 02 (£))) — (f (1), 01 (8) =02 (1)),
nous additionnons les deux inégalités précédentes afin d’obtenir
(Ae(vy (1)) — Ae(vy (1)), e(v1 () — va (1))
< Jur (1), 01 (), 02 (1), C (1) = j(u (), 01 (1), 01 (1), C (1))
+j(uz (), 02 (1), 01 (1), C (1) — (w2 (), va (1) , 02 (1), C (1))
+(ny (8) = 11 (1), €(v1 () — w2 (1))
De (1.2), (1.7), (5.14) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
ma v (1) —va ()], (5.92)
< [ () =12 ()] [or () = v2 (D)
[ (w (£) ;01 (8) , 02 (1), € (1)) — i (1) , 01 (), 01 (2), € (1))
+ 15 (w2 (1), 02 (1), 01 (£) , ¢ (1)) = Ji(uz (8) , 02 (1) , 02 () . (1)) -

Maintenant, nous utilisons des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstration

de (5.59) pour voir que
7w (1) ;01 (8), 02 (1) , € (1)) — G (1), 01 (1), 01 (), C (1)) (5.93)
+ 15w (1), 02 (8), 02 (1), C (1)) — (w2 (£), 02 (1) , 01 (), (1))]
< Ly (L4 %) e [un (1) = uz (D), v (8) — 02 ()] + Lupicg o1 () = v2 (DI
nous combinons (5.92) avec (5.93), nous obtenons
(ma —piLucy) o1 (1) = v2 (DI, (5.94)
< oLy (14 p7) Ju () — w2 ()] o1 () — 02 ()]

Flm (8) = mz ()] [01 (1) =02 ()] -
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Puisque m4 > piL,c3, I'inégalité (5.94) devient

o1 (1) = w2 (D < e(ur (8) = ua (D] + 11 (8) = 12 ()]5,) -

Nous mettons cette inégalité au carré et intégrons par rapport au temps, nous avons

t

t t
[ i) = vl ds < [ ) wa@)f ds e [ I - ms)fds. (6599)
0 0 0
Nous savons que .
u; (t) = u; (0) —i—/ v;(s)dsi=1,2,
0
et, nous avons

ul(O) = UQ(O) = Uy,
donc .
lug (t) — ua(t)[3 < c/ [v1(s) — va(s)[3 ds, ¥Vt € [0,T]. (5.96)
0
Nous combinons (5.95) avec (5.96) pour obtenir
lug (1) — ua(t)]} < c/ lui(s) — ug(s)[} ds + c/ (s 2(s)[3, ds, (5.97)
en appliquant le Lemme 2.19 de Gronwall, nous déduisons que
s (t) — (1) <c/“m1 ()2 ds, (5.99)
de (5.95) et (5.98), trouvons
/ 01(s) — v (s)[2 ds < c/ 1 (5) = mals)[2, ds. (5.99)
En autre part, de (5.85), nous déduisons que
(61 (t) — 62 (), By (t) = Ba (¢ )) o)+ a(By (t) — By (t), 81 (t) — B2 ()
< (A (1) = A2 (t), By (8) = B2 (1)) 120, p-pt € (0,T).

En intégrant I'inégalité précédente par rapport au temps avec les conditions initiales

B1(0) = By et B5(0) = B

et en utilisant I'inégalité

a(By (t) — Ba (1), By (t) — By (1)) >0
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nous obtenons

% 81(t) — 52@)&2(9) < /0 (Ar(s) = Aa(s), B1(s) — 52(5))L2(Q)d3-

Puisque 2ab < a? + b?, il vient alors que

1B1(8) = Bot) 2oy < / Aa(5) = Aals) ey ds + / 181(5) — Ba() oy d.

Nous utilisons le Lemme 2.19 de Gronwall dans I'inégalité précédente, pour trouver

181(t) = B2 ()] 7210 < c/o IA1(s) = Aa(5)[72q) ds. (5.100)

Pour le champ de potentiel électrique, de (5.84), nous avons

[o1(8) = (O < clur(t) — us()f7 (5.101)

de l'inégalité précédente et (5.98), nous avons

on(t) — / i (s) — ma(s), ds

Nous combinons (5.91), (5.98), (5.100) et la dérniére estimation afin de trouver

AL M) (8) = Ay ) ( [ ) = o)t (5.102)

# [ )= 2als) e ds) .

Maintenant, nous utilisons (5.90) avec ’hypothese (5.18), nous voyons que

2

AP (13, A1) (8) — AP (1, X2 (1) ¢ (lu(t) — ua(t)]3,

L2(Q) ~
+18:(8) = Bo®)}a(ey )

d’apres (5.98) et (5.100), I'inégalité précédente devient

o = ([ ) s (5109

<c
L2(Q)

[ ) = e ).
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Et comme

2

A M) () = A ) () ) = A (A0 () = AL (15, 2) (1)

2

+ A2 (0, M)(8) = AD (15, M) (1)

Alors que, de (5.102) et (5.103), nous avons

L2(Q)

[Ac(my, M) (1) = A2, 22) (D5 2y < € </0 [11(5) — m2(5) 5 ds + /0 [A1(8) = Aa(8) 220y dS) )

donc

[Ac(my, A)(#) — Ac(ny, AQ)(t>|3-[><L2(Q) < C/o (11, A1) (8) = (1, A2) (S)|3-{><L2(Q) ds

En réitérant m fois 'inégalité précédente, nous obtenons

()™
m!

m m 2
‘AC (7717 )‘1) - AC (7’27 )\2)|07HXL2(Q) < |(Tl17 )‘1) - (7727 )‘2)|(2),’H><L2(Q)

nous déduisons que si m suffisamment grand, I'opérateur A7" est un contractant sur I'espace
de Banach C(0, T; H x L*(R2)), donc, A7* possede un point fixe unique (n, A¢) € C(0,T;H x
L?(Q)) et par conséquent (1., A¢) est le point fixe unique de A¢. O

Soit ¢ € C(0,T; L?*(T'3)). Dans la quatriéme étape, nous considérons le probléme varia-
tionnel suivant.

Problem PV2.. Trouver le champ des déplacements u; : [0,T] — V, le champ des
contraintes o¢ : [0,T] — H, le champ de potentiel électrique ¢, : [0,T] — W, le champ
des déplacements électriques D¢ : [0,T] — H et le champ d’endommagement (. : [0,T] —
H' () tels que pour tout t € [0,T7,

oc(t) = Ae(itg (1)) + Fle(uc 1)), B (1)) + / M(t = s)e(uc(s))ds + €'V (1), (5.104)

(oc(t),e(v —ac(t))n + j(uc(t), wc(t), v, (1)) (5.105)
—j(uc(t), bc(t), wc(t),C(t) = (F (1), v — wc(t))y Vv eV,
D (t) = Ee(uc(t)) — BV, (1), (5.106)
(D¢(t), Vo) = (v(uc(t), 0. (), C (1), d)w — (a(t), d)w Yo € W, (5.107)
Belt) € K Wi € [0,T), (Be(t). & — Belt)) oy + alBe(t).€ — (1)) (5.108)
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> (S(e(uc(t)), Be(t), € — Be(t)) 2@ Y€ € K,
uc(0) = uo, B(0) = By. (5.109)
Lemme 5.9. Le probléme PV2: admet une solution unique (UQUC’QOQDOB() qui
satisfait (5.44) — (5.48).
Preuve. Soit (1, \;) € C(0,T;H x L*(Q)) le point fixe de A qui est défini par (5.88) —

(5.90), nous adoptons les notations u; = u¢y, o P = Pen, et B =0 Ac qui sont les solutions

des problémes PV2.,, QV2¢, et PV2, obtenues dans les Lemmes 5.5, 5.6 et 5.7 respective-

ment pour (1, \) = (1, A¢).
Nous posons pour tout ¢ € [0, 7]

oc(t) = Aelac(t)) + F (e (uc / M(t — 5)e(uc(s))ds (5.110)
LE Vi (1) Vi € [0.T].
D (1) = ¢ (uc(t)) — BV, (t) Vi € [0.7]. (5.111)

Nous montrons que (u¢, o¢, ¢c, D¢, B, ) satisfaisant (5.104) — (5.109) et la régularité (5.44) —
(5.48). En effet, nous écrivons (5.69) pour i = 7, nous obtenons

(Ae(ine (), (v — g (1)) + (e t), iet), v, C(0) — j(uc(t), ac(t), ac(t), C()  (5.112)
+(ne(t), e(v —tc(t))y = (f (1), v —c(t))y Vv eV,
En outre, nous écrivons (5.85) pour A = \¢, nous obtenons
Be(t) € K, (B (8) € = Be(t)) 1210y + a(B (), € — Be(t)) (5.113)

> ()‘C(t)7§ - 5g(t))L2(Q) vg € Ka p-p.te (07T)7

Nous combinons les égalités Aél)(nc (), A () = me (t) et A?) (me (1), A (1) = A¢ (t) avec
(5.89) et (5.90) afin de voir que

n(t) = F (e (uc(t), Be(t) / M(t = s)e(uc(s))ds + E"V(t), (5.114)

Ac(t) = S(e(uc(t), (1)) (5.115)
Nous combinons (5.110), (5.112) avec (5.114), nous avons

(oc(t), e(v = tc(t))r + juc(t), dc(t), v, ((1)) — j(uc(t), ac(t), wc(t),((t))  (5.116)
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= (f@),v—uct)y VveV,te(0,T)
De méme, en combinant (5.113) avec (5.115), nous obtenons
Be(t) € K, (Be (1), € = Be(B) 2@ + alBe(1),€ = (1)) (5.117)
> (S(e(uc(t)), Be(t)), € = Be(t))r2(e) V€ € K, p.p. t € (0,T),
Nous écrivons (5.75) pour 1 = n,, et utilisons (5.111), nous pouvons écrire
(De(), Vo u = (v(uc(t), gc(t), ¢ (1), d)w — (q(t), @)w Vo € Wit € (0,T) (5.118)
Soit t1,t9 € [0,T], d’aprés (1.8) — (1.12) et (5.111), nous déduisons que
D¢ (t1) — D¢ (t2)l y < ¢ (Jooe (11) = ¢ (2)],, + 1w (1) — uc (t2)])
de la régularité de (uc, ), nous impliquons que
D€ C(0,T;H).
Nous choisissons ¢ € D (€2) dans (5.118), trouvons que
divD¢ (t) = qo () YVt € [0,T].
D’apres la régularité de gy, nous voyons que
D.eC(0,T;W).

Maintenant, de (5.110) — (5.111) et (5.116) — (5.118) avec les conditions initiales (5.70),
(5.86) et d’apres les Lemmes 5.5, 5.6 et 5.7, nous concluons que (UQ o¢, e De, BC) est une
solution de PV2,, I'unicité de cette solution est une conséquence de 'unicité du point fixe
de lopérateur A. O

Nous considérons maintenant 'opérateur 7 : C(0,T; L*(T'3)) — C(0,T; L*(T'3)) défini

par

() = ky / (G, iy — v Dplugy — 9 — QR (g, —v*)ds Wt € 0.7, (5.119)

L’étape finale de la démonstration du Théoréme 5.1 est le résultat suivant.

Lemme 5.10. L opérateur T a un point five unique ¢* € C(0,T; L*(T'3)).
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Preuve. Soit (,(, € C(0,T;L?*(T3)) et (uéi’UCi’SDCivDCwﬁci) I’élement qui satisfait
(5.104) — (5.109) pour ¢ = (;, @ = 1,2, nous utilisons les notations u; = u¢,, v; = 1,
o, = o¢, B = B¢, ¢; = ¢, et D; = D¢, Nous utilisons (5.104) avec (5.105) pour
C(t) = ¢, (t) et v = w32 (t), nous obtenons

(Ae(vi(t)) (v (1) = va(1)))n + (F(e(ua(t)), 51(1)) , e(v1 () — va2(1)))n

(/U M(t = s)e(u(s))ds (v (t) = va(t))n + (E7Vepi (1), e(v1 () — v2(t)))n
+j(u(t), v1(1), 01 (1), G (1)) = G(wa(t), va(t), v2 (1) , G (1))
< (F(1),v1(t) —ve(t))y Vo eV,

de méme, pour ( (t) = (, (t) et v = vy (), nous obtenons
(—Ae(va(t)), e(v1 () — v2(t))2 + (= F(e(ua(t)), B2(1)) , (1 (t) — va(t)))n

(= [ M0 = S)etuals)ds (01 (1) = wald)h + (~€"Felt) (01 () ~ valt)
Fi(a(t), 9a(0), 03 (1), Ca(8)) — Faua(t),02(8), 01 (), o)
< (—F ) v ()~ vat)y Yo EV,
Nous ajoutons les deux inégalités précédentes afin de voir que
(Ae(1(6) — Ae(wa(1)) (w1 (1) — va(t))re
(1)), 61 (1)) — Fle(ua(0)), Balt)) w1 () — v2(8))
H[ Mt = 9t — [ Mo = (o) .<(w1 ()~ val0)
(0, 010), 01 (), G, (0) — (0, 01(6), 03 (6), G, (1)
Fi(a(t), 0a(t), 03 (), Col0) — (1a(t), 0a(6) 01 (6), o)
HEViay(t) — E'Vian(t) (w1 (6) — v2(t)))e < 0.
Nous employons (1.2), les hypotheses (5.14) — (5.15), (5.17) et (5.22), nous trouvons
o (6) = wa(0)

< eflwnt) = wa®)ly + lo(t) = 2Ol + 18:(8) = Balt) )] o1 (1) = wa(0)],
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te ( JACCE uz<s>rvds) 03 (1) — w2y
+ 7 (ui(t), v1(t), v1 (1), (1 (1)) — J(ur(t), vi(t), V2 (t), (4 (1))]
+ 7 (ua(t), va(t), v2 (1), (o (1)) — j(ua(t), va(t),v1 (1), (o(1))] -

En utilisant (5.31). Des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstration de (5.59)

montrent que
(w1 (1), v1(t), v (1), (1) — J(ua(t), vi(t), v2 (8), (4 (1))
+ 17 (ua(t), v2(1), v2 (1), C2(1)) — J(ua(t), v2(1), v1 (1), Co(2))]
< Ly (14 %) 6 |ua (t) — ua(t)]y, [0 () — wa(t)]y + Luplcd [va () — va ()]}

+ (L A+ Lyp, + Lup®) co | (1) = Co(8)] 2y [01 (8) = va (D] -

Nous combinons les deux inégalités précédentes et (5.101) avec la condition L,picd < my

pour obtenir

o1 - v < c(lul) - wh + [ u) - w@hd o
1B1(8) = Bo®) T2y + 161(8) = Calt) sy ) -

De (5.115), nous avons

M (0) = Xy < € (J1(6) = w2 + 18,(6) = BalB) o))

Nous intégrons par rapport au temps et utilisons (5.100) avec le Lemme 2.19 de Gronwall,

nous obtenons .
1(0) = 52O < ¢ [ () = o) s

En intégrant (5.120) par rapport au temps avec l'inégalité précédente, nous voyons que

[ o) st ds <o |

Puisque, nous avons

t

un(s) — wa(s)[} ds + / 1€1(5) = Cal) oy ds). - (5.121)

et comme
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donc
t
i) = w@)ff <c [ [oils) - vals)ff ds
0
Nous combinons cette inégalité avec (5.121), nous trouvons
|uy(t) — ua(t) <c/ |ui(s) — ua(s |Vd3—|—c/ 11 (s) |L2 (Ts) 45,
en appliquant le Lemme 2.19 de Gronwall, nous avons

s (t) — ws(0)[2 < c/ 1€1(5) = Cal5) ey . (5.122)

En intégrant cette inégalité par rapport au temps et nous combinons ce résultat avec (5.121)
afin de voir que
/ [v1(s) — va(s)[} ds < c/ 1C1(s) |L2(r3)d (5.123)
En autre part, comme pour ¢ = 1, 2
TG (1) =h /Ot (G (s) s [vir (s) = U7|) pu(ui (s) — g — ¢ (5)) B (|vir (s) — v7|)ds

en utilisant les hypotheses (5.19) — (5.20), la définition de R* et I’écriture a = a — b+ b, nous

avons pour tout ¢ € [0, 7]

7¢, (1) = TC,())
< /ﬁpiR/O (1 (8), [vir (5) = U%]) — Gy (s), [var (5) — v7)] ds

+k1,U*R/ |p1/(u11/ (5) —g— Cl (5)) - pl/(u21/ (S) —g— C2 (S))| ds

hut'p /|R (017 (5) = 0°]) = R*([v2r () — 0*])] ds

donc, d’apres les propriétés de R*, les hypothéses sur u et p,, nous obtenons
1 7¢,(t) = TC,(1))|
t
<c / [lv1(s) — va(s)] 4 [ur(s) — wa(s)] +[C1(s) = Ca(s)]] ds
0

En mettant cette inégalité a la puissance deux puis nous intégrons par rapport a x sur I'3

et utilisons (1.8), nous voyons que

T¢(1) = TG0 0o,

111



5.3. Existence et unicité de la solution

t
<c / [[01(5) = va(S)]}, + [ (s) = waS)]}, +[Ci(5) = Cal5)Faqey | s
en combinant cette estimation avec (5.122) — (5.123), nous déduisons que
t
[ T¢(t) — TC2(75>‘%2(1“3) <c /0 C1(s) — C2(3>‘i2(r3) ds.

En réitérant m fois 'inégalité précédente, nous obtenons

()™
m!

m m 2 2
7"¢, =T <2|0,L2(r3) < ¢y — <2|0,L2(F3) .

Pour m assez grand 1'opérateur 7™ est un contactant sur I'espace de Banach C(0, T'; L*(T'3)),
donc 7 a un point fixe unique ¢* € C(0,T; L*(T3)). O

Maintenant, nous passons a la démonstration du Théoréme 5.1.

Démonstration du Théoréme 5.1.

Existence. Soit ¢* € C(0,T; L*('3)) le point fixe de I'opérateur 7 donné par (5.119).
Pour ( = (¥, nous posons u* = uc+, 0* = o, f* = Bes, ¢ = = et D* = D¢+, d’apres
le Lemme 5.9, nous déduisons que (u*, o, ¢*, D*, %) est la solution unique de PV2, qui
satisfait (5.44) — (5.48). En autre part, d’apres (5.119) la définition de lopérateur 7 et
puisque 7¢* (t) = ¢* (t), nous avons

¢ (1) = by / H(C 5% — o pu (s — g — CY R (14 — v*|)ds Vi € 0,7,

alors que

.k

C () = k(¢ | — v )pu(uf — g — C)R*(Ja: — v*|) V¢ € [0,T] (5.124)
avec
¢*(0) = 0. (5.125)
De la régularité de u, p,, R*, u* et (¥, nous déduisons que
¢* € CH0,T; L*(T3)). (5.126)

Nous concluons de (5.124) — (5.126) que (u*, o*, p*, D*, 3*, (") est une solution de PV2 qui
satisfait (5.44) — (5.49).

Unicité. L’unicité de la solution (u*,o*, ¢*, D*, 5, (*) est une conséquence de l'uni-
cité des points fixes de opérateur A et 7 qui sont définis par (5.88) — (5.90) et (5.119)

respectivement. U
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Chapitre 6

Probléme électro-élasto-viscoplastique
avec une variable interne d’état et

adhésion

Nous considérons dans ce chapitre un probléme de contact avec frottement, compliance
normale et adhésion dans un processus quasi-statique entre un corps électro-élasto-viscoplastique
avec mémoire longue et une variable interne d’état, et une fondation déformable et électri-
quement conductrice. Le processus d’adhésion sur la surface de contact est modélisé par une
variable interne de surface appellée champ d’adhésion.

Le probléme est formulé par un systéme d’équations et d’inéquations aux dérivées par-
tielles contenant la loi de comportement du matériau, ’équation de mouvement du corps,
I’équation de conservation de la charge électrique, une équation d’évolution modélisant le
champ de variable interne d”état, une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion
et les conditions aux limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section, nous présentons le
probléme mécanique, puis nous indiquons les hypotheéses sur les données. Dans la deuxieme
section, nous décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique. Enfin, dans
la troisiéme section, nous étudions ’existence et 1'unicité d’une solution faible du probléme
mécanique. Les techniques employées sont basées sur les résultats des inéquations variation-

nelles elliptique, des équations d’évolution et les arguments de point fixe.
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6.1. Formulation mécanique du probléme

6.1 Formulation mécanique du probléme

Dans cette section. Nous nous plagons dans le cadre physique de la FIG 3.1.2, a supposer
que v* = 0. Nous considérons que le corps est électro-élasto-viscoplastique avec une variable
interne d’état, plus exactement nous utilisons une loi de comportement de la forme (3.6).
En ce qui concerne le contact, nous modélisons par une compliance normale avec frottement
et adhésion.

Sous ces considérations, le probléme mécanique que nous étudions est le suivant.

Probléme P3. Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — R4, le champ
des contraintes o : Q x [0,T] — S%, le champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — R,
le champ des déplacements électriques D : 2 x [0,T] — R%, le champ de variable interne

d’état k : Q x [0,T] — R? et le champ d’adhésion o : T3 x [0,T] — R tels que
o= Ae(d) + Fe(u)+ EVyp (6.1)

—1—/0 G(t—s,0(s)—Ae(u(s)) —EVe(s),e(u(s)), k(s))ds dans Q x (0,T),

D =E&e(u) — BVyp dans 2 x (0,7), (6.2)

k=S (o— Ae(i) — EVp,e(u), k) dans Q x (0,T), (6.3)
Dive + f, =0 dans Q2 x (0,7, (6.4)

divD = qy dans Q x (0,7, (6.5)

u =0 sur Ty x (0,T), (6.6)

ov =f, sur Ty x (0,T), (6.7)

—oy = py (uy — g) = 7,0° Ry (uy)
|- + 7,0 Ry (ur)| < pr (= 9)
|UT + VTQZRT (uT)l <Dpr (uu - g) = ’[l"r =0

sur T'3 x (0,7, (6.8)
o + v,0°R; (ur)| =pr (uy —g) = 3IN>0
telle que o, + v, 0*R, (u;) = =\,
L a=— (a [71/ (RV (uu))Q + v |RT (u7)|2] - 5@)_,_
¢ =0sur T'yx(0,T), (6.9)
D.w =gy sur T, x (0,T), (6.10)
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6.1. Formulation mécanique du probléme

D.v=4(u, = 9)or(p — ¢o) sur T's x (0,T), (6.11)
u(0) = up, k(0) = ko dans (2, (6.12)
a(0) = ag sur T's. (6.13)

Les équations (6.1) — (6.2) représentent la loi de comportement du corps électro-elasto-
viscoplastique a mémoire longue avec une variable interne d’état. La variable interne d’état
est modelisée par 1’équation d’évolution (6.3). La relation (6.4) représente 1'équation du
mouvement et (6.5) représente I’équation de conservation de la charge électrique, tandis que
les conditions (6.6) et (6.7) sont respectivement, des conditions aux limites de déplacement-
traction. Les conditions (6.8) représentent les conditions aux limites de contact avec com-
pliance normale, frottement et adhésion. Les équations (6.9) et (6.11) sont les conditions
aux limites électriques et pour finir (6.12) et (6.13) représentent les conditions initiales.

Afin de simplifier la notation, nous ne signalons pas explicitement la dépendance des
différentes fonctions de la variable spatiale .

Pour I'étude du probléme mécanique (6.1) — (6.13), nous introduisons les espaces de
Hilbert H, H, H; et H; donnés par (1.1) munis des produits scalaires donnés par (1.2).
Tout au long de ce chapitre, nous avons besoins de 'espaces V', W et W définis par (1.4) et
(1.9) — (1.10) munis des produits scalaires donnés par (1.6) et (1.12), respectivement.

D’autre part, pour le champ d’adhésion, nous définissons ’ensemble Z
Z={aeL>(0,T;L*(I'3)) |0<a(t) <1 Vt€[0,T], p.psur I's}.

Nous considérons maintenant les hypothéses suivantes : I'opérateur de viscosité A : QxS? —

S? satisfait )
(a) Il existe L4 > 0 telle que

|A(z,e1) — A(z,e9)| < Laler — &2
Vei,e0 €S pp. x € Q.
(b) 11 existe m 4 > 0 telle que
(A(m,e1) — Az, e5)). (61 — €2) > myler — 3] (6.14)
Ve, g0 €S pp. €.
(c) L’application x — A (x, €) est Lebesgue

mesurable sur ), pour tout € € S¢.

\ (d) L’application € — A (x,0) appartient & H.
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6.1. Formulation mécanique du probléme

L’opérateur d’élasticité F : Q x S¢ — S vérifie

( (a) Il existe Lz > 0 telle que

|F(x,e1) — F(x,e)| < Lgler — &
Vei,e0 € S? p.p. ¢ € Q. (6.15)
(b) L’application & — F(x, ) est Lebesgue '

measurable sur {2 pour tout € € S%.

| (c) L’application £ — F(z,0,0) appartient & H.

L’opérateur visco-plastique & mémoire longue G : 2 x [0, T] x S x §¢ x R — S¢ vérifie

\

( a) Il existe Lg > 0 telle que
g

G(x,t, T1,€1, k1) — G(x,t, T2, €2, ko)
< Lg(|11 — 72| + |&1 — &2] + |k1 — k2l)
VT, To, 61,62 €S, Vky, ky € RY,
Vt € [0,T], p.p- x € .
(b) Pour tout 7,& € S, Vt € [0,T] et k € R, (6.16)
x — G(x,t, T, e, k) est Lebesgue measurable sur ).
(c) L’application t — G(x,t,T,€, k) est continue
sur [0,7], Vr,e € S¢, Vk € R, p.p. = € Q,
(d) Pour tout t € [0,7], L’application
x — G(x,t,0,0,0) appartient & H.

La fonction constitutive S : Q x S% x S x R — R¢ satisfait

( (a) Il existe Lg > 0 telle que

|S(x, 71,1, k1) — S(x,T2,€2, k)|
< Lg(|T1 — 72| + |e1 — ea| + |k1 — k2))
V71, To,€1,62 €S?, Vki, ks € R? p.p. z € Q. (6.17)
(b) Pour tout 7,e € S’ et k € RY, x — S(z, 7,¢, k)

est Lebesgue measurable sur €).

| (c) L’application  — S(z,0,0,0) appartient a H.
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6.1. Formulation mécanique du probléme

Les fonctions de compliance p, : I's x R — R, (r = v, 1) satisfont

( (a) 1l existe L, > 0 telle que
[pr(2, 1) = pr(, 2)| < Ly |ag — o
Vai,as € R, p.p. ¢ € I';.
(b) L’application & — p,(x, a) est Lebesgue (6.18)
measurable sur I'; pour tout a € R.

(c) pr(z,a) =0V <0, p.p. € I'3,

| (d) L’application & — p,(z,0) appartient a L* (T's) .
Le tenseur diélectrique B = (b;;) : Q x R — R? satisfait

[ (2) B(2)E = (b,(2)E))
VE = (E;) € RY, p.p. ¢ €.
(b) bij = bji, bij € L=(Q).
(c) Il existe mp > 0 telle que
BE.E > mg |E|
VE = (E;) € RY, p.p. z € Q.

(6.19)

\

Le tenseur piézoélectrique £ : ) x S¢ — R? vérifie

(a) E(z)T = (eijn (®)T )
V1 = (1) €S p.p. ¢ € Q. (6.20)
(b) €ijk = €Eikj S LOO(Q)

La fonction de conductivité électrique surfacique ¢ : I's x R — R satisfait

( (a) Il existe Ly > 0 telle que
(@, r1) — (@, 72)| < Ly [r1 — 12
Vri,rs € R, p.p. ¢ € I's.
b) 1l existe Ny, > 0 telle que
(b) ¥ q (6.21)
[Y(z,7)] < Ny Vr €R, p.p. x €T5.
(c) L’application € — 1 (x,r) est Lebesgue
measurable sur I'3 pour tout r» € R.

(d) ¢¥(x,r) = 0 pour tout r < 0.

\
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6.1. Formulation mécanique du probléme

Les forces volumiques f, et les tractions surfaciques f, ont la régularité
fo€C(0,T;H), fy € C(0,T;L* L)%, (6.22)
De méme, la densité de charge volumique qq et surfacique ¢ satisfont
@ € C(0,T5L*(Q)), g2 € C(0,T; L*(Ty)). (6.23)
Les coefficients d’adhésion v,, v, et ¢, vérifient
YV, € L®(T3), €4 € L*(T3), 7,75, 6q > 0 p.p. sur ['s. (6.24)

Finalement, la fonction d’écart g, le potentiel donné de la fondation ¢, le champ initial des

déplacements ug et le champ de variable interne d’état kg vérifient les conditions
g€ L*(Ty), g>0 pp.xcly, o, € L*Ts), ug €V, ko € H. (6.25)
Et le champ initial d’adhésion satisfait
ap € L*(T'3), 0 < ap <1 p.p. sur [s. (6.26)

Nous énongons maintenant quelques définitions que nous allons utiliser dans la suite de ce
chapitre.

Tout d’abord, nous définissons la fonction f : [0,7] — V par
(f(t),v)y = /Qfo(t).vdx +/r fo(t).vda, (6.27)
2
puis la fonction ¢ : [0,7] — W par
(att) o = [ a)ods [ aa(tyo. (6.25)
Les conditions (6.22) et (6.23) impliquent
feCcO1,V), g C0O,T;W). (6.29)

Ensuite, nous définissons 'application v : V x W — W par

(7(“7 QO)’ gb)W = . ¢(uu - g)qSL(SO - 900)¢daa (630)
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6.2. Formulation variationnelle

Enfin, nous définissons les fonctionnelles j,q : L®(I3) X VXV = R, j,. : VXV — Reet

Jfr 0V xV — R par

Jad(a, u,v) = / (—7,0°R, (w,) v, +7,0° R, (u,) v,) da (6.31)
I's
nelv) = [ (s = gvnda (6.32)
s
jelwv) = [ palu, = g) ol da, (6.33)
I's

pour tout u,v € V et o € L*(T3).
les conditions (6.18), (6.21) et (6.24) entrainant que les intégrales (6.30) — (6.33) sont
bien définies.

La fonctionnelle jy, satisfait

pour tout u € V, v — js.(u,v) est propre, convexe (6.34)

et semicontinue-inférieurement sur V.

6.2 Formulation variationnelle

Dans cette section, nous allons donner la formulation variationnelle du probléme P3.
Nous supposons dans ce qui suit que u et o sont des fonctions suffisamment régulieres
qui satisfaisant (6.1), (6.4) et (6.6) — (6.7). Soit v € V, nous utilisons la formule de Green

(1.3) et I’équation de mouvement (6.4) pour obtenir

/Qo—.s(v—a)d:c—/ﬂfo.(v—a)dx:/rau.(v—u)da.

Nous divisons l'intégrale de surface I'y, I'y et I's. Puisque v — 4 =0 sur I'y, ov = f, sur

I's, nous déduisons que

(U,E(U—a))H:/QfO.(U—ﬁ)dx—l— f2.(v—'d)da+/0'1/.(v—'d)da.

T2 s

De (6.27), nous obtenons
(a',s(v—'a))H—(f,U—a)V—i—/O'V.(U—ﬁ)da. (6.35)
T's
Sur I's, nous avons

ov.(v—u)=o0,(v—1u),+0o,.(v—1a)_,
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6.2. Formulation variationnelle

nous utilisons la condition de contact (6.8) afin de voir que

o, (V—1), = —py (uy, — g) (v —10), + 7,0 R, (uy) (v — 1), .
Nous avons aussi
o +7,0°R, (u,) — 7,0°R, (u,)) . (v — ).

o, (v—u) =

(
= (o, +7.0°R; (u,)).(v—1u), —7,&’R; (u,).(v—4),
(0 +7,.0°R; (u,)) v, — (0, +7,.0°R; (u,)) .,
—v,0*R; (u;) vy +7,0°R; (uy) .0,

Encore une fois, de (6.8), nous avons

— (O'T +7,0*R, (uT)) s

‘0'7 +7,0°R, (u7)| |, |

= pT(ul/ -9 ) "a"r’a

et comme

(0-7' + 77a2RT (uT)) Ur 2 - ’UT + 77042RT (u7)| |'l)7—| ’
donc, en utilisant (6.8) afin d’écrire
(a’T +7.0’R, (uT)) v > —pr(uy, — g ) |vs.

Alors que

or(v—u), = —pr(uy—g)lv] +pr(uy —g )il

—,&*R,; (u,) .v; +v,0°R, (u,) .1,
De ce qui précede, nous avons

ov. (U - u) > —Pv (uu - g) (U - u)y + 71/052RV (ul/) (U - u)u

—pr(uy — g ) "UT| + pr(uy, — g ) ||

—,0*R; (u;) .vr +7,0°R; (u;) .0,

De cette inégalité, (6.35) et (6.31) — (6.33) les définitions de jua, Jne €t jfr, DOUS constatons
que

(o,e(V—1u))y + joala, u,v — %) + jno(u,v — %) (6.36)
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6.2. Formulation variationnelle

+jfT(uvv) _jfT(uv u) > (fvv - u)V

En outre, Soient ¢ et D des fonctions suffisamment régulieres qui satisfaisant (6.2), (6.5)
et (6.9) — (6.11). Soit ¢ € W, nous employons la formule de Green (1.15) et I’équation
d’équilibre (6.5). Par la méme maniére et des arguments que nous avons utilisés afin d’obtenir

(5.35), nous voyons que

De (6.1) — (6.3), (6.36) — (6.37), (6.12) — (6.13) et la dérniére équation dans (6.8), nous
obtenons la formulation variationnelle suivante du probléme P3.

Probléme PV3. Trouver le champ des déplacements w : [0,T] — V, le champ des
contraintes o : [0,T] — H, le champ de potentiel électrique ¢ : [0,T] — W, le champ des
déplacements électriques D : [0, T] — W, le champ de variable interne d’état k : [0,T] — H
et le champ d’adhésion « : [0,T] — L*(T'3) tels que, pour tout t € [0,T]

o(t)=Ae(u(t)) + Fe(u(t)) + E Ve (t) (6.38)
Gt s.0(6) - Acti(9) - £V (5) eluls))  (5) ds
k(t) =S (o(t)— Ae(a(t) — £V (1) e(u(t)), k (t)), (6.39)
(o(t) ,e(—=1u(t)))y + jaala(t),w(t),v—"1(t)) + jnc(u(t),v—10(t)) (6.40)

Hip(w(t),v) = jp(u(t), a(t) > (f,o—a(t)y Yo eV,

D (t)=Ee(u(t)) — BVep(t), (6.41)

(D(1).Vé)n = —(alt). hw + (v (u(t). 0 (1) O VoW, (6.42)

& (t) = — (o () [, (Bo (s ()2 + 2[Ry (s ()] — ), pDEE(0.T),  (643)
w(0) = ug, k(0) = ko dans Q, (6.44)

a (0) = ag sur Ts. (6.45)

L’élement {u, o, ¢, D, k, a} qui satisfait (6.38) — (6.45) est appellé solution faible du Pro-
bléme de contact P3.

La solvabilité de ce systéme fera 1’objet de la section suivante.
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6.3. Existence et unicité de la solution

6.3 Existence et unicité de la solution

Cette section est destinée a présenter un résultat sur ’existence et 1'unicité du Probléme
PV3 suivant.
Théoréme 6.1. Supposons que les hypothéses (6.14) — (6.26) et (6.34) sont satisfaites.

Alors, si Ny < =8, le probléme PV3 admet une solution unique (u,0,0,D,k,«) ayant la
0

régularité
ue CH0,T;V), (6.46)
o€ C0,T;H,), (6.47)
o e C0,T; W), (6.48)
D cC(0,T; W), (6.49)
a € WhHe(0,T; L*(T3)) N Z, (6.50)
kecC'Y0,T;H). (6.51)

Ici, ¢y est la constante définie dans (1.14).

Nous concluons de ce qui précéde que le Probléeme P3 admet une solution faible unique
(u,0,p,D, k,«a), a condition que les hypothéses du Théoréme 6.1 sont satisfaites.

La démonstration du Théoréme 6.1 sera faite en plusieurs étapes, elle est basée sur les
résultats des inéquations variariationnelles, les opérateurs monotones et les arguments du
point fixe. Nous supposons dans ce qui suit que les hypothéses (6.14) — (6.26) sont vérifiés,
¢ désigne une constante positive qui dépend de Q, I'y, I'o, I's, A, F, &, G, S, B, ¢, p:, 7,,
v., L et T" dont la valeur peut changer d’un endroit & un autre.

Dans la premiére étape, nous supposons que les fonctions n = (n*,n?) € C(0,T;V x H)
et g € C(0,7;V) sont données et nous proposons le probléme intermédiaire suivant.

Probléme PV3,,. Trouver le champ des vitesses v, : [0,T] — V tel que, pour tout

tel0,7],
(Ae(vng(t)), e(v = Vg (E))r + Jrr(g(t), V) — pr(g(t), Uiy (1)) (6.52)
> (F(£) —m' (1), v — vy (t)v Vv EV.

Lemme 6.2. Le probléme PV3,, admet une solution unique tel que v,, € C(0,17;V).
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6.3. Existence et unicité de la solution

Preuve. Nous définissons 'opérateur A : V' — V tel que
(Au,v)y = (Ae(u),e(v))y Yu,v € V. (6.53)
En utilisant (1.2), 'hypothése (6.14) et (1.7), pour tout u,v € V et Vw € V, nous avons
(Au — Av, w),, < Ly|u — vl [w]y,,

donc

|Au — Av|y, < Ly |u— v,

de méme, en utilisant (1.2), (1.7), (6.53) et (6.14) nous voyons que
(Au — Av,u —v), > my|u— v},

c’est a dire que A est un opérateur lipschitzien et fortement monotone sur V.
Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour définir un élement F €
C(0,T;V) par
(F(t),v)v = (f(t) = n'(t),v)v (6.54)

Puisque I'opérateur A est de Lipschitz et fortement monotone sur V', nous concluons d’apreés
un résultat standard sur les inéquations variationnelles elliptiques de deuxiéme espéce (

Théoreme 2.15 ) qu'il existe une fonction unique v,, (t) € V' qui satisfait

(Avyg (1), v = vy (t))v + Jpr(g(t),v) = j5r(g(1), Vg (1)) (6.55)

v

(F(t),v —v,(t))y YVveV.

En combinant (6.53) — (6.55), nous déduisons que v,, est une solution unique de PV3,,.

Dans la suite, nous montrons que
v, € C(0,T;V).

Soit t1,to € [0,7] et pour simplifier les notations nous posons v,,,(t;) = v,, g(t;) = g,,

n'(t;) =n; et f(t;) = f,; pour i =1,2.
En appliquant (6.54) — (6.55) pour t = ¢; et v = Vg, nous obtenons

(AU17 U1 — U2)v < jfr(.‘ha 'U2> - jfT(gla Ul) + (f1 - 7717 U1 — 'U2)Va
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6.3. Existence et unicité de la solution

et, pour ¢ =ty et v = v, nous avons

(—Avy, v1 — V) < Jpr(gs,v1) = Jrr(ga v2) + (—F o + 13,01 — V2)v,
Nous additionnons les deux inégalités précédentes, nous trouvons

(A’Ul — A'Uz, v — ’U2>V (656)

S jfT<gl> U2> - jfr(gh Ul) + jfr(927 Ul) - jfr(gza U2)
+(f1 _f27v1 - v?)V + (77% - 77%7’01 - U2)v~
En utilisant (6.53), (1.2), (6.14), (6.56) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir

ma |’U1 — ’U2|%/ (657)

< 1dpr(91,01) = Jrr(g1,v2) + G (G2, V2) = Jpr(ga, v1)]
+ (‘f1 —faly + M% - n%\v) vy — vy, -
De (6.33) et I'inégalité ||u| — |v|| < |u — v| Yu,v € R?, nous avons
7#r(91,01) = G5 (91, V2) + 1 (925 V2) — J1r(g2s v1))]

<

/ pT(gll/ - g ) |U17'| da — / p7—<glu — g ) |U27—| da
Ts

I's

+/ pT(g2l/_g>|U2T|da’_/ pT(gzu—9)|UlT|dCL
I's I's

< | (g —9) = (920 — 9 )| |1 — V2| da
I's

De I’hypothese (6.18), |u.| < |u| (r =v,7), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.8), nous

avons
177r (g1, 01) = Gr(G15V2) + Jpr(G2,02) = Gpr(Ga,v1)| < Lrcgl gy — Goly [v1 — 2|y, . (6.58)
En combinant l'inégalité précédente avec (6.57), nous trouvons
ma|vi — vafy, (6.59)

< LTCS 191 — Goly +F1—Faly + |77i —77%“/7
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6.3. Existence et unicité de la solution

d’apres la régularité de (g, f,n'), nous pouvons écrire
v, € C(0,T;V).

Ce qui termine la preuve du Lemme 6.2. [l

Nous définissons maintenant opérateur A, : C(0,7;V) — C(0,7;V) par
t
Ayg () = uo + / wry(5)ds Vg € C(0,T; V), (6.60)
0

Nous avons sur 'opérateur A, le résultat suivant.

Lemme 6.3. 'opérateur A, admet un point five unique g, € C(0,T;V).

Preuve. Soient g,,9, € C(0,7;V) et n € C(0,7;V x H). Nous utilisons les notations
V; = Uy, et u; = u,, pour ¢ = 1,2. En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés

dans la démonstration de (6.59), nous trouvons

L.c
< — 19:(s) — g5(s)|y, Vs € [0, T].
A

[vi(s) — U2(S)|v

Nous intégrons 'inégalité précédente par rapport a ¢, et employons (6.60) nous obtenons

A9 () — A,golt <c/ 19:(5) — g5(8)]y ds ¥t € [0,7],

En réitérant m fois I'inégalité précédente, nous obtenons

m m ()™
‘An gl - An 92‘07\/ S T |gl - gQ‘O,V

Nous déduisons que pour m suffisamment grand, Uopérateur A7" est un contractant sur
espace de Banach C'(0,T;V), donc, A}" posséde un point fixe unique g, € C(0,7;V) et
par conséquent g, est le point fixe unique de A, O]

Maintenant nous considérons le probléme variationnel suivant.
Problem PV3, . Trouver le champ des déplacements u, : [0,T] — V tel que pour tout

tel0,7],
(Ae(iy (1)), €(v = (1) )3 + Jr(wy(t), v) = e (t(L), @y (t)) (6.61)
+m'(t),v — 4, (t)v = (f (1), v — 4,(t))y Yo eV,

u,(0) = uy. (6.62)

Pour le problem PV3, nous avons le résultat suivant.
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Lemme 6.4. Le probléme PV3, admet une solution unique u, qui satisfait la régularité
(6.46) .
Preuve. Soit n € C(0,T;V x H), nous notons par g, € C(0,T; V) le point fixe guaranté

par le Lemme 6.3 et soient u,, et v, les fonctions définies par
t
u, (t) = ug —i—/ Vyg, (8)ds YVt € [0,T7, (6.63)
0

et
V) = Uy, - (6.64)

Comme g, est le point fixe de A,), alors que
Ang, = 9y, (6.65)
nous combinons (6.60) avec (6.63) — (6.65), nous obtenons
g, = Uy et U, = v,. (6.66)

Pour g = g,,, nous combinons (6.53) —(6.55) et (6.66), nous trouvons que u,, est une solution
unique de PV3,, en plus, de la regularité de v,, nous déduisons que w, € C*(0,T;V).
O

Dans la deuxiéme étape, nous considérons n € C'(0,7;V x H), nous utilisons le champ
des déplacements u,, la solution unique de PV3,,.

Nous considérons le probléme variationnel suivant.

Probleme QV3,,. Trouver le champ de potentiel électrique p,, : [0,T] — W tel que pour
tout t € [0,T]

(BV, (1), Vo) — (Ee(uy(t), Vo)u + (v(uy(t), 0, (1)), @)w (6.67)

= (q(t), O)w Vo € W,

Nous avons le résultat suivant.
Lemme 6.5. QV3, a une solution unique ¢, qui satisfait la régularité (6.48) . En plus,
si @, et p, vérifient (6.67) correspondant a 1, et ny, € C(0,T;V x H), respectivement, il

existe ¢ > 0 telle que

0, (1) = @, ()], <€ [y, (1) = uy, (B)], V€ [0,T]. (6.68)
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6.3. Existence et unicité de la solution

Preuve. Nous utilisons la méme maniére et des arguments que nous avons utilisés dans
la preuve du Lemme 5.6 du chapitre 5. 0

Dans la troisiéme étape, nous utilisons le champ des déplacements u, obtenu dans le
Lemme 6.4 et nous considérons le probléme variationnel suivant.

Probléme PV3,. Trouver le champ d’adhésion «, : [0, T] — L* (T's) tel que

g (1) = = (o () [7, (R (un))* + 75 [R- ()] —€a) ., ppt € (0,7),  (6.69)

a, (0) = . (6.70)

Pour le probleme PV3,, nous avons le résultat suivant.

Lemme 6.6. Le probléme PV3, admet une solution unique «, qui satisfait
o, € WH(0,T; L% (T5)) N Z. (6.71)
Preuve. Nous considérons 'application F, : [0,7] x L? (T's) — L*(T'3) définie par
Fy (t.a) = — (a [v, (By (ug (8)))° + 77 Ry (wr (D)) —ca),» VE€[0,T], a€ L*(Ty).

Nous avons d’aprés (6.24) et les propriétés de les opérateurs R, et R, qui sont définis
par (3.11) et (3.13), respectivement. F, est de Lipschitz par rapport a «, uniformément
dans le temps. Cependant, pour tout o € L?(I'3), application ¢ — F}, (¢, ) appartient a
L>(0,T; L*(T'3)). Donc, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz (Théoreme 2.16), il existe
a, € W (0,T;L*(T'3)) solution unique du probléme PV3,. En utilisant des arguments
similaires & la Remarque 3.1 et (6.26), il vient que 0 < o, <1Vt € [0,7] p.p. sur I'; et d’out
a, € Z, ce qui conclut la preuve du Lemme 6.6. U

Maintenant, pour ¢ € [0, T, nous considérons la fonction k, € C* (0,T; H) définie par

k, () = ko + /0 t n?(s)ds. (6.72)

Dans la quatriéme étape, pour tout n € C'(0,7;V x H); nous utilisons u,, ¢, le champ des
déplacements, le champ de potentiel électrique obtenus dans les Lemmes 6.4, 6.5 et k,, la
fonction définie dans (6.72). Nous construisons le probléme de Cauchy pour le champ des

contraintes suivant.
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6.3. Existence et unicité de la solution

Probléme PV3, . Trouver le champ des contraintes o, : [0,T] — H tel que

o (1) = Fe (u, (t /g 5,0 (s), e(w(s)), ky (s)) ds. (6.73)

Pour le probléeme PV3, , nous avons le résultat suivant.

Lemme 6.7. Le probléme PV3,, admet une solution unique o, qui satisfait o, €
CY0,T;H). En plus, si u; et o; représentent les solutions de PV3, et PV3,,, respective-
ment, avec k; qui est définie dans (6.72) correspondant a m; € C(0,T;V x H), i = 1,2,

alors qu’il existe ¢ > 0 telle que pour tout t € [0,T]

o1 (t) — aa(1)]3, (6.74)

Sc(\m( S w0 + /rm s \Vds+/\k1 >|Hds)

Preuve. Soit l'opérateur A, : C(0,7;H) — C(0,T;H) défini par

Ao (t) = Fe (uy (¢ / G(t—s,0(s),elu(s)) ky(s)) ds. (6.75)
Pour tout 01,05 € C(0,7;H), nous utlisons (6.75) et (6.16) afin de voir que pour tout
te0,T] t
Aoy (t) — Ayoa (t)],, < Lg/o lo1(s) — 02(5)]5, ds.
En réitérant m fois 'inégalité précédente, nous obtenons

(LQT)

2
m m
|A770-1_A770-2’0,’H§ ‘0’1—0'2‘07_(,

nous déduisons que si m suffisamment grand, I'opérateur A7 est un contractant sur 'espace
de Banach C(0,7T;H), donc, A7' posséde un point fixe unique o, € C(0,T;H) et par
conséquent o, est le point fixe unique de A,,.

En outre, puisque o, est le point fixe unique de A,, donc
A,o, =0y,

Nous combinons (6.75) et ’égalité précédente pour constater que o, est une solution unique
de PV3,,

Maintenant, en utilisant (6.73), (6.15) —(6.16) et la régularité de u,, o, et k,, il s’ensuite
que

o, € CY0,T;H).
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6.3. Existence et unicité de la solution

Soient my,m, € C(0,T;V x H) et pour i = 1,2, nous adoptons les notations w,, = u;,

o, = 0o;et k, = k;. En utilisant (6.73), nous avons

o () = Fe (u, / Gt — 5,04 (s), £(ua(s)). ki (s)) s,

d’apres (6.15) et (6.16), nous voyons que
jo1(t) — s (t) 3,
< (w0 - wof + / 01(5) — a(s) s

/|u1 ~ (s |Vds+/ Ik (s )\Hds>

En appliquant le Lemme 2.19 de Granwall, pour voir que
o1 (1) = a2(t)]3, (6.76)

t t
< (I - wOF + [ T~ wf s+ [ (o) k() ).
0 0
Ce qui termine la preuve du Lemme 6.7. 0

Maintenant, pour tout ¢ € [0, 7], nous considérons 'opérateur
A:CO,T;V x H) — C(0,T;V x H),
défini pour chaque = (n',n?) € C(0,T;V x H) par
An(t) = (Am(t), Aem(t)) € V x H, (6.77)

(M(0),0)y = (Fe (u(0) & (0)y + (€'Y, (1), (), (6.75)
([ 60-5.0,0) i)k, (dse(w))
Fad(ay () wy (1) ,0) + Jnc(uy (8) , 0),
Kan(t) = 8 (0 (1), e (1)), Koy (1)) (679

Ici, pour tout n € C(0,T;V x H) ; u,, ®,, ayy et o, représentent le champ des déplacements,

le champ de potentiel électrique, le champ d’adhésion et le champ des contraintes obtenus
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6.3. Existence et unicité de la solution

dans les Lemmes 6.4, 6.5, 6.6 et 6.7 respectivement, et k, est la variable interne d’état
définie par (6.72). Nous avons le résultat suivant.
Lemme 6.8. ['opérateur A admet un point fize unique n, = (nt,n?) € C(0,T;V x H).
Preuve. Soient 1, et n, € C(0,7;V x H). Nous utilisons les notations u, = u;,

Uy, = Uy, = Vi, @, = §;, Oy, = 04, . = et ky = k; pour i = 1, 2. En employant (6.78),

;i

les hypothéses (6.15) — (6.16), (6.20), les définitions (6.31) — (6.32), (1.2), (1.7), (1.12),
(3.11) et (3.13) avec 'estimation (6.76), afin de voir que pour tout ¢ € [0,77],

Ay () — Ay (D)5 (6.80)
<c(|u1<>—u2< W+ /|u1 )~ ua(s) ds

Flas() = as(Of s + 120 = a0 + [ 1K ()~ ki (9 s ).

En autre part, nous intégrons (6.69) avec la condition initiale (6.70) pour voir que
%@_%—A%m@hJ&wa+%mJ%W}ijs
et d’ou
o (8) = 02 ()] opy) < € ( /0 t | (5) (Ry (u1))* = a2 (5) (R, (u2))?] oy, 48
[ ) R e (9D = 22 6) R (3 (D) e, ).

En utilisant (3.11) et (3.13) les définitions de R, et R, avec 'écriture oy = a; — g + v et

Iinégalité |u,| < |u| (r = v,7) YVu € R? pour constater que
a1 (1) — a2 ()] 12y

t t
< [ ar(s) = as Oy ds-te [ fur(s) = wa (9]0 ds.
0 0

En combinant cette inégalité avec le Lemme 2.19 de Gronwall, nous pouvons écrire

t
o (£) = a3 (1) oy < € / 01 (5) — 0 (5)] eyt 45,

et d’apres (1.8), nous avons

o1 () = 02 O}y < [ fur () = wa ()l s (6:81)
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6.3. Existence et unicité de la solution

De (6.68), nous avons
[o1(8) = @Oy < clun(t) — ua(D)f5

Nous combinons (6.80) — (6.81) et la derniére estimation afin de voir que

[Aumy (8) — My (15 (6.82)

< (0~ w0+ [ fonls) = walo) s+ [ s ()= e s ).

Maintenant, nous utilisons I’hypothése (6.17) avec (1.7), la définition (6.79) et l'estimation

(6.76), nous voyons que

Ao (1) — Aamy (1) (6.83)

< (Jult) = wal0f; + [ o) = o)l s

+ [k () — k2 (1)[7; + /|k1 )|Hds).

Et comme
[Amy (£) = Ao (O)r = [ () = My (D1 + [Aam (£) = Aama(D)];
Alors que, de (6.82) et (6.83), nous avons
[Any () = Ana (D)3 (6.84)

< (Jun) = w0} + [ fus(s) — uato)f ds

ks (1)~ R (O + /rka ko s ).

En outre, nous employons (6.61) pour n (t) = m; (t) et v = v5 (t) afin d’écrire
(Ae(v1 (1)), e(v1 (1) = s (1))

< Jre(ua (1), 02 (1) = e (ua (1), 01 (1)) = (01 (), 01 (8) — w2 ()v + (£ (1), 01 (£) — 02 (1))

aussi, pour 1 (t) = m, (t) et v = vy (t) nous voyons que
(—Ae(v2 (1)), e(v1 () —v2 (1))n

< Jre(ua (1), 01 (1) = e (ua (1) 02 (1)) + (13 () , 01 (1) — 02 (1) — (F (1), 01 (£) — 02 (1)),
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6.3. Existence et unicité de la solution

nous additionnons les deux inégalités précédentes afin de voir que
(Ae(vy (1)) — Ae(v, (1)), €(v1 (1) — v2 (1))

< Jpr(wa (£) ;02 () = Jpe(ur (8) 01 (8)) + Jgr(wz (1), 01 () = Jpr(u2 (), 02 (1))
+Hmy () =11 (1), 01 () —v2 (),
De (1.2), (1.7), (6.14) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

ma v (1) —va ()], (6.85)

< |my () —my (1), Jor (8) —va (D)),
[pe(ur (1) ;02 (1) = Jpr(ur () ;01 () + Jpr(u2 (), 01 () — Jpr(ua (), 02 (2))]

Maintenant, nous utilisons des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstration

de (6.58) pour voir que

e (wa (8) 02 (1)) = Jgr(a () ;01 (1)) + e (w2 (1), 01 () = Jpr(u2 (1) 02 ()] (6.86)
< Lecgun (t) — ua (t)]y o1 (1) = v2 (1)) -
Nous combinons (6.85) et (6.86), nous obtenons

o1 (t) — 02 ()], (6.87)
< e (lur (8) = ua )]y + |1 (8) = m2 (B)],,) -
Nous mettons cette inégalité au carré et intégrons par rapport au temps, nous avons
t , t ) t )
[ st = vl ds < [ unts) - wals)fids e [ i) - mb o)} s (689
0 0 0

Nous savons que
t
u; (t) = u; (0) —i—/ v;(s)dsi=1,2,
0
et, nous avons

’U;1(0> = UQ(O) = Uo,

donc

lui (t) — ua(t)[3 < C/o [v1(s) — va(s)]} ds,Vt € [0,T]. (6.89)
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6.3. Existence et unicité de la solution

En combinant cette estimation avec (6.88), afin de déduire que

() — us (1)}, < C/O u(s) — uz(s)y, ds + C/O [ (s) —m3 ()], ds, (6.90)

en appliquant le Lemme 2.19 de Granwall pour constater que

() — w(B)f < / L (s) — m (s)2 ds. (6.91)

Maintenant, en utilisant (6.72) pour voir que

ka(t) — kalt)2 < o / 72 () — 2 (s)[2, d. (6.92)

Nous substituons (6.91) — (6.92) dans (6.84) afin de voir que

t
A0, () = A Oy < [ 1 () = 12 (5l (6.93)
0
En réitérant m fois I'inégalité (6.93), nous obtenons

m m 2 (CT)m 2
A", — A n2’0,V><H < Tl ny, — 7’2‘0,V><H'

Pour m assez grand I'opérateur A™ est un contactant sur I'espace de Banach C(0,7;V x H),
donc A a un point fixe unique n, € C(0,7;V x H). O

Maintenant, nous passons a la démonstration du Théoréme 6.1.

Démonstration du Théoréme 6.1.

Existence. Soit n, = (nl,n?) € C(0,T;V x H) le point fixe de 'opérateur A donné
par (6.77) — (6.79). Pour n = m,, nous posons

U = Uy, P = Py, Qu =0y et ke =k, (6.94)
o.=Ae(u,)+E Vo, + 0, . (6.95)
D, = &e(u,) — BVy,. (6.96)

Nous montrons que (u,, o, ¢,, D., o, k) satisfait (6.38) — (6.45) et la régularité (6.46) —

(6.51). En effet, nous écrivons (6.61) pour n = n), et en utilisant (6.94), nous obtenons
(Ae (i (1)), €(V = @) 20 + Jgr(a(t), V) = Jr(wa(t), B (t)) (6.97)

+(Mi(t), v — w.(t))y > (F (), v — @.(t)y YveV.
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6.3. Existence et unicité de la solution

En outre, nous écrivons (6.72) pour n = n, et en utilisant (6.94), nous avons

k.(t) =ko+ /Ot n2(s)ds. (6.98)

Nous combinons les égalités Aim, = nl et Aym, = m? avec (6.78) — (6.79) et utilisons
(6.94) — (6.95) pour voir que

(n. (1), v)v = (Fe (uu(t) € (V) + (Vi (1), € (V) (6.99)

</ Gt =5,0.(s) = Ae( (s)) = 'V, (5) , e(u.(s)), k. (S))ds,s(v))H
Fad(e (1) e (1), 0) + Jne(u. (1), 0),

et
M (t) = S (0. (t) — Ae( (1) — £V, (1), e(ua(t)), k. (1)) - (6.100)

Nous combinons (6.99) avec (6.97) afin de voir que
(Ae (i (1)), (v — ()2 + (Fe (ua(t)) € (v — (1)), (6.101)

# ([ G050 () = st () = €5, () o) e () e (0= 1))
+(EVp,(t), e (U = (t)))y + Jaalas (1), s (1), 0 = ©s(F)) + Jne(ws () , 0 — (1))
+.jf7“(u*(t)7v) - jfr(’u’*<t>7 ’ll,*(t)) > (f (t>7v - u*<t))\/ Vv eV.
Aussi, de (6.98) et (6.100), nous déduisons que
ko (1) = S (0. (1) — Ae(t (1) — £V, (1), e(ua(t)), ku (1)) - (6.102)
Nous écrivons (6.67) pour p = m, et en employant (6.94), nous obtenons
(BV,(t), Vo) — (Ee(u.(t)), Vo) u + (v(u.(t), v.(1), O)w (6.103)
= (q(t), 9)w Vo € W,
Aussi, nous écrivons (6.69) pour n = m, et en utilisant (6.94), nous trouvons
b (1) = — (0 (1) [ (Bu (1)) + 7, Ry ()] —22) it € (0,T),  (6.104)

Maintenant, de (6.101) —(6.104) avec les conditions initiales (6.44) —(6.45) et (6.95)—(6.96),
nous déduisons que (., 0, @,, Dy, ay, k) satisfait (6.38) — (6.45).
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6.3. Existence et unicité de la solution

Puisque v = w,(t) + ® satisfait (6.101), ot & € D(Q)? est arbitraire, en utilisant (6.73) ,
(6.94) — (6.95), (6.38) et (6.31) — (6.33), nous trouvons

Dive, (t)+ f, (t) =0, Vt € [0,T].

D’apres I'égalité précédente avec (6.22), (6.95), la régularité de (u*,go*, am) et les hypo-

theses sur {.A, £} nous concluons que
0. € C(0,T;H). (6.105)
Soit tq,ts € [0,T], d’aprés (1.6) — (1.12) et (6.96), nous déduisons que
D. (t1) = Da(f2) |y < ¢ (lpa (1) — . (B2) [y + [ (02) — s (2)]y)
de la régularité de (u., ¢,) donnée par (6.46) et (6.48), nous impliquons que
D.cC(0,T;H). (6.106)
Nous choisissons ¢ € D (2) dans (6.103), avec l'utilisation de (6.96) et (6.30), trouvons que
divD, (t) = qo (t) YVt € [0,T].
D’apres (6.106), (6.23) et (1.1), nous voyons que
D.cC0,T:W). (6.107)

Enfin, d’aprés les Lemmes 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, nous concluons que (u,, o, ¢,, D., o, k) est
une solution faible du probléme P3 ayant la régularité (6.46) — (6.51), en ce qui termine la
preuve de la partie d’existence du Théoréme 6.1.

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de l'unicité du point fixe des
opérateurs A,, A, et A qui sont définis par (6.60), (6.75) et (6.77) — (6.79), respectivement.
OJ
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Chapitre 7

Probléme
thermo-électro-viscoélastique avec

endommagement et adhésion

Nous considérons dans ce chapitre un probléme de contact sans frottement avec com-
pliance normale et adhésion dans un processus dynamique entre un corps thermo-électro-
viscoélastique avec mémoire longue et endommagement, et une fondation déformable et
électriquement isolatrice. Le processus d’adhésion sur la surface de contact est modélisé par
une variable interne de surface appellée champ d’adhésion. I’endommagement causé par les
déformations élastiques du matériau est modélisé par une variable interne du corps appellée
champ d’endommagement.

Le probléme est formulé par un systéme d’équations et d’inéquations aux dérivées par-
tielles contenant la loi de comportement du matériau, ’équation de mouvement du corps,
I’équation de conservation de la charge électrique, une inclusion du type parabolique mo-
délisant le champ d’endommagement, une équation d’évolution modélisant la fonction de
température, une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion et les conditions
aux limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section, nous présentons le
probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données. Dans la deuxiéme

section, nous décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique. Enfin, dans
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7.1. Formulation mécanique du probléme

la troisiéme section, nous étudions ’existence et 'unicité d’une solution faible du probléme
mécanique. Les techniques employées sont basées sur les résultats des équations variation-
nelles d’évolution et la théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments de point

fixe.

7.1 Formulation mécanique du probléme

Dans cette section. Nous nous plagons dans le cadre physique de la FIG 3.1.1, a supposer
que la fonction d’écart initial g = 0 et v* = 0. Nous considérons que le corps est thermo-
électro-viscoélastique, plus exactement nous utilisons une loi de comportement de la forme
(3.7). En ce qui concerne le contact, nous modélisons par une compliance normale avec
adhésion.

Sous ces considérations, le probléme mécanique que nous étudions est le suivant.

Probléme P4. Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — R4, le champ
des contraintes o : Q x [0,T] — S?, le champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — R,
le champ des déplacements électriques D : Q x [0,T] — R?, le champ d’endommagement
B :Qx[0,T] — R, le champ de température 0 : Q x [0,T] — R et le champ d’adhésion
a:T3x[0,7] — R tels que

o=Ae(u)+ F(e(u),B)+ /Ot/\/l(t —s)e(u(s))ds+ E* Vo —0C, dans Q2 x (0,T), (7.1)

D =E&e(u) — BVyp+ 0P dans Q x (0,7), (7.2)
B—kAB+dpr(B) 3 S(e(u), B) dans Q x (0,T), (7.3)
0 —k.NO=0(e(@),0C.) +p dans Q x (0,T), (7.4)

Dive + f, = pii dans Q x (0,T), (7.5)
divD = qo dans Q x (0,T), (7.6)

w =0 sur Ty x (0,7), (7.7)

ov = f, sur Ty x (0,7), (7.8)
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7.1. Formulation mécanique du probléme

—0y = Dv (uy) - VyazRu (uz/)

—o, =p, (@) R, (u,) sur Ts x (0,T),  (7.9)
& =—(a [y, (R (W) +7, Ry (w,)|"] —ca),

a—f =0 sur I' x (0,7), (7.10)

kcg—i + kel =0 sur T's x (0,7, (7.11)

0=0sur (T;UTy) x(0,T), (7.12)

0 =0 sur Tyx(0,T), (7.13)

D.v=q sur Iy x (0,T), (7.14)

u(0) = wo, v(0) = vy, B(0) = By, 0(0) =6, dans Q, (7.15)

a (0) = ap sur T's. (7.16)

Les équations (7.1) et (7.2) représentent la loi de comportement du corps thermo-électro-
viscoélastique avec mémoire longue et endommagement. La relation (7.3) désigne I’évolu-
tion du champ d’endommagment. L’équation différentielle (7.4) décrit 1’évolution du champ
de température. La relation (7.5) représente ’équation du mouvement et (7.6) représente
I’équation de conservation de la charge électrique, tandis que les conditions (7.7) et (7.8) sont
respectivement, des conditions aux limites de déplacement-traction. Les conditions (7.9) re-
présentent les conditions aux limites de contact avec compliance normale et adhésion. (7.10)
représente la condition de Newmann ot g—f représente la dérivé normale de 5. Les relations
(7.11) et (7.12) représentent les conditions aux limites thermiques ou g—z représente la dérivé
normale de 6 et k. > 0 représente le coefficient d’échange de chaleur entre le corps et la
fondation. Les équations (7.13) et (7.14) sont les conditions aux limites électriques et pour
finir (7.15) et (7.16) représentent les conditions initiales.

Afin de simplifier la notation, nous ne signalons pas explicitement la dépendance des
différentes fonctions de la variable spatiale .

Pour ’étude du probléme mécanique (7.1) — (7.16), nous introduisons les espaces de
Hilbert H, ‘H, H; et H; donnés par (1.1) munis des produits scalaires donnés par (1.2).

Tout au long de ce chapitre, nous avons besoins de 'espaces V', W et W définis par (1.4) et

(1.9) — (1.10) munis des produits scalaires donnés par (1.6) et (1.12), respectivement.
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7.1. Formulation mécanique du probléme

D’autre part, pour le champ d’adhésion, nous définissons 1’ensemble Z
Z={aeL>(0,T;L*(T3)) |0<a(t) <1 Vt€[0,T], p.psur ['s}.

Maintenant, nous définissons pour le champ de témperature, le sous-espace fermé de H* ()
par

E={0ecH (Q)|0=0suwrT;UL}.

Puisque mes I'y > 0, 'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe une constante

¢y > 0 dépendante uniquement de 2, I'y et I'y telle que
VO, > ¢, |6]H1(Q) Vo € E,
Sur F, nous considérons le produit scalaire donné par
0, o= (VO, V), V0,0 € E,
et soit |.|; la norme associée ; c’est-a-dire
0| =|Vo|,; VO € E. (7.17)

En combinant I'inégalité de Friedrichs-Poincaré et (7.17), il vient que [.| g1 (q) €t |.|; sont des
normes équivalentes sur £ et ainsi (£, |.|;) est un espace de Hilbert.

L’application d’inclusion de (£, |.| ;) dans <L2 (), LQ(Q)> est continue et & image dense.
Notant par £’ I’espace dual de E et identifiant le dual de L? (§2) avec lui-méme, nous pouvons
écrire le triplet de Gelfand

EcCL*(Q) CE.

Nous utilisons la notation (.,.) ., » pour désigner le produit de dualité entre E et E telle
que

(0,9) s = (0,0) 2y V0 € L2 (), W0 € E, (7.18)

et |.|z la norme sur E'.
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Nous considérons maintenant les hypothéses suivantes : 'opérateur de viscosité A :

Q x S — S? satisfait

( (a) Tl existe M7A, Ms' > 0 telles que
(A (z,€)| < Mi'|e] + M5!
Ve € S p.p. €N
(b) 1l existe m 4 > 0 telle que
(A(z,e1) — A(m,e5)) . (61 — €3) > maler — & (7.19)
Ve, g9 €S pp. x € Q.
(c) L’application & — A (x,€) est Lebesgue

mesurable sur €2, pour tout € € S%.

| (d) L’application € — A (x,€) est continue sur S p.p. = € Q.
L’opérateur d’élasticité F : Q x S¢ — S vérifie
( (a) Il existe Lz > 0 telle que

|F(x,e1,m1) — F(x,€2,m2)| < Lr(ler — €] + |11 — 12|)

Vei,e0 € S? p.p. € Q.

(7.20)
(b) L’application & — F(x, e,r) est Lebesgue
measurable sur € pour tout € € S¢.
| (c) L’application £ — F(z,0,0) appartient & H.
La fonction source d’endommagement S : Q x S x R — R satisfait
( (a) Il existe Lg > 0 telle que
‘S(iB,El,T’l) — S(ZB,EQ,TQ)’ < Ls(’é"l — 52’ + |T1 — 7'2’)
Vei, g0 €S Vri,ro € R p.p. v € Q.
1, €2 1,72 b-p (7.21)

(b) Pour tout € € Slet r € R, z — S(zx, e, 7)

est Lebesgue measurable sur €.

| (c) L’application  — S(z,0,0) appartient a L3(92).
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La fonction source thermique © : Q x S? x S¢ — R vérifie

( (a) Il existe Lg > 0 telle que

|O(x,e1,71) — O(x,€2,7T2)| < Lo (|1 — €2 + |71 — T2])

V€1,€2 € Sd, V‘Tl,’TQ €S pP-pP- T € Q.

(7.22)
(b) Pour tout € € S et 7 € S%, x — O(x, e, T)
est Lebesgue measurable sur ).
| (c) L’application  — ©(zx, 0, 0) appartient a L*(2).
Le tenseur diélectrique B = (b;;) : @ x R? — R? satisfait
(a) B(z)E = (bi;(2)E;)
VE = (E;) € RY p.p. z € Q.
b) b = by by € L(9).
(b) b = b, by € L¥(9) .

(c) 1l existe mp > 0 telle que
BE.E > m3 |E|
VE = (E;) € R%, pp. z € Q.

\

Le tenseur piézoélectrique £ : Q x ST — RY vérifie

(a) E(z)T = (esjn (2)T)r)
VT = (155) €S, p.p. T € Q. (7.24)
(b) €iji = eir; € L=(52).

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R satisfait

( (a) Il existe L, > 0 telle que

pv(®, 1) — pu(@,72)| < Ly [r1 — 12
Vri,ro € R, p.p. ¢ € I's. (7.25)
(b) L’application & — p,(x,r) est Lebesgue '

measurable sur I'3 pour tout r» € R.

[ (¢) pu(z,7) = 0 pour tout r < 0.
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La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R vérifie

( (a) Il existe L, > 0 telle que
- (2, 71) = pr(@,79)| < Ly |11 — 12
Vri,res € R, p.p. © € ',
(b) Il existe m, > 0 telle que
lp-(x,7)] <m, Vr €R, p.p. x €T3,
(b) L’application & — p,(z,r) est Lebesgue

measurable sur I's pour tout r» € R.

| (c) Lapplication & — p-(z,0) appartient & L? (I'3).

Le tenseur de relaxation M satisfait
MeC0,T; Hoo)-
La densité de masse p satisfait
p € L™ (Q),il existe p* > 0 telle que p (x) > p*, p.p. ¢ € Q

Les forces volumiques f, et les tractions surfaciques f, ont la régularité

fo € L*(0.T: H), fy € L*(0,T; L*(T2)"),
De méme, la densité de charge volumique qq et surfacique g satisfont

q € C(0,T; L*(Q)), g2 € C(0,T; L*(Ty)).

g2 =0sur '3Vt € [0,T].

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

Pour le tenseur de dilatation thermique C,, la densité des sources de chaleur volumiques p

et le tenseur de matériau pyroélectrique P, nous supposons que

C.=(cij), ¢y =cj € L2(Q), pe L*(0,T;L* (), P € C(0,T;H).

Les coefficients d’adhésion v,, v, et g, vérifient

YV, € L¥(T3), €4 € L*(T'3), 7,,7,>q > 0 p.p. sur I's.
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7.1. Formulation mécanique du probléme

Le champ des déplacements initial, '’endommagement initial et la température initiale sa-
tisfont

u €V, vo€ H, € K, 0y € E. (7.34)
Finalement, le champ initial d’adhésion satisfait
ap € L*(T'3), 0 < ap < 1 p.p. sur I's. (7.35)

Nous énongons maintenant quelques définitions que nous utilisons dans la suite de ce cha-
pitre.
D’abord, nous définissons les formes bilinéaires a : H' (Q) x H' (Q) - Retag: ExE —

R telles que
a(&,p) = k:/ VENVedr, (7.36)
Q

a0 (£,9) = k, /Q VENIdr + ke /F ¢dda. (7.37)

Nous utiliserons le produit scalaire modefi¢ sur H = L2 (Q)? donné par
(w,0))g = (p,0) g Y0 € V, (733)

et soit || . ||z la norme associée, c’est-a-dire

[

| vllu= (pv,v) YV EV. (7.39)

De (7.28), il vient que || . ||z et |.|; sont des normes équivalentes sur H. D’autre part,
’application d’inclusion de (V,|.|;,) dans (H, || . ||i) est continue et dense. Nous notons par
V' le dual de V' . Identifiant le dual de H avec lui méme, donc, nous pouvons écrire le triplet
de Gelfand

VcHCcCV.

La notation (.,.)y, désigne le produit de dualité entre V' et V, nous notons par |.|,, la

norme sur V', nous avons
(u, V) = (w,v))y Yu e H, Yo e V. (7.40)
Nous définissons la fonction f : [0,7] — V' par

(f (t),v)v,xv:/gfo(t) wio+ [ f5(0)vdapp. € 0.7, (7.41)
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et la fonction ¢ : [0,7] — W par
(q(t),d)w = /Q Qo (t) pdx — /F a0 (1) pda (7.42)
b
Les conditions (7.29) et (7.30) impliquent
feLl?0,T;V), ¢geC0,T;W). (7.43)
Soit j : L>®(I'3) x V x V — R la fonctionnelle d’adhésion
j(a, u,v) = /r py (u,) v,da + /1“ (=7,0°R, (w,) v, + p- (@) R, (u,) v,)da,  (7.44)
3 3

les conditions (7.25) — (7.26) et (7.33) entrainant que l'intégrale (7.44) est bien définie.

7.2 Formulation variationnelle

Dans cette section, nous allons donner la formulation variationnelle du probléme P4.
Nous supposons dans ce qui suit que u et o sont des fonctions suffisamment régulieres
qui satisfaisant (7.1), (7.5) et (7.9). Soit v € V, nous utilisons la formule de Green (1.3) et

'équation de mouvement (7.5) pour obtenir

/a’.e (v)dx — /fo.vdx+/pil.vdx = /0' v.vda.
Q 0 Q r

Nous divisons 'intégrale de surface I'y, I'y et I's. Puisque v = 0 sur I'y, ov = f, sur I'y,

nous déduisons que

(U,s(v))H+/pil.vdx:/fo.vdx+ f2.vda—|—/ ov.vda.
Q Q I Is

De (7.38), (7.40) et (7.41), nous obtenons

(o,e(V))y+ (i) = (F,V)vxv +/ ov.vda. (7.45)

I's
Sur I's, nous avons

oV.V=0,U,+ 0,0V,

en utilisant (7.9), nous trouvons

ov.wv=—p,(w)v, +7,0°R, (u,)v, — p; (@) R: (u,) .v,,
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de cette égalité, (7.44) la définition de la fonctionnelle j et (7.45), nous avons
(0,e(V))y + (8,0)yy + (@ w,0) = (f, v)vxy
Nous substituons (7.1) dans I’égalité précédente afin de constater que
(@ (1), V)yrey + (Ae(@(t)) & (V))y + (F (e (u(t), A1), € (V))y (7.46)

HETR(0) ey ([ MO 9euleis e ) = (00)C e (o),
+] (t) ’U,(t) ,’U) = (f (t) U)V’XV-

En outre, Soient ¢ et D des fonctions suffisamment réguliéres qui satisfaisant (7.2), (7.6)

et (7.14). Soit ¢ € W, nous employons la formule de Green (1.15) et I’équation d’équilibre

/QD.qudx—i—/Qqubdx:/FD.ugbda.

Nous divisons l'intégrale de surface I', et I'y. Puisque ¢ = 0 sur [',, D.v = ¢y sur I, en

(7.6) pour écrire

tenant compte de (7.2) et (7.42), nous concluons que

(BVp, Vo) — (Ee(u), Vo), — (0P, Vo) = (¢,0)y - (7.47)

Ensuite, soit § € E et pour tout ¥ € E, de (7.4), nous avons

(8.9) = ke (20.9) 120y = (O (£ () ,0C) 0) ey + (129 s

En utilisant la formule de Green, nous trouvons
(AQ,??)L2(Q) + / VONvdx = /V@.m?da.
Q r

Puisque v = 0 sur I'y U T'5, nous déduisons que

06
(00,9) (g + /Q V0.Vidz = 5 5, vda.

En employant (7.11), nous trouvons

(£0,9) 20 / V0.Vidr = —Z— 69da.
I's

donc

—ke (00, 9) 2y = ke /Q VO.Vdds + k. / 00 da,

s
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et de (7.37), il vient que
—ke (A0,9) 120y = ao (0, 9) .

En utilisant (7.18), (7.22) et (7.32) afin d’écrire
(9, 19) a0 (0.9) = (p+ O (e (@) 6C.) 0 (7.48)
Par la méme procédure que nous avons utilisé dans (5.36), nous pouvons écrire
(B:6-8),,q a6~ 5) > (S(e(w).£).E ~ Bao (7.49)

De (7.9), (7.46) — (7.49) et (7.15) — (7.16), nous obtenons la formulation variationnelle
suivante du probleme P4.

Probléme PV4. Trouver le champ des déplacements w : [0,T] — V, le champ de
potentiel électrique ¢ : [0,T] — W, le champ de température 0 : [0,T] — E, le champ
d’endommagement (3 : [0,T] — H' (Q) et le champ d’adhésion o : [0,T] — L*(T3) tels que

w(t), V) + (Ae(@(t)), e () + (F(e(u(t)), (1), e(v))y (7.50)

(/ M(t = s)e(u(s))ds & (v )) + (EVp(t) ;e (v))y — (0(t) Ce e (v))y

Fi (a0 u(0).0) = (F () oy W E T, £ 0.T),
(01).9) ,  +a0(0(t).9) = (© (e (#(1).0(1) C.) V) pr (7.51)
+ (), gy YWOEE, te(0,T),
(BV¢ (1), Vo), — (€< (u(t)), Vo), — (0 () P (1), Vo), (7.52)
=(q(t), @)y VoW, t€(0,T),
B(t) € KVt [0.T), (B(t).€ — B1)r2e) +a(B().€ - B(t) (7.53)

> (S(e(u(t), B(t)),€ = B(t)) 1) VE € K,
a(t) =—(a(t) [, (R (u, (0)* + 7, IR (ur ())'] —€a), pp-t€(0,T),  (7.54)
w(0) = ug, ©(0) =y, 0(0) =0, B(0) =S, a0)=ao. (7.55)
L'élement {u, ¢, 0, 3,a} qui satisfait (7.50) — (7.55) est appellé solution faible du Pro-

bléme de contact P4.

La solvabilité de ce systéme fera 1'objet de la section suivante.
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7.3. Existence et unicité de la solution

7.3 Existence et unicité de la solution

L’intéret principal dans cette section est le résultat d’existence et d’unicité suivant.
Théoréme 7.1. Sous les hypothéses (7.19) — (7.35), le probléme PV admet une solution

unique (u, 0, @, B, a) ayant la régularité

we H (0, T;V)NnC* (0, T;H), e L*(0,T; V"), (7.56)
0 C(0,T;L*(Q)NL*(0,T;E), § € L*(0,T; E), (7.57)
0eC0,T;W), (7.58)

BeH (0,T;L7(Q) NL*(0,T; H (), (7.59)

ae W= (0,T;L*(Ts)) N Z. (7.60)

Nous concluons que, sous les hypothéses (7.19) — (7.35), le probléme mécanique (7.1) —(7.16)
a une solution faible unique satisfaisant (7.50) — (7.55) . La régularité de la solution faible

est donnée par (7.56) — (7.60) et en termes de contraintes
oc L*0,T;H), Dive € L*(0,T;V"), (7.61)

D € C(0,T; W). (7.62)

En effet, de (7.1)—(7.2), (7.50) et (7.52) , il vient que p (t) = Dive (t)+f, (t), divD (t) =
Qo (t) pour tout ¢t € [0,7]. De la régularité (7.56) — (7.59) combinée avec (7.1) — (7.2) et
(7.19) — (7.32), nous obtenons (7.61) et (7.62).

La démonstration du Théoréme 7.1 sera faite en plusieurs étapes, elle est basée sur
les résultats des équations variariationnelles d’évolution, les opérateurs monotones et les
arguments du point fixe. Nous supposons dans la suite de cette section que (7.19) — (7.35)
sont vérifiés, ¢ désigne une constante positive qui dépend de §2, I'y, I'y, I's, S, O, C., p,, p-,
Yoy Vrs €ay L €t T, et dont la valeur peut changer d’un endroit a un autre.

Soit € L*(0,T;V"). Dans la premiére étape, nous considérons le probléme intermédiaire
suivant.

Probléme PV4,. Trouver le champ des déplacements u, : [0,T] — V tel que

(i (1), 0)yry + (At (1)), € (V)3 + (1 (1), V)vixy (7.63)

147



7.3. Existence et unicité de la solution

=(f @), v)vixy YO EV, pp.t€(0,T),
'U:n(O) = Uy, 1.1,77(0) = Vyp.

Pour le probléme variationnel PV4, nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.2. I existe une solution unique du probléme PV4, qui satisfait (6.56) .

Preuve. Nous définissons 'opérateur A : V' — V' par

(Au,v)yiwy = (Ae(u),e(v))y Yu,v €V,

(7.64)

(7.65)

Soient w et v € V. De (7.65) et (1.6) avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

[Au — Av|y, < [Ae(u) — Ae(v)]y,

De (7.19) avec le théoréme de Krasnoselski (voir [28] p 60), nous concluons que A est continu,

d’ou lapplication t — A(u+twv) est continue et alors de la définition 2.5 (2), nous déduisons

que A est un opérateur hémicontinu.

En outre, de (7.65), (7.19), (1.2) et (1.6), nous avons
(Au — Av,u — )y, > ma|u— v,

donc, A est un opérateur monotone.

Nous choisissons v = 0y dans (7.66), nous obtenons
2
(Aw, w)y, .y = maluly —[AOv]y ul, .

Grage a 'inégalité

a? 1
b< Zm 4 b2
W= g T4
NOUS avons
1 9 1 9
|AOv |y |uly, < m | A0y |}, + §m,4 |l
donc
1 , 1 ,
(Au, u)y, .y > 3mA luly, — Ima |AOv |,
et d’ou
1
(Au, u)y ., > ]u\%/ + 08, aveca=-my et f=——— |A0V|%,, )
2 ZmA
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Encore une fois, nous utilisons (7.65), (7.19) et (1.7), nous trouvons

|Au|\/' < |A€(u)|H
< M{4|5<u)|H+M54
< Ml“‘l]ulv—i-MzA
A A
< max (MA, M) (july + 1),

et d’ou

Auly, < c(fuly, +1).

En outre, de (7.34) et (7.43), nous avons
f-necL*0,T;V"), vy € H.

Finalement, nous remarquons que toutes les conditions du Théoréme 2.17 sont vérifiées,

donc, nous concluons qu’il existe une fonction unique v,, qui satisfait

v, € L*(0,T;V)NC(0,T;H), v, € L*>(0,T;V"), (7.67)
0, (t) + Av, () + 0 (1) = f (t) pp. t € (0,T), (7.68)
v, (0) = vy. (7.69)

Nous définissons la fonction w,, : [0;7] — V par
t
u, () = ug +/ v, (s)ds Vt € [0,T]. (7.70)
0

De (7.64) et (7.67) — (7.70), nous déduisons que u, est une solution unique du probléme
variationnel PV4, qui satisfait la régularité (7.56). O

Dans la deuxiéme étape, soit A € L?(0,T; L*(Q)). Nous considérons pour le champ de
température le probléme variationnel suivant.

Probléme PV4,. Trouver le champ de température 0 : [0,T] — E tel que

(éA (t) ,19) L Fa(0a(®).) (7.71)
=(p@)+ A1),V gp YO EE, ppte(0,T)

0, (0) = 6. (7.72)
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Nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.3. Le probléme PV}, admet une solution unique 0, telle que
0\ € C(0,T;L*(Q)) N L*(0,T;E), 6, € L*(0,T; F'). (7.73)
Preuve. D’apres la définition du sous-espace E, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand
ECL?>(Q)CE.
Nous considérons 'opérateur linéaire Ay : £ — E' tel que
(Ao, V) i = a0 (§,0) V€,V € E.

En utilisant la définition (7.37) de la forme bilinéaire ag, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et
I'inégalité de trace de Sobolev avec 'inégalité de Friedrichs-Poincaré et la définition (7.17),

pour tout &, € E, nous avons

(Aol D) | < ke VEIE IV + ke €] L2y 19] L2y
< (kc + keCQ) |€|E |7‘9|Ea

donc

’AO§’E' < (kc + kec2) |€’E‘7

ce qui montre que Ay est continu, donc il est de Lipschitz et d’ou Ay est hémicontinu.
Ainsi, en utilisant la définition de Ag, (7.37) la définition de a¢ et (7.17), nous avons

pour tout £ € E

(A0€, £)E/><E = kc ‘Va?—[ + ke ‘5’12(1—‘3)
ke [VER
ke €l

Vv

AV

donc Ay est fortement monotone.

Outre, de (7.32) et (7.34), nous avons

p+AEL*0,T;L*(Q)) et 6y € E.
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Nous voyons que toutes les conditions du Théoreme 2.17 sont vérifiées, donc nous concluons

qu’il existe une fonction unique @, satisfait

0, € C(0,T;L2(Q)NL*(0,T;E), 0, € L2 (0,T; E').

G2 (£) + A (1) = p (£) + A (1) pp. L € (0.T),
05 (0) = 6,.

Ce qui termine la preuve du Lemme 7.3. 0

Maintenant, nous définissons pour tout ¢ € [0, T] Popérateur
A, L?(0,T; L (Q)) — L*(0,T; L* (), (7.74)
pour tout A € L? (0, T; L* (Q2)) par I'égalité
(A (6), )0y = (O (i (1)), 02 (8) o), ) ey V0 € B, (7.75)

ou 0 est la solution de PV4, et u, est la solution de PV4,.
Pour I'opérateur A, nous avons le résultat suivant.
Lemme 7.4. L'opérateur A, admet un point fize unique X\, € L* (0,T; L*(2)) .
Preuve. Soient ¢t € (0,T) et A, Ay € L?(0,T; L* (Q)). Nous utilisons la notation 6, = 6;,
pour i = 1,2. En employant (7.75), (7.32) et (7.22) afin de voir que

[ApAr(t) — Aphs (t)|i2(sz) < clby(t) - 92(75)&2(9) : (7.76)
De (7.71), nous déduisons que

(000 = 020,00 () = 02(0) | +a0 (0 (1) = 02 (1), 01 (1) — 02 (1))

E'x
= (A1 (1) = A2 (1), 01 (1) — 02 (1)) 12y -
En intégrant I'inégalité précédente par rapport & ¢ avec les conditions initiales
(91 (O) == (90 et (92 (O) == 007

et en utilisant 1’égalité

1 2
o ds = 3 101 (1) — 02 (t)| 120 »

/0 t (1 (5) = 02 (5) .01 (5) — 0 (5))
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7.3. Existence et unicité de la solution

et I'inégalité
t
/ ao (01 (s) — 02 (s),01(s) —02(s))ds > 0,
0

nous obtenons

% 161 () = 02 (1) [120 < /0 (A1 (s) = A2 (5), 01 (s) = 02(5)) 12 ds-

En utilisant 'inégalité ab < 1 (a® + b?), il vient alors que

0, (1) — 0> (1) 2o /Ml o () e ds+/|91 ) = 0 () 2oy d.

Le Lemme 2.19 de Gronwall nous donne

0, (1) — 0 (1) o <c/ M0 () = Ao (5) oy d

De (7.76) et (7.77), nous trouvons

t
[AgAi(t) — Ayo (t)EQ(Q) < C/O A1 (s) = Ao (S)liQ(Q) ds.

En réitérant m fois 'inégalité précédente, nous obtenons

m my |2 (cT)
[AT AL — AT A

‘O,Q,LQ(Q) S

2
’)‘1 )‘2’0,2,L2(Q) :

(7.77)

Ce qui implique que pour m assez grand, I'opérateur A™ est un contractant sur 1’espace de

Banach L? (0,7 L* (Q2)), done, A, a un point fixe unique A, € L*(0,T; L* (1))

O

Dans la suite, soient A, le point fixe guaranté par le Lemme 7.4 et 0, la fonction définie

par

977 = 9)\7].

Puisque A, est le point fixe de A,, donc

Nous combinons (7.75) avec (7.78) — (7.79) afin d’écrire

(g (8)9) g1 = (O(e (it (1)) .6, (1) C), D) 1oy V0 € E.

(7.78)

(7.79)

(7.80)

Nous posons A = A, dans (7.71) — (7.72) et utilisons (7.78) et (7.80), nous voyons que 6,

est I'unique fonction qui satisfait

(9n (1) ,19) +ag (0, (), 0)

E'xXE
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= (p(t) +O(e (@, (1), 0,(t) Ce), V) g p VI € E, pp.t € (0,T),
0, (0) = . (7.82)

Maintenant, nous utilisons w,, la solution de PV4, et 6, la fonction qui satisfait (7.81) —
(7.82), pour construire le probléme variationnel suivant.

Probleme QV4,. Trouver le champ de potentiel électrique o, : 0,T] — W tel que
(BV,(t), Vo)g — (Ee(uy(t)), Vo)u (7.83)

= (q(t), Q)w + (0, (1) P (1) , Vo) Vo € Wt € [0,T].
Pour le probleme QV4,, nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.5. QV/, admet une solution unique @, qui satisfait (7.58).

Preuve. Nous définissons la forme bilinéaire b: W x W — R par

De (7.84), (7.23), (1.2), (1.13) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

b(p,8) =b(e,0), [b(,d)| <cloly |8y, [b(p,0)l>clelyy Vo,¢€W.

c’est-a-dire que la forme bilinéaire b est symétrique, continue et coercive sur W.
Cependant, en utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous pouvons définir une

forme liniéaire continue [, (t) : W — R par

by (1) (9) = (q(t), @)y + (E€(uy(1), Vo)u + (0, (1) P (), V) Yo € Wit €0, T].
Nous appliquons le théoréeme de Lax-Miligram pour déduire qu’il existe un élément unique
@, (t) € W tel que

b (i, (8),6) =1y () (0),
alors que

(BV¢,(t),Vo)u — (Ee(uy(t)), Vo)u = (q(t), d)w + (0, () P (1), V), .

Nous concluons que ¢, est une solution unique de QV3,. Maintenant, nous adoptons les
notations wu, (t;) = u;, 0, (t;) = 05, 0, (ti) = ¢;, ¢(t;) = ¢ et P (t;) = P; et nous appliquons

(7.83) pour ¢t = t; puis pour t = t5 avec ¢ = p; — ¢, et faisons la soustraction, nous obtenons

(Bv% — BV, V (@1 - 902))H = (Ch —q2,¥91 — 902)W;
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7.3. Existence et unicité de la solution

+(Ee(ur) — Ee(u2), V (91 — o)) + (01P1 — 02P2, V (01 — ¢3)) -
En utilisant (7.23) — (7.24) , (7.32), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'écriture a = a — b+,

nous avons
mpler = eoly < e (Jun = wsly + las = @y + 161 = gy + [Py = Paly )
D’apres l'inégalité précédente, (7.32), (7.43), (7.56) et (7.57), nous pouvons écrire
v, € C0,T; W).

Ce qui termine la preuve du Lemme 7.5. U
Dans la troisitme étape, soit p € L2(0,T;L*(Q2)). Nous considérons pour le champ
d’endommagement le probléme variationnel suivant.

Probléme PV4,. Trouver le champ d’endommagement 3, : [0,T] — H' (Q) tel que

But)e K, (B,(1).6=8,0))  +a(8,(t).6=B,() (7.85)

L2()
> (1 (1) € = B, (1) 1o VE € K.t € (0,
5, (0) = By, (7.86)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.6. Le probléme PV/, admet une solution unique 3, telle que
B,€H" (0,T;L%(Q)NL*(0,T; H' (Q)) . (7.87)

Preuve. Nous utilisons le résultat standard sur les inéquations variationnelles parabo-
liques (voir la preuve du Lemme 5.7 du chapitre 5). O

Dans la quatrieme étape, nous utilisons le champ des déplacements u, obtenu dans le
Lemme 7.2 et nous considérons le probléme variationnel suivant.

Probléme PV4,. Trowver le champ d’adhésion a, : [0,T] — L? (T's) tel que

Q) (t) = - (an (t) [’71/ (RV (unu))2 + 7 |RT (Um)m - 5a)+ , p-pte (O» T) ) (7'88>

a, (0) = ay. (7.89)

Pour le probleme PV4, nous avons le résultat suivant.
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7.3. Existence et unicité de la solution

Lemme 7.7. Le probleme PV, admet une solution unique o, qui satisfait
o, € WH(0,T; L% (Ts5)) N Z. (7.90)

Preuve. Nous utilisons le résultat standard sur les équations d’évolution (voir la preuve
du Lemme 6.6 du chapitre 6). O

Maintenant, pour tout ¢ € [0, 7], nous considérons 'opérateur
A:L?(0,T; V' x L*()) — L* (0,T; V' x L*()) (7.91)
défini pour tout (n,u) € L? (0, T; V' x L*(Q)) par les égalités
A(n, ) () = (Ax (m, 1) (£), Ao (m, ) (1) € V' x L2(9), (7.92)
(A1 (n, 1) (), V)vrcy = (F (e (wy (1)), 8, (1) ,e(v)),, + (€ Vi, (1), (V) (7.93)

# (=0, €t [ M= )¢ty () ds.(w)

+j (o (1), uy, (t),v) YU €V,

H

et
Az (n, ) (t) = S(e (uy (1), B, (1)). (7.94)

Ici, pour tout (n,p) € L2 (0,T; V' x L*()); u,, ©,, B, et a, représentent le champ des
déplacements, le champ de potentiel électrique, le champ d’endommagement et le champ
d’adhésion obtenus dans les Lemmes 7.2, 7.5, 7.6 et 7.7 respectivement. 6, est le champ de
température qui vérifie (7.81) — (7.82).

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.8. L'opérateur A a un point fize unique (n*,u*) € L*(0,T; V' x L*(Q)), tel
que

Al®s p*) = (0", 7).

Preuve. Soient ¢t € (0,7 et (1, 1t,), (M, its) € L? (0,T; V" x L*(Q)). Nous utilisons les

notations u,, = w; , Uy, = ; = V;, Ay, = Q;, @, = @;, B, = B; et 0, = 0;, pour i =1,2.

En utilisant (7.93), (7.44) et (7.32) — (7.33), nous avons

[AL(ny, 1) () — Av(my, ) (8) 3
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<c(1F (e (wi(t), By () — F (e (ua(t)) . By (1) 3,
+IE Vi (1) = EVipy(t) |3+ 101 () — 02 (1) 120 + /0 M (t—s)e (ur(s) — uz (5)]5,ds
+ 1Py (1 (£)) = po (ua (8) a0y + |03 (8) By (s (£)) = 0 (8) By (w2 (8)) ]2,

+[pr (a1 () Ry (wir (1)) = pr (a2 (1)) Ry (v (t))!Lz<r3)d) :

En employant (7.20), (7.24) — (7.27) et (7.60) avec (3.11) et (3.13) les définitions de R, et

R, nous avons

[ A1 (1, p9)(8) — Ai(ma, 115) (t)ﬁ/' (7.95)
< (10 - Ok + [ ) - w @R ds+ et - w0
+Jaa(t) — Oéz(t)|i2(r3) + 101 (¢) — 62 (t)ﬁz(g) +81(t) — 52(75)@2(9)) :
De méme, en utilisant (7.94) et (7.21), nous obtenons
[Aa(my, 1) () — Aa(mgs a) (t)EZ(Q) (7.96)
< e (Jua(t) = w®)f} + 18,(8) = Balt) ) -
Nous rassomblons (7.95), (7.96) et (7.92) pour voir que
[A(my, 1) (8) — A o) (t)|%/’><(L2(Q)) (7.97)
< (10 - waO ds t [ urls) — )l ds 4160 - 62 )
+11(8) = a®)y + o (8) = aat) ) + 1B1(5) = Bo®)agey ) -
D’autre part, de (7.63), nous trouvons
(01 () = D2 (1), 01 (1) = V2 (1)) yrey (7.98)
+ (Ae(vy (1)) — Ae(v, (1)), e(v1 (1) — e(v2 (1)))y
= (Mo (t) =1, (), 01 () — 02 (8))yry -

Nous intégrons (7.98) par rapport au temps avec la condition initiale v; (0) = vy (0) = vy,

et utilisons (7.19), (7.38) et (7.40) pour constater que

/0 (D1(8) = D2 (8),01(8) —V2(8)) iy ds = % [v1 (t) — vy <t>’§{ >0,
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7.3. Existence et unicité de la solution

et
/0 (Ae(w1 (5)) — Ae(wy (5)), £(1 (5)) — (w2 (5)))yeds > ms / w1 (5) — wa ()2 ds,
donc

" / 1 (5) — w2 (8)[2 ds < — / (11 (5) — 112 () 01 () — V2 (8))yry ds.

a2

En utilisant I'inégalité ab < 5
ma

+ %mAbz, pour tout ¢t € [0, 7], nous avons

[ o) - as < [ my ) ma o). (7.99)
Maintenant, nous intégrons (7.88) avec la condition initiale (7.89) pour écrire
0= 0= [ (01(6) [ (B (s D)+ 1R (i ()] = ), s
et d’ou
(0= a2 Oy < e[ o1 () (om0 = 02(6) (R (),
[ 10 (9 1R e (D = 5) [Re e (9)F e )

En utilisant (3.11) et (3.13) les définitions de R, et R, avec l'écriture a; = oy — g + g €t

inégalité |u,| < |u| (r = v,7) Yu € R? pour trouver
2
a1 (1) — a2 ()| 72y

t t
< c/ | () — g (s)|iz(r3) ds + c/ |uy (s) — us (S)|22(F3)d ds.
0 0
En combinant cette inégalité avec le Lemme 2.19 de Gronwall, nous pouvons écrire
t
2 2
a1 ()= 02 Oy < ¢ [ 11 (5) = w2 (9o
et d’aprés (1.8), nous avons
t
1 (1) = ax Oy < [ s (5) = wa (9} ds. (7.100)
0
En outre, de (7.81), nous déduisons que

(000 = 02(0).00 () = 02(0) | +a0 (01 (1) = 02 (1), 01 (1) — 02 (1))

E’'x
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= (O(e (@1 (1)), 01 () Ce) = O(e (2 (1)), 02 (t) Cc), 01 (t) = 02 () g -

En intégrant I'inégalité précédente par rapport & ¢t avec les conditions initiales
91 (O) = 90 et 92 (O) = 90,

et en utilisant 1’égalité

/0 <91 (s) — ‘92 (5),01(s) — 03 (3)> ds = % |01 (t) — 02 (ﬂ‘i?(g) )

E'xXE
et I'inégalité .
/ ag (01 (s) —02(s),01(s) —02(s))ds >0,
0

nous obtenons

1 2
3 101 (t) — 62 ()] 120
< /0 (O(e (11 (5)) 01 (s) Ce) — O(e (2 (s)) , 02 (5) Ce), 01 (5) = 02 (5)) gy p ds-
De (7.18), (7.22), (7.32) et (1.7), il vient alors que

101 (t) — 0o (t)|i2(9)

< C/O [|'U1 (s) = w2 (s)]y + 101 (s) — b2 (S)|L2(Q)] 101 (5) — 02 (5)| 12(q) ds;
donc

101 (1) — 02 (t)‘i2 @)

<c/ lvg (s) — V2 ( \Vds—i—c/ |61 (s >|L2 o) ds.

Nous combinons I'inégalité précédente avec le Lemme 2.19 de Gronwall pour écrire

101 (£) = 02 ()| 720 < C/O 01 (s) — s (5)[}, ds. (7.101)

Par la méme procédure que nous avons utilisé dans (5.100), nous avons

50 0= 52 Oy < [ iy ()= i GV . (7.102)

Nous savons que

ui(t):ug—ir/otv,-(s)ds
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et
U, (0) = U9 (0) = Ugp,

donc
luy () —ug (B[} < C/o vy (s) — vy ()] ds. (7.103)

Nous employons (7.83) et remplagons ¢ par ¢, — ¢, pour voir que
(BVipy (1) =BV, (1), V(g1 () =2 (1)) m

= (Ee(u (1)) — Ee(uz (1)), V (@1 () — @2 (1))
H(021(1) =02 (1)) P (1), V (91 (1) — 0 (1)) -

Nous appliquons les hypotheses (7.23) — (7.24), (7.32) et les définitions (1.6), (1.12) afin de

voir que

IN

o1 (1) = 2 (O < e (lun (1) — 2 (O3 + 161 (2) — 2 () 2y ) (7.104)

Alors, depuis (7.97) et (7.99) — (7.104), nous trouvons

[A(m1, 1) (1) — A, 1) (t)ﬁ//xL?(Q)

(/ml 7b)W@+/Uh M@mmwﬁ-

Il s’ensuit que maintenant

(A (115 111) (8) — A (a5 p22) (t)’%/’XLQ(Q)

t
SCAmeﬂﬁ—MMm@mwmm@

En réitérant m fois I'inégalité précédente, nous obtenons

m m 2
|A™ (M, 1) — A (”2»#2)’0,2,V/xL2(Q)

(cT)™
m!

2
< (M1, 111) — (M2, U2)|072,V’><L2(Q) :

Ce qui implique que pour m suffisamment grand, 'opérateur A™ est un contractant sur
'espace de Banach L2 (0,7;V’ x L?(f2)), donc, A posséde un point fixe unique (n*, u*) €
L2(0,T; V" x L3()). O
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Maintenant, nous pouvons établir la démonstration du Théoréme 7.1.

Démonstration du Théoréme 7.1.

Existence. Soit (n*,u*) € L*(0,T;V’' x L*(Q)) le point fixe de A qui est défini par
(7.91) — (7.94), nous adoptons les notations

U, = ’U,n*, 'l'l,* = ’l:l,n*, 'il* = 'iin*, 6* = 97]*,@* = @n*,ﬂ* = /B,u*’a* = Oy (7105)
et pour tout ¢t € [0, 7], nous posons
t
o, = Ae(i) + F (e (w.), 5.) +/ Mt — $)e(ua(s))ds + EVeo. —0,C. . (7.106)
0

D, =¢e(u,) — BVyp, +0.P | (7.107)
Nous montrons que (u., 6., p,, 5,, o) satisfait (7.50) — (7.55) et la régularité (7.56) — (7.60).
En effet, nous écrivons (7.63) pour 1 = n* et en utilisant (7.105), nous obtenons

(@ (1) ;) yrey + (At (1)) € (V)3 + (07 (1), 0) iy (7.108)

=(f (@), v)vxv YveV, pp.te(0,7),
En outre, nous écrivons (7.85) pour u = p* et en utilisant (7.105), nous avons
gt € K, (B.1).€) , ) +a(B.().0 (7.109)

> (1 (1) &) oy VE € K, t € (0,T).

Nous combinons les égalités Ay (n*, u*) = n* et Ag (n*, u*) = p* avec (7.93) — (7.94) pour
obtenir

(n* (), v)vixy = (Fe (us (1), €(v))y + (EVp, (1), e(v))n (7.110)
+ (—«9* (t)C. + /0 M (t —s)e (u.(s))ds, s(’u))
+J (e (1), us (1) ,v) Yo €V,

pr(t) = S(e (u. (1), 8. (1)), (7.111)

Nous combinons (7.110) avec (7.108) afin de voir que

H

(e (£),0) 1y + (Ae(Ts () € (V))y + (Fe (us (t) ,€(v))y (7.112)
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7.3. Existence et unicité de la solution

+ (—9* () Ce + /Ot/\/l (t = s) e (u.(s))ds, E(U))

H(EV.(t),e()) +j (s (), u. () , )

H

=(f (), v)vixy Yo eV, pp. t€(0,T),

Ainsi, de (7.111) et (7.109), nous avons

B ek, (B.).9)  +alB(1).9)

2(Q)
Z (S(E (u* (t)) 76* (t))>£)L2(Q) Vf € Ka te (Oa T) .
Nous écrivons (7.83) pour n = n* et en employant (7.105), nous obtenons
(BVe.(t), Vo)u — (Ee(u.(t), Vo)u
= (q(t), @)w + (0. (1) P (), Vo) Vo € Wt €[0,T].

Aussi, nous écrivons (7.88) pour 1 = n* et en utilisant (7.105), nous trouvons

e (1) = — (e (8) [3 (Ro (w))? 47, Ry (wer)P] =), popid € (0,7),

nous appliquons (7.81) pour 7 = n* pour voir que

(0..9) | +ao(6.(t),9)

E'x

- (p (t) + @(6 (u* (t)) 79* (t) CE)’ ﬁ)E’xE Vﬁ € E> p.p.t € (07T)

(7.113)

(7.114)

(7.115)

(7.116)

Maintenant, de (7.112)—(7.116) avec les conditions initiales (7.55) et d’aprés les Lemmes 7.2,
7.5, 7.6 et 7.7 avec (7.81) — (7.82), nous déduisons que (u., 3, @,, @x, 0,) satisfait (7.50) —

(7.55) et la régularité (7.56) — (7.60).

Puisque (u., ¢,, 0, ,) satisfait (7.56) — (7.59), de (7.106), (7.19) — (7.20), (7.24), (7.27)

et (7.32) nous avons

o, € L*0,T;H)

(7.117)

Nous choisissons v € D ()? dans (7.112) et utilisons (7.106), (7.40) — (7.41) et (7.44) pour

trouver

pii, (t) = Divo, (t) + f, (t) dans V' Vi € [0,T].

161



7.3. Existence et unicité de la solution

D’apres 1’égalité précédente avec (7.28) — (7.29) et (7.56), nous concluons que
Dive, € L*(0,T;V"). (7.118)

Soit t1,ty € (0,7, d’apres (1.6) —(1.12) avec (7.107), (7.23) —(7.24) et (7.32), nous déduisons
que

|D. (t1) — D. (t2)| g < e[, (t1) — @, (T2) Iy + s (f1) — ua (t2)[y
+ 10, (1) — 0. (t2) [y + [P (1) — P (t2)5)

de la régularité de (u., ¢,,0,) donnée par (7.56) — (7.58) et la régularité (7.32) de P, nous
impliquons que

D,eC(0,T;H).

Nous choisissons ¢ € D (2) dans (7.114) avec 'utilisation de (7.107) et (7.42), (7.30) trou-
vons que

divD, (t) = qo (t) Vt € [0,T].

Donc

D, eC(0,T;W). (7.119)

Enfin, nous concluons que (u., o, ¢,, D., 0., 5,, @) est une solution faible du probléeme P4
ayant la régularité (7.56) — (7.60) et (7.117) — (7.119), en ce qui termine la preuve de la
partie d’existence du Théoréme 7.1.

Unicité. L’'unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de 'opé-
rateur A, qui est défini par (7.74) — (7.75) et de I'unicité du point fixe de 'opérateur A qui
est défini par (7.91) — (7.94). O
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Conclusion et perspectives

Dans cette theése, nous avons traité quelques problémes de contact avec ou sans frot-
tement entre un corps déformable et une fondation peut étre mobile avec diverses lois de
contact ( compliance normale, adhésion). Nous avons considéré successivement le cas des ma-
tériaux électro-viscoélastiques, électro-elasto-viscoplastiques et thermo-électro-viscoélastiques
avec ou sans variables internes d’état. Pour certains modeles nous avons pris en considération
I'usure des surfaces en contact.

Pour commencer, nous avons proposé des formulations variationnelles des différents mo-
déles de contact. Puis, nous avons obtenu des résultats d’existence et d’unicité de la solution
faible. Pour y parvenir, nous avons d’utilisé des arguments des inéquations variationnelles
elliptiques, équations variationnelles d’évolution, inéquations variationnelles de type para-
bolique et de point fixe. Nous avons considéré une approximation numérique d’un probléme
de contact, en utilisant une discrétisation temporelle uniforme et une discrétisation spatiale
par la méthode des éléments finis. A Dissue de cette discrétisation, nous avons montré Iexis-
tence et 'unicité du probléme variationnel approché. Enfin, pour ce schéma, nous avons
obtenu un résultat d’estimation de ’erreur sous des hypothéses de régularité de la solution.

Pour continuer le travail accompli dans cette thése, il serait intéressant de considérer
des processus de contact dynamique associé aux différentes lois de contact et de frottement
étudiées. L’analyse variationnelle de ces problémes représente un sujet de recherche ouvert
qui mérite d’étre abordé dans I’avenir. Le controle optimal des modeles de contact présentés
dans cette thése pourrait aussi étre étudié. Pour vérifier les estimations de ’erreur ainsi que

des simulations numériques basées sur des méthodes performantes seront les bienvenues.
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Résumé: Dans cette thése, nous nous intéressons a la modélisation, I’analyse variationnelle et
I’analyse numérique de quelques problémes de contact, pour des matériaux électro- viscoélastiques,
électro- élasto-viscoplastiques ou thermo-électro-viscoelastiques. La premiére partie rappelle
quelques résultats préliminaires, notamment des outils mathématiques et mécaniques nécessaires
pour réaliser la suite de ce travail. La deuxiéme partie est consacrée a I’étude de quatre problémes de
contact sous diverses conditions de contact avec ou sans frottement. Pour chacun de ces problemes,
nous introduisons les formulations fortes et des formulations variationnelles. Ensuite, nous obtenons
des résultats d’existence et d’unicité des solutions faibles. Enfin, nous proposons une approximation
numérique d’un probléme de contact quasi-statique a I’aide de schéma discrétisé. Pour ce schéma,
nous obtenons un résultat d’estimation de I’erreur.

Mots clés: électro-viscoélastique, électro- élasto-viscoplastiques, thermo-électro-viscoélastique,
contact avec ou sans frottement, usure, adhésion, endommagement, compliance normale, mémoire
longue, inéquation variationnelle, équation d’évolution, solution faible, point fixe, estimation de
I’erreur.

Abstract: In this thesis, we are interested in the modeling, the variational analysis and numerical
analysis of some contact problems, for electro-viscoelastic, electro-elasto-viscoplastic or thermo-
electro-viscoelastic materials. The first part of this thesis concerns some preliminary results, in
particular the mathematical and mechanical tools necessary to carry out the continuation of this
work. The second part is devoted to the study of four contact problems under various conditions of
contact with or without friction. For each of these problems, we introduce strong formulations and
variational formulations. Then, we obtain existence and uniqueness results for weak solutions.
Finally, we propose a numerical approximation of a quasi-static contact problem using a discretized
scheme. For this scheme, we obtain an error estimation result.

Key words: electro-viscoelastic, electro-elasto-viscoplastic, thermo-electro-viscoelastic, contact

with or without friction, wear, adhesion, damage, normal compliance, long memory, variational
inequality, evolution equation, weak solution, fixed point, error estimate.
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