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الحمد لله الذي خصنا برعايته وحفظه وستره وأمدنا بعونه ووفقنا لإتمام هذا العمل فما كان 

لشيء أن يجري في ملكه إلا بمشيئته جل شانه وعظم قدره والصلاة والسلام على طه 

 الصادق الأمين .

 :نتقدم بأسمى عبارات الشكر ونتوجه بعظيم الامتنان لكل من

" لتفضلها الكريم بالإشراف على هذه العمل   حايف خايف وناسةالأستاذة المؤطرة "  

 .لنصح والإرشاد والتوجيه لإتمامهوتكرمها با

ا وأعضاء لجنة المناقشة الكرام لقبولهم مناقشة هذه المذكرة وإفادتنا بتصحيحاتهم وإثرائن

   .بتوجيهاتهم القيمة

 هذه الدفعة. وزملائي فيوإلى كل زميلاتي 

والى كل أساتذة قسم علوم المادة بالخصوص أساتذة الفيزياء الأستاذ فالق و الأستاذة سعيدي 

 حنان على تزويدهم لنا بالمعلومات القيمة التي تخص هذا العمل.
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 المقدمة العامة

فهي  ،تمثل الفيزياء الكمومية )الكم ( إحدى الدعائم الرئيسية التي تقوم عليها الفيزياء الحديثة           

 .[1]يمكن على أساسها تفسير مختلف الظواهر الفيزيائية المجهرية بدقة  ،تتبنى أفكار ومفاهيم متقدمة

مجموعة من النظريات الفيزيائية المرتبطة ببعضها يمكن تعريف ميكانيكا الكم على أنها            

لتفسير الظواهر على مستوى الذرة و الجسيمات دون الذرية وقد  ،البعض ظهرت في القرن العشرين

جسيم عن طريق  -دمجت بين الخاصية الجسيمية والخاصية الموجية ليظهر مصطلح الازدواجية الموجة

للموجة أن تكون جسيما إذن يمكن أن يكون الجسيم أيضا  لي الذي افترض انه إذا كان يمكنغدي برو

ويمكن فهم خصائص هذه الموجة باستخدام معادلة تفاضلية غير نسبية اقترحها العالم النمساوي  ،موجة

ر وهي معادلة تفاضلية جزئية تصف جتسمى معادلة شروذين  Erwin shrodingerر جارفين شرودين

ر المستقرة جحيث في الحالة العادية تطبق معادلة شرودين ،ذريام ظدالة موجة الجسيم الكمي في ن

 . مة الذرية البسيطةظ)المستقلة عن الزمن( على الان

ر النظرية المتغيرة كأداة تقريب في بداية تأسيس نظرية الكم بهدف تقديم جوقد استخدم شرودين         

ر. ومن هنا تم ظهور طريقة جرودينمساهمات ممكنة في البحث عن حلول تقريبية للتغير لمعادلة ش

حساب المتغيرات لان معظم المشكلات في الفيزياء لا يمكن حلها تماما, وبالتالي تحتاج إلى معالجتها 

ومن ثم تم استنتاج معادلات اولر لاغرانج  غايرتقريبيا. ومن الطرق الشائعة الاستخدام نجد طريقة الت

 . [3،2]ت التي تحل العديد من مشاكل حساب المتغيرا

الا في   ر معادلة معقدة للغاية بحيث لا يمكن إيجاد الحلول الحقيقية لهاجتعتبر معادلة شرودين          

لذا يمكننا استخدام  طرق تقريب تتيح لنا الحصول على حلول تقريبية قريبة إلى   وخاصة حالات قليلة

وقد ظهرت العديد من الطرق  التقريبية في  ،حد ما من الحلول الحقيقية وفقا لجودة التقديرات و الحسابات

 .ينها الطريقة الشبه عكسية التغايرر من بجالسنوات الأخيرة لحساب طيف الطاقة لمعادلة شرودين

ر من خلال تطبيق جلذا يمكننا القول أن  الهدف الرئيسي من هذا العمل هو حل معادلة شرودين          

 الذاتية. شعةلتحديد القيم الذاتية و الأ الجديد متعدد الثوابتجهد لاباستخدام  شبه عكسية التغايرطريقة 

 : بتقسيم عملنا هذا إلى ثلاثة فصول مرتبة على النحو التالي قمنا
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معتمدة على الزمن الر غير ينجسنقوم بضبط بعض المفاهيم الأساسية لمعادلة شرود :في الفصل الأول

  . الكارتيزية والكرويةوحلها بالنسبة لكل من الإحداثيات 

سنناقش موضوع حساب المتغيرات من خلال استنتاج معادلة اولر لاغرانج التي تحل  :في الفصل الثاني

كما سنتطرق لمشكلة المسار الأسرع بين نقطتين )مشكلة الزمن غاير، العديد من مشاكل حساب الت

 دأ فيرما وعلى مفهوم الجيوديسية.ثم نتعرف على مب  غايراتالأقصر( التي أدت إلى ظهور حساب الت

طريقة شبه عكسية  عرفنا خطوات يتضمن هذا الفصل موضوع عملنا الرئيسي حيث :الفصل الثالث

  الكمون الجديد.من  وقمنا بتطبيقها على حالة معينة التغاير
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1.I  مقدمة 

الجهرية لم تكن كافية لدراسة ميكانيك الكلاسيكي التي تقتصر على دراسة النظم الإن فيزياء           

تسمى هذه النظرية الجديدة بميكانيك الكم  الظواهر الذرية لذا تم خلق إطار مفاهيمي جديد للفيزياء،

حيث يتم تحديد  ظهرت في القرن العشرين لتفسير الظواهر على مستوى الذرة و الجسيمات دون الذرة و

حالة النظام الفيزيائي المدروس من خلال معرفة المتغيرات الديناميكية  بواسطة الحلول الدقيقة لمعادلات 

تفاضلية النظام و يتبع سلوكها معادلة على جميع المعلومات حول حالة  بدوال الموجة  التي تحتويتسمى 

ر هي معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية  حيث تعتبر جشرودين غير نسبية اقترحها العالم النمساوي ارفين

من ذلك يمكن معرفة و و من أهم المعادلات في ميكانيك الكم وقد اعتمدت على دراسة النظام المجهري،

8]تحديد خصائص الأنظمة الفيزيائية  − 4]. 

ر المفاهيم المتعلقة بها و كذلك حلها بالنسبة جتطرق لتعريف معادلة شرودينفي هذا الفصل سوف ن          

 للإحداثيات الكارتيزية و بالنسبة للإحداثيات الكروية .

 

2.I ر في ميكانيك الكم جمعادلة شرودين 

1.2.I  تعريف: 

لفيزيائي هي معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية صاغها العالم ا رجودينشر في ميكانيك الكم معادلة          

الكمية لنظام فيزيائي مع  تصف هذه المعادلة كيفية تغير الحالةحيث 5291رجنشرودي النمساوي ارفين

كما تصف هذه المعادلة حالات النظم الكمية المعتمدة على الزمن حيث تعتبر بمثابة قانون التحريك  الزمن،

 .[2]في الكهرومغناطيسية ماكسويلالثاني لنيوتن الذي يعتبر أساسي في الفيزياء الكلاسيكية أو معادلات 

مع فضاء هلبرت المركب  الذي تترافق كل جملة فيزيائية  لميكانيك الكم نجدالتعبير الرياضي  اعتمادا على

 عاع وحدة في هذا الفضاء الشعاعي،عن فضاء شعاعي حيث توصف كل حالة لحظية للجملة بش هو عبارة

ة من عمليات القياس بكل أشكالها على شعاع الحالة بمثابة ترميز لاحتمالات النتائج الممكن و بالتالي يصبح

 .من يصبح شعاع الحالة دالة زمنية و عندما تتغير هذه الجملة مع الزهذه الجملة ،

فنجدها مقسمة الى قسمين جزء منها متعلق بالزمن و  رجشرودينخصائص معادلة  على استنادا          

و هو موضوع دراستنا حيث  ،المستقرة رجشرودينلزمن أو ما يسمى بمعادلة لآخر مستقل عن االجزء ا

ذلك عن طريق الدالة الموجية التي  و الحالات المحتملة بإيجادتسمح هذه المعادلة المستقلة عن الزمن 
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التي تعتمد على وهي حالة خاصة للمعادلة العامة لنظام تحتوي على كافة المعلومات حول جسيمات ا

 تكتب من الشكل الآتي: و .[55،50]نظام الزمن حيث تعطي تطور دالة الموجة مهما كانت حالة ال

𝐻𝜓(𝑟) = 𝐸𝜓(𝑟)                                              (5.5) 

. للجسيم الكمي التي يتم من خلالها وصف الحالة الزمانية و المكانية له دالة الموجةتمثل  : 𝜓 

𝛹(𝑟) = 𝛹(𝑥, 𝑦, 𝑧) :وتعطى في الإحداثيات الكارتيزية ب 

الكمية بالمؤثر الهاملتوني ويكتب من يمثل الطاقة الكلية للنظام المدروس و المعرف في الفيزياء  

 𝛨:الشكل

𝐻 =  𝑇 +  𝑉(𝑟)                                            (5.9) 

 مستقرةر الجوهي معادلة شرودين (r) والموضع (𝑉) لكمونلر فقط جمعادلة شرودين تخضعحيث 

متغيرالمسافة بين الجسم و نقطة  هي كمونات مركزية تعرف بدالةعمالها غلب الكمونات التي يتم استوأ

 المرجع حيث :

𝑉(𝑟⃗)  =  𝑉(𝑟) 

 

2.2.I ر في ثلاث أبعاد بدلالة الإحداثيات الكارتيزية:جمعادلة شرودين 

النظام الفيزيائي بواسطة  عندما يكون لدينا جسيم يتحرك في ثلاث أبعاد نستطيع تحديد طاقة          

 فتصبح معادلة الهاملتون كالتالي :وفي حالة وجود كمون  الهاملتونيارمؤثال

𝐻 = 𝑇 + 𝑉(𝑟)                                               (5.3) 

𝐻 =
𝑝2

9𝑚
 + 𝑉(𝑟)                                          (5.4) 

 𝑇 =
𝑝2

2𝑚
 حيث: 

 بدلالة مركبات الدفع الخطي كالتالي: 𝐻ومنه نكتب 
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𝐻 =
𝑝2

𝑥

9𝑚
 +
𝑝2

𝑦

9𝑚
+
𝑝2

𝑧

9𝑚
+ 𝑉(𝑟)                      (5.1) 

كما نجد  الطاقة الكامنةو الحد الثاني يمثل مؤثر  الطاقة الحركيةمؤثر  العبارةحيث يمثل الحد الأول في 

 كل من مؤثر الموضع و الدفع الخطي في ثلاث أبعاد كالتالي :

𝑟 = 𝑥 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑦 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑧 𝑒𝑧⃗⃗ ⃗⃗ ⃗                                             (5.6) 

�⃗⃗� = 𝑝𝑥𝑒𝑥⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑝𝑦𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑝𝑧𝑒𝑧⃗⃗ ⃗⃗                                            (5.7) 

تأثير الطاقة الكامنة  يتحرك تحت  𝑚  بعد التعريف يمكن كتابة مؤثر الطاقة )الهاملتون( لجسيم كتلته

 :على الشكل الآتي 𝑇حركية الطاقة الو  الاختياريةالمركزية 

𝐻 =
−ℏ2

9𝑚
𝛻2 + 𝑉(𝑟)                                           (5.8) 

 نجد:  (5.5)بالتعويض في المعادلة

[
−ℏ2

9𝑚
 ∆ + 𝑉(𝑟)]𝜓(𝑟) =  𝐸𝜓(𝑟)                        (5.2) 

 كالآتي حيث أن: 2∇في الإحداثيات الكارتيزية يكتب

∆= ∇2= (
∂2

∂𝑥2
+
∂2

∂𝑦2
+
∂2

∂𝑧2
 )                          (5.50) 

تهتم ميكانيك الكم في أغلب الأحيان بدراسة الحالات التي يكون فيها الكمون الذي يخضع له النظام           

 المتعلق بالزمن أيضا و هي غير ن القيم الذاتية لمؤثر الطاقةمتعلق بالزمن و في دراستنا هذه نبحث ع غير

 .[59] للجملة الفزيائية تمثل الطاقات الخاصة

ة التي تصف حالة حداثيات الكارتيزيبالزمن في الإ المستقلة عن رجشرودينحيث أن معادلة           

 :كالآتيرجشرودينتحقق معادلة الجسيم غيرالنسبي بدالة موجية 

−ℏ2

9𝑚
𝛻2𝜓(𝑟) +  𝑉(𝑟)𝜓(𝑟)  =  𝐸 𝜓(𝑟)                   (5.55) 
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غير المتعلقة بالزمن  رجينو دالة الموجة تحقق معادلة شرود ,𝐸 تماما وتساويمحددة  تكون طاقة الجسيمو

(5.2). 

:يالموجة في ثلاث أبعاد ه علاقة التنظيم لدالةحيث   

∭𝑑𝑟3|ψ(r⃗)|2 = 5                                          (5.59) 

 ضافة إلى أن الطاقة الكامنة تتعلقو متعامدا بالإ متجانسا اإذن دالة الموجة منظمة و تشكل أساس          

⃗⃗ بالموضع ⃗⃗. 

 

3.2.I رويةر في الإحداثيات الكجمعادلة شرودين: 

ته من الإحداثيات عند دراسة  أي نظام كمي في فيزياء الكم غير النسبي يمكن تحويل دراس          

في  فصل المتغيراتة حيث نستعمل طريقة الإحداثيات الكروية و ذلك لتسهيل عملية الدراسالكارتيزية إلى 

 .ذلك

و نظرا لكمون  جسيم أو نظام يتميز بطاقة حركية و كتلةلأي  كم يستوجب تحديد دالة الموجةفي ميكانيك ال

مماثل إلى الإحداثيات الكروية أي في حقل  يعتمد فقط على المسافة يمكن تحويل دراسته رجمعادلة شرودين

حيث تعبر حلول هذه فصل المتغيرات باستعمال  رجك اعتمادا على حل معادلة شرودينكروي و ذل

لطاقة و حلول على القيم المسموح بها لتدل ال بأنهاى قيم معينة للطاقة  أو نستطيع القول فيزيائيا علالمعادلة 

 "الذاتية"الدوال التي توافقها تسمى  أما حلول دالة الموجة "القيم الذاتية" التي تسمى :

 :التالية رجمنه يجب علينا حل معادلة شرودينو  .[53]"الخصائص"أو

𝐻𝜓(𝑟⃗) = 𝐸𝜓(𝑟⃗)  

 مع التبسيط نجد:

∆𝜓 +
9𝑚 

ℏ2
[ 𝐸 +  𝑉(𝑟)]𝜓 = 0                              (5.53) 

 :عبارته كالتالي دالة الموجة " "لابلاسيانحيث 



رشرود نغمعادلة عموميات حول   –الفصل الأول   

 

7 

 

∆𝜓 =
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
 +
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2
                               (5.54) 

 :الشكل الآتي "لابلاسيان"حيث يأخذ 

∆=
5

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
) +

5

r2sinθ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

5

r2𝑠𝑖𝑛2θ
 
∂2

∂φ2
           (5.51) 

:ر في الإحداثيات الكرويةجبحيث نتحصل على معادلة شرودين  (5.54) في المعادلة    نعوض(5.51)

[−
ℏ2

9m
(
5

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
) +

5

r2sinθ

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
 ) +

5

r2sin2θ

𝜕2

𝜕𝜑2
 )

+ 𝑉(𝑟)]ψ(𝑟, 𝜃, 𝜑)      

= 𝐸𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜑)                                                                                     (5.56) 

 :الشكل علىدالة الموجة  تكتبباستعمال طريقة فصل المتغيرات 

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜑) =  𝑅(𝑟)𝑌(𝜃, 𝜑) 

 :على الشكلتكتب  ومنه

−
ℏ2

9𝑚
{𝑌(𝜃, 𝜑)

5

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
)𝑅(𝑟)

+ 𝑅(𝑟)
5

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
[
𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

5

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
] 𝑌(𝜃, 𝜑)}

− [𝐸 − 𝑉(𝑟)]𝑅(𝑟)𝑌(𝜃, 𝜑) = 0                                                      (5.57) 

نتحصل على:  r2 والضرب في   𝑅(𝑟) 𝑌(𝜃, 𝜑) بالقسمة على 

5

𝑅(𝑟)

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
 𝑅(𝑟)) +

9𝑚𝑟2

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑟)]

= −
5

𝑌(𝜃, 𝜑)𝑠𝑖𝑛𝜃
[
𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

5

𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
] 𝑌(𝜃, 𝜑)          (5.58) 
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ومنه نستطيع أن نعرف الطرفين بثابت  𝜃و  𝜑والطرف الأيمن يعتمد على  𝑟الطرف الأيسر يعتمد على 

 عبارته كالتالي:

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
 𝑅(𝑟))  +

9𝑚𝑟2

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑟)] 𝑅(𝑟) = 𝜆2𝑅(𝑟)                 (5.52) 

 و

−[
5

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

5

𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
] 𝑌(𝜃, 𝜑) = 𝜆2 𝑌(𝜃, 𝜑)        (5.90) 

λ2 :ثابت التفرقة معرف كالتالي :𝑙(𝑙 + 5) 

حيث نلاحظ  الزاوية،و تسمى المعادلة الثانية بالمعادلة  تسمى المعادلة الأولى بالمعادلة الشعاعية،           

صالحة  مةبينما المعادلة الزاوية هي معادلة عايعتمد على اختيار الكمون المركزي  حل المعادلة الشعاعية

 . ةالمركزي اتلجميع الكمون

 في الإحداثيات الكروية على الشكل التالي: "لابلاسيان" يتم كتابة عبارة

∆=
5

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
) −

L
2

ℏ2𝑟2
                             (5.95) 

بالعبارة التالية:  𝐿2نعرف  

𝐿2 =  −ℏ2 [
5

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

5

𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
]                       (5.99) 

:العزم الحركي المداري.  𝐿 

نتحصل على :    بتعويض عبارة 𝐿2 و تبسيط المعادلتين (5.52)  و(5.90)

[
𝜕2

𝜕𝑟2
+
9

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+ [
9𝑚

ℏ2
 (𝐸 − 𝑉(𝑟))] −

𝜆2

𝑟2
]𝑅(𝑟) = 0                  (5.93) 

𝐿2𝑌(𝜃, 𝜑) = 𝜆2ℏ2 𝑌(𝜃, 𝜑)                                             (5.94) 

:و ذلك بوضع    باستخدام طريقة فصل المتغيرات نقوم بحل المعادلة (5.94)
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𝑌 (𝜃, 𝜑) = 𝑇(𝜃)𝐹(𝜑)                                                  (5.91) 

نتحصل على:  في المعادلة   (5.94)  بتعويض المعادلة (5.99)

𝐹(𝜑) (
𝜕2𝑇(𝜃)

𝜕𝜃2
+

5

𝑡𝑎𝑛 𝜃

𝜕𝑇(𝜃)

𝜕𝜃
) +

𝑇(𝜃)

𝐹(𝜃)𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜕2𝐹(𝜑)

𝜕𝜑2
+ 𝜆2𝑇(𝜃)𝐹(𝜑)

= 0                                                                                                        (5.96) 

نجد :  𝑠𝑖𝑛2𝜃    والضربفي 𝑇(𝜃)𝐹(𝜑) بالقسمة على 

𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑇(𝜃)
(
𝜕2𝑇(𝜃)

𝜕𝜃2
+

5

𝑡𝑎𝑛 𝜃

𝜕𝑇(𝜃)

𝜕𝜃
) + 𝜆2𝑠𝑖𝑛2𝜃 =  −

𝜕2𝐹(𝜑)

𝜕𝜑2
5

𝐹(𝜑)
        (5.97) 

 .𝜑، بينما يعتمد الطرف الأيمن على 𝜃يعتمد الطرف الأيسر على

 .𝑚2 :و منه نستطيع أن نعرف الطرفان بثابت يدعى ثابت التفرقة يرمز له ب

{
 
 

 
 𝑠𝑖𝑛

2𝜃

𝑇(𝜃)
(
𝜕2𝑇(𝜃)

𝜕𝜃2
+

5

𝑡𝑎𝑛 𝜃

𝜕𝑇(𝜃)

𝜕𝜃
) + 𝜆2𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑚2         

−
𝜕2𝐹(𝜑)

𝜕𝜑2
5

𝐹(𝜑)
= 𝑚2

    (5.98) 

 بتبسيط المعادلتين نجد :

(
∂2

𝜕𝜃2
+

5

tan 𝜃

∂

𝜕𝜃
−

𝑚2

sin2θ
+ λ2)𝑇(𝜃) = 0                     (5.92) 

(
𝜕2

𝜕𝜑2
+𝑚2) 𝐹(𝜑) = 0                                         (5.30) 

 

:تعريف الدالة الموجية  3.I 

هو مصطلح يستخدم في ميكانيك الكم يدل على كمية متغيرة تعبر رياضيا عن المميزات الموجية           

للجسيم و هذا يعني أن قيمة الدالة الموجية لجسيم ما موجود في زمان و مكان محددين تتعلق باحتمالية 

 .تواجد ذلك الجسيم في تلك النقطة و في وقت محدد
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من خلال مقارنة الدالة الموجية بأمواج أخرى كالأمواج الصوتية نجد أنها تعبر عن سعة موجة           

يست ذات أهمية كبيرة فيزيائيا ، بينما يعتمد على مربع قيمة الدالة الموجية لإيجاد مع أن السعة ل الجسيم،

 .جسيم في مكان و زمان محددين

 

1.3.I خصائص الدالة الموجية: 

 الدالة الموجية مستنتجة من معادلة شرودينغر حيث تقدم لنا كافة معلومات الجسيم القابلة للقياس. 

  الموجية تساوي الواحد كالآتيإن كانت قيمة مربع الدالة: 

∭𝑑𝑟3|ψ(r⃗)|2 = 5                                  (5.35) 

.احدفهذا يعني أن لإثبات وجود احتمالية جسيم في مكان ما، يجب أن مربع الدالة الموجية يساوي الو  

 تتميز هذه الدالة بالاستمرارية و قيمتها مفردة. 

 كما  الوسطية الفعلية أي القيمة المتوقعة لمتغير محدد، يمكن من خلال هذه الدالة حساب القيمة

 .يمكن إيجاد التوزع المحتمل في الأبعاد الثلاثة

  المتعلقة بالزمن رجشرودينيمكن معرفة التطور الزمني للدالة الموجية بالاعتماد على معادلة. 
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II.1  مقدمة  

 ومنه رانج وتطبيقها على الميكانيكا جبتطوير طريقة لااولر  و رانججلا من العالمين قام كلا          

.وأدت مراسلاتهم هذه إلى بعض الاكتشافات الهامة والتي ساهمت في تحويل  رانججصياغة ميكانيكا لا

بالتفاضل علم الميكانيكا إلى فرع من فروع التحليل الرياضي والذي أطلق عليه اسم حساب المتغيرات 

ت بوضع شروطهم الشهيرة غايرارانج خطوة مهمة في حساب التجكل من اولر ثم لاوالتكامل وقد اتخذ 

 .           رانججلا -اولرباسم معادلات  وفةوالمعر

في حساب التفاضل والتكامل مفهوم القيمة القصوى و الدنيا والنقاط المثلى من المواضيع المهمة           

وكمثال بسيط لفهم هذه المشكلة  دنيا  أوحساب التغيرات هو البحث عن دوال قصوى  إنيمكننا اعتبار لذا 

 إنقيود فمن الواضح  أيةلم تكن هناك إذ   ،منحنى له اقصر طول يربط بين نقطتين إيجادنريد  نناأنفرض 

كان المنحنى مقيد بان يقع على سطح في الفضاء فان الحل اقل  إذاومع ذلك ، بين نقطتينالحل خط مستقيم 

ن وم ،تكون هناك العديد من الحلول لهذه المشكلة المعروفة باسم الخطوط الجيوديسية وقد ،وضوحا

على انه يمكن  ينصالذي أيضا فيرما  مبدأو برنولي جينل الأقصرمشكلة الزمن نجد المشاكل ذات صلة 

لذا سنناقش في هذا الفصل  كل هذه المفاهيم التي  ،قياس اقصر وقت لتعيين مسار الضوء بين نقطتين

 .[14] يراتتغاتشمل جانب ال

 

2.II  حساب التغايرات 

 ،حد ممكن أدنىإلى مجموعة دوال تقلل تكامل معين  أودالة  إيجادالمشكلة المطروحة هي  إن          

ويرجع الفضل في فهمها وكيفية حلها لكل من  .[15]التباين  وحسابأ غايرتسمى هذه المشكلة حساب الت

 .مة في هذا المجالقدما مساهمات مه اللذان رانججلا و اولر

 

II.1.1  رانججمعادلات اولر لا  

تعتبر معادلة  ،رانججلا هي معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية تم تطويرها من قبل العالمين اولر و          

النقطة القصوى  أنتنص على  ،القيمة القصوى للدالة ايجادمهمة في طريقة التباين حيث تساعدنا في 

 أن آخربمعنى  أو ،التفاضل والتكاملرية ظتكون نقطة ثابتة )نقطة حرجة( في ن أنالقابلة للاشتقاق يجب 

  نعتبر دالة . الأدنىالحد  يأخذ أنحل دالة معروف )الحل الحقيقي( فان هذا الحل يجب  أنبافتراض 
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𝑦(𝑥)  تعتمد على متغير𝑥،  ودالة𝑓 مستقلة عن بعضها البعضغير ت تعتمد على ثلاثة متغيرا 

𝑓(𝑦(𝑥) , 𝑦’(𝑥), 𝑥)  .                

                                    :حيث 

𝑦’(𝑥) =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

في أغلب  𝑦′(𝑥) المشتقب 𝑓تتعلق . 𝑥 قيمة معطاة لأجل ةتاخذ قيمة محدد  𝑓 الدالةو ة معرف 𝑦(𝑥)الدالة 

 𝑦′(𝑥)  و 𝑦(𝑥), لكن ايضا على 𝑥ا على ياهرظتعتمد   𝑓علما ان الدالة  ،خاصة في  الميكانيك الأحيان

  :يكون كالاتي 𝑥  لنسبة لبا 𝑓 ل ضمنيا , لذا المشتق الكلي

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝑑𝑓

𝑑𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦′

𝑑𝑦′

𝑑𝑥
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑦′ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦′ 𝑦"                                    (2.1) 

  :بالتكامل 𝑆[𝑦]نحدد التابعة 

𝑆[𝑦] = ∫ 𝑓(𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), 𝑥)𝑑𝑥                                          
𝑥2

𝑥1

(2.2)  

بحيث يكون 𝑦 . نختار𝑦(𝑥2)  و  𝑦(𝑥1)   مثل الثابتة حديةاط القنالبين  𝑆 ثابتة لالقيم ال إيجادنريد 

𝑆[𝑦] أي مستقرة:  

 𝛿𝑦 =  0                                                            (2.3) 

 η(𝑥)صغير اختلاف فان  مستقرة، [𝑦0] أن ا بم .حدية  𝑆يجعلمما  𝑦0( 𝑥) نعرف الدالة أننانفرض 

𝛿𝑆يعني أن التباين 𝑦(𝑥)للدالة  =  :نكتب . 𝜂(𝑥)ل الأولىالرتبة  من  0 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝜂(𝑥)                                              (2.4) 

𝜂(𝑥)حيث  ≪ 𝑦0(𝑥) اجل قيمة ثابتة ل متغير للتابعي مننحسب الو𝑥 

𝛿𝑆 = ∫ [𝑓(𝑦0(𝑥) + 𝜂(𝑥), 𝑦′0(𝑥) + 𝜂′(𝑥), 𝑥) − 𝑓(𝑦0(𝑥), 𝑦′0(𝑥), 𝑥)]
𝑥2

𝑥1
𝑑𝑥     (2.5) 

ηو  η(𝑥)ل  ىالأول رتبةفي ال
′
(𝑥)  ،لدينا:  

𝑓 (𝑦0(𝑥) + 𝜂(𝑥), 𝑦′0(𝑥) + 𝜂′(𝑥), 𝑥) 
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≃ 𝑓(𝑦0(𝑥), 𝑦′
0

(𝑥), 𝑥) +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜂(𝑥) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜂′(𝑥)                         (2.6) 

 : إذا

𝛿𝑆 = ∫ [𝜂(𝑥)
𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝜂′(𝑥)

𝜕𝑓

𝜕𝑦′
]

𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥                                     (2.7) 

 فنجد ، نقوم بمكاملة التكامل الثاني باستعمال التكامل بالتجزئة

𝛿𝑆 = ∫ [𝜂(𝑥)
𝜕𝑓

𝜕𝑦
− 𝜂′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦′
]

𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥 + [𝜂(𝑥)
𝜕𝑓

𝜕𝑦′]
𝑥
𝑥

             (2.8) 

η(𝑥1) ،مثبتين𝑦(𝑥2) و  𝑦(𝑥1)بما أن = η(𝑥2) = يصبح  .ينعدممن المعادلة  الأخيروالحد   0

 : لدينا

𝛿𝑆 = ∫ 𝜂(𝑥) [
𝜕𝑓

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦′
]

𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥                             (2.9) 

δ𝑆من اجل  =   :يكون لديناس η(𝑥) مهما كان  0

𝜕𝑓

𝜕𝑦
−

𝑑

𝑑𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦′
= 0                                         (2.10) 

 :والتي تكتب بشكل اكثر وضوحا كالتالي ،نجراجهذه هي معادلة اولر لا

𝜕𝑓

𝜕𝑦
−

𝜕²𝑓

𝜕′𝑦𝜕𝑥
−

𝜕²𝑓

𝜕′𝑦𝜕𝑦
𝑦′ −

𝜕2𝑓

𝜕𝑦′2 𝑦" = 0                    (2.11) 

عادة ما  ،تكون معادلة تفاضلية عادية غير خطية من الدرجة الثانية رانججبشكل عام معادلات اولر لا

 .يكون من الصعب جدا حلها مباشرة

 حالات خاصة -

يمكن  إيجادهارانج والتي من السهل جدا جهناك نوعان من التبسيط الخاص لمعادلات اولر لا          

 : كالتالي توضيحهم



التغايراتحساب  –الفصل الثاني   
 

14 
 

𝑓 أننفرض  .1 = 𝑓(𝑥, 𝑦′) أي أن 𝑓 تعتمد على  لا𝑦   في هذه الحالة تشير معادلات اولر

  :رانج الىجلا

𝜕𝑓/𝜕𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑡                                          (2.12) 

 وبالتالي يسهل التعامل معها  ،الأولىهذه معادلة تفاضلية عادية من الدرجة 

𝑓 أن نفرض .1 = 𝑓(𝑦, 𝑦′)  أن أي 𝑓  لا تعتمد على 𝑥   في هذه الحالة يشير الشكل الثاني من

 :إلى رانججمعادلة اولر لا

 𝑓 − 𝑦′ 𝜕𝑓

𝜕𝑦′
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                                   (2.13) 

 . Beltramiهي معادلة و

 

II.3  لةبعض الأمث: 

 نقدم بعض الأمثلة الملموسة

  

II.1.3   الزمن الأقصر : 

والمتصلة بالنقطة  ،العمودي يالموجودة في المستو  𝐴(0,0)نضع في اعتبارنا النقطة           

𝐵(𝑎, 𝑏)  بواسطةtoboggan بواسطة الدالة  هيعطى شكل𝑦 = 𝑓(𝑥) ، بدون  حيث يمكن الانزلاق

كيف نختار شكل  الدالة بحيث يكون وقت الوصول إلى ، tobogganعلى طول  𝐴 من النقطة احتكاك

 ؟اقصر زمن ممكن 𝐵النقطة 

 :كالتالي تابعة)العددي( باعتبار ال𝐵 و   𝐴يمكننا حساب وقت الانتقال بين النقطتين 

√2gT = ∫ 𝑓(𝑦, 𝑦′)
𝑎

0

𝑑𝑥                                     (2.14) 

𝑓(𝑦, 𝑦′) = √
   1 + 𝑦′²

𝑦
                                            (2.15) 

 :إلىرانج جلا -تشير معادلة اولر ،في الحالة الثانية من التكامل الأول
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√
1 + 𝑦′²

𝑦
−  𝑦′√

1

𝑦

𝑦′

√1 + 𝑦′2
= 𝐾                                       (2.16) 

 :و هذا يعني أن ،ثابت  𝐾حيث

𝑦’ = √
2𝑐

𝑦
− 1                                                     (2.17) 

2𝑐حيث  = 1 𝐾²⁄ نفرض ،نحل المعادلة التفاضلية حدوديا: 

𝑦 = 2c sin² θ                                                                

= c(1 − cos 2θ)                                         (2.18) 

𝜃 ف المبدأ بحيث يكون =  ، اذن: 0

𝑥 = ∫
√2𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝜃

√2𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝜃
2𝑐 𝑠𝑖𝑛 (

𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠

𝜃

2
𝑑𝜃                          

= 𝑐 ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 𝑑𝜃                                         

 =           2𝑐 (−
1

2
𝑐𝑜𝑠 2𝜃)                                                     (2.19) 

 

II.1.3  فيرما مبدأ:                                                                 

رح الفكرة التي اقت الذي Fermat سي سمي على اسم العالم الفرن فيزيائي مبدأما هو رفي مبدأ          

ر الذي يمكن اجتيازه في اقل الضوء هو المسا أشعةار الذي يسير بين  نقطتين بواسطة مسال نأتنص على 

 .وقت

 : لضوء من خلالالانكسار في الوسط بسرعة ا يرتبط معامل          

𝑛 = 1/c                                                       (2.20) 

 : يرنقوم بتصغ ،للعثور على المسار
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T = ∫ 𝑑𝑡 = ∫ =
𝑑𝑠

𝑐
= ∫ 𝑛 𝑑𝑠                                        (2.21) 

,𝑛(𝑦 نضع 𝑥) نبحث عن في بعدين ,𝑦  حيث𝛿𝑇 = 0 

T= ∫ √1 + 𝑦′² 𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥                               (2.22) 

 :الأوليعطي التكامل  ،المستقل عن 𝑛بالنسبة ل 

𝑛𝑦′

√1 + y²
= 𝑘                                            (2.23) 

      :إذن 𝑥 مستقل عن أيضاكان  إذا ،ثابت 𝐾حيث 

                                              𝑦’ = 𝑐𝑜𝑠𝑡                                             (2.24) 

′𝑦يمكننا كتابة  = 𝑡𝑎𝑛𝜃 ، :اذن 

𝑦′ =
𝑦′

√1 + 𝑦′²
= 𝑐𝑜𝑛𝑠t                                             (2.25) 

 عندما يكون بين وسطين، لدينا

𝐾 = 𝑛1 sin 𝜃1 = 𝑛2 sin 𝜃2                                        (2.26) 

 

II.3.3 ةالجيوديسي : 

ر مستقيم وعندما يتحرك شيء على سطح جسم انه يسلك مساعند سقوط شيء سقوطا حرا نعلم           

يمكن اعتبارها على إنه التي   الجيوديسيةبر ويعرف انه يسير على اقصر مسافضائي في حالة طبيعية ف

 .[16] الطول الأدنى بين نقطتين ثابتتين على سطح معين ذو مسارال

𝑆 = ∫ 𝑑𝑠                                                           (2.27) 

 حيث:
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𝑑𝑠² = 𝑑𝜃² + sin²(𝜃) 𝑑∅2                                      (2.28) 

𝜃: 0 → 𝜋, ∅: → 2𝜋, 𝑟 = 1 

 :(θ)∅ على شكلحل الوبالتالي نبحث عن  ،كمتغير مستقل 𝜃 ختارن

S = ∫ 𝑓(𝜃, ∅, ∅′) 𝑑𝜃                                     (2.29) 

 مع:

𝑓 = √1 + 𝑠𝑖𝑛²(𝜃)∅′²)                                 (2.30) 

∂أنيعني  ، مما ∅مستقلة عن  𝑓. الان، 𝜃بالنسبة الى حيث الفتحة تشير الى التفاضل   .ثابت ⁄′∅∂

sin²(θ)∅′

√1 + sin ²(θ)∅′²
= 𝐾                                   (2.31) 

 .تعطي هذه المعادلة مسار دائرة كبرى
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1.III مقدمة 

. معكوسة شبه طريقة باستخدام شرود نغر من أجل معادلة المتغيرة الصيغ من مجموعة أنشأنا          

وغير  الخطية الفيزيائية لمشاكلللعديد من ا غايرالت مبادئ ستخداملا قوية أداة هي الطريقة هذه أن تبين

 المشكلة ولحل لطبيعة فيزيائية نظرة تعطيحيث  رانج،جلا مضاعف استخدام دون مباشرة الخطية

[9، 3، 2]. 

لكمون الجديد ا عائلة  على تعريف 𝟐 القسم يحتوي: التالي النحو على منظم الفصل هذا محتوى          

 الحجج نقدم ،𝟑في القسم  ،التي يؤول اليها بتغيير قيمة المعلمات التي يحتويها المركزية والكمونات

 بعض اقتراح تم ،𝟒 القسم في. الكمية مشاكلالب يتعلق فيما غايرالت صياغة وراء تكمن التي الضرورية

 .𝟓 القسم في الرسومات البيانية تقديم ويتم الطريقة لتجريب التطبيقات

 

2.III   :عائلة الكمون الجديد من الشكل
𝑨

𝒓𝟐
−

𝑩

𝒓
+ 𝑪𝒓𝜹+𝟏   

 :حسب قيم المعلمات التي يحتويها مختلفة كمونات كمونال اهذ تضمني          

C باختيار - =  التحليلية الناحية من حلها يمكن والتي ،Kratzer كمون إلى كمونال اهذ تحولي ، 0

 التركيب لوصف الآن حتى واسع نطاق على كمونال هذه استخدام تم. مختلفة طرق باستخدام

 .والتفاعلات الجزيئي

𝐴 باختيار Gol’dman-Krivchenkov كمون على الحصول يتم - ≠ 0  𝐵 = 𝛿 و 0 =  2 

 جهد وه كمونال اهذ صبحي ذلك، على علاوة. مختلفة طرق باستخدام تحليلي بشكل حلها ويتم

𝐴 يكون عندما  المدبب التوافقي المذبذب = 𝐵 و 0 = 𝛿 و 1 = 2  [10]. 

A باختيار الخطي للجهد Coulomb plus صيغة على الحصول يتم - = 𝛿 و 0 =  حلها ويتم  1

 كمونال هذا أثار. [10] يراالتغوطرق التقريبية  The envelope ةقيطر مثل مختلفة بطرق

 .والجزيئية الذرية بالفيزياء كبيرًا اهتمامًا

A باختيار كولوم كمون الهزاز التوافقي زائد كمون على الحصول يتم - = 𝛿 و  0 =  حل يتم. 2

 The وطريقة Shifted 1/𝑁 expansion وطريقة العزم طريقة باستخدام النموذج هذا

envelope [10] .المجال وتأثير التربيعي زيمان تأثير لفحص تطبيقه يتم ذلك، إلى بالإضافة 

 .الهيدروجين ذرة في المغناطيسي
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 لأنظمة صلةنفالم والحالات مرتبطةال حالاتال لوصف واسع نطاق على كمونال هذه استخدام تم          

 وبالتالي، ا الكمون.لهذ والرقمية الدقيقة الحلول عن البحثية الأوراق من كبير عدد نشر وتم التفاعلات

الكمون المشار اليه  لعائلة النسبية غير الشعاعية شرودينجر معادلة حل والمهم للاهتمام المثير من سيكون

 .𝑙 و 𝑛 مختلفة كمية حالاتل سابقا

 

3.III   شبه عكسية التغايرطريقة 

تناظر كروي، أي جسيم يتحرك  لديه،  𝑉(𝑟)من اجل كمونر الشعاعية جنينبدأ بمعادلة شرود          

 يةنظمة الكمالأتظل قابلة للتطبيق أيضًا على التفاعلات و الطريقة، لكن هذه كمون مركزيتحت تأثير 

 .الأخرى

−
ℏ2

2𝑚𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑅

𝑑𝑟
) + (𝑤(𝑟) − 𝐸)𝑅 = 0                                     (3.1) 

 حيث: 

𝑤(𝑟) = 𝑉(𝑟) +
ℏ2𝑙(𝑙 + 1)

2𝑚𝑟2                                                        (3.2) 

𝑤(𝑟)  الكمون الفعال، هو𝑙  ،يشير إلى العدد الكمي للزخم الزاوي𝑚(𝐸) هي كتلة )طاقة( الجسيم، ℏ 

 يمثل ثابت بلانك.

 على النحو التالي:  (3.1)يمكننا إعادة كتابة المعادلة 

𝑈(𝑟; 𝑅; 𝑅′, 𝑅′′) = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑅

𝑑𝑟2 −
ℏ2

𝑚𝑟

𝑑𝑅

𝑑𝑟
+ (𝑤(𝑟) − 𝐸)𝑅 = 0                      (3.3) 

في  تابعيشرط الاتساق لوجود التكامل ال . تم وصف𝑟 إلى المشتقات بالنسبة ل ′ ′و  ′ حيث تشير الرموز

 :لدينا ،(1𝐷) البعد أحادية للحالة بالنسبة .[5]

𝜕𝑈

𝜕𝑅′ =
𝑑

𝑑𝑟
(

𝜕𝑈

𝜕𝑅′′)                                                              (3.4) 

لذاك نستخدم  .(3.3)عند تطبيقه على المعادلة  (3.4) من السهل التحقق من عدم استيفاء شرط الاتساق

 :على النحو التالي (3.3)ونعيد كتابة المعادلة   𝑔(𝑟)العامل المساعد 
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𝑌(𝑟; 𝑅; 𝑅′, 𝑅′′) = 𝑔(𝑟)𝑈(𝑟; 𝑅; 𝑅′, 𝑅′′) = 0                                    (3.5) 

𝑔(𝑟) شرطب. الآن تم استيفاء شرط الاتساق 𝑌بـ  𝑈 قمنا باستبدال ،(3.4) في المعادلة = 𝑟2. 

. للعثور مستقرمحددة باعتبارها الشرط  دالةمن  (3.5)يمكن اشتقاق المعادلة التفاضلية  ،الآن          

للعديد  غايرحتى الآن أفضل تقنية لإنشاء مبادئ الت قدم، نطبق الطريقة شبه العكسية التي تتابعال اهذعلى 

شكل بديل كنبني . [12]. الفكرة الأساسية للطريقة شبه العكسية موضحة في فيزيائيةمن المشكلات ال

 على النحو التالي: (3.5)للمعادلة  تابعي عام

𝐽(𝑅) = ∫ 𝐿𝑑𝑟
+∞

0

                                                             (3.6) 

 :التالي التجريبي الشكل نأخذ رانج،جلا دالة هي 𝐿 حيث

𝐿 = 𝑎
ℏ2

2𝑚
(𝑟

𝑑𝑅

𝑑𝑟
)

2

+ 𝑏(𝑤(𝑟) − 𝐸)(𝑟𝑅)2 + 𝐹                                    (3.7) 

شرط  عطيي. تحديدها يتعين كيفية ثوابت 𝑏 و 𝑎 ، مشتقاتها أو /و 𝑅 لـ معروفة غير دالةهي  𝐹 حيث

 :أويلر حسب منهج التالية المعادلة (3.7) استقرار المعادلة

−𝑎
ℏ2

𝑚
𝑟2

𝑑2𝑅

𝑑𝑟2 − 2𝑎
ℏ2

𝑚
𝑟

𝑑𝑅

𝑑𝑟
+ 2𝑏(𝑤(𝑟) − 𝐸) 𝑟2𝑅 +

𝛿𝐹

𝛿𝑅
= 0                (3.8)   

 نشير إلى 
𝛿𝐹

𝛿𝑅
 معبرًا عنه بـ: ،𝑅بالنسبة ل  𝐹كمشتق تغايري لـ   

𝛿𝐹

𝛿𝑅
=

𝜕𝐹

𝜕𝑅
−

𝑑

𝑑𝑟
(

𝜕𝐹

𝜕𝑅′) +
𝑑2

𝑑𝑟2 (
𝜕𝐹

𝜕𝑅′) − ⋯                                        (3.9) 

 𝑏 و 𝑎 و 𝐹 الأصلية. الآن يمكن تحديد المجهول المعادلةب (3.8)المعادلة  مطابقةب 𝑏و  𝐹  ,aنبحث عن 

 :على النحو التالي

𝑎 = 𝑏 =
1

2
, 𝐹 = 0                                                         (3.10)   

 نص على:ي ذي، وال(3.6)لمعادلة لالضروري  غايروأخيرًا، نحصل على مبدأ الت
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𝐽(𝑅) = ∫
1

2
{

ℏ2

2𝑚
(

𝑑𝑅

𝑑𝑟
)

2

+ (𝑤(𝑟) − 𝐸)𝑅2} 𝑟2𝑑𝑟                          (3.11)
+∞

0

 

 القسم في موضحة النقطة هذه. كاختبار لهذه الطريقة أمثلة فحص الأحيان من كثير في المفيد من يكون قد

 .التالي

 

4.III تطبيق عددي 

 𝑤(𝑟) المركزي الفعال كمونال مع زمنال عن المستقلة الشعاعية نجريشرود معادلة كتابة مكني          

 :التالي النحو على بعض التبسيطات بعد

−
ℏ2

2𝑚𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑅(𝑟)

𝑑𝑟
) + (𝑉(𝑟) +

ℏ2𝑙(𝑙 + 1)

2𝑚𝑟2
− 𝐸) 𝑅(𝑟) = 0                   (3.12) 

 :التالي بالشكل السابقة المعادلة وضع يتم

𝑈(𝑟; 𝑅; 𝑅′, 𝑅′′) = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑅(𝑟)

𝑑𝑟2 −
ℏ2

𝑚𝑟

𝑑𝑅(𝑟)

𝑟
+ (𝑤(𝑟) − 𝐸)𝑅(𝑟) = 0       (3.13) 

 السابق النموذج كان إذا مما أولاً  نتحقق سوف ،المدروسة مشكلةال رانججلا بناء لكي نستطيع           

 :التالي تابعيال التكامل لوجود الاتساق شرط نستخدم. متغيرة بصياغة يسمح

𝜕𝑈

𝜕𝑅′ =
𝑑

𝑑𝑟
(

𝜕𝑈

𝜕𝑅′′)                                                            (3.14) 

 :مثل معين تحويل بإجراء نقوم الحالة، هذه في. محقق غير أنه نجد الشرط هذا بتطبيق

𝑌(𝑟; 𝑅; 𝑅′, 𝑅′′) = 𝑔(𝑟)𝑈(𝑟; 𝑅; 𝑅′, 𝑅′′) = 0                                (3.15) 

𝑔(𝑟)نأخذ  = 𝑟2 للاستخدام جاهزة النظرية لتصبح الآن. 

 :التالي النحو علىعائلة الكمون الجديد  سنأخذ للتطبيق،

𝑉(𝑟) =
𝐴

𝑟2 −
𝐵

𝑟
+ 𝐶𝑟𝛿+1                              
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𝜹من أجل  = −𝟏 

 :إلى (3.1) المعادلة على يؤدي ادخال الكمون

−
ℏ2

2𝑚𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑅

𝑑𝑟
) + (

𝐴

𝑟2
−

𝐵

𝑟
+ 𝐶𝑟𝛿+1 +

ℏ2𝑙(𝑙 + 1)

2𝑚𝑟2
− 𝐸) 𝑅 = 0       (3.16) 

δ من أجل (3.16) المعادلة بتبسيط =  :على نحصل ،1−

−
1

𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑅

𝑑𝑟
) −

1

𝑟2
(−𝜀2𝑟2 + 𝛼2𝑟 − 𝛽2)𝑅 = 0                     (3.17) 

 :بدون بعد على النحو التالي المعلمات تكون حيث

𝜀2 = −
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝐶),   𝛼2 =

2𝑚

ℏ2 𝐵,   𝛽2 =
2𝑚

ℏ2 [𝐴 +
ℏ2

2𝑚
𝑙(𝑙 + 1)] 

 :هي الكمون الجديد مع التجريبية رانججلا دالة

𝑎 (𝑟
𝑑𝑅

𝑑𝑟
)

2

− 𝑏(−𝜀2𝑟2 + 𝛼2𝑟 − 𝛽2)(𝑟𝑅)2 + 𝐹                (3.18) 

 :كالتالي التجريبية أويلر معادلة وكذلك

−2𝑎𝑟2
𝑑2𝑅

𝑑𝑟2
− 4𝑎𝑟

𝑑𝑅

𝑑𝑟
− 2𝑏(−𝜀2𝑟2 + 𝛼2𝑟 − 𝛽2)𝑅 +

𝛿𝐹

𝛿𝑅
= 0     (3.19) 

 و 𝐹  𝑎، اهيلالمجيمكن تحديد  الآن. الأصلية المعادلةب (3.19) المعادلة بمطابقة 𝑏و 𝐹، 𝑎 نبحث نحن

𝑏 التالي النحو على: 

𝑎 = 𝑏 =
1

2
, 𝐹 = 0 

 :وهو (3.18)للعلاقة  المطلوب غايرالت مبدأ على حصلتن أخيرًا

𝐽(𝑅) = ∫
1

2
{(

𝑑𝑅

𝑑𝑟
)

2

−
1

𝑟2
(−𝜀2𝑟2 + 𝛼2𝑟 − 𝛽2)𝑅2}

+∞

0

𝑟2𝑑𝑟     (3.20) 
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 معلمات على تحتوي التي الاختبار دوال من متغيرات عدة نختار سوف الاختبار، لهذا بالنسبة          

ℏ حيث الذرية الوحدة نظام نعتمد .𝐽(𝑅) الوظيفة استقرار حالة من مستخلصة متغيرة = 𝑚 = 1. 

 :التالي العام بالشكل الموجية الدالة نأخذ

𝑅(𝑟) = 𝑎𝑟
1
2

(𝜈−1)
𝑒−𝑘𝑟𝐿𝑛

𝜈 (𝑛, 𝜈, 2𝑘𝑟) 

𝜈حيث:  = √1 + 4𝛽2 

 على الاستدلال يتم. النظر قيد للمشكلة ايرةمتغ كمعلمات وتستخدم تحديدها، يتم ثابتة كميات 𝑘 و 𝑎 حيث

 :التصغير لشرط الخاضع  𝐽(𝑅) التابعي التغايري من ايرةالمتغ المعلمات هذه

𝛿𝐽(𝑅) = 0                                                    (3.21) 

 

𝒏  :1مثال  = 𝟏, 𝒍 = 𝟎 𝑨 = 𝟏, 𝑩 = 𝟏, 𝑪 = 𝟎. 𝟓 

 :بالشكل عنه نبحث الذي الحل عن التعبير يتم

𝑅𝑛,𝑙(𝑟) = 𝑎𝑟𝑒−𝑘𝑟𝐿𝑛
𝜈 (1,3,2𝑘𝑟)                                          (3.22) 

,𝐽(𝑎 على نحصل Mathematica وباستخدام برنامج ماتيماتيكا ، (3.20) في (3.22) نعوض 𝑘) 

 :والطاقة 𝑎 ، 𝑘 للمعلمات كدالة

𝐽(𝑎, 𝑘) = 𝑎2 (
1.125 + 𝑘(−0.75 + 1.125𝑘) − 2.25𝐸

𝑘5
)         (3.23) 

 :التالية لعباراتا 𝑘 و 𝑎 بالنسبة ل (3.21) التصغير شرط عن ينتج

𝜕𝐽(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘)

𝜕𝑎
=

2𝑎(1.125 + 𝑘(−0.75 + 1.125𝑘) − 2.25𝐸)

𝑘5       (3.24) 

𝜕𝐽(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘)

𝜕𝑘
=

𝑎2(−0.75 + 2.25𝑘)

𝑘5

−
5𝑎2(1.125 + 𝑘(−0.75 + 1.125𝑘) − 2.25𝐸)

𝑘6                         (3.25) 

 :من شرط التنظيم 𝑎 الثابت تحديد ويمكن ،𝐸 والطاقة 𝑘ة القيم جملة المعادلات حل ينتج عن
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∫ |𝑅(𝑟)|2𝑟2𝑑𝑟 = 1
∞

0

 

{
𝑘 = 0.333333
𝐸 = 0.444444

                                        (3.26) 

 .𝑅10(𝑟)، ودالة الموجة 1𝑠 ةالحال: المثارة الاولى حالةال نحدد النتائج، هذه من

 

𝒏: 2مثال  = 𝟐, 𝒍 = 𝟎 𝑨 = 𝟏, 𝑩 = 𝟏, 𝑪 = 𝟎. 𝟓 

 :بالشكل عنه نبحث الذي الحل عن التعبير يتم

𝑅𝑛,𝑙(𝑟) = 𝑎𝑟𝑒−𝑘𝑟𝐿𝑛
𝜈 (2,3,2𝑘𝑟)                                 (3.27) 

,𝐽(𝑎 على نحصل Mathematica وباستخدام برنامج ماتيماتيكا ،(3.20) في (3.27) نعوض 𝑘) 

 :والطاقة 𝑎، 𝑘 للمعلمات كدالة

𝐽(𝑎, 𝑘) = 𝑎2 (
3.75 + 𝑘(−1.875 + 3.75𝑘) − 7.5𝐸

𝑘5 )             (3.28) 

 :التالية لعباراتا 𝑘 و 𝑎 بالنسبة ل (3.21) التصغير شرط عن ينتج

𝜕𝐽(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘)

𝜕𝑎
=

2𝑎(3.75 + 𝑘(−1.875 + 3.75𝑘) − 7.5𝐸)

𝑘5        (3.29) 

𝜕𝐽(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘)

𝜕𝑘
=

𝑎2(−1.875 + 7.5𝑘)

𝑘5

−
5𝑎2(3.75 + 𝑘(−1.875 + 3.75𝑘) − 7.5𝐸)

𝑘6                              (3.30) 

 :من شرط التنظيم 𝑎 الثابت تحديد ويمكن ،𝐸 والطاقة 𝑘ة القيم جملة المعادلات حل ينتج عن

∫ |𝑅(𝑟)|2𝑟2𝑑𝑟 = 1
∞

0

 

{
𝑘 = 0.25

𝐸 = 0.46875
                                                 (3.31) 
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 .(𝑟)20، ودالة الموجة 2𝑠 ةالحال: ثانيةالمثارة ال حالةال نحدد النتائج، هذه من

 

𝒏: 3مثال  = 𝟐, 𝒍 = 𝟏 𝑨 = 𝟏, 𝑩 = 𝟏, 𝑪 = 𝟎. 𝟓 

 :بالشكل عنه نبحث الذي الحل عن التعبير يتم

𝑅𝑛,𝑙(𝑟) = 𝑎𝑟1.56𝑒−𝑘𝑟𝐿𝑛
𝜈 (2,4.12,2𝑘𝑟)                     (3.32) 

,𝐽(𝑎 على نحصل Mathematica وباستخدام برنامج ماتيماتيكا ،(3.22) في (3.32) نعوض 𝑘) 

 :والطاقة   𝑎 ، 𝑘 للمعلمات كدالة

𝐽(𝑎, 𝑘) = 𝑎2 (−
6.48749

𝑘5.12 +
14.8016

𝑘4.12 +
14.7915 − 29.583𝐸

𝑘6.12 )          (3.33) 

 :التالية لعباراتا 𝑘 و 𝑎 بالنسبة ل (4.25) التصغير شرط عن ينتج

𝜕𝐽(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘)

𝜕𝑎
= 2𝑎 (−

6.48749

𝑘5.12 +
14.8016

𝑘4.12 +
14.7915 − 29.583𝐸

𝑘6.12 )    (3.34) 

𝜕𝐽(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘)

𝜕𝑘
= 𝑎2 (

33.216

𝑘6.12 −
60.9824

𝑘5.12 −
6.12(14.7915 − 29.583𝐸)

𝑘7.12 )   (3.35) 

 :من شرط التنظيم 𝑎 الثابت تحديد ويمكن ،𝐸 والطاقة 𝑘ة القيم جملة المعادلات حل ينتج عن

∫ |𝑅(𝑟)|2𝑟2𝑑𝑟 = 1
∞

0

 

{
𝑘 = 0.219149
𝐸 = 0.475971

                                               (3.36) 

 .(𝑟)21، ودالة الموجة 2𝑝 ةالحال: المثارة الثانية الحالة نحدد النتائج، هذه من

𝑛من أجل  وبنفس الطريقة نجد الحالات الأخرى           = 3, 𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 𝑙 = والطاقات  2

ل امع المقارنة بقيم الطاقات الدقيقة التي تم التحصل عليها باستعم (1.3) ونضعها في الجدول المتاحة

 .[13]وف رويفطريقة نيك
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𝜹من أجل  = −𝟐 

𝜹من أجل  (3.16)بتبسيط المعادلة  =  ، نحصل على: 2−

−
1

𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑅

𝑑𝑟
) −

1

𝑟2
(−ℰ1

2𝑟2 + 𝛼1
2𝑟 − 𝛽2)𝑅 = 0       (3.37) 

 :بدون بعد على النحو التالي المعلمات تكون حيث

ℰ1
2 = −

2𝑚

ℏ2 𝐸, 𝛼1
2 =

2𝑚

ℏ2
(𝐵 − 𝐶), 𝛽2 =

2𝑚

ℏ2 [𝐴 +
ℏ2

2𝑚
𝑙(𝑙 + 1)]     

 :وهو (3.18)بالعلاقة  خاصال غايرالت مبدأ

𝐽(𝑅) = ∫
1

2
{(

𝑑𝑅

𝑑𝑟
)

2

−
1

𝑟2
(−ℰ1

2𝑟2 + 𝛼1
2𝑟 − 𝛽2)𝑅2}

+∞

0

𝑟2𝑑𝑟         (3.38) 

 نأخذ دالة الموجة على الشكل التالي:

𝑅(𝑟) = 𝑎𝑟
1
2

(𝜈−1)
𝑒−𝑘1𝑟𝐿𝑛

𝜈 (𝑛, 𝜈, 2𝑘1𝑟) 

 مع:

𝜈 = √1 + 4𝛽2 

 .(2.3)النتائج المتحصل عليها في هذه الحالة مدونة في الجدول 

 

𝜹من أجل  = −𝟑 

𝑘من أجل  (3.18)بتبسيط المعادلة  =  ، نحصل على:3−

−
1

𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑅

𝑑𝑟
) −

1

𝑟2
(−ℰ1

2𝑟2 + 𝛼2𝑟 − 𝛽1
2)𝑅 = 0             (3.39) 

 :بدون بعد على النحو التالي المعلمات تكون حيث

ℰ1
2 = −

2𝑚

ℏ2 𝐸, 𝛼2 =
2𝑚

ℏ2 𝐵, 𝛽1
2 =

2𝑚

ℏ2
(𝐴 + 𝐶) + 𝑙(𝑙 + 1)     
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 :وهو (3.18)بالعلاقة  خاصال غايرالت مبدأ

𝐽(𝑅) = ∫
1

2
{(

𝑑𝑅

𝑑𝑟
)

2

−
1

𝑟2
(−ℰ1

2𝑟2 + 𝛼2𝑟 − 𝛽1
2)𝑅2}

+∞

0

𝑟2𝑑𝑟     (3.40) 

 نأخذ دالة الموجة على الشكل التالي:

𝑅(𝑟) = 𝑎𝑟
1
2

(𝜈−1)
𝑒−𝑘1𝑟𝐿𝑛

𝜈 (𝑛, 𝜈, 2𝑘1𝑟) 

 مع:

𝜈 = √1 + 4𝛽1
2 

 .(3.3)النتائج المتحصل عليها في هذه الحالة مدونة في الجدول 

 

توضع في الجداول التالية مع مقارنة النتائج بالمتحصل عليها بطريقة  δالنتائج الخاصة بالقيم المختلفة ل 

المتحصل عليها بطريقة نيكيفوروف عن طريق تعويض كل  اتقمنا بايجاد الطاق . [13]روفيفونيك

 الثوابث المستعملة في تجريب الطريقة الجديدة في العبارة التحليلية للطاقات.

 

δ يحتوي على الحلول من أجل: 1. 3جدول = 𝑛الحالات  ،1− = 1, 𝑙 = 0 ،𝑛 = 2, 𝑙 = 0, 𝑙 =

1 ،𝑛 = 3, 𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 𝑙 =  ، محسوبة باستعمال طريقة شبه عكسية التغاير.2

𝐴 = 1       𝐵 = 1       𝐶 = 0.5        δ = −1 

𝑛 𝑙 𝑘 𝜀 𝐸 الطريقة 𝐸 [13]الدقيقة  

1 

2 

 

3 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

0.3333333 

0.2500000 

0.2191490 

0.2000000 

0.1797560 

0.1568730 

0.3333333 

0.2500000 

0.2192213 

0.2000000 

0.1798054 

0.1569267 

0.444444 

0.468750 

0.475971 

0.480000 

0.483835 

0.487687 

0.444444 

0.468750 

0.475971 

0.480000 

0.483835 

0.487687 
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δيحتوي على الحلول من أجل : 2. 3جدول = 𝑛الحالات  ،2− = 1, 𝑙 = 0 ،𝑛 = 2, 𝑙 = 0, 𝑙 =

1 ،𝑛 = 3, 𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 𝑙 =  ، محسوبة باستعمال طريقة شبه عكسية التغاير.2

𝐴 = 1       𝐵 = 1       𝐶 = 0.5        δ = −2 

𝑛 𝑙 𝑘 𝜀 𝐸 الطريقة 𝐸 [13]الدقيقة 

1 

2 

 

3 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

0.1666666 

0.125 

0.102621 

0.1 

0.0898778 

0.0784367 

0.1666666 

0.125 

0.109837 

0.1 

0.0899029 

0.0784648 

-0.0138889 

-0.0078125 

-0.0060320 

-0.0050000 

-0.00404126 

-0.00307836 

-0.0138889 

-0.0078125 

-0.00600737 

-0.0050000 

-0.00404127 

-0.00307837 

 

 

δيحتوي على الحلول من أجل : 3. 3جدول = 𝑛الحالات  ،3− = 1, 𝑙 = 0 ،𝑛 = 2, 𝑙 = 0, 𝑙 =

1 ،𝑛 = 3, 𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 𝑙 =  ، محسوبة باستعمال طريقة شبه عكسية التغاير.2

𝐴 = 1       𝐵 = 1       𝐶 = 0.5        δ = −3 

𝑛 𝑙 𝑘 𝜀 𝐸 الطريقة 𝐸 [13]الدقيقة 

1 

2 

 

3 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

0.3025210 

0.2322580 

0.2108470 

0.1884820 

0.1726350 

0.1528410 

0.3027754 

0.2324082 

0.2087230 

0.1885804 

0.1726730 

0.1528730 

-0.0458365 

-0.0270068 

-0.0217826 

-0.0177813 

-0.0149079 

-0.0116850 

-0.0458365 

-0.0270068 

-0.0217804 

-0.0177813 

-0.0149080 

-0.0116851 
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4.III التمثيلات البيانية: 

 

𝑦(𝑥): 1.3الشكل = 𝑅(𝑟)  يمثل الحالة المثارة الأولى𝑅10 (, δ = −1 𝑛 = 1 , 𝑙 = 0) 

 

 

𝑦(𝑥) :2.3الشكل = 𝑅(𝑟) ثانيةيمثل الحالة المثارة ال 𝑅20 (, δ = −1 𝑛 = 2 , 𝑙 = 0) 

 

5 10 15 20 25 30 35

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

10 20 30 40 50

-2

2

4

6
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𝑦(𝑥) :3.3الشكل  = 𝑅(𝑟) 21 ثانيةيمثل الحالة المثارة ال (, δ = −1 𝑛 = 2 , 𝑙 = 1) 

 

 

𝑦(𝑥) :3.3.الشكل  = 𝑅(𝑟) ثالثةيمثل الحالة المثارة ال 𝑅30 (, δ = −1 𝑛 = 3 , 𝑙 = 0) 

 

 

𝑦(𝑥) :5.3.الشكل = 𝑅(𝑟) ثالثةيمثل الحالة المثارة ال 𝑅31 (, δ = −1 𝑛 = 3 , 𝑙 = 1) 
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𝑦(𝑥) :6.3 الشكل. = 𝑅(𝑟)  يمثل الحالة المثارة الثالثة𝑅32 (, δ = −1 𝑛 = 3 , 𝑙 = 2) 

 

 

𝑦(𝑥) :7.3 الشكل. = 𝑅(𝑟) لأولىيمثل الحالة المثارة ا 𝑅10 (, δ = −2 𝑛 = 1 , 𝑙 = 0) 

 

5.III خاتمة 

 الهدف تحقيق تم. رجنيشرود معادلة على شبه عكسية التغاير طريقة تطبيق تم الفصل، هذا في          

 بعض باستخدام. محددة أمثلة باستخدام رجنيشرود لمعادلة تقريبية  حلول على الحصول في المتمثل

حلول  لإيجاد ومباشرة فعالة حل طريقة هي التغايرشبه عكسية  طريقة أن تبين فقد التوضيحية، الأمثلة

 معادلة شرودينجر.

 بطة وكذلكتالمر طاقاتال على للحصول هذه الطريقةل اختبارك عائلة الكمون الجديد استخدمنا          

عمال الطريقة التحليلية تقمنا بمقارنة النتائج المتحصل عليها بالتي وجدت باس .كموميةال حالاتال

 نيكيفوروف وكانت متوافقة.
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 الخاتمة العامة

لذا  .رجمن خلال دالة الموجة التي تمثل حل معادلة شرودين النظامفي ميكانيك الكم تعطى حالة           

قدمنا في الفصل  حيث شبه عكسية التغايرطريقة ب ر الشعاعية جحل معادلة شرودينيتضمن هذا العمل 

بشكل عام  لا يمكن حل هذه المعادلة لأنهونضرا  مستقرةر الجمعادلة شرودينحول  عاماتذكيرا  الأول

حيث تحدثنا عن موضوع ( طريقة التغاير) لتقريبية الطريقة ا بالطرق التحليلية قدمنا في الفصل الثاني

لمشاكل حساب تطرح العديد من الحلول من خلال تقديم معادلات اولر لاغرانج التي يرات تغاحساب ال

في الفصل الثالث  أما التغايراتالملموسة التي توضح مفهوم حساب  الأمثلة ضكما عرضنا بعيرات تغاال

 .الجديد جهدالطبقنا طريقة شبه عكسية التغاير باستخدام 

مقارنة  إجراءناقشنا النتائج التي تم الحصول عليها بواسطة طريقة شبه عكسية التغاير من خلال           

حيث  ر الشعاعيةجمع النتائج التي تم الحصول عليها بواسطة كثيرات حدود لاغرانج لحل معادلة شرودين

ناء لب فعالة رياضية أداةشبه العكسي هي  غايرطريقة الت أننستنتج  وجدنا توافق كبير بين النتائج حيث

 .موجيةصيغة متغيرة لمعادلة تفاضلية 
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 الملخص

معادلة بإدخال مبدأ التغاير للبحث عن الحلول في إطار كوانتي. استعملنا طريقة شبه عكسية التغاير في معالجة  قمنا

  :الجديد من الشكل كمونعائلة ال لأنظمة الموافقة والحالات عالجنا الطاقات .شرودينجر

 𝑉(𝑟) =
𝐴

𝑟2
−

𝐵

𝑟
+ 𝐶𝑟𝛿+1  من أجل حالات محددة حسب قيم ،𝐴,𝐵, 𝐶   و𝛿. 

 .مرضية جد كانت العمل ھذا في عليھا المتحصل النتائج

 معادلة شرودينجر، الدوال الموجية، التغاير: الكلمات المفتاحية

 

Abstract 

We introduced the variational formalism to search solutions in the quantum framework. We 

used the semi inverse variational method in the treatment of Schrödinger equation. We 

treated the energies and corresponding bound states for the systems of the family of the 

new potentials: 𝑉(𝑟) =
𝐴

𝑟2
−

𝐵

𝑟
+ 𝐶𝑟𝛿+1, for specific cases according to the values of 

𝐴,𝐵, 𝐶  et 𝛿. 

Results very satisfactory were obtained of this work. 

Keywords: Schrödinger equation, wavefunction, variational 

 


