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Notations et symboles

L’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F.
Opérateur intégral linéaire.

La fonction inconnue dans ’équation intégrale.

Noyau de I'équation intégrale, (fonction donnée).

Un paramétre constant (parameétre numérique).

Terme libre dans ’équation intégrale, (fonction donnée).
Fonctions donnée.

Probléme aux limites (Probléeme aux bord).

Probléme de cauchy (ou probléme a valeur initiale).
Equations différentielles ordinaires.

Ensemble des nombres complexes.

Ensemble des nombres réels.

L’ensemble de toutes les fonctions de carré intégrable sur [a, b].

L’ensemble de toutes les fonctions continues sur [a, b].
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Introduction

En mathématique, ’équation intégrale est une variété des équations fonction-
nelles, dans laquelle I'inconnu généralement est une fonction d’une ou plusieurs
variables, ou ce dernier figure a 'intérieur et a I’extérieur du signe intégrale et sera
déterminé. Cette définition générale tient compte de beaucoup de formes naturel-
lement issues de la modélisation des différents problémes de la mécanique et de la
physique mathématique ou par remaniement des problémes aux limites (PVB)
et ceux de cauchy (PVI). En effet, la plus part des modeéles construit a partir
des problemes physiques d’ingénierie et de la biologie, sont mieux traités lorsqu’ils
sont présentés sous la forme d’équations intégrales.

Aujourd’hui, les équations intégrales de Fredholm (qui ont été introduites par le
mathématicien suédois Ivar Fredholm (1866-1927) en 1900), attire 'attention de
nombreux chercheurs en raison d’un large éventail d’applications dans plusieurs
domaines scientifiques comme la physique, la finance et la biologie...etc. Aussi, on
distingue parmi les équations intégrales de Fredholm, les équations linéaires de se-
conde espéce. Ces équations sont I'une des plus importantes dans divers domaines

scientifiques. Ou il est important de trouver des solutions a ces équations.

Dans ce mémoire on étudie le sujet "Equations intégrales linéaires de Fred-
holm de seconde espéce" et "Méthodes de Résolution". Aussi, I'objectif

de ce travail est de fournir des solutions pour ces équations par la méthode d’Ado-



LISTE DES TABLEAUX

mian (qui ont été introduites par le mathématicien américain George Adomian
(1922-1996) en 1981). En outre, on propose systématiquement des exemples dans

le but de faciliter la compréhension et I'assimilation de la méthode exposée.
Suivant ces axes normaux, notre travail est divisé en deux chapitres :

Dans le premiér chapitre, on va donner quelques définitions et propositions sur
les opérateurs linéaires bornés, puis on étudie les types et la forme générale des
équations intégrales linéaires. De plus, on explique la relation entre les équations
intégrales linéaires de Fredholm de seconde espéce et les équations différentielles
ordinaires (EDO). Au final, on présente deux théorémes d’existence et d’unicité
de la solution a ces équations dans deux espaces, Hilbert et Banach en utilisant
le théoréme du point fixe de Banach, car ces notions sont nécessaires a 1’étude du

deuxiéme chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, il existe plusieurs méthodes pour obtenir la so-
lution des équations intégrales linéaires de Fredholm de seconde espéce, et nous
allons présenter la méthode de décomposition d’Adomian. Grace a celle-ci, deux
methodes plus simples ont été introduite : la Méthode de décomposition modifiée,

et le phénomeéne des termes bruit

De nombreux exemples sont donnés dans chaque méthode pour permettre au

lecteur de vérifier ses connaissances sur les équations intégrales.

Le mémoire se termine par une conclusion et des références bibliographiques.



Chapitre 1

Equations intégrales linéaires de

Fredholm de seconde espéce

1.1 Les équations intégrales linéaires

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1 (Opérateur linéaire) Soient E et F' deux espaces normés, un
opérateur T défini sur E dans F' (i.e Tx € F,Vz € E) et dite linéaire s’il vérifie
les conditions suivantes, pour tout x et y dans E et pour tout scalaires o et (3,

on a
o T'(azx + By) = aTz + BTYy.

Définition 1.1.2 (Opérateur linéaire borné) Soient E et F' deux espaces nor-
més, un opérateur linéaire T : E — F est dit borné s’il existe une constante
M >0, telle que

|72l < Mlle|s, Vo e E.
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Proposition 1.1.1 Le plus petit de nombres M vérifiant l'inégalité précédente

s’appelle norme de 'opérateur T et se note ||T||, on a

Tx
17l = sup 7] = sup L2l
<1 e20 |||

Preuve. Pour la preuve voir [4]. m

Proposition 1.1.2 L’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F muni

de cette norme est noté par L(E, F'). Si E = F, il est noté simplement par L(E).

Définition 1.1.3 (Opérateur intégral linéaire) Un opérateur intégral linéaire

T est un opérateur qui admet une formulation de la forme suivante

b
To(x) = / K (. t)plt)dt,

la fonction K est appelée noyau de l'opérateur T .
Remarque 1.1.1 1) Lopérateur T' est appelé opérateur intégral & noyau.

2) Si K est une fonction continue sur [a,b] x [a, b], Popérateur T" est appelé opé-

rateur intégral a noyau continue K.

Exemple 1.1.1 L’opérateur T défini par

Ty:[0,1] — C

1
7 To(z) = / ot dt,
0

est un opérateur intégral linéaire & noyau K(x,t) = e *.
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1.1.2 Equations intégrales linéaires et classification

On dit qu’une équation est une équation intégrale linéaire si elle s’écrit sous

la forme suivante

plz)p(e) = flz) + A K{(x,t)p(t)dt. (1.1)

Ou

1) ¢(z) est la fonction inconnue.
2) Les fonctions p(x), f(z) et K(z,t) sont données a I’avance.

3) K(z,t) est une fonction de deux variables réelles x et ¢, dans l'intervalle

[a, b], appelée le noyau de I’équation intégrale (|1.1)).
4) X est un parameétre constant (parameétre numérique).

5) a(z) et B(x) sont les bornes de l'intégration.(Il convient de noter que les

bornes de l'intégration penvent étre a la fois variables, constantes ou mixtes).
6) Si f(x) =0, 'équation (/1.1 est dite homogéne.

7) Si a(z) et S(x) sont constantes (par exemple a(z) = 0 et 5(z) = 1), alors

on dit que ’équation (|1.1)) est une équation intégrale linéaire de Fredholm.

8) Si a(x) est un constante et si f(x) = z, alors on dit que I"équation (|1.1f) est

une équation intégrale linéaire de Volterra.
9) Si u(z) =0, équation ((1.2]) est dite de premiére espéce

10) Si pu(x) =1, 'équation (|1.1)) est dite de seconde espéce.
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1.1.3 Equation intégrale linéaire de Fredholm

On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce, une équa-

tion de la forme

o(x) = f(z) + )\/K(Jc,t)@(t)dt, a<xz<b. (1.2)

a

Ou p(z) est la fonction inconnue, K(z,t) et f(x) des fonctions données, x et t

deux variables réelles parcourant l'intervalle (a,b) et A un facteur numeérique.

On appelle K (z,t) le noyau de I’équation ([1.2]). Supposons que le noyau K (z,t)

est défini et continu sur [a, b] X [a, b], ou bien présente des discontinuités telles que

b

b
//|K(9c,z€)|2 dxdt < 4o0.

a

Si f(x) =0, 'équation (|1.2)) est dite homogene, alors I’équation (|1.2)) s’écrit

o) =) [ Kbyt =

(dans le cas contraire, I’équation (|1.2)) est dite non homogeéne).

Une équation intégrale de la forme

f(x) = / K (., t)p(t)dt,

s’appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce. Ou la

fonction inconnue ¢(x) n’intervient que sous le signe d’intégration.
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Exemple 1.1.2 On présente dans les exemples suivants quelques types d’équa-

tions intégrales linéaires
a) p(z) = [° e a(t)dt = 0,
(équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce homogene).
b) e* + 2f01 o(t)dt = 0,
(équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce non homogene).

) p(x) =1+ [ xtp(t)dt,

(équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce non homogene).

On appelle solution d’une équation intégrale une fonction () qui, dés qu’elle est

portée dans cette équation la change en identité (en x).

Exemple 1.1.3 Montrer que la fonction () = 2% + 23, est solution de I’ équa-

tion intégrale linéaire de Fredholm suivante.

o(r) = (2 —x) + g /_ll(fmf2 +2*)et)dt, —1<z<1. (1.3)

Réponse : En remplacant la fonction o(x) = 2? + 2* dans (1.3)), on obtient

5 1
42’ = (2 —2) + 5/ (zt? + 22t) (% + t3)dt
-1
o (2
= (x3—x)+§ (5 (:U+x2))
= 2%+ 27

Donc, la fonction o(z) = x* + 23 satisfait U'équation (1.3)).
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1.2 Noyaux particuliers

1) On dit que le noyau K(z,y) d’une équation intégrale, est séparable ou
(dégénéreé) si
K(z,t) = Zai(x)ﬁi(t)a
i=1
ou Vi € {1,2,....,n}, a;(z) sont linéairement indépendants,

par exemple les noyaux = — t, at, 2% — t2, et xt? + tz2, sont séparables.

2) Si K(xz,t) € L*([a,b] X [a,b]), i.e

borb
//]K(a:,t)|2dxdt<+oo,

alors ce type de noyau est de carré sommables sur [a,b] X [a, b].

3) i) Sik = C, (i.e K(z,t) est une fonction a valeurs complexes ), et si

K(z,t) = K(t, z),

alors il est dit hermtien.

ii) Sik =R, (i.e K(x,t) est une fonction & valeurs réelles ), et si

K(z,t) = K(t, z),

alors il est dit symétrique. Une équation intégrale & noyau symétrique est dite
aussi symétrique.
Par exemple, V(z,t) € [a,b] X [a,b], Ki(z,t) = i(x —t) (hermtien), Ky(z,t) = x+1

(symétrique).
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1.3 Liaison entre les équations différentielles et

les équations intégrales de Fredholm

1.3.1 Conversion de probléme aux limites en équation in-

tégrale de Fredholm

On considére le probléme aux limites (PVB) suivant

y'(2) +ala)y(z) = Fa), 0<a<1, (14)

avec les conditions aux limites
y(0) =co, y(l)=c1, ou cy,c1 €R. (1.5)

On pose

y'(x) = e(x), (1.6)

d’ot, vu les conditions ([1.5)), on obtient
| = [ et
0 0
@)= [ ettt +/(0)
0
En intégrant les deux membres, on trouve

Y e

y(z) = y(0) + zy'(0 +/O x —t)p(t)dt. (1.7)
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Nous avons utilisé la formule suivante (formule de cauchy pour 'intégrale itérée)

/mjdx/x:dx/x: f(x)dx = (n_ll)! /x:(x—t)”—lf(t)dt

n intégrals

L’équation (|1.7]) est équivalente a
y(z) = co + 2y'(0) +/ (x —t)p(t)dt, 0<x<1, (1.8)
0
pour z = 1 avec y(1) = ¢, on obtient
1
y(0) = (e =) = [ (1= tple)ar (19)
0
En remplagant ([1.9)) dans ’équation (1.8]) et aprés simplification, on trouve
1 T
y(x) =co+ x(c1 — o) — / z(1 —t)p(t)dt —I—/ (x — t)p(t)dt, (1.10)
0 0
en remplacant ((1.10) et (1.6 dans (1.4)), on a
1 T
go(w)+coa(m)—|—xa(x)(cl—co)—a(x)a:/ (1—t)gp(t)dt—|—a(x)/ (x—t)p(t)dt = F(z).
0 0
On peut utiliser la relation de chasles, On obtient

p(x) = F(r) = coa(x) — za(z)(er = co) — a(z) /Ox(x — D)p(t)dt

+ a(@)z Uowu — ()t + /;(1 - t)go(t)dt} |

10
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Ceci donne

Finalement

o) = f(2) + / K (. t)plt)dt,

flz) = F(z) — coa(z) — za(z)(cr — o),
K(z,t) = t(1—z)alz), si 0<t<z (1.11)
z(l—tla(z), si zv<t<1

i.e. nous obtenons une équation intégrale linéaire de Fredholm seconde espéce.

Exemple 1.3.1 Former [’équation intégrale correspondant a I’équation différen-
tielle
y' () + 9y(x) = cos(x), 0<uz <1,

et aux conditions y(0) = y(1) =0

On peut remarquer, ¢ = ¢; = 0, a(x) = 9 (constante) et F(z) = cos(x).
comme ¢y = ¢; = 0, et a(z) = 9, alors en remplacant dans 1’équation (|1.11)), on

trouve

o(x) = cos(x) —i—/o K(z,t)p(t)dt,

avec

9(1—=x), st 0<t<z
K(x,t) =
9x(1—1t), si z<t<1

11
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1.3.2 Conversion de I’équation intégrale de Fredholm en

probléme aux limites

Nous pouvons convertir aussi les équations intégrales de Fredholm en un probléme

aux limites,en utilisant la reégle de Leibnitz

a(z)
Fe) = G @) =A@ 5~ o @S o) + [ G e
On consideére 1’équation intégrale de Fredholm suivante
1
o(x) = f(x) +/0 K(x,t)p(t)dt, (1.12)

ou f(x) une fonction donnée, et le noyau K (x,t) donné par

t(l—z)a(x), si 0<t<zx

(1 —=ta(x), si x<t<l1

pour simplifier, on pose a(x) = A ol A est une constante, donc ’équation ({1.12])

s’écrit sous la forme

o(x) = f(z) + /\/Oxt(l — z)p(t)dt + A/ z(1 —t)p(t)dt, (1.13)

qui est équivalente &

o(z) = f(z) + A1 — x) /j to(t)dt + /\m/ (1 —t)p(t)dt, (1.14)

12
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en dérivant les deux membres par rapport & x et en utilisant la réle de Leibnitz,

on trouve

O'(x) = f'(z) — Mx(1 —x)p(x) — )\/090 to(t)dt + Ae(1 — x)p(z) + )x/ (1 —t)p(t)dt

= f'(z) — /\/Ox to(t)dt + /\/ (1 —t)p(t)dt.

Pour se débarrasser 1du signe intégral, on dérive encore une fois par rapport a

x et en utilisant la régle de Leibnitz, on trouve

"

v (2) = f (z) = Awp(x) = M1 — z)p(x),

ce qui donne ’équation différentielle ordinnaire (EDO)

" "

v (2) + Ap(x) = [ ().

On peut obtenir les conditions aux limites en remplacant x par 0 et par 1 dans

I’équation (|1.14])

Ainsi, le systéme

¢ (2) + Ap(@) = ['(x)

est un probléme aux limites équivalent a ’équation de Fredholm (|1.12]).

Exemple 1.3.2 Convertir [’équation intégrale de Fredholm suivante

o(x) =e€" +/0 K(x,t)p(t)dt,

13
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ot le noyau k(z,t) donné par

9G(1l—z), si 0<t<z
K(z,t) =
92(1 —t), si x<t<1

a un probleme aux limites équivalent.

L’équation intégrale de Fredholm, s’écrit sous la forme

x 1

p(x) =e"+9(1 — :E)/tgp(t)dt + 9:1:/(1 — t)p(t)dt. (1.15)

0 x

En dérivant des deux membres deux fois par rapport a = et en utilisant la régle

de Leibnitz, on trouve

¢'(x) =€" — 9/: to(t)dt + 9/ (1 —t)p(t)dt,

P(w) = e = 9p(t).

Ceci donne (EDO)
¢ (x) + 9p(t) = €.
On peut obtenir les conditions aux limites en remplacant = par 0 et par 1 dans

I’équation ([1.15])

Finalement, on trouve

14
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qui est un probleme aux limites équivalent & I’équation de Fredholm.

1.4 Théorémes d’existence et d’unicité
e Rappel

Définition 1.4.1 (Opérateur contractant) Soit T un opérateur borné sur l’es-
pace de banach (E, ||e]|;), on dit que T est un opérateur contractant s’il existe

une constante positive 0 < M < 1,telle que

[Tor = Tepallp < M1 — 2|k,
pour tout p1, s dans E.
Le résultat suivant est appelé théoréme de ’application contractante :

Théoréme 1.4.1 (du point fixe de Banach) Soit T un opérateur contractant

sur E. Alors I’équation

Ty =,

admet une solution unique dans E. une telle solution est un point fixe de

lopérateur T'.

Preuve. Pour la preuve voir [5]. m

e [’équation intégrale linéaire de Fredholm de second espéce est de la forme

b
o(x) = f(z) + )\/K(:U,t)go(t)dt, a<z<b (1.16)

a

15
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ou ¢ la fonction inconue, K et f des fonctions données, x et t deux variables

réelles parcourant 'intervalle (a,b) et A un parameétre réel.

On a le résultat d’existence et d’unicité suivant

1.4.1 Théoréme d’existence et d’unicité dans 1’espace de

Hilbert (L*([a,b], | e |,)

Théoréme 1.4.2 (d’existence et d’unicité) On considére l’équation intégrale
(1.16) ou f € L*([a,b]), K € L*([a,b] x [a,b]) et le paramétre \ vérifiant la condi-
tion

1
A< = 1.1
N < (117)

B = (/ab/abK%c,t)da:dt)é.

Alors ’équation intégrale (1.16)) admet une solution unique ¢ € L*([a,b]).

ou

Preuve. Soient f € L*([a,b]) et K € L*([a,b] X [a, b]), supposons que la condition

(1.17) est satisfaite.

On considére 'opérateur T défini par
b
To(x) = f(x) + )\/ K(z,t)p(t)dt, a<x<b.

e Premiére étape, on montre que opérateur T est bien défini sur L?([a, b]).

16
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FREDHOLM DE SECONDE ESPECE

En effet soit p € L%([a, b]),

/ab Too(2)[? do = /: ()2 d + 2\ /ab (@) </abK(x,t)<p(t)dt) iz

+ A? /ab (/abK(a:,t)gp(t)dt) dz.

En appliquant le théoréme de Fubini et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/abf(:c) (/;K(x,t)sz?(t)dt) do = /ab /abf(x)K(x,t)go(t)da:dt

b b %
g(llumme@)WMMb

= [IKl2llell2ll fll2 < +o0.

De la méme maniére, on obtient

/a ’ ( / ’ K(x,t)gp(t)dt)

2

b b
Mg//K%wMMMS

= [ KIllellz < +oo.

Finalement, on trouve

b
/ To(2)* de < || FII3 + 2K [l2[lllz ] f 1l + XK 3] ol13

= (Ifll2 + Al K2l oll2)* < +o0.

Ou encore

Ty € L*([a,b]), Vi € L[a,b).

Ce qui montre que l'opérateur T' est bien défini sur L?([a, b]).
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CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE
FREDHOLM DE SECONDE ESPECE

e Deuxiéme étape, montrons que l'opérateur 1" est contractant.

Soient 1,y € L*([a,b]), en utilisant le théoréme de Fubini et I'inégalité de

Cauchy-Schwarz, on a

1T 1 — Tgal|2 = (/b (T1 — Tga) (x))° dfff)é ,

N [ / b (/ K1) [a(t) — ealt)] dt)zdm] ,
< (/ /abmx,t)\?dasdtf (/abw) - s02<t>|2dt)é,

= || Blle1 — 22,

N|—=

ou

B= (/ab/ab\K(x,t)Fda:dt)é.

On pose M = |\| B, d’apres la condition (1.17)), on a bien que M €]0,1], (i.e

|A| B < 1) et ceci implique que
ITor = Toall2 < Mllgr — @2ll2, Vor, 02 € L*([a, 1)),

autrement dit, I'opérateur T est contractant. Ainsi, en vertu du théoréme du point

fixe ¢ € L?([a,b]) est un point fixe de T, c’est-a-dire Tp = , Ou encore
Tp(z) = @(x), V€ la,bl.

Finalement, I’équation ([1.16)) admet une unique solution ¢ € L*([a, b]), pour tout
f(z) dans L?*([a,b]). =
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CHAPITRE 1. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE
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1.4.2 Théoréme d’existence et d’unicité dans 1’espace de

Banach (C([a,b], || e ;)

Théoréme 1.4.3 (d’existence et d’unicité) On considére ['équation intégrale

(1.16) ou f € C ([a,b]), K € C([a,b] x [a,b]) et le paramétre \ vérifiant la condition

1

(1.18)

ou N = mz[mxb}(|K(x,t)|). Alors l'équation intégrale (1.16) admet une solution
z,t€|a,

unique ¢ € C([a, b]).

Preuve. Soient f € C([a,b]) et K € C([a,b] x [a,b]), supposons que la condition

(1.18) est satisfaite.

On considére 'opérateur T défini par
b
To(x) = f(x) + )\/ K(x,t)p(t)dt, a<az<b.

e D’abord, on montre que 'opérateur 7" est bien défini sur C([a, b]). En effet, soit

v € C([a, b]),

flz)+ )\/abK(x,t)@(t)dt‘ :

Toll» =
IT¢lle = max
b
< e+ A max [ 1K G0 ol

b
< Wflle+ NN [ max o(0)] dr
o t€lab]

= [[flle + A (0 = a)Nllelle < 400,

ou N = max (|K(x,t)]).

x,tela,b]
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Ce qui montre que l'opérateur 7" est bien défini sur C([a, b]), ou encore
Ty € C(la,b]), Vo € C([a,b]).

e Deuxiéme étape, montrons que 'opérateur 7" est contractant. Soient ¢, ps €

C([a,b]), on a

| T1 — Tpallc = max |(T<p1 —Tpy) (7)],

/ K 6)(on(t) — (1))t

= || max
z€a,b]

pour (1 — ¢9) € C([a,b]) et K € C([a,b]Xx]a,b]), on obtient

171 = Tozlle < AIN(b = a)lor = @2lle,

ou N = max (|K(z,t)|). On pose M = |\ N(b—a), d’aprés la condition (|1.18)),

z,t€a,b
on a bien que M €]0, 1], et ceci implique que

HT(PI - T()OQHC S MH% - 302HC7 V(pla ¥2 € C([G, b])7

autrement dit, 'opérateur 7' est contractant. Ainsi, en vertu du théoréme du point

fixe ¢ € C([a,b]) est un point fixe de T, c’est a-dire T'p = ¢, ou encore

To(x) =p(x), V€ la,b].

Finalement, 1’équation(|1.16)) admet une unique solution ¢ € C([a,b]). =
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Chapitre 2

Méthode de décomposition

d’Adomian

2.1 Méthode de décomposition d’Adomian

La méthode décompositionnelle d’Adomian est une méthode analytique qui per-
met de résoudre des problémes fonctionnels de différents types : équations inté-
grales, algébriques, différentielles, intégro-différentielles et aux dérivées partielles
(EDP).

La méthode s’adapte aussi bien aux problémes linéaires qu’aux problémes non
linéaires. La méthode d’Adomian est basée sur la décomposition de la fonction
inconnue sous forme d’une série qui convergera vers une solution exacte si une

telle solution existe, dont les termes sont définis de maniére récurrente.

Donc la méthode d’Adomian consiste a rechercher la solution sous la forme sui-

vante :

o) =Y pnlw), (2.1)

n>0
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CHAPITRE 2. METHODE DE DECOMPOSITION D’ ADOMIAN

avec o(z) choisi comme terme égale au terme figurant a lextérieure du signe

intégral.

Prenons

on remplagant (2.1) dans I’équation de Fredholm (|1.16f), on obtient
b

S ) = F(@) + A / K03 (), (2.2)

n>0 . n>0

pour pouvoir constriure la série E ©n(x), dont les éléments sont calculés récursi-

n>0
vement.

L’équation (2.2)) est équivalente &

b b
o) + 01(2) + (@) + - = F(2) + )\/ K (a, £)o(t)dt + )\/ K (o, ) (1)t

+ )\/bK(x,t)<p2(t)dt+

Les termes de la série ngn(a:) peuvent étre identifiés par les formules
n>0

wo(z) =

f(:L.)7
wwaA/JW%W%®ﬁ, (2.3)

b
muazx/faaw%QMa

et ainsi de suite. Le schéma discuté ci-dessus pour la détermination des composants

@i(x), i > 0, de la solution ¢(x) de l'équation ([1.16) peut étre écrit dans une
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CHAPITRE 2. METHODE DE DECOMPOSITION D’ ADOMIAN

relation de récurrence par :

Gnp1(z) = A [T K (2, 0)pa(t)dt, n>0.

La solution ¢(x) de I'équation (|1.16)) est facilement déterminée sous forme de
série a l'aide de (2.1)). Tel que discuté avant, la série obtenue pour ¢(z) fournit

souvent la solution exacte sous forme compacte.

Les exemples ci-dessous seront discutés pour expliquer ce qui précede.

Exemple 2.1.1 Résoudre [’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante
1
plx)=e"—2x +/ xtp(t)dt, 0<z<1. (2.4)
0

Par la méthode de décomposition d’Adomian, on cherche la solution sous la forme
d’une série

o) =Y pnle). (2.5)

n>0

On remplacant (2.5) dans l’équation de Fredholm (2.4]), on trouve

ngn(az) =" —ax+ ZL’/ tngn(t)dt,

n>0 0 >0
cect est équivalent a
1 1
wo(z) + p1(x) +2(z) + - =" —x + x/ too(t)dt + x/ o (t)dt
0 0
1
+ x/ by (t)dt + - - -
0
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CHAPITRE 2. METHODE DE DECOMPOSITION D’ ADOMIAN

Donc, la relation de récurrence est donnée par

wo(x) =€" —x,

Ont1(x) = xfol to,(t)dt, n > 0.

Par conséquent, on obtient

T

wo(x) =" — x,

1 1
2
o1(x) = :U/ too(t)dt :L'/ t(e! — t)dt = 3%
0

0

1 1
2
o) = x/ tor(t)dt = x/ “tdt = ~a,
0 0 3 9
2
9

o3(z) = m/oltm(t)dt _ x/;

et ainsi de suite. Par conséquent, la solution de l’équation (2.4)) sous la forme de

série est donnée par

p(z) =) pulz)

n>0

= @o(x) + p1(z) + pa(T) + - -

: +2 1+1+1+
=e —Tr+ T -t -t
3 39 ’

cect est équivalent a

n L. , L, .
On remarque que E (%) est une série géométrique de raison q = %
n>0
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CHAPITRE 2. METHODE DE DECOMPOSITION D’ ADOMIAN

Alors

vy 2 1 ey 2 (3
=e"'—r+ -z =e"'—rx+ x| =
37\1-1 37 \2

Finalement, la solution exacte est donnée par

p(r) = e,
qui satisfait I’équation ([2.4)).

Exemple 2.1.2 On considére l’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante

r
2

o(x) =sin(z) — x + x/o p(t)dt, 0<zx< g (2.6)

Appliquons la technique de la méthode de décomposition d’Adomian comme nous

l’avons déja vu, on a

po(z) = f(x) = sin(z) — z,
onp1(z) = A [P K(z,0)pa(t)dt, 1> 0.
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CHAPITRE 2. METHODE DE DECOMPOSITION D’ ADOMIAN

Par conséquent, on obtient

et ainsi de suite. La solution qui satisfait [’équation (2.6) sous la forme de série

est donnée par

( ) . ( ) i 1 7T2 i 7T2 7T4 + 7T4 7T6 i
— S1n — _— — _— — _—— — ...
PR T BIRE g )" s 64)" " \6a 512)7

et qui satisfait I’équation ({2.6))

2.1.1 Meéthode de décomposition modifiée

La méthode standard de décomposition d’Adomian introduit la relation de récur-

rence

, (2.7)
On1(@) = A [ K(z,t)p,(t)dt, n>0.

La Méthode de décomposition modifiée présente une légere variation de la

relation de récurrence , pour déterminer les termes de p(x) de maniére plus
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CHAPITRE 2. METHODE DE DECOMPOSITION D’ ADOMIAN

facile et plus rapide.

Dans de nombreux cas, la fonction f(x) peut étre définie comme la somme de

deux fonctions partielles, & savoir fi(z) et fo(x), e.d

f(@) = filz) + falz). (2.8)

Si la fonction f(z) est une fonction polynémiale de deux termes au plus, les
composantes ¢, (t) sont faciles a calculer. Dans le cas ou la fonction f(x) est une
fonction polyndmiale de plus de deux termes, trigonométrique, hyperbolique...etc,

le calcule de ¢, (t) sera plus difficile.

Compte tenu de nous introduisons un changement qualitatif dans la relation
de récurrence . La méthode de décomposition modifiée identifie le termes
@o(x) par une partie de f(z) a savoir fi(z) ou fa(x). Pour atteinde notre objctif,
nous décomposons la fonction f(z) en deux parties telles que f(z) = fi(z)+ fa(2),
ou fi(x) se compose d’un seul terme, ou si nécessaire de plus de termes dans moins

d’autres cas, et fo(x) comprend les autres termes de f(z).

On remplacant (2.1)) et (2.8) dans , nous obtenons

> onl@) = filx) + fola +)\/K~’Ut290n

n>0 n>0

ceci est équivalent &
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o0(2) + 1 () + o) + - = file) + fole) + A / Kz, t)po(t)dt

b

+ )\/K(m, t)p1(t)dt + )\/K(:E,t)gpg(t)dt

a

b
+ )\/K(aj, t)ps(t)dt + - -

et ainsi de suite. Par conséquent, les composants ¢;(x),7 > 0 de la fonction incon-
nue p(z) peuvent étre complétement déterminés dans une relation de récurrence
modifiée si nous assignons fi(x) seulement au composant ,pq(x) alors que le com-

posant fo(x) sera ajouté a la formule du composant ¢;(z) donné précédemment

dans (2.1)).

Finalement, la relation de récurrence modifiée est donnée par

wo(r) = fi(z), (2.9)
on(@) = fola) + A / Kz, t)pn(t)dt. (2.10)

Ont1(x) = /\/bK(x,t)gpn(t)dt, n > 1.
Dans la plupart des problémes, nous devons utiliser et seulement.
A des fins d’illustration, nous étudions les exemples suivants.
Remarque 2.1.1 (importante)

Le choix des fonctions fi(z) et fo(x) est important pour trouver la solution rapi-

dement et facilement.
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Exemple 2.1.3 Résoudre [’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante en

utilisant la méthode de décomposition modifiée
1 1
o(r) =3z +e** — 1—6(17+ 3e?) +/ to(t)dt, 0<z<1 (2.11)
0
ceci qui 8’écrit aussi

(@) = filx) + fala) + / to(t)dt

ou

fi(z) =3z +e* et folz) = —%(17—# 3e).

Nous avons utilusé la relation de récurrence modifiée, on obtient

@o(r) = fi(z) = 3z + €*,
pr(x) = — L (17 + 3e*) + i) tgo(t)dt =0,

Pui1(z) = [y toa(t)dt =0,  Vn > 1.

On remarque que ¥i > 1, p;(z) = 0.

Alors, la solution qui satisfait I’équation ([2.11)) est donnée par
o(x) = fi(r) = 3z + e*.

Exemple 2.1.4 On considére l’équation intégrale de Fredholm

1

1
pla) =1 e 2sinh(%) + /_1 ety —1<ax<1. (2.12)

Appliquons la technique de la méthode décomposition modifiée comme nous l’avons
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déja vu,

1

“Th
1

o1(x) = =2 sinh(%) +/ er8tan(® o (#)dt = 0,

-1

vo(z) = fi(x)

1
Pnir(z) = / eargtan(t)gpn(t)dt =0, Vn>1
~1

On remarque que ¥i > 1, @;(x) = 0.Finalement la solution qui satisfait I’équation

(2.12) est donnée par
1

14+ 22

p(z) = filz) =

2.1.2 Le phénomeéne des termes bruit

On a démontré précédemment que la méthode de décomposition modifiée consti-
tue un outil fiable pour accélérer les calculs. Toutefois, il est essentiel de sélection-

ner judicieusement fi(z) et fo(z) afin d’utiliser cette technique avec succes.
Une nouvelle solution a été mise au point pour accélérer la convergence de la
méthode de décomposition d’Adomian.

En exploitant le phénomeéne des termes bruit, il devient possible d’appliquer cette
méthode a toutes les équations différentielles et intégrales. Lorsque des termes
bruit sont présents entre les composantes () et p1(z), ils permettent d’obtenir

la solution exacte en effectuant uniquement les deux premiéres itérations.

Dans les paragraphes suivants, nous présenterons les concepts clés des termes

bruit :

1) Les termes bruit se réféerent aux termes identiques, mais avec des signes

opposés, qui se trouvent & la fois dans les composants @o(x) et pq(z). Il
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est également possible que d’autres termes bruit apparaissent entre d’autres

composants. Il convient de noter que ces termes identiques avec des signes

opposés peuvent étre présents dans certaines équations, mais peuvent ne pas

apparaitre dans d’autres équations.

2) En éliminant les termes bruit entre ¢q(z) et ;(z), méme si p;(x) contient

d’autres termes, les termes non annulés restants de ¢o(z) peuvent fournir

la solution exacte de 1’équation intégrale. Cependant, la simple présence de

termes bruit entre po(x) et ¢1(x) ne garantit pas toujours l'obtention de

la solution exacte en les annulant. Il est donc nécessaire de démontrer que

les termes restants satisfont ’équation intégrale donnée. D’autre part, si les

termes non annulés de po(z) ne satisfont pas I’équation intégrale donnée,

ou si aucun terme bruit n’apparait entre ¢o(x) et ¢1(z), il est nécessaire de

déterminer davantage de composants de ¢(x) pour obtenir la solution sous

forme de série, comme expliqué précédemment.

3) Une démonstration formelle a établi que les termes bruit se manifestent dans

des cas spécifiques d’équations différentielles et intégrales non homogeénes,

tandis que les équations homogénes ne présentent pas de termes bruit.

4) Une démonstration formelle a prouvé que 'apparition des termes bruit est

régie par une condition nécessaire. Il en ressort que le composant ()

doit contenir la solution exacte (), parmi d’autres termes. De plus, il a

été prouvé que la condition d’'inhomogénéité de 1’équation ne garantit pas

toujours 'apparition des termes bruit.

Voici un résumé utile sur le phénomene des termes bruit :

a) Les termes bruit sont caractérisés par des termes identiques, mais de signes

opposés, qui peuvent apparaitre non seulement entre les composants ()
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et ¢1(x), mais également parmi les autres composants.

b) Les termes bruit sont présents uniquement dans certains types d’équations
non homogenes, tandis qu’ils n’apparaissent pas dans le cas des équations

homogenes.

c) L’apparition des termes bruit est possible lorsque la solution exacte de

I’équation est incluse dans le composant ().

d) Il est impératif et crucial de vérifier si les termes non annulés restants satis-

font ’équation intégrale.

Exemple 2.1.5 Résoudre [’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante en

utilisant le phénoméne des termes bruit

us

o(x) = xsin(z) — x + /2 zo(t)dt, 0<z<
0

(2.13)

e

D’aprées la relation de récurrence de la méthode décomposition, on a

vo(r) = xsin(z) — x,

o1(z) = fog 2po(t)dt = o — T,

Les termes bruit +x apparaissent en po(z) et @1(x).Annuler ce terme du compo-

sant zéro @o(x), donne la solution eracte

p(x) = wsin(z),

qui satisfait I’équation (2.13)). 1l est a noter que les autres termes de pi(x) dispa-

raissent dans la limite avec d’autres termes des autres composants.

Exemple 2.1.6 Résoudre [’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante en
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utilisant le phénomeéne des termes bruit

Jus

o(x) = sin(z) + cos(z) — o+ /2 ztp(t)dt, 0<x<

™
. 2.14
2t 5 (2.14)

Nous établissons la relation de récurrence

Ceci donne

wo(x) = sin(x) + cos(z) — ga:,

71.4

.
= tpo(t)dt = —x — —ux.
ar(@) = [ atn(tyit = Fo — Joa

Les termes bruit =5z apparaissent en @o(x) et p1(x). Annuler ce terme du com-

posant zéro (), donne la solution exacte
@(x) = sin(z) + cos(z),

qui satisfait l’équation (2.14)). Il est a noter que les autres termes de pi(x) dispa-

raissent dans la limite avec d’autres termes des autres composants.

Exemple 2.1.7 Résoudre [’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante en

utilisant le phénoméne des termes bruit

3 s
o(z) = 2* + zcos(z) + %x —2r — / zo(t)dt, 0<z<m. (2.15)
0
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D’aprées la relation de récurrence de la méthode décomposition, on a

3
wo(z) = 2 + x cos(z) + %:c — 2z,

" w o
o1 [t (-2 24 2)
0 3 6

Les termes bruit j:gx, F2x apparaissent en po(x) et p1(x). Annuler ce terme du

composant zéro po(x), donne la solution exacte
o(r) = 2* + z cos(z),

qui satisfait ’équation (2.15). (Il est mécessaire et essentiel de vérifier que les

termes non annulés restants satisfont a l’équation intégrale).
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Conclusion

Nous voici parvenus au terme de notre travail. L’objectif essentiel de ce travail
consiste a résoudre analytiquement une équation intégrale linéaire de Fred-
holm de seconde espéce, il existe plusieurs méthodes analytiques pour résoudre
ces équations. Nous avons présenté la méthode de décomposition d’Adomian
qui est donnée par un algorithme permettant de calculer exactement et rapidement
la solution de ce type de problémes. Cette méthode peut étre étendue et appliquée

aux problémes fonctionnels, linéaires ou non linéaires de différents types.

Enfin, nous avons présenté deux méthodes, la méthode de décomposition modi-
fiée et la méthode du phénomeéne des termes bruit, un avantage considérable

de ces deux méthodes est que les solutions sont trouvées facilement et rapidement.

Dans le cas général on ne sait pas résoudre spécifiquement 1’équation, nous es-
pérons que les étudiants des années prochaines exposeront quelques méthodes

numeériques.
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Résumé :

Dans ce travail, nous avons examiné les équations intégrales linéaires de Fredholm, qui
jouent un role crucial dans la recherche théorique et appliquée. Notre objectif était de
comprendre les méthodes de résolution des équations intégrales linéaires de Fredholm de
seconde espéce, en particulier en utilisant des approches analytiques. Nous avons commencé
par présenter quelques théorémes concernant I'existence et I'unicité des solutions pour ces
équations intégrales. Ensuite, nous avons abordé la méthode de décomposition d'Adomian,
ainsi que la méthode de décomposition modifiée. Enfin, nous avons exploré ['utilisation du
concept le phénomene des termes bruit dans ces équations.

Mots clés : Les équations intégrales linéaires, équations intégrales linéaires de Fredholm de
seconde espece, existence, unicité, méthode de décomposition d'Adomian, méthode de
décomposition modifiée, le phénoméne des termes bruit.

Abstract:

Linear Fredholm integral equations play an important role in several theoretical and applied
research areas. In this dissertation, we have attempted to study the methods of solving second-
kind linear Fredholm integral equations, specifically focusing on analytical methods. Firstly, we
have presented some theorems concerning the existence and uniqueness of solutions for
second-kind Fredholm integral equations. Next, we introduce the Adomian decomposition
method, as well as the modified decomposition method. Finally, we utilize the noise terms
phenomenon.

Key words : Linear integral equations, Fredholm linear integral equations of the second kind,
existence, uniqueness, Adomian decomposition method, modified decomposition method, the
noise terms phenomenon.
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