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Notations et symboles

RdxE
Var(X)
EDSRR
BDG

Variable aléatoire.

Mouvement Brownien.

Présque stirement pour la mesure de probabilité P.
Espérence mathématique de la variable aléatoire X.
Espace réele uclidien de dimension d.

Espace des processus de carré intégrables.

Un ensemble fondamentale non vide.

Ensemble des matrices réelles d x k.

Variance mathématique de la variable aléatoire X.
Equation différentielle stochastique rétrograde réfléchies.

Inégalité de Burkholder-Devis-Gundy.
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Introduction

epuis que Pardoux et Peng [9] ont introduit des équations différentielles

stochastiques rétrogrades non linéaires (EDSR en abrégé )avec coeffi-

cient Lipschitz, il s’ensuit de nombreux résultats dans ce sujet, ou Lepel-
tier et San Martin [4] ont étudié les EDSR a coefficient continu, ils ont prouvé que
dans ce cas il existe au moi une solution mais pas nécessairement unique. Lin et Peng
[7] ont obtenu la g-sur solution pour les EDSR avec un coefficient de dérive continu.El
Karoui, Kapoudjian, Pardou, Peng et Quenez [I] on considéré pour la premiére fois les
équations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies (EDSRR ,En abrégé) ,
comme généralisation du résultats de Pardaux et Peng, le cas ou f est K —Lipschitz,
c’est-a-dire que la solution devrait étre supérieure ou inférieure & un processus donné.
Il ont prouvé que si le coefficient est Lipschitz et que la barriére inférieure est continue,
alors il existe une solution unique. Et puis,Lepeltier et San Martin [5lont étudié les
EDSR a coefficient continu et & deux barriéres continues. Dans Hamadeéne [3], il a étu-

dié le cas d’une barriére continue a droite et a des limite & gauche(Cadlag en abrégé) .

Récemment, Lepeltier et Xu [6] ont donné les résultats des EDSR avec coeffi-
cient Lipschitz et Cadlag barriéres, puis dans Peng et Xu [II] avec deux barriéres

dans L2

L’objectif de ce mémoire est de présenter un nouveau type des équations dif-
férentielles stochastiques rétrogrades que sont les EDSR réfléchies, il ya beaucoup

type des E DS R réfléchies et nous avons choisi EDSRR a deux barriéres. ’EDSRR



Introduction

& deux barriéres est donné sous la forme suivante :
Yi=&+ [T f(s,Ye, Z)ds + Ap — Ay — Ko + Ky — [ Z,dW,, 0<t<T.

La solution maintenant est obligée de rester entre deux barriéres donnés. dans ce cas,
la premiére composante dans la solution "Y" est maintenant entre deux barriéres
grace a deux processus croissante K et A, la solution est un quadruplet de processus
adapté (Y, Z, A, K) .

Ce travail est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux rappels des résultats importante en calcule
stochastique, nous avons donné des définitions, propriétés et des notions de base,

pour l'utiliser dans le reste des chapitres .

Dans le deuxiéme chapitre, nous traitons des équations différentielles stochastiques
rétrogrades, nous donnos une définition & ces équations et prouvons l’existence et

I'unicité de la solution dans cas Lipschitz.

Dans le troisiéme chapitre, nous donnons la définition et la forme de TEDSRR a
deux barriéres, et citons la démonstration de 1’existence de la solution par la méthode

de pénalisation.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre on va présenter des notions générales concernant le calcul
stochastique, MB, martingale, I'intégrale stochastique...ect et aussi de rappeler les
définitions, les propriétés et quelques résultat pour les utiliser dans le reste de ce

mémoire.

1.1 Notions de base

Dans la suite (2, F,P) est un espace probabilisé.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Soit T' un ensemble, on appelle pro-
cessus stochastique indexé par T et o valeurs dans R, une famille (X;)ier d’appli-
cations mesurables de (Q, F) dans (R, B(R)) telle que pour tout t € T, X, est une

variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 i) Si nous aurons T = N ce qui correspond aux processus a

temps discret.

ii) SiT =R, ouT =[0,a],a € Ry pour les processus a temps continu.
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Définition 1.1.2 (Processus mesurable) Un processus X= (X;)ier @ valeur dans
R? est dit mesurable si l'application (w,t) — X (t,w) = X;(w) définie sur Q x T est

mesurable par rapport o F @ B(T) et B(RY).

Définition 1.1.3 (Processus continu) On dit que le processus est a trajectoires
continues(ou est continu) si les applications t — X (w) sont continues pour presque

tout w.

Définition 1.1.4 (Processus cadlag) Le processus X est dit cadlag si les trajec-
toires sont continue a droite et a des limite & gauche Yw € 2. Méme définition pour

caglad(continu & gauche limité o droite).

Définition 1.1.5 (Processus adapté) Un processus stochastique X = (Xi)ier est

dit adapté a la filtration (F,)er st Xy est Fy-mesurable pour tout t € T.

Définition 1.1.6 Soient X et Y deux processus. X est une modification de Y si
pour tout t € T, les v.a Xy et'Y; sont égales P-ps: Vvt e T, P(X,=Y;) =1. C’est
a dire

VieT, Xi(w)=Yi(w) P—ps.
On dit aussi que X et'Y sont stochastiquement équivalente.

X etY sont indistingables si P — ps les trajectoires de X et de 'Y sont les mémes
c’est -a-dire :

P(X,=Y;, VteT) =1.

Remarque 1.1.2 1l est claire que si (X;)ier et (Yy)ier sont indistingables alors ils

sont modifications l'un de ’autre. La réciproque est généralement fausse.

Définition 1.1.7 (Filtration) Une filtration sur (0, F,P) est une famille crois-

sante F = (F,)ier de sous tribus de F avec
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Remarque 1.1.3 Le quadruplet (0, F, (F,)er,P) est appelé espace de probabilité

filtré (ou base stochastique).

Définition 1.1.8 (Filtration naturelle) Filtration naturelle (propre) d’une pro-

cessus X = (Xy)ier est définie par

Fi=o0(Xs:s<t, teT).

F; est la classe des événement que 'on peut identifier au temps t.

Remarque 1.1.4 On dit qu’une filtration F = (F,),., satisfait les conditions habi-
tuelles st elle est continue a droite i.e Fy = Ny F5,Vt € T, et si elle complet c’est

-a-dire Fo contient les ensembles négligeables.

Définition 1.1.9 (Processus progrressivement mesurable) On dit que X est
un processus progressivement mesurable (ou progressif) si pour tout t € T [appli-
cation (w,s) — X(s,w) définie sur Q x [0,t] dans R? est mesurable par rapport a

F@B[0,1]) et B(RY).

1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.2.1 (Mouvement Brownien standard) On appelle un mouvement

Brownien standard tout processus stochastique Wy a valeurs réelles tel que :

1) P—p.st— Wi(w) est continu.

2) Pour 0 < s < t, (W, — W) est indépendant de la tribu o {W,.,r < s} et de loi

gaussienne centrée et de variance (t — s).
3IWy=0,P—p.s.
Pour tout ¢t > 0, la variable aléatoire W, suit la loi gaussienne centrée de variance ¢.

On dit qu'un mouvement Brownien (MB dans la suite) part d’un point x si Wy = .

5



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Proposition 1.2.1 Soit W un MB standard donc on a :

1. Pour tout s > 0, {W;, s — I/Vs}t20 est un MB indépendant de {W,,r < s}.
2. (=W) est aussi un MB.
3. Pour tout ¢ > 0, {th/Cz} est un MB.

>0

4. Le processus défini par Xy = 0 et X; = tW;;, est un MB.

1.3 Martingales

Définition 1.3.1 Une famille de variables aléatoires (X;)i>o est une martingale par
rapport & la filtration {Fi} >0 i :

1. Pour tout £ > 0, X; est F;-mesurable.

2. Pour tout t > 0, X, est intégrable.

3. Pour 0<s<t, F[X|F]=X,.
Définition 1.3.2 Un processus X; a valeurs réelles est une sur-martingale (resp.sous-
martingale) par rapport a la filtration (F)i>o Si :
- X, est F;—adapté et intégrable, ¥Vt > 0,

E[Xi/Fs| <X, Vs <t, (resp.E[X;/F| >Xs).

Théoréme 1.3.1 (Théoréme d’arrét) Si X, est une martingale et si § et T sont

deux temps d’arrét bornés tels que 6 < T, alors

E[X:|Fs] = X5, P—p.s.

Remarque 1.3.1 Rappelons qu’un processus X; adapté et intégrable est une mar-

tingale si et seulement si, pour tout temps d’arrét borné T,
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Théoréme 1.3.2 Soit X; une {F;}i>0—martingale, alors X; posséde une modifica-
tion cadlag, i.e. dont les trajectoires sont continues a droite et possédent des limites

a gauche.

Définition 1.3.3 (Martingale locale) Soit X; un processus {F;}+>o—adapté, a tra-
jectoires continues a droite. On dit que X; est une martingale locale s’il existe une
suite croissante de temps d’arrét {7, }n,>1 telle que lim 7, = 400, P — p.s, et pour

tout n, X™1 est une martingale.

Tn >0

Théoréme 1.3.3 Soit X; une martingale locale continue. Il existe un unique pro-

cessus croissant et continu nul en 0, tel que X2 — (X3, Xy) soit une martingale locale.

Proposition 1.3.1 Soit X; une martingale locale continue. Il y a un équivalence

entre

1. XO € L2 et E[<Xt7Xt>oo] < o0,

2. X, est une martingale bornée dans L2

Définition 1.3.4 (Semi-martingale) Une semi-martingale continue est un pro-
cessus X qui s’écrit X = M + U, ot M est une martingale locale continue et U est

un processus continue adapté a variation borné tel que Uy = 0.

1.4 Intégrale stochastique et formule d’Ito

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité, on désigne par FV = o{W,,s < t} la
filtration naturelle de MB. On cherche & définir I'intégrale stochastique( ou 'intégrale
d’Tto) :

1(0) = /Ot 0.V, (1.1)

ot (0;),5, est un processus stochastique et (W), -, est un mouvement Brownien.

7
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Définition 1.4.1 On dit que {0;,t > 0} est un bon processus s’il est F}V —adapté,
cadlag et si :

FE [fg@gds] < oo, Vt>0.

1.4.1 Propriété de ’intégrale stochastique

L’intégrale stochastique posseéde les propriétés suivantes :

1. 0 — fot 0,dW, est linéaire.

\G)

. Le processus ( fot GSdWS) o est a trajectoires continues.
telo,T

3. Le processus < f[f QSdWs> est F,—adapté.

te[0,7)

W~

B[y 0.W,] =0 et Var ([} 0.aW,) = B [ f; 2ds] .

5. Propriété d’isométrie :
t
E[2(0) = E [ / Hﬁds} .
0

1.4.2 L’intégrale stochastique

On cherche maintenant & définir I'intégrale (L], la construction de I; () se fait par

discrétisation comme dans le cas de l'intégrale de Wiener.

Considérons tout d’abord les processus étagés du type

Pn

oy = ;Hil[tg”),tﬁi{] (1), (1.2)
ol p, € N, {tl(")} une suite croissante de [0,7], et 0; € L*(Q,F;,,P) pour tout

i=0,...,pn. On défini I, (0") par

Pn

L(6") = 0; (Wi, —Wi,).
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On peut vérifier que
t
E[L(6")] = 0, ot Var (I,(0")) = E [ / (9;1)%} |
0

Soit €2 I'espace des processus 6 caglad (c’est a dire, continue a gauche et limité a

droite), Fi-adapté tel que
< Q.

t
16> = £ [ [ 1oas
0

On peut définir I; (6) pour tout 6 € €, on approche # par une suite de processus

étageés donnée par ([1.2)), la limite étant dans L? (€, [0, 7). L’intégrale I; (6) est alors

lirf I, (™) avec

E[L(0)] =0,

et

Var (I, (0)) = E Uot egds] .

1.4.3 Calcule d’It6

Définition 1.4.2 (Processus d’It6) On appelle processus d’Ito tout processus (Xi) o< <

a valeurs réelles tel que V0 < s <'t
X, = Xo+ [ b(s)ds + [J o(s)dW,, P—p.s,

ou, Xy est Fyo-mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions

¢ ¢
/ | b(s) | ds < oo et / | o(s) ||? ds < oo, o || o ||=trace(cc™).
0 0
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Le processus s’écrit sous forme différentielle
dXt = btdt + O'thVt, XO =X.

Le coefficient b s’appelle le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

Théoréme 1.4.1 (Premiére formule d’It6) Soient (X;) ., un processus d’Ito,

soit f : R — R de classe C?. Alors

X = 50+ | PN + 12 / F(X)o% (s)ds.

Théoréme 1.4.2 (Deuziéme formule d’ It6) Soit (X;),.,.p un processus d’Ito,
soit f une fonction définie sur R xR de classe C' par rapport a t et de classe C*

par rapport & x. On a

f(t, Xy) :f((),Xg)—l—/O %(S,Xs)ds+/0 %(S,Xs)dXs

+ 1/2/0 %(s,xs)dms.

Proposition 1.4.1 (Formule d’intégration par parties) Soient (X;)oc,op et

(Y1) g<yer deux processus d’Ito, alors

t t
XY, = XY, +/ X, dY, +/ YidX, + (X,Y),.
0 0

1.5 Inégalités et théorémes utiles

Théoréme 1.5.1 (Théréme de représentation des martingales Browniennes)

Soit (My)o<i<r une martingale de carré intégrable par rapport o {F;}o<i<r, alors il

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

existe un processus adapté (Hy)o<i<r tel que :
T 172
E [fo Hsds] < 00, p.s,

etP—psona:
M, = My + [, HdW,, Vte[0,T].
Théoréme 1.5.2 (Théoréme de Fubini) Soit f une fonction continue sur

[a,b] X [c,d] a valeurs dans un ensemble E, alors :

/ab (/cdfu,y)dy) dx:/cd (/abf(%y)dx) 0

Lemme 1.5.1 (Lemme de Gronwall) Soit g : [0,7] — R une fonction continue

telle que, pour tout t :
g (1) Sa—i—bfgg(s)ds, aceR, b>0 Vt<T,

alors

g(t) < aexp(bt).

Théoréme 1.5.3 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (BDG)) Pour tout
p > 0, il existe des constantes positives c, et C, telles que, pour toute martingale

locale continue X = (Xi)ocycq €t tout T >0, on ait

¢ F [<X>§] <E { sup | X, |p} <CE [(Xﬁlj} .

0<t<T

Proposition 1.5.1 (Inégalité de Doob) Soient (2, F, (F,),P) un espace de pro-

babilité filtré, (Xi)i>0 une martingale continue, alors

E[sup |Xt|}§4E{sup |Xt|2}

0<t<T 0<t<T

11
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Lemme 1.5.2 (Lemme de Fatou) Soit (f,,)nen une suite des fonctions mesurables

positives, alors :

/ (lim inf fn) dy < lim inf / £odp.
X n—oo n—oo X

12



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

Le but de ce chapitre est d’introduire les équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSR en abrégé), et montrer le résultat d’existence et d’unicité des

solutions dans le cas Lipschitzienne.

2.1 Présentation du probléme

Soient (€2, F, (F¢)¢>0, P) un espace probabilité filtré, une variable aléatoire £ € L?(Q, Fr)
et un processus Y qui est adapté par rapport a la filtration (F;);>0. On voudrait ré-

soudre I’équation différentielle suivante :

di/t - _f(}/t>7t € [07T]

Yr = €.

(2.1)

Pour résoudre ce probléme on va prendre le cas le plus simple ou f = 0, alors

I’équation ({2.1]) devient

13



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

dY; =0, Vtel[0,T] N Y, = cte, Vte[0,T]
Yr=¢ Yr =¢.
La solution de cette EDS est Y = £, qui n’est pas adapté si & n’est pas déterministe.
Le processus adapté le plus proche de la solution est la martingale Y; = E (¢ /F).
Si on travaille avec la filtration naturelle d’'un MB et £ € L2[2, Fr], alors en appli-
quant le théoréme de représentation des martingales browniennes d’Ito, il existe un

processus Z de carré intégrable et adapté tel que :
t

Y, = El¢/F] = B[] + / Z.w,,

0

sit="1T, alors

T
Yy — Bl + / Z.dW,
Ot T
_ B+ / Z.dW, + / Z,dW,
0 t

T
= }/t + / ZSdWS7
t

donc

T
Y, = € - / stWs-
t

On voit donc apparaitre sur I’exemple le plus simple une seconde inconnue qu’est
le processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté, pour généraliser on

permet & f de dépendre du processus Z, ’équation devient alors :

14
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d}/t - —f (t, }/;5, Zt) dt + thWt, Vt € 0, T

(2.2)
YT = 57
ou sous forme intégrale
Yi=¢+ [T f(s,Ys, Z)ds — [ ZdW,, Vte[0,T]. (2.3)

2.1.1 Notation et définition

Soit W = (W), <t<7 U MB de dimension d définie sur un espace de probabilité filtré
(Q,F,F,P), F = ()<, est la filtration naturelle de W. On considére les espaces

suivant :

1. S?(R*) : L’espace des processus Y;, progressivement mesurable & valeurs dans
R telque :

HY||§2:E[sup 1Y, [?| < .
0<t<T

2. 52 (]Rk) : Sous espace de S? formé par les processus continus.

3. M? (R’“d) : Espace formé par les processus Z progressivement mesurable a

valeur dans R**? tel que

T
ummFEL/naw
0

4. B*: Espace de Banach S? (R¥) x M? (R*4) | muni de la norme

< Q.

T
10 2) oo B | s |¥eP o+ [ 120 )P s
0<t<T 0

Les espaces S%, 52, M? et B? sont des espaces de Banach pour les normes définies

précédemment.

15
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Définition 2.1.1 Les éléments de base de I’EDSR sont un couple (€, f) ou

[ Qx[0,T] x RF x RF*d —  RF
(t,y,2) = f(t,y,2)

La fonction f est appelé le générateur, telle que pour tout (y,z) € RF x RF*4 [e

processus { f (t, ys, 2¢) Yo<i<T SOit progressivement mesurable par rapport a Fr.

¢ (La condition terminale)est F p—mesurable et de carré intégrable, & € L2 (Fr).

Définition 2.1.2 Une solution de ’EDSR (2.3)) est un couple

{(Yy, Zi) Yoci<r € S* x M? vérifiant :

a) Y et Z sont progressivement mesurables o valeurs respectivement dans R* et R¥*<,
T 2
b) Jo Al f(s,Y5,Z) | + || Zs |?}ds < 00, — p.s.

c) Pourte|[0,T] ona :

Vi=¢+ [ f(s,Ys, Z)ds — [ Z,dW,, P —ps.

Remarque 2.1.1 Comme les intégrales de ’équation précédente sont bein définies,

Y est un semi-martingale continue.

Proposition 2.1.1 Supposons qu’il eziste un processus ( fi)o<t<r, positive appartient

a M? (ka‘i) et une constante positive C' tel que :

V(tye,2) € [0,T) x R x R | f (t,y,2) [< i+ C(Jy [+ 2 1)

Si {(Yy, Zy) Yo<i<r est une solution de ’EDSR (2.3)) telle que Z € M?, alors Y € S2.

Pour montrer cette proposition on a besoin du lemme de Gronwall et I'inégalité de

Doob.

16



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Lemme 2.1.1 Supposons que Y € S? (Rk) et Z € M? (R'”d) , alors

t
Xt = {/ Y:estWm te [07T]}7
0

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. En appliquant 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy(BDG), donnent

- 1
t T 2
E{sup\ Y. Z.dW. @SCE (/ Y, Pl 2 Ws)
0

0<t<T Jo

r T 3
<CFE sup]Yt\(/ HZSHQdS)],
o<i<T 0

et par suite comme ab < a?/2 + b*/2 on obtient :

t T
E{sup | [ Y. ZdW, |] < (E{Sup Y, \2} +E [/ | Z, ||2] ds).
0

0<t<T Jo 0<t<T

Or cette derniére quantité est finie par hypothése, d’ou le résultat

t
E [ sup | [ Yi.Z dWs || < 0.

0<t<T 0

2.2 Existence et unicité des solutions

2.2.1 Cas Lipschitz

La notion des EDSR a été introduite par E.Pardoux et S.Peng en 1990, ils sont les
premiers qui ont démontrent ’existence et 'unicité des solutions de EDSR dans le

cas ou le générateur f est non-linéaire .
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On a l'application f définie sur Q x [0,7] x R¥ x R¥*? — Rk tel que, pour tout
(y,2) € RE x R¥*4 e processus { f(t,y, z) }o<i<r Soit progressivement mesurable. On

considére également ¢ une va Fr—mesurable, & valeurs dans RF.

Voici les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler

Hypothése(H)
1) Condition de Lipschitz :

Il existe une constante k > 0 telle que P — ps en a pour tout ¢,y,v’, z, 2/

|f(t,y,2)—f(t,y/,2/) |§k(|y_y/|+||z_zl ||)

2) Condition d’intégrabilité :

T
E[mm/o £ (,0,0)° | ds] < oo,

Cas simple ou f ne dépend ni de y ni 2

Nous commencons par un cas trés simple, celui ot f ne dépend ni de y ni de z, on
se donne ¢ de carré intégrable et un processus { F} }o<;< dans M? (Rk) et on veut

trouver une solution de ’EDSR:

Yi=¢+ [T Fds— [T Zaw,, 0<t<T. (2.4)

Lemme 2.2.1 Soient £ € L? (Fr) et {F}o<i<r € M? (R¥*?) . L’EDSR (2.4)) pos-

séde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?2.

On utilise le théoréme de représentation des martingales Browniennes et le théoréme

de Fubini pour montrer ce lemme .

18
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Preuve. On suppose que 'équation (2.4]) posséde une solution (Y, Z) vérifie Z € M?2.

En appliquant I’espérance conditionnelle sachant F; on a :

r T T
Y,=E §+/ Fsds—/ stws/ft].
L t t

—E _g + /tT Fsds/ftl —E [/tT ZSdWs/ftl .

=E :§+/tTF5ds/]-}} —E {/OTZSdWS/]-}} +E Ut ZSdWS/}}} .

0

Comme M; = fot ZsdW est une martingale, alors

E [/Ot ZSdWs/ft] - E {/T ZSdWs/ft] = E[M; — My /Fy]

0

= 0.
Donc
T t
Y,=F [§+/ Fsds/}"t] —F {/ Fsds/ft} ,
0 0

remarquons que d’aprés le théoréme de Fubini, comme F est progressivement me-
surable, fot F,ds est un processus adapté a la filtration (F;),.; . en faite dans S?

puisque F' est de carré intégrable alors :

T t t
Y,=F [f +/ Fsds/}}] — / F.ds = M, — / F.ds.
0 0 0

Les hypotheses vérifie par £ et F' impliquent que M; est une martingale brownienne,
d’aprés le théoréeme de représentation des martingales Browniennes, il existe un

unique processus Z € M? telle que :

t t
Y, = M, —1—/ ZdWs — / Fids.
0 0
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Ce qui implique que le couple (Y, Z) est une solution de 'EDSR/([2.4)), puisque comme

YT:€a

t t T T
Y, =& =M, —|—/ ZdW, —/ Fyds — (Mg +/ ZdWs —/ Fsds>
0 0 0 0
T T
:/ Fsds—/ ZdWs.
t t

Finalement, on obtient :

T T
Yt:§+/ FS—/ Z,dW,.
t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?. m

Cas ou f dépend de y et de =

Théoréme 2.2.1 (Pardouz-Peng 1990) Sous les hypothéses (H), 'EDSR ([2.3))

posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

Preuve. L’idée de la démonstration est basé sur un argument de point fixe sur

’espace de Banach B2 des solutions (Y, Z) ceci en construisant I’application suivent :

v B2 -  B?
(U V) — YU, V)=(Y,2),
pour (U, V) élément de B?, on définie (Y, Z) = ¥(U, V) comme étant la solution de
IEDSR suivent :

Yo=&+ [ f(s,U Vo) ds — [T ZdW,, te(0,T],

telle que (Y, Z) € B? est une solution de (2.3)) si et seulement si (Y, Z) est un point

fixe de ¥, et on montre que ¥ est une application contractante, donc d’apres le
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théoréme de point fixe, il existe un unique (Y, Z) € B2 telle que ¥ (Y, 2) = (Y, Z)

c’est & dire :
Yi=¢&+ [T f(s,Ys, Z)ds — [ ZdW,, tel0,T],

Ce qui assure I'existence et 1'unicité d’une solution 'EDSR (2.3) dans 8% =

2.3 EDSR linéaires

Les EDSR linéaires sont apparues en 1973 dans un article de J.Bismut, dans le
cadre de la théorie du controle stochastique, comme pour les équations différentielles
ordinaires, si f est linéaire on peut donner une formule explicite de la solution de
I’EDSR. On se place dans le cas k = 1, ainsi Y est & valeur dans R et Z un vecteur

ligne de dimension d.

Proposition 2.3.1 On considére I’EDSR linéaire suivante :
T T
Y, =&+ / {asYs + BsZs + s }ds — / ZsdWs, (2.5)
t t

ot {(e, B) }rejor) un processus a valeurs dans R x R, progressivement mesurable
et borné, {¢stepr € M*(R) et & va Fr—mesurable, de carré intégrable, & valeur

réelles.

L’EDSR linéaire ([2.5)) posséde une unique solution qui vérifie

Y, =T 'E (£FT + [T @SFsds/]-"t> , vtelo,T),
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pour tout t € [0,T1], et

t 1 [t t
I = exp </ BedW — 5/ | Bs |2 ds +/ asd5> )
0 0 0

Preuve. Commencons par remarquer que le processus I' vérifie
dFt = Ft (Oétdt + Btth) R FO =1.

En posant

[ty 2) =y + Bz + ¢,

et grace a la bornitude des processus «, ( et ¢ on voit que le générateur de 'EDSRL
(2.5)) est lipshitzien, par suite en appliquant le théoréme de Pardoux-peng, il s’en suit

que cette équation admet une solution unique (Y, Z) telle que Z € M? et Y € S2.

La formule d’intégration par parties donne

dT,Y; = TydY, + Y,dDy + d(T,Y),

= —Iypudt + T Z, dWy + 1Y, 8, dW,
ce qui montre que la processus
t
]-—‘tY;f + / QOSFSdS,
0

est une martingale car ¢ € M? et I',Y sont dans S2.

Par suite

t T
FtY;t + / strsds =F |:FTYT +/ (;OstdS/ft:| )
0 0
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c’est a dire :

T
Y, =T,'E [fFT +/ gpstds/Ft] )
t

2.3.1 Théoréme de comparaison

Ce théoréme permet de comparer les solutions de deux EDSR dans R dés que l'on

sait comparer les conditions terminales et les générateurs.

Théoréme 2.3.1 Soient (Y, Z) et (Y',Z') solutions des EDSR associées aux para-
metres (f,§) et (f',¢').On suppose que f vérifie (H),si ¢ <& Puop.s

et f(t,Y,,Z) < f'(t,Yy, Zy)dt @ d P.p.s, alors

<Y/ VO<t<T p.s.
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Chapitre 3

Equations différentielles
stochastiques rétrogrades réfléchies

A deux barriéres

Dans ce chapitre, nous travaillons sur des EDSR & coefficient continu et avec
deux barriéres. Nous appliquons le résultat de Lepeltier et San Martin [4], qui ont
montré que pour une fonction continue f, il existe une suite de fonctions Lipschitz
(fm), qui converge vers f lorsque m — oo, pour traiter le coefficient continu. La
méthode de pénalisation est employée pour s’attaquer aux L? barriéres. Notre preuve
est également basée sur le théoréme limite monotone de Peng [I0]. Nous formulons
d’abord le probléme pour les solutions d” EDSRR avec deux barriéres, et nous avons
utilisé certains résultats préliminaires, puis nous donnons la preuve de 'existence de

la solution pour les EDSRR & deux barriéres.

24
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3.1 Formulation du probléme

Sur un espace de probabilité complet donné (2, F,P), {W;}o<i<r est un MB
standard d-dimensionnel, (F;),.,., est 'augmentation de la filtration naturelle en-

gendrée par le MB.

Nous introduisons les espaces suivants :

1. L2 ={£: Q — R4, variable aléatoire F;—mesurable avec E[| ¢ |!] < oo},
2. L% ={p:Qx[0,t] - R% processus F;—mesurable

avec E fot | o1 |2 dt] < o0},
3. S% = {p € L%, Cadlag progressivement mesurable, processus

avec E | sup | ¢ 2| < oo}

lo<t<T

Nous donnons tout d’abord les hypothéses suivantes :
Hypothése 1 : La valeur terminale ¢ est en L2.
Hypothése 2 : La fonction f: [0,7] x 2 x R x R? — f (t,w,y,z), pour tout

t,w) € [0,T] x Q, f(t,w,y, z) est continue sur R x R? P — p.s. Et il existe une
(t,w) € | y

constante K, tel que pour tout (¢,y,2) € [0,7] x R x RY,
| fwy2) [SK(A+[y|+[z]) P—ps

Hypothése 3 : Les barrieres L, U € L% vérifient :

(
E [ess sup (Lt*)ﬂ < 00,
0<t<T

E |ess sup (U;“)z} < 00,
0<t<T

Ly << Ur p.s,

L; <U;, pourtout te[0,T].
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Hypotheése 4 : 1l existe un processus
X=X+ A) — KP + [ Z2%W,, 0<t<T. (3.1)

Avec 70 ¢ [2, A% KO e S%, sont croissants avec Ab = KQ = 0, tel que
L < XP <UL

Nous introduisons la définition de la solution d’une EDSRR avec deux barriéres L

et U :

Définition 3.1.1 Un quadruple (Y,Z, A, K) € S% x L% x S% x S% est appelé une
solution pour ’EDSRR avec la barriere inférieure L € L%, la barriére supérieure

U € L%, la condition terminale £ € L?, et le coefficient f sil satisfait :

1. A, K en augmentant.

2. (Y, Z, A, K) satisfait I’ EDSR suivante :

}/f,:g‘f‘j;Tf(S,Y;,ZS)dS—FAT—At—KT—i—Kt—j;TZSdWS, OStST

(3.2)
3. L;<Y,<U, P—np.s.
4. Cas de Skorokhod généralisé :
Pour chaque L*,U* € S%, tel que Li<L:<Y,<U <U P—p.s,
T T
/0 (Voo — L) dA, = /0 (Ur =Y, )dK,=0. (3.3)

Dans ce mémorre, le résultat principale est le théoréme suivant qui sera démon-

tré dans la section (3).

Théoréme 3.1.1 Sous les hypothéses (1),(2),(3),(4) il existe au moins une solu-

tion (Y, Z, A, K) pour les EDSRR & deux L?-barricres.
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3.2 Quelques résultats préliminaires

On va présenter quelques définitions et résultats préliminaires qui seront utilisés
plus tard. Nous introduisons d’abord la g-sur solution qui est trés importante pour

la preuve du théoréme d’existence :

Définition 3.2.1 ( Voir Peng [10], El karoui al [2] ) On appelle un triple

(Y, Z, A) € 8% x L% x S% une g-sur solution si A est un processus croissant dans S7

et le triple satisfait :

Yi=Yr+ [T g(s,Ys, Z)ds + Ap — A — [T Z,dW,, t€[0,T). (3.4)

Pour une fonction continue o croissance linéaire, on a le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 (Voir Lepeltier et San Martin [{]) Soit f.RF - R, peN, Vz €

RP| f(x) |< K (14 | z |) . Définir une fonction continue & croissance linéaire

alors pour m > K, f,:RP — R satisfait :

— Croissance linéaire : Vx € RP | f.(x) |[< K(1+ | z |),

— Monotonie : Vx € R, f,,(z) 1 f(x),

— Condition de Lipschitz : Vx € RP || f.(x) — fu(y) |<m |z —1y],

- Convergence forte : Si x,, — x, alors fo(zm) — f(x).

Le théoréme limite monotone généralisé suivant des EDSR est prouvé dans Peng et

Xu []1/.

Considérez la suite suivante du processus d’Ito :

yi=yo+ fo gids — AL+ K+ [} 2idW,, i=1,2,.... (3.5)
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Ici pour chaque i, les processus ¢t € L2 A K'e S2 sont donng, et {A", K'}$2,
satisfait :

1. A est continue et croissante telle que Al = 0 et E (A%)* < co.

2. K" est croissante et K} = 0.

3. Ki—-Ki>K/ —KJl YO<s<t<T ps, Vi>j.

4. Pour chaque t € [0,T], K/ 1 K, avec E[K2] < cc.

De plus, nous supposons que :
5. {¢", 2'}°, converge faiblement vers (¢°, z) dans L%.

6. {y;}2, converge croissament vers (y;) avec F [ sup | v |2] < 0.
0<t<T

Théoréme 3.2.1 Suposons que les hypothéses ci-dessus sont satisfaites, nous avons

la limite de {y!}%°,, (y) a la forme suivante

t t
Y =Y -+ / ggds — At + Kt + / stWs,
0 0

ot A et K sont des processus croissants en S%. Pour chaque t € [0, T,
Ay(resp K;) est la limite faible (resp. forte) de {Ai}2, (resp {K:}%2,). De plus pour

tout p € [1.2], {2{}2°, converge fortement vers z; dans L.

3.3 Preuve du résultat principal

Dans cette section, nous démontrons le théoréme 3.1.1 c’est-a-dire I’existence pour
la solution de 'EDSRR avec deux barriéres dans L?(L?—barriéres). Premiérement,

on considére, pour tout entier m, les EDSRR suivantes avec une barriére supérieure
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U:

T T T
th:g+/ fm(s,xgm,zg)ds+m/ (LS—Y;m)ws—K;uK;"—/ ZmdW,.
t t t
(3.6)

comme les coefficients sont Lipschitz, d’aprés Peng et Xu [11] ces équations ont des

solutions uniques (Y™, Z™ K™),¥m € N.

Alors pour tout n,m > 1, on considére les EDSR classiques suivantes :

T T T
Kn’m — f + / fm (S’ }/;n,mu Z,;%m) dS - / Z?7des + m/ (LS - stvm)+ dS
t t t

(3.7)

T
- n/ (Y™ — U ds.
t

Puisque

gn,m (t7y7z) = fm (tvyvz) + m(Lt - y)+ -n (y - Ut)Jr )

sont Lipschitz en (y, z) ,uniformément en (¢, w), les équations ont des solutions uniques
(Ynm Zmm) et par théoréme de comparaison, on a que pour n fixé, Y™™ est crois-
sant en m.
Définir

AP =m [ (Ly = Ym) ds,

K™ =n [ (Y — U ds,

On a la proposition suivante :

Proposition 3.3.1 [l existe une constante C' indépendante de n, m tel que :

E [ sup (Yt””“)?] Vv E [ /0 ' | Zmm | ds} Vv E [(A?mﬂ Vv E {(K;va)?] <C. (3.8)

0<t<T
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Pour prouver ce résultat, nous avons besoin des deux lemmes suivants. Considérez

I’équation suivante :
T T T
V" =¢ +/ fon (8, Y™, Z™) ds + m/ (Le — Y™ ds — / ZmdW,.  (3.9)
t t t

C’est une suite d” EDSR classique, il existe des solutions uniques (Y™, Z™), pour

tout m € N.

Lemme 3.3.1 Pour l’équation (3.9), on a qu’il existe une constante C' indépendante

de m telle que :

E [ sup (th)"’} +E [/OT | Zzm | ds] +E[(AM?] <. (3.10)

0<t<T

Ou A} = mfot (Ly — Y™  ds.
En appliquant la formule d’Ité sur (th)2 ,la conclusion peut étre déduite grice au

lemme de Gronwall et a l'inégalité B-D-G.

Nous pouvons facillement obtenir un résultat similaire au lemme 5.1 de Peng et Xu

[11) -

Lemme 3.3.2 Il existe un quadruple (Y*,Z*, A*, K*) € 5% x L% x 5% x SZ tel que

T T
Yr—e4 / s, Y2 Z0) ds 4 A — AT — (K — K?) — / ZdW,.  (3.11)
t t

Ot A*, K* sont tous deux croissants et [, <Y} <U, P —p.s.

Preuve. (Preuve de la proposition 3.3.1) : Soit (Y, Z") et (Y, Z7) la solution

des deux EDSR suivants :

T T T
Yt+=£+/ fm(s,Yg*,Zj)ds+A*T—A:+m/ (LS—Y;L)+ds—/ ZFdW,.
t t t
(3.12)
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T T T
Y, =§+/ S (8,Y7,Z7) ds—(K;_K;)_n/ (YS_—US‘)+ds—/ Z=dW,.
t t t
(3.13)

Ou A*, K* est donné comme au lemme 3.3.2. D’apreés le théoréme de comparaison

du EDSR standard, nous avons :
Y, SYPm <Yt vee[0,T) ps.

Revoyez au lemme 3.3.1, évidumment on peut prouver le méme résultat si on

remplace f,, par f,, + A% — A}, en trouve :

£ [, 0] <.

0<t<T

et on remplace

fm par [ — (K — KY),
m [T (Ly— Y™ ds par  —n [} (Y7 — U, ds,

s

on trouve
b [, 0] <
0<t<T
on a donc
E { sup (Y;F)Q] + F { sup (Yt)Q] <,
0<t<T 0<t<T
alors

o i, 0] < mas (g, 7] 5 [, 0] <

0<t<T 0<t<T 0<t<T
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Pour A% on considére I’ EDSR suivante :

~m T ~m ~m T ~m\ T T om
Y, = §+/ fm (S,YS A ) ds— (K} — Kt*)—l—m/ (LS -Y, ) ds—/ Z, dWs.
t t t
(3.14)

On sait que Y™ satisfait L; < Y* < U, d’aprés le lemme 3.3.2, donc nous pouvons

ajouter le terme nul :
T
m/ (Ls — Y ds,
t

au coté droite de (3.11f). Puisque A7 > 0, d’aprés le théoréme de comparaison il

~m ~ T +
s’ensuit que Y* > Y, , donc U; > Y, , alors —m ftT (Yt — U$> ds est nul et

peut donc étre ajouté au coté droit de (3.14). Toujours & partir du théoréme de

~m

comparaison, nous obtenons Y, <Y,"™ et donc :
~ t ~m\ T
0< AP <A ::m/ (LS—YS> ds,
0

puis en suivant le méme processus qu’au Lemme 3.3.1, on a

~T,Mm 2 ~m)\ 2
E(AT ) gE(AT) <c

On considére maintenant le EDSR :

~T T ~T o~ T /on + T n
Yt:£+/ f(&Ys,Zs)dSJrAi}—Af—n/ (YS—US) ds—/ 7 aw,
t t t

(3.15)

De méme, on peut obtenir F [(Kg,f’m)ﬂ < C.
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Appliquons la formule d’Ito a (Y;"™)* ,on a :

T
By e[ 1zl
t

T T
SC(1+E[/ | y,»m \2d3])+04E [/ \Zg’m\ds}+ﬂE {ess sup (Lt*)z}
¢ ¢

0<t<T

+~E [ess oiltlgT (Ut)2] + %E [(Agm)z] + %E [(K}“m)z} )

On choisir o = %, on obtient

T
EU |Z§7m|2ds] <C.
0

Et on a aussi

Lemme 3.3.3 Il existe une constante C' indépendante de m, telle que :

Bl s 0| B[ [ 120 ] s Bl B logp <00 ma)

0<t<T

Ou
¢
Al = m/ (Ly — Y™  ds.
0

Lemme 3.3.4 D’aprés le lemme 3.3.3 et d’aprés le théoréme de comparaison, Y™

est croissante en m, donc il existe un processus Y tel que Y™ T'Y, et d’aprés le

lemme de Fatou E [ sup Yf} <C.

0<t<T

D’aprés le théoréme de convergence dominée, il s’ensuit que
E [fOT (Y; — Yy™)? dt] — 0, ps n— oo.

Preuve. (Preuve du théoréme 3.1.1) Pour prouver le théoréme 3.1.1, on fait
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tendre n vers oo, alors

ynm - ym en LQF.
nfl(Yrm—U) ds — K en L2

s

A AL en SJQE.

Ou (Y™, Z™ K™) est 'unique solution de I’ EDSRR :

T T T
th=§+/ fon (8,Y™, Z™) ds—(K?—Ktm)—m/ (Ly — Y™™ ds—/ ZmdW,.
t t t

(3.17)

On sait que Y™ <U P —p.s.

Nous avons déja obtenu la conclusion que (Y™, Z™) est la solution de (3.17)) . Récrire

(3.17) dans la version suivante :
¢ t
Y™ =Y+ / fm (8, Y, Z)ds — A" + K[ — / ZTdWs. (3.18)
0 0

Posons ¢;" = —f, (s,Y", Z™), avec le lemme 3.3.3, on en déduit que toutes les
hypothéses du théoréme 3.2.1 sont satisfaites. Il s’ensuit que sa limite Y est dans

SZ et a la forme :
T T
Y =§+/ geds + Ap — Ay — (Kp — K) —/ ZdWs. (3.19)
t t

Ou (¢° Z, A) est la limite faible de {g(.,Y™,2Z™),Z™, A™}°, dans L%, K est la
limite forte de {K;"}3°, dans L%, A et K sont des processus croissants dans S%.
De plus, pour tout ¢ € [1,2], on a lim EftT | 2" — Zs [P ds = 0.

Dans le lemme 3.2.1, nous avons montré que la suite de la fonction Lipschitz f,,
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converge fortement vers la fonction continue f,donc nous obtenons
fm (Y™, Z7) — [ (Y, 2)

a cause de la convergence forte de Y™ vers Y et de la convergence faible de Z™ vers

Z, puis :
T T
Yt=§+/ f(s,n7Zs)ds+AT—At—(KT—Kt)—/ Z,dW. (3.20)
t t

Le seul probléme qui reste est de vérifier la condition de Skorokhod est satisfaite.
Pour la barriére supérieure U, il est facile de prouver que pour tout U* € S% et
Y < U* < U, sil'on considére m suffisamment grand, alors Y < U* < U. Pour la

solution de 'EDSRR (3.17]), on obtient :
T
| W —vmyarr —o
0
a partir de la condition de Skorokhod généralisée. On obtient donc :
T
/ (U =Y, )dK" =0,
0
Puisque 0 < U} - Y, < U —Y/™. De plus K7 | Kr, donc :
T
0< / (U =Y, )d(K, — K") < (Kp — KJ) max (U —Y,_) —0.
0 telo,

La condition de Skorokhod pour la barriére supérieure U est obtenu.

Enfin nous prouvons que la condition de Skorokhod est vraie pour la barriére infé-
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rieure L. Considérons ’EDSR suivante :

~ M T ~MmM ~m T ~m + TN’ITL
Y, =§+/ Jm (s,YS,ZS)derm/ (LS—YS) ds—(KT—Kt)—/ 7, dW,.
t t t
(3.21)

m

On note 1_/ = 3; — K et on réécrit ’EDSR :

_m T _m om T _m\ + T m
Y, Zf—KT—i-/ K <S,Ys,Zs)ds+m/ <LS—KS—YS> ds—/ Z, dW,.
t t t
(3.22)
Oﬁfrlrf(tvyaz) ::fm(tay+Kaz)'

Considére une EDSR de coefficient f¥ et de barriére inférieure L¥, ou

fEty,2) = flty+K, z2),
et

LX - L-K,

alors ’EDSR ci-dessus est I’équation pénalisée de ce probléme, on sait qu’il admet
—-m m ~m

I’unique solution (Y 2 A ) .Lorsque m — 00, on obtient la limite

_ T -~ ~ ~ T o
YVi=8—-Kr +/ = (s, Y, ZS) ds + Ap — Ay — / Z dWs. (3.23)
t t

Ici A, est la limite faible de L% de

~m 3 ~m\ T t _m\ +
At:m/ (LS—YS) ds:m/ (LS—KS—YS) ds.
0 0

Supposons que Y est une & —sur solution avec décomposition (Z , A) , qui satisfait

(13.23) et Y, > L, — K,. Par la méthode de comparaison, on a

m

Y, <V,
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donc

Y, < Y.

C’est-a-dire que Y est la plus petite X —sur solution avec };T = ¢ — Kr qui domine
~m

L — K et d’apres le théoréme de comparaison on a Y, > Y, , donc on obtient :

~m

JF
/i;"—fljf:mf;(Lr—Y ) dr > A" —A™ 0<s<t<T.

T

Donc 4, — A, > A, — A, D’apres (3.20) nous savons que Y — K est une fK—sur
solution, comparer cela avec (3.23)) nous avons ¥ — K < Y.DoncY — K =V est la
plus petite f—sur solution avec condition terminale ¢ — K7 qui domine L — K . A

l'aide de la proposition 3.3.3 suivante, on peut obtenir que pour tout L* € S% tel

queY >L*>L,onaitY — K >L*— K > L — K, alors :
T + T +
|-yt = [ (- Ko - (5 - K) TdAc=o,
0 0

Enfin nous prouvons que si Y est la plus petite f—sur solution qui domine L, alors
Y satisfait la condition de Skorokhod, qui a été utilisée dans la preuve ci-dessus.

D’aprés Peng et Xu [11], nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.3.2 Soit Y € 5%, Yy =& € L? L € L%, les deux propriétés suivants

sont équivalents :

i) Y est la plus petite g-sur solution qui domine L.
ii) Pour tout L* € S%,Y, > L} > Ly, P — p.s, Y est la plus petite g-sur solution qui

domine L*.
Considérons maintenant les conditions suivante :

a) L € SZ est un processus donné,
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b) fo(t) =0,

c) Y e SZ est une fo—sur solution qui domine L de condition terminale &,

c’est a dire :
V=gt Ar— A= [ 2w, Yz L vie0.1) ps. (329)

Ou (Z,A) est la composition correspondante de Y. D’apres Peng et Xu [11], nous
savons que St Y est la plus petite fo—sur solution qui domine L avec la condition
terminale &, alors pour chaque temps d’arrét T < T, nous avons V.. =Y.V L,

ensuite nous avons :

ZogtST (}A/;‘f - Lh) (Ay — A-) =0, p.s. (3.25)

Proposition 3.3.3 On affirme que les deux propriétés suivant sont équivalents :

1. 'Y est la plus petite f—sur solution qui domine L de condition terminale .

2. Y estla plus petite fo—sur solution qui domine L avec condition terminale &,

ot pour chaque t € [0,T] :

FO) = (Y0 Z), Yii=Yit [Lf(s)ds, Li= Lot [Lf(s)ds, &:=&+ [T f(s)ds.

Preuve. On considére I’ EDSR pénalisé suivant :
m T - T ~m\ T om
Y, =¢ +/ f(s)ds + m/ (Ls -Y, ) ds — / Z, dWs. (3.26)
t t t
En comparons avec I’ EDSR pénalisé :

ﬁm=§+/tT}‘(s)ds+m/tT (Ls+/0tf(s)ds—f/sm)+ds—/tTanWS. (3.27)
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On sait qu’il suffit de prouver th — Y, alors on a th — Y.

Supposons que{ (17 ,2 )} converge vers (}N/, 2) ,alors }N/ est la plus petite

m=1

f—sur solution qui domine L avec la condition terminale £. Prouvons ensuite que

~ m

<}~/, 2) = (Y, Z) . Appliquons la formule d’Ito & | Y/" - Y, |*, on a:

~m T ~m T ~m ~
Blve =V pap [ zr -7 pas—om (Y;"—YS)(fm<s,nm,2?>—f<s>)ds
t

t

~ m ~ m +
+-MEﬁC@—n)Q@—nW—<@—n))w.

Il est facile de vérifier que

(Y;" - ?T) ((Ls — Yyt - (Ls - ?T)+> <.

Ensuite nous avons :

~ m

~ m T ~m T ~
E|Y" -V, |2+E/ -7 |2dss2E/ (Y;“—Ys) (fm<s,1@m,2?>—f<s>)ds
t

t

T ~m ~ .
<o [ (y Yoy Y- T, \) | (5, Y, 2% = £(5) | ds

t

. . A
w28 [ (v 7.) (220 - 59)) .

t

On sait que
Y™ Y |+|Y —Y |0

dans L%, et

| fu (.Y Z) — £(5) .

est uniformément borné dans L%. De plus de la convergence forte de {Y™}%°_, vers Y’
et de la convergence faible de { Z™}°°_, vers Z dans L%, on sait que { f,, (., Y™, Z™)}>_,

converge faiblement vers f(.). Ainsi, le coté droite de I'inégalité ci-dessus converge
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vers zéro, il s’ensuit que Y =Y et Z = 7.
En suivant le théoréme 4.1 d) = ¢) de Peng et Xu [I1], on peut déduire directement

que Y défini dans la proposition 3.3.2, (2) vérifie la condition suivante : pour tout

~ %k *

L €5% telque v <L, <L, P-—p.s,

*

I (Yt - Lt> dA, =0, p.s (3.28)

Ainsi, nous obtenons la condition de Skorokhod de Y qui est notre résultat souhaité.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions des équations différentielles stochastiques
rétrogrades réfléchies a deux barrieres avec un coefficient de croissance linéaire
continu. Ce type d’équations est utilisé dans la modélisation financiere et I'’étude
des phénomenes impliquant des barriéres.

L'objectif principal de cette thése est de prouver qu’il existe au moins une
solution a ces équations par la méthode de pénalisation.

Mot-clés : Equation différentielle stochastique rétrograde(EDSR), barriere
réfléchie, méthode de pénalisation.

Abstract

In this work, we study double barrier reflected backward stochastic differential
equations with a continuous linear growth coefficient. This type of equations is
used in financial modeling and the study of phenomena involving barriers.

The main objective of this thesis is to prove that there exists at least one solution
to these equations by the penalization method.

Key-words :Stochastic backward differential equation(SBDE), reflected barrier,
penalization method.
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