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Résumé

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux problémes de controle op-
timal stochastique ol le systéme est gouverné par une équation différentielle
stochastique du type Ito. Plus précisémment, notre intérét s’est porté sur les
conditions nécessaires d’optimalité ainsi que sur le principe de la program-
mation dynamique. Le premier chapitre est une introduction a la théorie des
processus stochastiques, on rappelle les principaux outils qui seront utilisés
par la suite. Au second chapitre, on définit le probléme de controle et on
étudie en détails ’équation de la programmation dynamique, appelée aussi
équation de Hamilton Bellmann Jacobi. Le troisiéme chapitre est une étude
du principe du maximum stochastique. On traite ’approche de Haussmann
utilisant la transformation de Girsanov, ainsi que celle de Peng pour les
systémes ou le coefficient de diffusion dépend explicitement du controle. Au
dernier chapitre nous étudions le lien qui existe entre le principe du maximum
et le principe de la programmation dynamique. On montre en particulier que
le processus adjoint est la dérivée spatiale de la fonction de valeur.

Abstract

In this work, we are interested in stochastic control problems where tyhe
system is governed by the solution of a stochastic differential equation of the
Ito type. More precisely, our interest was focused on necessary conditions of
optimality as well as on the dynamic programming principle. The first chapter
is an introduction of the theory of stochastic processes, we recall the main
tools which will be used in the sequel. In the seocnd chapter, we define the
stochastic control problem and we study in details the dynamic programming
equation called Hamilton Bellmann jacobi equation. The third chapter is
a study of the stochastic maximum principle. We treat the Haussmann’s
version using the Girsanov transformation theorem, as well as the Peng’s one
for systems where the diffusion coefficient is controlled. In the last chapter
we study the link between the the maximum principle and the dynamic
programming principle. It is proved in particular that the adjoint process is
linked in some way to the derivative of the value function.

Key words. Stochastic differential equation- Stochastic control- Maxi-
mum principle - Dynamic programming - Viscosity solution - Adjoint process
- HJB equation.
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0.1 Introduction

La théorie d’optimisation dynamique déterministe introduit dépuis 1940.
L’introduction de I’aspect aléatoire offre une modélisation mathématique plus
réaliste de la situation. Nous considérons ici seulement les problémes d’opti-
misation stochastique (Les travaux de base sont Haussmann [10,11,12,13,14],
Bensoussan [4], Kushner [16], Mezerdi [18]). Les objectifs de la théorie sont :

(i) L’obtention des conditions nécessaires (ou nécessaires et suffisantes
pour le ou les extrima (ou minina)).

(ii) L’étude de la structure et des propriétés des équations exprimant ces
conditions.

On étudie les problémes de controle stochastique dans lesquels la va-
riable de controle agit sur ’état du systéme, ces problémes d’optimisation
sont abordés par la méthode de la programmation dynamique qui permet
d’obtenir une caractérisation analytique de la fonction valeur du probléme
d’optimisation comme solution d’un équation aux derivées partielles dite de
Hamilton-Jacobi-Bellman. Naturellement la méthode des semi-groupes est
lice a la méthode de la programmation dynamique.

Un autre type de problémes d’optimisation concerne les cas ot la variable
de controle est un temps d’arrét. Le critére (a maximiser) s’écrit sous la
forme :

E[/Jf(xt)ng(XT) -

A chaque date ¢, on peut décider d’arréter le processus ce qui rapporte
g (X;) ou bien de continuer et de recevoir alors fot f (Xs)ds, en esperant
que cela permette d’obtenir un gain plus élevé, on cherchera les controles
optimaux sous forme feedback, c’est a dire comme fonction déterministe du
temps et de I’état du systeme a cet instant. Lorsque le domaine D est connu, le
probléme obtenue est un probléme de Dirichlet, et sous certaines hypothése
de régularité sur la frontiere 0D et d’ellipticité du coefficient de diffusion,
admet une solution réguliere. Le travail de Friedeman 1975 contient une
étude détaillée de ce probléme, main nous n’avons pas pu comprendre tout
les points des démonstrations de cet auteur. Mais ici D est bien siir inconnu
et on a besoin d’une condition supplémentaire, sur la frontiere 9D pour
identifier le domaine D et la fonction V, cette condition dit que :

V.V(z) = V.9 (z),Vx € 0D,

et qui exprime la continuité de V,V & travers la frontieres 0D illustre un
principe général dans les problémes d’arrét optimaux connu sous le nom de
"Smoth fit" voir par exemple Shiryayev 1978, Jaka 1993.
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On peut également utiliser toutes les méthodes classiques pour la repré-
sentation des solutions des EDP parabolique non linéaire de second ordre,
une étude plus précise est faite dans Krylov 1987.

Il existe de nombreux cas ou la fonction valeur n’est pas suffisamment
réguliére pour satisfaire ’équation de Bellman au sens classique. La notion
de solutions de viscosité introduite par Crandall et Lions 1992 fournit un
cadre particulierement bien adapté a la théorie de I'optimisation dynamique
stochastique.

Nous allons donner une démonstration détaillée du principe du maximum
en controle optimal des systémes gouvernés par des équation differentielles
stochastique du type d’It6. Noter a ce sujet les travaux de Haussman 1986 ou
I’on considére un probléme de controle stochastique, en utilisant les solutions
faibles des équations différentielles stochastiques données par la transforma-
tion de Guirsanov, on a suivi ici une résultat classique appelée "cone de
variation" pour transformé le probléme des systémes avec contraintes a un
autre sans contraintes, ce résultat est I'une des adaptations a la dimension
my + 1 4+ msy de la classique théorie des multiplicateurs de Lagrange.

Nous allons donner une démonstration détaillée du principe du maximum
des systémes gouvernés par des processus des diffusions dans le cas ot seule-
ment le drift dépend du controle, ce résultat a été obtenu par Kushner (voir
aussi Bensoussan 1981, Haussmann 1986).

Le travail de Peng 1990 contient une étude détaillée de ce probléme dans
le cas ou le coefficient de diffusion contient aussi un terme controle. En uti-
lisant les dérivées de second ordre pour avoir une estimation des solutions
de 'équation d’état de 1'ordre de o (g), et le théoréme de représentation de
Reisz pour les estimations du 1° et 2°¢ ordre. On peut également utiliser
la méthode de Bensoussan pour établir un principe du maximum généralisé
cette méthode est basée sur la décomposition d’Ité voir Behlali 2002.

Il serait intéressant aussi d’étudier le lien qui existe entre le principe du
maximum et le principe de la programmation dynamique. Le probleme est
alors d’essayer d’obtenir des relations entre ’équation d’H..J.B et le systéme
Hamiltonian.



Chapitre 1

Processus Stochastiques

1.1 (énéralités sur les processus stochastiques

Définition 1.1. Etant donné un espace probabilisable (2, F) et un inter-
valle de temps T', on appelle processus stochastique toute famille de v-a

X;: (2, F) — (R, B(R)). (1.1)

w—X¢(w)

Le processus sera noté (Q, F, P, X;cr) ou méme simplement Xr, X; (w)
étant une fonction de deux variables t et w est également écrite X (t,w) .

En échangeant le role de ces variables, on peut aussi dire que le processus
stochastique est famille de trajectoires X : T' — R, une telle trajectoire est

t— Xy

notée aussi X (., w).

Pour représenter un phénomeéne aléatoire dépendant du temps, le modele
mathématique adéquat est le processus stochastique. Par analogie au cas
des variables aléatoires, il est naturel de chercher & calculer des probabilités
d’événements comme :

- supX (t,w) < M.

teT
- X (.,w) appartienne a une certaine région de R.

La réponse a été donnée par le théoreme de Kolmogorov qui permet de
construire une probabilité sur un espace de dimension infinie.

Remarque 1.2. La filtration naturelle associée a un processus { X, t > 0}
est par définition la famille de sous tribus F; = o (X, s <t), ou F; est la
plus petite tribu rendant mesurable les applications w — X, (w) pour s < t.



Définition 1.3. Soit {F;,t > 0} une filtration, soit T une variable aléa-
toire positive a valeurs dans RT U {400}, on dit que T est un temps d’arrét
si pour tout t, {T <t} € F}.

Définition 1.4 (Martingales a temps continu). Soit {F;,t > 0} une
filtration sur un espace (S0, F, P), et (M, t > 0) un processus adapté a cette
filtration. On dit que M; est une martingale si pour tout t, M, est intégrable
et pour tout s <t

E [M;/F] = M, (1.2)

(M) est une martingale de carré intégrable si pour tout ¢

E| M|’ < 4oo0.

Définition 1.5. On dit que {W;,t > 0} est un mouvement brownien
(standart) par rapport a une filtration {F;,t > 0}, si {W;,t > 0} est un pro-
cessus continu adapté o cette filtration nul en 0, et si les accroissements
Wiin — Wy sont indépendants de Fy, de loi Gaussienne centrée de variance

h.

Proposition 1.6 (formule d’Itd). Soit f : R — R wune fonction de
classe C? a support compact, donc

Fv) =g [ rovyawg [ e 0

1.2 Processus de Markov

Définition 1.7. Soit (X;), un processus a valeurs dans (E,£), on consi-
deére la filtration définie pour tout t positif par Fy, = 0(Xs, s < t). On dit
que (X;), est un processus de Markov si

i)VBe& etVr>t, rtes
P(X,e B/F)=P(X,€ B/X,=y), (1.4)
i1) Si on note

P(s,y,t,B)=P(X, € B/ X, =vy), Vt>s, t s€S.

Donc Vs, t € &, s <t, et VB € E, ﬁ(s,.,t, B) est E—mesurable, et
P (s,y,t,.) est une mesure de probabilité sur (E,€E).
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iii) L’équation de Chapman-Kolmogorov

~

P(s,y,t,B) = / ﬁ(r,:z:,t,B) ﬁ(s,y,r, dx)
E

est vérifiée pour tout s, r, t € &, avec s < r < t. On dit que P est une
probabilité de transition.

Définition 1.8. On appelle fonction de transition (Ps:) ., sur (E,E),

une famille de probabilités de transition tels que :
i) Pss=1d, Vs €S.

i) Psy.Pry = Py, Vs <t <.

s<t

Définition 1.9. Soit (X;), un processus de Markov et Py, une fonction
de transition sur (E,&). On dit que (X;) admettant la fonction de transition
P, si et seulement si pour toute f mesurable bornée

E [f (Xt) /Fs] = Ps,tf (Xs)a Vs < t. (15)

Définition 1.10. On dit que le processus de Markov (X;) est homogéne
s1
Poiphiin =Py, Vs<t, et Vh>0.

On change de notation, et on note P,_; pour P, (Pt)t20 est un semi-
groupe d’opérateurs positifs sur ’espace des fonctions mesurables bornées
appelé semi-groupe de transition de (X;), on note que

PS'Pt:PS+t7 etPOZId, stt

Définition 1.11 (Générateur infinitésimal). On notera V (E) [’es-
pace des fonctions mesurables bornées. On désignera par || f|| = sup|f (x)| la
ek

norme sur V (E), pour toute f € V (E), et s,t € ¥ avec s < t, soit

Paf 1) = [ £@) P (s.p.tde) = By F (X)),
on considére ensuite

L(t) = }Lli% ht (Prernf = 1), (1.6)

7



Et on dit que L est le générateur infinitésimal du semi-groupe P, 5, l'opé-
rateur L est non borné dans V (E), son domaine D (L) est l’ensemble des
fonctions f € V (E) tel que : h™' (Pyyinf — f) converge dans V (E) lorsque
h tend vers 0.

Exemple (Mouvement brownien dans R?). Supposons que f € C?,
par la formule d’Tto

fWy) = f(Wy) + Z ggi (W, Z 8%(%] s)d<Wi7Wj>S
2 OV POV _ L oy
donc

Théoréme 1.12 (formule de Dynkin). Soit (X;) un processus de Mar-
kov de générateur infinitésimal L (t), soit p € C* (R"), supposons que T est
un temps d’arrét tel que : E, [T] < oo, donc

Bl (X =@+ B, | [ £0)0 (%) ds

Lemme 1.13. Considérons l’ensemble Q° = [s, t]xR", soit ¢» € C*(QV).
On considére également un processus de Markov (X;) de générateur infinité-
simal L (t), donc

Boy (X (1)) =  (5,9) + Bsy [ [ ot x o)+ Loy x o) ds} .
(1.7)

Preuve. Comme (X;) est un processus de Markov de générateur infinité-
simal £ (t), donc ¢ (t) = (¢, X (f)) est un processus de Markov de générateur

infinitésimal 5% + L (t), par la formule de Dynkin

Eu GO =0 )+ By [ [ (G £0) v o] an

donc

Ey [ (8, X ()] = (s,y) + Eyy UT (% +L (7“)) W (r, X (r))} dr.



1.3 Processus de diffusion

Définition 1.14. Soit (X;),.q un processus de Markov sur R", et [s,T]
un intervalle de temps, on dit que (X;) est un processus de diffusion de
dimention n si

i/ Ve >0, Vt € et x € R”

h—0t

lim h—l/ P(t,x,t+h,dz) =0,
le—z|>e

i/ Ve >0, Vt €3, et v € R", Jay;(t, ) et b (t,x), i, j =1,n, tel que :

h—0t

lim h—l/ (i— ) P(tast+hods) = by(ta),
|lx—z|<e

h—0t

lim A~* / (z — x3) (25 — ;) P (t,,t + hydz) = ay; (t, ),
|z—z|<e

le vecteur b (t,z) = (b1 (t,x), ..., b, (t,2)) est appelé le drift, la matrice (a;; (t,x))
est appelée la matrice de covariance. On note que a = oo’ est définie non-
négative et symétrique.

Générateur d’un processus de diffusion. On considére une fonction
f bornée de classe C? avec toutes ses derivées. Soit (P;),, le semi-groupe de
transition de (X;), on montre facilement a 1’aide de la formule d’It6 que :

lim ¢{(P.f () = f (2)} = £F (). Vo € R,

tel que :

82




o 2of XD = £ @) §nOF oy s BT o),

t—0 t

tel que :
d
Q5 = Zaikajk- (1-9)
k=1

On note par C*? (Q°) I'espace des fonctions 1 (¢, x) continues dans Q°
avec ses dérivées ¥y, V., ¥y, ., 4, j = L,n. Et par Cp? (Q°) la classe des
fonctions v (t,z) € C**(Q°) tel que :

Se,k/ N (t,2) < D (14 [al").

Dans les théorémes (1.15) et (1.16) on suppose que Q° = [s,T] x R", et
@ est un sous ensemble ouvert de Q°. On considére X, la solution de I'EDS

dX, = b(X,)dt + o(X,)dW,, (S)

étant donné I'état de systéme a la date s par X = vy, tel que (s,y) € Q, et
en ce donne 7 > 0 le temps de sortie de I’ensemble Q).

Théoréme 1.15. Supposons que
a) 3C une constante : |b(t,x)| +|o (t,2)] < C(1+|z|), V (¢, z) € Q,

b) ¥ (t.x) € Cp2(Q), et ¥ (t,2) € C'(Q)
c) Y, + L)Y+ M (t,z) > 0, pour tout (t,x) € Q, tel que :

Ey, /T |M (r, X (1))| dr < oo, V(s,y) € Q.
Alors
b (s,) < B, / CM(n X (1) dr+ Bt (n X (7). (1.10)

10



Preuve. Considérons une suite d’ensemble bornées (Q,,),,, tel que j > 1,
Q =UQj, et Q; C Qj11 C Q. Pour (s,y) € Q;, soit 7; le temps de sortie de
J

I'ensemble @);, donc (7;) est une suite croissante tel que : 7, — 7 P.presque
sur, la fonction ¢; = 11¢, est de classe C12. D’apres le lemme (1.13),

w@w%=—E/w0m+£0ﬂwdr+EwﬁpXOw%

et comme
M(t,r) > — (¢, + L(r) ),
donc .
v SE [ ME.X 0)dr + BY (X (7).

et
lim B[y (75, X (7;))] = E [ (7, X (7))].

J]—00

Car7; = 7 Pps,etp € C (@), alors

Jj—00

(75, X (3)) — ¢ (7, X (7)) P.ps.

J—0

Pour R > 0 soit
{ 1 si || Xy <R,
Ip =

0 sinon.

D’aprés le théoréme de convergence dominée on a

lim B[y (75, X (7)) Ie] = E[¢ (7, X (7)) L], VR > 0.

J—00

De plus, dc, k, tel que :

0t 2)] < e (1+ o)

soit

H(r) = P (| X¢l| > ),
donc

o0

/ 5 H (r) dr < .

R
En intégrant par partie, on obtient par passage a la limite

o

}%i—{%o ; (1+r*)dH (r) =0,

11



donc
(s X (r)] < C(1+1X (1))
< C(1+Ix@lf),

N

Elv(r X () < =D [~ (141 dH (),
R
le terme —D [ 1;0 (1 + r"“) dH (r) tend vers 0 lorsque R — o0, ce que prouve

que.
lim B[y (15, X (75))] = E¢ (7, X (7))].

J—00

Théoréme 1.16. Supposons que les conditions (a), (b) de théoréme
(1.15) ont lieu, ainsi que

y
Esy/ |, + L (r)y]dr < oo, V(s,y) € Q,

donce

b (s.y) = B / W L) 6] dr + B (r, X (7). (1.11)

12



1.4 Equations de Kolmogorov

1.4.1 Equation Backward

Définition 1.17. Considérons l'opérateur auzx dérivées partielles linéaire
de seconde ordre

0 0 1
%4_5(5)_%4_5

n o2 n 9
CLZ“(S,/y> + bi (S7y) . (112)
‘ ! 0y, 0y; Z 0y

=1

5,j=
tel que : a(s,y) = o (s,y) ol (s,y). On appele probléme backward I’équation
aux dérivées partielles satisfaisant

9y

5 T L)Y+ Asy) =0, (1.13)

(A est une fonction a valeurs dans R), avec
(Ty)=v (), yek (1.14)
Si la matrice a(s,y) = (ai; (s,9)), ;o5 est définie positive l'opérateur

backward devient parabolique, si de plus il existe une constante ¢ > 0, tel
que : a;; (s,y) < ¢, i,j = 1,n, Uopérateur backward devient uniformément
parabolique.

On se place toujours sur 'ensemble Q° = (T, T) x R, supposons que b,
o satisfont la condition de croissance linéaire. On désigne par ¢/ la solution

de (1.13),(1.14) avec v € C* (Q°), et p € C <@> , par le théoréme (1.16)
o= [ Awxeyaeexan). o

On considére maintenant I’équation (1.13) sur un sous ensemble ouvert
Q de Q°, avec
P (s,y) =V(s,y), si(sy)edQ, (1.16)
tel que : 9*Q = 9Q, P.presque sur, ou (7, X (7)) € 9*Q. On suppose que les
conditions de théoréme (1.16) ont lieu, ainsi que

0(ss0) = =By [ [0, + L)l + By 0 (7. X ()],
il vient donc que
v =B [ xEa o x@) @
solution du probléme (1.13), (1.16).

13



1.4.2 Equation Forward

On considére la situation ou la solution de (S) avec 'état initial X =y
admettant une densité de probabilité p (s, y,t,x).

A

PSy(X(t)EB) = P(S7y7taB)
= /P(s,y,t,x)dm, VB € B(E"),
B

pour Tp < s <t <T. (Sous des conditions convenables) P vérifiant en (¢, )
I’EDP (1.18), adjoint de '’équation backward (1.13) avec A = 0.

Théoréme 1.18. Considérons Qs; = (s,t) x R" avec Ty < t < T,
supposons que b, et o satisfont les conditions de croissance linéaire et de
Lipschitz dans Q° = (T, T) x R™, donc si P(s,y,.,.) € C**(Qs1), on a

oP
2 * P = 1.1
5 + L* (1) 0, (1.18)
avec )
. 1< 0 "0
L (t)q = 3 ”ZZI om0, (aijq) — ; oz, (biq) (1.19)

I’EDP (1.18) est une équation forward.

Preuve. Soit ¢ € C"? a support compact dans Q,;, par (1.13) avec
7 =T, donc

E., [/f@b+£(t)¢dt] o,

1.e.

/Q [V, (t,x) + L ()Y (t,2)] P (s,y,t,7) dzdt = 0.

La formule d’intégration par parties ¢, P ent, et (L (t) ) P enxy, za, .., Ty,
donne

Y (=P, + L (t) P)dtdz = 0.
QS,T

Théoréme 1.19. Supposons que
1) b, o vérifiant les conditions (a), (b) de théoréme (1.15),
2)V (t,z) € Q°, P(.,.,t,x) € CY*(Qr),
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8) pour Ty < s < T, Py(s,y,t,.), Py, (5,y,t,.), Py, (s,y,t,.) sont inté-
grables sur tout sous ensemble borné de R", donc p(.,.,t,x) est une solution
de probleme backward (1.13) avec A = 0.

Preuve. Soit 1) € C? a support compact pour Ty < s < t, considérons

v (s,y) = /RHP(S,y,t,x)w(a:)d:c (1.20)
= Ey [ (X))

Alors;;
Y+ L(s)p =0, To<s<t
D’autre part, par la condition (3) on a
Yo+ L(s)p= [ (Ps+L(s)P)i(x)dr =0,
R’"/

donc
P,+ L(s)P =0, P.ps.
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Chapitre 2

Programmation dynamique

L’objectif de cette section est de fournir une premiére approche aux pro-
blémes d’optimisation stochastique, s’appelle ” programmation dynamique”.
Cette approche se fait a partir des données suivantes :

- L’état X; du systéme a controler qui est donné pour un controle u choisi,
le controle est un processus F;—adapté, et prend ses valeurs dans un espace
de controéles U, sous ensemble de R™, m € IN*.

- Le critére (a minimiser) s’écrira sous la forme, en horizon fini : 7' < +00

E [/OTf (X,, ) dt +g(XT)} , (2.1)

et en horizon infini :

E [ /0 e (X ) dt} | (2.2)

f est la fonction de cott intégral, g est le cott final et 5 > 0 est un
coefficient d’actualisation. Les objectifs seront de déterminer les infima pour
ces critéres et les controles optimaux, s’ils existent. Notons que leur caracté-
risation explicite ne sera en général possible que dans des cas particuliers le
plus souvent pour n = 1.

Soit U un espace, dont les éléments seront notés u, v, w, ..,dans les appli-
cations que nous avons en vue dans les chapitres suivants, U sera |’espace
des controles feedback u(.,.) : I x £ — U, tel que u peut s’exprimer comme
fonction déterministe du temps et de I’état du systéme.
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Les données seront pour I'instant les suivantes :

(1) (X¢)ier un processus de Markov admettant Pu(s, y,t, B), on suppose
ici que tout u € U (vérifiant des conditions analytique convenable) corres-
pondant a p“(s, y,t, B), on note que (X;);cr est dépendant du choix de u et
de I'état initiale y a la date s.

(ii) L'opérateur £* (t) associe a P" (s, y, t, B) satisfait :

£ (s) @] (y) = [£ (s) @] (y) , siv=ulsy). (2.3)

(iii) un ensemble A C U, A sera dans les applications l'ensemble des
controles admissibles.

2.1 Programmation dynamique et équation
d’H.J.B pour les processus de Markov

2.1.1 Formulation du probléme

On considére la fonctionnelle

J(s,y,m:Esy{ / f(t,X<t>,u<t>>dt+g[X<t>]}, (2.4)

que ’on cherche & minimiser sur A. Nous décrivons de maniére formelle com-
ment le principe de la programmation dynamique permet d’obtenir les rela-
tions que doit satisfaire la fonction de valeur:

Vi(s,y) = mtJ (s,y,u). (2.5)

Notons par u* € A, le controle optimal vérifiant V(s,y) = J(s,y,u"),
pour tout (s,y) € S x E.

2.1.2 Principe de la programmation dynamique

Lemme 2.1. On suppose que V € C*2([0,T] x R™), donc

t
Vi(s,y) = —Esy/ (Vs + L%r))dr+ Eg,V(t, X(t), Vs <t <T. (2.6)
Preuve. En appliquant le lemme (1.13) avec ¢ =V, et L = L".
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Soit s <t < T, supposons que nous exercions un controle u, sur l'inter-
valle [s, ], supposons que nous connaissions & partir de ¢ le controle optimal
a appliquer u*, sachant qu’a U'instant ¢, ’état du systéme est z(t) = X;"V.

D’une part, on a

Vt,z(t)) = J(t,x(t),u")
_ B, V FXEO, wt)dr + (XY /()]

et d’autre part, considérons

N u. sis<r<t,
U .
uy  sinon.

5,Y
7Xt

avec la propriété du flot XY = X! pour r > t, on a donc

t T oy
T = By | [ 1068w+ [ 500 a0

(2.7)
et par la loi des espérances conditionnelles itérées

J(s,y,u) = Ej, [/ FX2Y u)dr + J(t, X[, *(t,Xf’y))l . (2.8)
Le principe d’optimalité de Bellman dit que : si l'on choisit u, sur [s,?]
de fagon & minimiser 'expression J(s,y, %), on obtient ainsi le controle @

optimal, ceci signifie que le controle optimal sur [s,T] peut étre décomposé
en uf, v € [s,t], et ul tel que r € [¢t,T]. On a donc d’apres (2.8)

V(s,y) = E, [/ FIX3Y ) )dr + V(t, XS»y)] .

2.1.3 Equation d’H.J.B

Nous construisons maintenant ’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ob-
tenue & partir de (2.6). Soit v = u(s,y), et comme

J(s,y,a) = Sy/fTXs’yvdr—i—EsyJ(t,XtS’y,u*),

alors

V(s y) = J(t, X", u")
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et
Vis,y) < J(s,y.0 (2.9)
= E, l/f , XY v)dr + Eg, V(t, Xf’y)],

d’ou, en substituant dans (2.6)
t
Esy |:/ ‘/:9(7“, Xf’y) + LY <T> V<T7 X?y) + f(7"7 Xf’y7 U)d?“‘| > 0.

En divisant par ¢t — s et en faisant tender ¢t — s vers 0, on trouve
Vi(s, ) + L7(s)V (s, ) + f(s,y,0) 2 0,
pour v = uy, s < r < t, on obtient
0= Vi(s,y) + L7V (s,y) + f(s,5,u), (2.10)
ce qui prouve que V satisfait I’équation d’H.J.B

0= Vi(s,y) + Zneig LV (s,y) + f(s,y,us)] . (2.11)

Cette équation est appelée équation de la programmation dynamique ou
équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. A cette équation aux dérivées par-
tielles il faut ajouter la condition terminale :

V(T,y) =9g(y), VyeR" (2.12)

2.2 Programmation dynamique et équation
d’H.J.B pour les processus de diffusion

On considére un modeéle de controle ot I'état du systéeme est gouverné par
I’équation différentielle stochastique :

dXt = b(tv Xta ut)dt +o (tv Xta U’t) dVVta Xs&y =Y, (213)

ou X; € R", et W, est un d-mouvement brownien sur un espace de probabilité
filtre (QQ, F, (F})s, P), le processus de controle (u;) est Fy — adapté et a valeur
dans U, les fonctions b : [s,T] x R" x U — R", o : [3,T] x R" x U — R™*4,
sont supposées continues et bornées sur [s,7] x R" x U. On suppose aussi
que b(x,a), et o (x,a) sont des fonctions Lipschitziennes en z uniformément
en u, i.e.

Je > O,V.T,y S an |b(m,a) - b<y7a)| + |O'(]},CL) - a(y,a)| < C‘(L’ - y‘ :
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2.2.1 Formulation du probléme

On fixe un horizon fini 0 < T' < +o00, étant donné un processus de controle
u e U, et (t,y) € [s,T] x R", on note par {X;"Y, s <t < T} la solution de
(2.13). Soient f : [s,T] x R" x A — R, g : & x R" — R, des fonctions
continues et bornées, et supposons que 3¢, k tel que : Vt € [s,T], z € R", et
ue A

f(tz )] < e+ Jo] +Jul)*, et |9 (t2)] < e(1+|2])". (2.14)

Etant donné un processus de controle u € A, et (s,y) € [s,T] x R™, on
définit la fonction cotit :

J(s,y,u {/ F(XY, up)dr + g (X7Y) |,

I’objectif étant de minimiser cette fonction cotit, on introduit la fonction
valeur

Vi(s,y) = iggJ(s, Yy, u),

qu’on cherchera a calculer ainsi quun contrdle tel que : V' (s,y) = J(s,y, u*),
u*est appelé controle optimal, si de plus le processus u* peut s’exprimer
comme fonction déterministe du temps et de I’état du systéme v} = u*(r, X>¥),
on dit que u* est un controle optimal feedback.

Définition 2.2. Un controle feedback u(t, X;") est admissible si

(a) V(s,y) € [0,T] x R™, il existe un mouvement Brownien W; tel que
I’EDS (2.13) posséde une solution X; unique (a I'indistinguabilité prés).

(b) VK > 0, Esy | X (¢ )]k est borné, pour s <t < T, la borne est dépendant
de (s,y), et Esyf lu(t)|* dt < co.

Remarque 2.3. Les conditions suivantes sont suffisantes pour que le
controle u devient admissible

(1) M = |u(s,y)| < My (1+1y|), Y(s,y) € [0,T] xR", et V B C R",
avec s < t' < T, et il existe une constante kq, tel que:
lu(t,z) —u(t,y)| < kilz —y|l, Vo,yeB, ets<t<t.

(i) b(t,x,u) = B(t,ﬁjL o(t,x)0(t, x,u), tel que : b, o vérifiant les condi-
tions d’Ito, et € C'(Qy x U) bornée dans QO x Uy, pour tout Uy C U tel
que Qo C [s,T] x R™.
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2.2.2 Principe de la programmation dynamique et équa-
tion d’H.J.B

Nous nous intéressons ici oul cas oul I’état du systéme est gouverné par un
processus de diffusion, donc tout ce qui suivant n’est qu’application absolu-
ment immédiate du section précédent, la seule différence est que la résolution
du probléme d’optimisation peut étre fait par la formule d’It6. Les problémes
a résoudre sont maintenant les suivants :

(i) écrire les équations fournissant le controle optimal w.

(ii) étudier ces équations pour tacher d’en tire le maximum d’information
sur le controle optimal.

Ces problémes sont abordés par la méthode de la programmation dy-
namique qui permet d’obtenir une caractérisation analytique de la fonction
valeur du probléme d’optimisation comme solution d’équation aux dérivées
partielles. Donc évidemment

t
Vi(s,y) = ingEsy [/ fr, X2 u)dr + V(E, X)), (2.15)
ue s
et ’équation d’H.J.B
0=V, +min[L*V(s,y) + f(s,y,u)] (2.16)

Remarque 2.4. Pour une étude beaucoup plus précise en utilisant Ito
pour la construction de l’équation d’H.J.B

On suppose que V € C*? ([s, T] x R™) par la formule d’It6 entre s et ¢, il
vient

t t
V(t, XyY) = Vs, y)+/ (VeA-L*V)(r, Xf’y)dTJr/ Vy(r, X3 o (X2Y, 0)dW,,
en prenant l’espérence et en substituant dans (2.9), d’ou
t
og&4/<m+cWMnm%+fameﬂ,

et dévisant par ¢ — s, et en faisant tendre ¢ — s vers 0, on obtient
0 < Vils,y) + LV (s,y) + f(s,y,0),
ceci étant valable pour tout v € U, on a alors

0 < Vi min [£7V (s,) + f(s, ).
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D’autre part, supposons que v est optimal alors dans (2.15) on a

t
Vi) =y | [ 700 ax).
ou X* est ’état du systéme solution de I’'EDS

dX: =b(X ,u)dr+o (X u)dW,, rels,T], X:I=uy. (2.17)

ro Yr o Yr s

Par un argument similaire et avec des conditions de régularités sur V, on
obtient
Vils,y) + L4V (s,y) + f (y,u;) =0,

donc V satisfait

V (s,y) +min[L°(s) V (s,y) + f (s,9,0)] = 0.

Théoréme 2.5. (de vérification) Soit V € C12(Q), et V € C(Q) est a
croissance linéaire en y pour tout u € U, et satisfait I’équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman

Vi(s,y) +min [L(s)V (s,y) + f(s,y,0)] =0, (s,9) € @, (2.18)
V(s,y) =9g(s,y), (s,y) €9°Q, (0"Q = 0Q P.ps). (2.19)
Alors ;

(a) V (s,y) < J(s,y,u), pour tout controle admissible u, et V(s,y) € Q,

(b) si de plus, pour tout (s,y) € Q, il existe u* (s,y) un contréle feedback
admissible, tel que :

L)V (s,9) + [ (s,y) = min [L7(s)V (s, 9) + f'(s,0)], (2.20)
done V (s,y) = J(s,y,u*), V(s,y) € Q, et u*(s,y) est optimal.

Preuve.
(a) Pour tout v € U, et (s,y) € Q, on a

0 < Vi(s,y) + LY(s)V(s,y) + [(s,9), (*)
en remplagant s, y, v par t, X (t), u(t) = u(t, X (t)) respectivement, on obtient
0 < Vit X (1) + LV X (D) + 1(t X (1))
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En appliquant le théoréeme (1.15), avec M = f* ¢ =V, pour avoir

Vi) < By | [ 100 X0, 0t XOD)r + (T X(D))|.
La condition (2.14) donne
Esy/ | M (r, X (r))|dr < cc.

(b) On note u* la valeur u qui réalise le minimum, substituant u* pour u
dans (*) on obtient 'EDP non linéaire

0:%(8,y)+£u*‘/($,y)+fu* (S7y)7

par un raisonnement similaire, en appliquant le théoréme (1.15), donc

Vi(s,y) = J(s,y,u").

Conclusion. Considérons

T
V(s,y) = infE,, U Fr XY u)dr + g(T, X3 |, (s,y) € Q°,
alors V doit “résoudre”

Vi +min [LY(s)V + f*] = 0, (s,y) €Q,
V(T,y) = g(T,y), yeR"

De plus, si pour tout (s,y), u*(s,y) est un point de min [L%(s)V + f¥],
alors {u*(t, X/),s <t < T} est un controle optimal feedback, avec

AX; = b(X7 0t (t, X7) + o (X7, u'(t, X)) dW,, s <t<T, X*=uy.

Corollaire 2.6. Soit V € C}2(Q), et V € C(Q) satisfait Iéquation
d’H.J.B

0 = Votmn[L(s)V + f(s,y,0)], (s,9) €@
Vis,y) = g(s,9), (s,9)€0Q.
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Et soit u* un contréle feedback admissible tel que :

L)V + £ (s,y) = min [L°(s)V + f(5,9,0)], (s,9) € Q.

Supposons que la fonction de transition P admet une densité de proba-
bilité P*(Svyvtax)v donc V<S7y) = J(87y7U*)7 V(S7y) S Q7 et le controle u*
est optimal.

Preuve. Il existe un ensemble N de mesure nulle tel que : pour tout
(t,X*(t)) € @ — N, ona

LYV + (4, X*(t) = min [L°()V + f(t, X*(t),v)],

par la méme méthode que pour le théoreme (2.5), il suffait de choisir avec
probabilité égale 4 1, (¢, X*(t)) € N, donc

Esy/TXlN(t)dt _ /TPSy((t,X*(t))EN)dt

_ /P*(s,y,t,x)da:dtzo.
N

Remarque 2.7. Dans le cas d’un probléme a horizon infini, on cherche
a minimiser la fonction de cott

+oo
J(z,u) = F U e‘ﬁtf(Xf,ut)dt] : (2.21)
0
ot X% = X% aqvec une fonction valeur
V(z) = infJ(z,u).

Le principe d’optimalité de Bellman dit que : pour tout h > 0
h
V(z) = infE { / e P F(XT ug)ds + e PPV(XE) | (2.22)
w 0

et par un argument similaire au cas du probléme a horizon fini (en appliquant
Ité a e PV (XF)), I’équation de la programmation dynamique devient

BV (x) +sup [-LV (z) — f(z,u)] =0, VzeR"™ (2.23)

u€A
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2.3 Cas Autonome

Pour tout controle u € U, on définit le cotit
{/ FX), ulr))dr + g (X(7 ))} . (2.24)

Le probléme de controle est alors de trouver in(fj’ J(v), l'équation d’H.J.B
ve

est donné par
0=min [LV(y) + f(y,v)], y€G, (2.25)

Viy) =g(y), yeaG, (2.26)

ou

Ly + Zb Y, v)—, (2.27)

|
DN —
S
‘F

ij=1
0G = 0*G P.ps, tel que : 7 = inf {t : (t, (t)) € 0*G}.

Théoréme 2.8. Supposons que V € C*(G),V € C(Q), et satisfaisant
(2.25), (2.26), et il existe ¢ > 0, tel que : f(y,v) > ¢, Yy, et J(y,u) < oo,
donc

(a)V(y) < J(y,u) pour tout contréle feedback autonome admissible u, et
pour tout y € G.

(b) Si de plus, pour tout y € G, il existe u* mesurable a valeurs dans A
tel que :

LYV (y) + f (y) = min [L'V(y) + f(y,v)], ¥y € G,
et UEDS

AX; = b(X,ul)dr+ o (X;

Sou)dW,, rels,T],
X, = v,

admet une solution V(y) = J(y,u*), u* est un controle optimal feedback.

2.4 Solution classique

Les théorémes suivantes suggérent la stratégie pour résoudre 1’équation
d’H.J.B, fixer (s,y) € [0,7] x R™ (cas probléme a horizon fini) et résoudre

sup [_[’uv(sa y) - f(yv u)] :

u€A
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Comme un probléme de maximum en u € A, on note
uw=u" (s, y, V,V,V(s,y), D;V(s, y)) , (2.28)

la valeur de u qui réalise le maximum, substituant «* pour v dans I’équation
d’H.J.B, on obtient 'EDP non linéaire

Vi = LYV (s,y) = f (y,u") = 0, (2.29)

avec la condition terminale V(T y) = ¢(y). Si cette EDP non linéaire avec
condition terminale admet une solution réguliere V', alors V' est la fonction
valeur du probléme de controle stochastique et u* est un contrdle optimal
feedback. Cette méthode se justifie donc si 'EDP (2.18) ou (2.29) admet
une solution C'2, satisfaisant les conditions d’application du théoréme de
vérification.

Une condition suffisante d’existence de solution réguliere a (2.29) est la
suivante : ool est uniformément élliptique, c’est & dire

3> 0, Vo, y e R, Yu e A, ylo(z,u)ol (z,u)y > cly|.

2.4.1 Théorémes d’existence

Supposons que o (t, ) ne dépend pas du controle u, G est borné dans R™,
avec les conditions

(A1) Q = (T, T) x G, 0*°G = ([Tv, T] x 0G) U ({T'} x G),

(A2) U est compact.

(A3) o € C*?(Q°) une matrice n x n, et o~ existe et bornée dans Q.

(A4) b, f € CYQ0 x U), g(T.z) € C2@), g(t.x) = §(t,), tel que
g€ CY(Q), pour Ty <t < T, r € 0G. La matrice a(t,r) = o (t,z) oL (¢, z)
est supposée définie symétrique non-négative, et dc une constante tel que :
a;; (t,z) < ¢, donc (2.31) devient uniformément parabolique dans ().

Soit (s,9) € Q, et p € R™, en définissant le hamiltonien H par
H(s,y,p) = min [p.b(s, y,v) + f(s,y,v)], (2.30)

cette équation est vérifiant les conditions de croissance linéaire et de Lip-
schitz. Comme o (s,y) est ne dépend pas de u alors I'équation d’H.J.B de-
vient semi-linéaire sous la forme

n

1
0= ‘/s + 5 Z a'ij(sv y)‘/;hyj + H(‘S?y: V,;J) (231)

i,j=1
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Lemme 2.9. Supposons que V,, est continue dans @, il existe donc une
fonction mesurable u* : QQ — U, tel que (2.32) est vérifiée pour presque tout

(s,9) € Q.
LY (s)V + f¥(s,y) = min [L%(5)V (s,9) + f(s,9,0)]. (2.32)

velU

Preuve. L’équation d’H.J.B devient maintenant sous la forme (2.31),
soit
H(s,y,Vy) = min [V}, (s,9) b(s,y,0) + f(s,9,0)], (2.33)
la fonction
O(s,y,v) = Vy(s,y).b(s,y,v) + f(s,y,v)
est continue dans @ xU, et comme U est compact par (A2), donc Ju* : Q — U
une fonction mesurable tel que :

O(s,y,u"(s,y)) = minO(s,y,v).

velU

Théoréme 2.10. On suppose que (Al), (A3), et (A4) ont lieu, donc
(2.31) admet une solution unique V € C**(Q) et V € C(Q), avec V(s,y) =

9(s,v), (s,y) € 9*Q.

Preuve. Considérons Vi V2, ... une suite de fonctions bornées dans
Q, on considére ensuite une suite de controle feedback u°, u!, ... prenant u°
arbitrairement, donc V™! est solution du probléme

Vil o g (s) V4 T =0, m >0, (2.34)

V' (s,y) = g(s,y) sur 0*Q, V(s,y) € Q,
LY (W 4 = min [LY(s)V™ + f(s,y,0)]

1 — . m
Y e, A V)
i,7=1

On applique le principe du maximum pour les équations parabolique (voir
Fleming [7]), donc V! > V2 > ... d’ou (2.31) en passant a la limite lorsque
m — +00.
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Considérons maintenant le cas ot Q = Q°, et

) = B { [ 166X 0. a0+ g x(p

et on suppose que (A2) est lieu, avec les conditions :

(a) b(t,z,u) =b(t,z)+ o (t, )0 (t,z,u),

(b) b, 0 € C**(Qo), 0, 0T, 04,b, sont des fonctions bornées dans Qo,
0 € C(Q°xU), 80, 0,, sont bornées,
(c) L(t,x,u) € CH(Q0 x U), et Ik, c, tel que :
(8, w)| + [ folt, 2, w)] < e(1+ [x] + |u])F,
(d) g (z) € C*(R™), et e, k, tel que :
|9 ()] + 1g:(2)] < c(1+ |2])".

L’équation (2.31) admet donc une solution unique V € C}*(Q), étant
donnée une condition terminale

V(T,y)=9gy).

Théoréme 2.11. Sous les conditions du théoréme (2.10), il existe un
controle optimal feedback admissible u*, tel que :

LY ()V(s,) + [ (s,y) =min [L7()V (s, y) + f(s.9.0)] V(s,9) € Q.
La preuve consiste a utiliser le corollaire (2.6) avec le lemme (2.9).
Remarque 2.12. Soit (s,y) € Q un point de discontinuité de u*, donc

O=V,f+L

n‘admet pas un unique minimum dans U en (s,y), par contre si © (s,y,.)
admet un unique minimum dans U, V (s,y) € Q et comme U est compact,
donc u* est continue dans Q).

Lemme 2.13. Soit U un espace compact et conveze, et Q' = (To, T') x G’
soit © (s,y,u) une fonction satisfaisant

(i) ©(s,y,.) €C®, V¥ (s,y) € Q.

(i) Oy (s,.,u) est uniformément Lipschitzienne en s et u,
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(71) Les caractéristique de la matrice Oy, sont bornées par vy > 0.
Soit u*(s,y) l'unique controle tel que : O(s,y,u*) = mifrllG) (s,y,v), donc
ve

u* (s,y) est Lipschitz dans G’ uniformément pour s € [Ty, T").

Preuve. La condition (iii) implique que ©(s, y, .) est convexe, donc admet
un unique minimum dans U, ¥ (s,y) € @', pour cela considérons y;, y, € G’
et prenons vy = u*(s,y1), ve = u*(s,y2), il vient alors

© <S7 Y1, Ul) = mlél@(‘s? Y1, U)? et © (87 Y2, UZ) = ml(?@(87 Y2, U)?
ve ve
appliquant le développement de Taylor, on obtient
@ (379177}2) - @ (87 Y1, Ul) Z @u(sa yhvl)(UQ - 'Ul) + % |U2 — U1 2 )

et comme O, (s, y1,v1)(ve — v1) est nonnégative, donc

/01 Ou(s,y1,v1 + A (vg — v1))(vg — v1)dA > % vy — ] (*)
et .
—/ O (5, Y2, v1 + A (v — v1)) dA > 7 vy — v ]*. (*¥¥)
En additionn;nt (*), et (**), il vient
/01(@u (p1 () = Ou (p2 (M) (w2 — v1)dA > 7 [vy — o[,
tel que :

p1(A) = (8,y1,v1 + A (va — v1)) et pa(A) = (5, 92,01 + A (v2 — v1)).
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schoirz, on obtient

1
| 181 () = €1 a1 = 712 =]
D’apres la condition (ii), et le fait que |p; (A\) — p2 (A)| = |y1 — y2|, on a
B4 (p1(A)) — Ou (p2 (M)| < M [y1 — 1],
tel que M est une constante de Lipschitz pour ©, (s, .,v), donc
M |yg —y1| > v |vg — o1 .
D’autre terme; Yy, 42 € G’
[ (s, y2) — u™(s,51)] <7 M [y2 — ],

alors 71 M est une constante de Lipschitz pour u*(s,.) dans G’.
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2.5 Application : Probléme de Merton en ho-
rizon fini

On considére un marché financier a deux actifs, 'un sans risque repré-
sentant le compte d’éparge et I'un risque, typiquement représenté par une
action, le processus des prix d’actif sans risque évolue selon :

dS? = rSdt,
celui de Dactif risqué est
dSt = ,LLStdt + O'Stth,

r, i, et o sont des constantes avec ¢ > (. Pour un investisseur ou agent
qui investit dans ces deux actifs, avec une proposition de sa richésse 7; dans
I’actifs risqué et donc 1 — 7; dans 'actif sans risque & la date ¢, son processus
de richésse évolue selon :

;(—tgdS? + Wtf—:dSt

= (mXp + (1 —m) Xyr) dt + m XyodW,.

dXt = (1 — 7Tt>

Le controle est le processus 7 a valeurs dans R, on suppose que la richésse
initiale X; = x > 0 au temps ¢t ’agent veut maximiser I’espérance de 1'utilité
de sa richésse terminal & un horizon T' > ¢, on note par X*® le processus de
richésse partant de x en t, la fonction valeur est donnée par :

V(t,x) =sup [UXg")], (t,z) €[0,T] x Ry,

TEA

ou U(z) est une fonction d’utilité, A 'ensemble des processus 7 F' —adapté et
borné, la fonction U est croissante et concave, V' (¢, .) est croissante et concave
en x 7, soit 0 < x <y, ™ un processus de contrble, on note :

ZS = ng - X};’y?
dZ, = {(7XVu+ (1—7m5) Xor)ds + m, X0 0dW,}
—{(m X+ (1 —7,) Xr) ds + n XVodW, }
= Z,[(mop+ (1 — my) X2¥r) ds + m0dW,]

Zy =y —x donc Z, > 0, comme U est croissante, donc U (X;m) <U (X;y),

d’ou
E[U(X:")] <E[U(XY)] <V (ty), V.
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Alors V' (t, X) < V (t,y), soit (71, x1), (72, x2) deux processus de controle
positives et A € [0,1], posons zy = Azy + (1 — A) x9, X¥*! (resp X"*2) le
processus de richésse partant de x; (resp xo) et controler par m; (resp m3),
posons

my= DX+ (L= ) Xpmalh /{AX0™ + (1= 2) X7 )
d’aprés la structure linéaire de ’EDS de la richésse, donc le processus
XA =AXP" 4 (1 - \) X2
est gouverné par :
dX)‘ X)‘ (7T W+ (1—7r ) )ds—i—X’\W)‘adW s>t Xt’\:x,\,

c’est a dire : X* est un processus de richésse partant de =, en t et controler

par ™ comme U est concave, on a

U AXZE™ + (1= A) X5™) > AU (X£™) + (1= A\ U (X3™),
donc
V(Azi+ (1= N ap) > AE [U (X3™)] + (1= X\ E [U (X5™)], va', =2
Alors;
V Az + (1= X)m2) > AV (1) + (1= NV (22),

I’équation d’H J B associée a ce probléme est

i +sup [L™V (¢, x)] =0, (2.35)
ot mTeR

OV 1y, 0V

LV (t,x)=x(mru+ (1—m)r )(9 —|— s
Comme V' est croissante et concave, on cherche une solution tel que :
2
8_V >0, e 0 < 0, d’apres la condition de 1°" ordre on a
ox 8952
oV oV y L0V
or ) Gy T
on pose : 8_V =0, donc
on ov
(r—mn) O
T AL (2.36)
, L0V
r202——
Ox?



(un condidat pour le maximum de sup [L™V (¢, x)]), donc pour 7* 1’équation
ESIN

(2.35) devient sous la forme

o (—W>2
oV oV
E + 7’.738—1‘ — aggx = 0, (t, I’) - [0, T[ X R+, (237)
9522 Y
0x?

avec la condition terminale :
V(T,z)=U(z), z€R,.

Pour obtenir une solution explicite, on prend U(x) = 2P, 0 < p < 1,
cherchons une solution de la forme : V (t,2) = ¢ (t) 2¥ en substituant dans
(2.37), on obtient

& () + <7~.p+ 1) pp)¢(t>:o

202 1-—
¢ (T) =1, on obtient alors

¢ (t) = exp (M (T — 1)),

avec

I el
202 1—p’
alors une solution de (2.37) est
V(t,x) =exp (AT —t)) 2P, (t,z) €]0,T] x R,. (2.38)

La fonction donnée par (2.38) est réguliére, strictement croissante et stric-
tement concave, donc le controle donné par (2.36) réalise bien le maximum
dans (2.35), et est explicitement donné par

= %. (2.39)

Notons que 7* est constant, de plus I’équation de la richesse associée
dX; = Xy (7" p (1 —7%)r)dt + Xy odWy,

admet bien une unique solution, étant donnée une condition initiale.
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2.6 Problémes d’arrét optimaux

2.6.1 Formulation du probléme

L’état du systéme est gouverné par I’équation différentielle stochastique :
dXs = b(Xy)ds + o (X,)dW,, Xy =z, (2.40)

ou X, € R", et W un d-mouvement brownien sur un espace de probabilité
filtre (Q, F, (F});, P), b : R — R", o : R — R4 gatisfont les conditions
d’Ito6 qui garantissent ’existence et 1'unicité d’une solution & (2.40). On note
par & 'ensemble des temps d’arréts, on considére alors le probléme

V(z) = supkE, [/ e P F(X,)ds + e*BTg(XT)} : (2.41)
TES 0

ou f > 0 est un facteur d’actualisation, f et ¢g sont des fonctions de R"

dans R. L’objectif est de calculer cette fonction valeur V' et de déterminer

un temps d’arrét optimal, c’est a dire : un temps d’arrét 7* tel que :

Vo) =B | [T it 1m0 22

2.6.2 Programmation dynamique et équation d’H.J.B

A la date t = 0, I’état du systéme est Xy = x, soit A > 0, supposons que
I’'on ne stoppe pas le processus sur [0, k], I'état du systeme a la date h est
X7 =x(h).

V(h, X3) = supE, { [ He. X s + glr 20 o) 243
TES h
tel que :
fs, X7) = e P f(XD), et g(r,XF) = e Tg(XT),
ou
V(Xy) = V(0, X5).
Donc
V(h, X)) = e "V(0,X)
= VX)), Vres. (2.44)
On a

h T
V(r) > E, [/O f(s, X5)ds +/h F(s, X*M)ds + g(r, X2™M)|
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et comme 7" € &, donc

h i
V(r) > E, [/0 f(s, XT)ds +/h fs, X7M) +g(7*,Xffh))} ’

ou z(h) est 'état du systéme a la date h. D’apres la propriété des espérances
conditionnelles itérées et avec (2.44), on a

V(z) > E, { /0 ' e P f(X,)ds + e‘BhV(X,f)] . (2.45)

Pour h > 0 (suffisamment petit), on obtient approximativement

E, UO e f(X,)ds + (1 — B)V(X) — V(x)} +o(h) <0, (2.46)

on suppose que V € C?(R"), et en appliquant la formule d’Ito entre 0 et h,
on a

V(Xy) =Vi(x) + /Oh LV (X,)ds + /Oh V.V (X)) o (X,)dWs,
ou L" est 'opérateur donné par
LV (2) = b@)V.V (2) + %tr (0 (2) 0™ (2) D2V (x)) .
En prenant I'espérance, on a

E, V(X)) =V(z)+ E, Uoh [,“V(Xs)ds] .

Soit en substituant dans (2.46), et en divisant par h

L. 1
E, {E/o e f(XS>dS+E/O L V(Xs)ds—BV(Xh)} <0,

en faisant tendre h vers 0, on obtient
pV(x) — LV (z) — f(x) >0, VreR™
En prenant 7 = 0 dans le supremum sur &, donc

V(z) > g(x), VYxeR"
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Supposons maintenant qu’a la date ¢t = 0, V' (z) > g(z), soit 7* le temps
d’arrét
™ =inf{s > 0: V(X;) = g(X5)}.

Alors sur l'intervalle de temps infinitésimal [0, AAT[, on a V (X;) > g(X,),
il n’est donc évidemment pas optimal de stopper le processus sur [0, h A 7],
par contre si V(X;) = g(Xs) on peut obtenir comme gain V' (Xj) en arrétant
a cet instant. Ainsi le temps d’arrét 7* est optimal.

On introduit Pouvert de R*, D = {x € R", V(z) > g(x)} qui est appelée
région de continuation, puisque si Xy € D il n’est pas optimal de le stopper,
le temps d’arrét 7* = inf {s > 0 : X, ¢ D} est le temps de sortie de D, 7* est
le plus petit des temps d’arréts. On a donc

pV(z) — LV (z) — f(x) =0, VxeD. (2.47)
De plus par définition de D, on a
V(z) =g(x), VzedD, (2.48)

lorsque le domaine D est connu le probléme (2.47)-(2.48) est un probléme
de Dirichlet. Mais ici D est bien sur inconnu et on a besoin d’'une condition
supplémentaire sur la frontiére 0D.

V.V(x) = Vug(x), Vo e dD. (2.49)

Théoréme 2.14. Supposons que o trouve un ouvert D C R", et une
fonction W satisfaisant : W € CY(D) N C*(D), g € CY(D) N C*(R™\D),
W > g sur D, Bg— Lg— f >0 sur R"\D, tel que :

(i) pW(z) — LW(x) — f(x) =0, Vx e D,

(1) W(z) = g(x), Vx € dD,

(i1) V. W(x) =V,g(z), VzedD.

Alors en étendant la fonction W par W (z) = g(z) pour x € R"\D on a

W(zx) =V(x) =supE, [/T e P f(X,)ds + 1{T<oo}e_5Tg(XT)

TES 0

De plus le temps de sortie de louvert D, Tp = inf{s > 0: X, ¢ D} est
un temps d’arrét optimal et D est une région de continuation.
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Preuve. Comme W € C?(D) de plus sur R"\D, W = g € C? (R"\D),
donc W : R™ — R est C? par morceaux. Les conditions (ii), (iii) impliquant

que la fonction W est différentiable & travers la frontiere 9D, et W € C1(R"),
en appliquant la formule d’It6, pour tout 7 € S,

ePTW(X,) = W)+ /0 Tt [—BW (X,) + LW (X,)] ds

+ / ' e VW (X)) o (X)) dW,,
donc
E, [e "W (X,)] = W(z)+E, [ /0 "B BW(X,) + LW(X,)] ds} . (2.50)

D’apres la condition (i), et le fait que W = g sur R"\ D, on a
BW(z) — LW(z) — f(z) 20, VzeR",
on déduit d’apres (2.50)

W(z) > E, { / e P f(X,)ds + e‘BTW(XT)] :
0
Comme W > g, donc

W(z) > E, [/ e P f(X,)ds + e_BTg(XT)] , VT ES,

0

donc
Wi(x) >V (x). (2.51)

Par définition de 7 (temps de sortie), on a par (i) pour tout 0 < s < 7p),
et X;e D,
W (X,) — LW(X,) — f(Xs) =0,

la relation (2.50) pour 7 = 7p, devient
™D
W) = E, [ / e f(X,)ds + e—BTDW(XTD)] |
0
D’apres (ii)
W(X;,) = 9(X7,),

alors
W(z) = E, [ /0 e (X )ds + e PP g(XTD)] <V(a), (2.52)

donc (2.51), et (2.52) impliquant que W (xz) = V(z), et que 7p est un temps
d’arrét optimal, avec D comme région de continuation.
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2.7 Solution de Viscosité

Exemple de singularité. On considére le cas d’'un probléme de controle
déterministe o = 0, avec b(z,a) = a € [—1,1], n = 1, I’é¢tat du systéme est
gouverné par

dXt = Oétdt, X() = X.

Soit f une fonction paire C? a support compact avec f strictement dé-
croissante sur R, , on considére la fonction valeur d’un probléme & horizon

infini : . .
V(z) = inf/ e 'f (a: +/ asds> dt.
acA [, 0
Soit
Vo) 0+°O etf(x+t)dt, = >0, (af=1),
€Tr) =
FO et (o —tydt, <0, (aF=-1),

donc

+oo +o0o
V(") = /0 et f(t)dt = — £(0) + /0 et f(t)dt < 0.
0) = /Oooetf’(—t)dt:—/o T et P (t)dt = —V'(0").

Donc V' n’est pas dérivable en x = 0, comme f est paire, V' est aussi paire,
f est strictement décroissante sur R, donc V' aussi. Notons que ’équation
d’HJB s’écrit :
V+ sup [—aV']=f,

a€[-1,1]

et cette EDP n’admet pas des solution réguliere sur tout R.

Cette exemple illustre la nécessité d’introduire des fonctions peu régu-
liéres solutions d’équations du type HJB, et adaptées a la théorie du controle
stochastique.

2.7.1 Notion de solution de viscosité

Suivant le type de probléme a horizon fini ou infini, on considére des
équations de Bellman paraboliques :

_aa_‘; (t’ SU) + ?zlelAI? [_EUV@?QJ) - f(iC, u)] =0, (tu x) S [O,T[ x R™, (253)

37



ou elliptiques :

BV (x) 4+ sup [-L*V (z) — f(z,u)] =0, x€R" (2.54)

a€A

lopérateur £" étant défini par :

LYV (z) = b(z,u)V,V (z) + %tr (0 (z,u) 0" (z,u)D2V (x)) . (2.55)

Définitions 2.15.

1) Soit Ve C°([0,T] x R"), on dit que V est une sur-solution (resp
sous-solution) de viscosité de (2.53) si pour toute fonction p € CH2([0,T] x R™),
on a

02 1.3) o[£ (7) — S7.0)] 20, (ep<0), (256)
acA

en tout point (£,7) € [0, T[x R" minimum (resp mazimum) globale de V — ¢
sur [0, 7] x R™.

2) Soit V€ C%R"), on dit que V est une sur-solution (resp sous-
solution) de wviscosité de (2.54) si pour toute fonction ¢ € C*(R"), on a

BV (Z) + sup [-L% (T) — f(Z,u)] > 0, (resp < 0), (2.57)

acA

en tout point T € R™ minimum (resp mazimum) globale de V — ¢ sur R".
On dit que V est une solution de viscosité de (2.54) si V est a la fois
sur-solution et sous-solution de viscosité de (2.54).

Proposition 2.16. Soit V € C?([0,T],R") N C°([0,T] x R™), (resp
C?(R™) N C°(R™)), alors V est solution de viscosité de (2.53) (resp (2.54))
si et seulement si V' est solution classique de (2.53) (resp (2.54)).

Preuve. On montre le résultat dans le cas de 'EDP (2.53).

Soit V € C*2([0,T],R")NC° ([0, T] x R™), supposons que V est solution
de viscosité de (2.53), comme V € C'2([0,T],R"), donc ¢ = V peut étre
choisit comme fonction test, de plus tout point (¢,z) € [0, x R"est un
maximum et minimum global de V' — ¢ = 0, donc on a par définition de
solution de Viscosité : V (¢, z) € [0,T] x R™.

_a_v (t’ fL‘) + sup [—,Cuv<t, I) — f(l", U)] =0,
ot u€A
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i.e. V est solution classique de 'EDP (2.53).
Soit ¢ € C*2([0,T],R") et (£,Z) € [0,7[ x R" un minimum global de
V — ¢, alors on a
IV —¢) - - -
% (£.7) =0, V,V(I7) = V,p(.7),

et
DV(i,7) > D*o(l, 7).

Donc (utilisant le fait que : si p < ¢, et B matrice définie positive alors
tr (pB) < tr(gB)), on obtient

b(E, W) V. V(EF) + %tr (D2t 7)o (T, w)o" (7, u))

< b@,u)V.V(7T)+ %tr (D2V(t, 7)o (T,u)0” (T, u)),

alors
81615 [—E“(p(f, z) — f(Z, u)] > SIEHA) [—E“V(E, 7) — f(Z, u)] ,
donc
0p - _
—a—f(t,f) +sup [—LY% () — f(T,u)]
ov _ _
> —E(t,f) +3161§ [—L"V(1,Z) — f(z,u)] =0,

i.e. V est sur-solution de viscosité de (2.54). La propriété de sous-solution est
prouvée de la méme maniére.

Lemme 2.17.
1)3c>0,Vte[0,T],se[t,T] et z € R", on a

E|X"/""“"—:c|2 <c(s—t).
2Vt >0,Vse[t,T] et z, y € R", on a

B|Xy" = X < exp{B (s —t)} o —yl.
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Théoréme 2.18.
1) Horizon fini : La fonction valeur

V(t,x :meUfX” d$+g(X””)]

est l'unique fonction bornée , uniformément continue en x solution de visco-
sité de (2.53) et satisfaisant la condition terminale V (T, x) = g(z).
2) Horizon infini : La fonction valeur

V(2) — infE { / - M#(x:,us)ds] ,
0

ucA

est l'unique fonction bornée, uniformément continue, solution de viscosité de
(2.54).

Preuve. Nous montrons que la propriété de viscosité de la fonction valeur
découle du principe de la programmation dynamique. On montre le résultat
dans le cas d’un probléme & horizon infini, soit ¢ € C?(R") une fonction test
et T € R" tel que :

min(V — ¢)(z) = (V — ¢)(T) = 0. (2.58)

LBGR"
D’apres le principe de la programmation dynamique, on a
h
V(z) = inf E [ / e P (X7 ug)ds + e‘ﬁhV(Xif)] , Vh >0, (2.59)
ue 0
donc

h h
/ e P (X7, ug)ds + e PPV (XT) > / e P F(XT, ug)ds 4+ e Pl (X,f) ,
0 0
(2.60)

comme
h
¢ (T)=V(T)=inf E { / e P F(XT ug)ds + eﬁhV(X,"f)} :
0

d’apres (2.60), on a

ucA

h
o () > infE U e P f(XT,ug)ds + e Py (X;’f)} :
0
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Comme ¢ € C?(R"), on a par la formule de Taylor au voisinage de
(t = 0,5 = 2), appliqué an (t,y) — e (), Vh > 0

e Mo(XE) = ¢ (x) = Bhe (x) + (X} — )V, (z)
4502 (2) (X — 2) (XF —2) + 0 (X} — o).

Posons

oult) = 0 (2) + (g = 2) Vo (@) + 5 D2 (2) (y — ) (y — 2) , y € R,

donc
e o (X)) = —Bhe (z) + ¢ (X}7) + 0 (h) + o (| X} —2/?) ,Vh > 0.
D’apres le lemme (2.17) on a
E{o(|X; —a)} =0 (h),

donc
E e o (Xj) — (=Bhe (x) + @0 (Xi))| < o (R)

uniformément en a € A, et on a

h h
E < cE/ |sz—:17|ds+c/ (1—e")ds
0 0

< ch? + ch?,

/h (XY ug) = @, us)ds
0

ol ¢ est une constante ne dépend pas de u € A.
On prend maintenant = = 7, donc X = X7, et

E|e o (XF) — (~Bhe (7) + 0o (XD))] < o(h) (2.61)

h
E / 6765f<XsT7 us) - f(wa us)dS < Ch% + Ch2' (262)
0

Comme

h
¢ (Z) > infE [/ e P F(XT ug)ds + e Pl (X,f)} ,
0

u€A

en utilisant (2.61), et (2.62), on obtient

o= nte " @ ui)ds — fhg (7) + o X0 + o 0,

ucA
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notant que ¢ (T) = ¢, (T), ceci s’écrit encore

h —
o @) 2 i | [ 1E0ts + (30 + 0 )] 0 0.
Comme
Vzpo (y) = Ve (T) + DAV (2)(y — T), et Dip, (y) = D2p (T),
par la formule d’Ito, on a
Beo(XD) = o @] = El[ bXE ) (Voo (@) + Do (o) (X7 =)
+;tr (D2<p( Yo (X7, ug)o (X2, us)) dsl,
Bhp (7) > me/ F(@)ds + b(XT) (Vo (%) + D2 (7) (X7 — 7))
+= tr[(D2<p() (XD (X])) ds] + o (h)].

2

Comme b et oo’ sont bornées et Lipschitz en Z, uniformément en u, on a
h 1
E] / (T, us) Vip (7) + 5t (D20 (7) 03, 0)o (7, u,)) ds
0

_/O b(XZ,u,) (Vo (T) + D%p (7) (XT — 7))
4_%7# (U(Xf, ug)o! (XZ, u,)D2p (E)) ds]|

h
< cE/ |Xf—f‘ds:ch%

uniformément en v € A. On en déduit que :

Sho(7) > inf | / @ ) ds + BT 1) Vi ()

Lo (D2 @) 0 (7,0 07 (@,10.)) s+ o ().

En divisant par h et on passe a la limite lorsque A tend vers 0

B (T) > inf E [f(f, u) + b(T,u)Vzp (T) + ;tr ( (T,u) ol (T,u) D2p (E))

acA
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et de maniere équivalente

B (T) +sup [-L» (T) — f(T,u)] >0, (2.63)

u€EA

Donc V' est sur-solution de viscosité de (2.54).
Soit T € R™, tel que :

0=(V=¢) (@) =max(V - o) (x),

reR”™

alors d’apres le principe de la programmation dynamique, on a

h
Vh >0, ¢ (T) < inf £ {/ e P f (X7, us) ds + e Php (X1,
0

u€A

donc
B (T) +sup [-LY (T) — f(T,u)] <0, (2.64)

ucA
V' est une solution de viscosité de (2.54).

On montre maintenant un résultat d’unicité ce qui soulignera que la dé-
finition de solution de viscosité est une notion parfaitement adaptée a la
théorie du controéle stochastique.

Théoréme 2.19.

1) Soient V' et W deux fonctions bornées, uniformément continues sur
[0,T] x R™, on suppose que V est une sous-solution de viscosité de (2.53)
et W est une sur-solution de viscosité de (2.53), et V(T,z) < W (T, z) pour
tout x € R", alors V(t,z) < W(t,x), V(t,z) € [0,T] x R,

2) Soient V' et W deuz fonctions bornées, uniformément continues sur

R™, on suppose que V' est une sous-solution de viscosité de (2.54) et W est
une sur-solution de viscosité de (2.54). Alors V (t,z) < W(t,x), Vo € R".

Preuve. On considére le cas ou V' et W sont seulement supposées conti-
nues, on ne peut donc pas utiliser les conditions de dérivation classique pour
caractériser un extremum de fonction, I'idée est basée sur I’éstimation sui-
vant :

On suppose que (M, N, a) € S" x S" x R%. On pose :

G2, M) = —tr[A(x) AT (x) M].
Alors
Gy, N) = Gz, M) = tr(A(2)A" (x)M) — tr(A(y) A" (y)N)
= tir [A(:z:)AT(:C)M — A(y)AT(y)N}
< 3alA(x) - Ay,
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car la matrice

(A AT(y) A(y)AT(x)
= ( A(z)AT(y) A(z)AT(x) )

est une matrice non-négative dans S”, on a

ol (" )

I, -1,
3atr {C’ I )]

< 3atr [(A(z) — A(y)) (AT (x) — A"(y))]
= 3a|A(z) - A(y)*.

tr(A(z) A" (z)M — A(y) A" (y)N)

IN

Considérons maintenant la fonction
1
F:(n,y) R X R" = F (1,9) = V() = W(y) — o |o — o’

ol € > 0. Supposons que F' admet un maximum en (7,7), donc x — F (z,7)
admet un maximum en T on obtient que :

1
reR" - V(z)— <2—€ |z —yﬁ)

admet un maximum en 7.
D’autre part, y — —F(Z,y) admet un minimum en 7, on obtient que

1
yeR" — W (y) - <§If—ylz)

admet un minimum en y. Appliquant la définition de sous-solution de visco-

sité pour V' a la fonction test : x — % |z — 7|° au point T, on a
€

%V(E) +sup {—b(f, ) (T - y) i (aaT (7.u) (%)) - (7 u)] > 0.

En appliquant la définition de sur-solution de viscosité pour W a la fonc-

tion test y — 5 1Z — y|” au point 7, on a
€

W@ b (T2 - Gor (o0 @ (T)) - ] <o
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donc
0
a(
supl}o(z. u) ~ (7 v)|

ue

V(z) - W(y))

T V@ - 1)

; tr (MT (T, u) (%)) —tr (aaT (7, ) (%))

IN

J

+_

et comme b, f, ool sont Lipschitziennes en x, uniformément en u, et d’apreés
I’estimation de trace, on a :

[ _ c|z -7l
ot -
D’autre part, comme F(z,z) < F(7,7), Y € R” on a

+elT -7l +3d T -7, (2.65)

V) - W) < vE) -wm - Y (2.66)
< V(z)-W(@®),
comme F(Z,y) > F(Z,T) on a
_ _ r_ _ _ _
V@ -W@ -5 -3 >V @- W@
Donc 1
W@ -W@ -5 [F-7 >0, (2.67)
puisque F'(Z,7) > F(y,7), on a
1
V@) -Vm -5 lt-9 >0, (2.68)
Donc
1
—F-F S (VW) @) - (VW) @), (2.69)
1
et comme V, et W sont bornées donc B |z — y\z < ¢, c’est a dire
7 — 7| <cve. (2.70)

En notant par m le module de continuité de V + W, (V et W sont
uniformément continue). Donc

m (n) = sup{[(V + W) (z) = (V+W)(W)|, |z -yl <n}, avec:m(n) — 0.

n—0
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D’apres (2.69), on a

r_ _
g <m (7).
et d’apres (2.70), on a
1
e > <m(cve). (2.71)
En substituant (2.70) et (2.71) dans (2.65), on obtient

9
ot
d’apres (2.66) on a

V(@) - W () < eve+ e+ mleve) =o(e),

Ve e R", V(z)—W(z) <V(z) - W(y) — 0,

e—0

donc
V(z) < W(x).
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Chapitre 3

Principe du maximum

On étudie la 2" approche d’optimisation dynamique stochastique dans
laquelle la variable de décision est un controle F; — adapté, on commence par
un résultat de Haussmann pour le principe du maximum pour des systémes
avec contraintes, utilisant le théoréme de Guirsanov et un résultat analytique
s’appelle "cone de variation" pour la transformation de probleme a un autre
probleme sans contraints mais avec les multiplicateurs de Lagrange.

3.1 Principe du maximum pour des systémes
avec contraintes

3.1.1 Théoréme de Guirsanov

On se place toujours sur un espace probabilisé complet, disons (2, F), F}, P) ,
et on se donne {W;} un d-mouvement brownien sur cet espace, on considére
également un processus {0, : 0 <t <T},T < +o0, Fi-adapté a valeur dans
R™, tel que :

T
/ 16,|” dt < oo, P.ps. (3.1)

0
Posons

t t
Cf(ﬁ):exp{/ Hrdwr—%/ \Gledr} GO sis=0.  (32)
s s s<t<T

Par le lemme d’It6, ¢, (f) est une solution Fj-adapté de 'EDS

¢, = ¢,0,dW,, ¢, =1. (3.3)
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Remarque 3.2. Si fST E|C,0,]> dt < oo, done {C3(0) : s <t < T} est une
martingale.

Lemme 3.3. Si sup |0,(w)|> = C < oo, donc {¢5(0) : s <t < T} est une
t,w

martingale dans [s,T], et EC;(0) = 1.

t
Tm:inf{tzs:/QTdWrzm},
0

Preuve. Posons

par (3.2), on a

T ) T
E/ }CfA7m9T| drg/ e*"Cdr < oo,

s
TATm

EC;/\Tm (9) = ECi/\Tm(e) = 1

en utilisant (3.3), on a ¢ = (j(1,, 0) est une martingale

Le lemme de Fatou donne alors

EG(0) = FlmG,,,
< liminf B}, =1, (3.4)

t 1 [t t
$(0)° = exp{/ 29dW—§/ |29|2dr}exp/ 16| dr

< G(20) exp [e(t — s)]

L’inégalité (3.4) appliqué a (;(26), donne alors

T T
E/ |Cf(9)0t|2dt§/ eTedt < +o0. (3.5)

Ce que termine la preuve (en utilisant (3.3)).

Corollaire 3.4. Supposons que (3.1) a lieu, donc (;(0) est une sur-
martingale dans [s,T).

Corollaire 3.5. Supposons que (3.1) a lieu, si EC;(0) = 1, donc (;(0)
est une martingale dans [s,T].
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Preuve. Comme ¢; est un sur-martingale, et F /() = E(; = 1, donc
(7 est une martingale sur [s, T'.

Théoréme 3.6.(Guirsanov) Supposons que (3.1) a lieu, et EC(0) =1,

— dpP
donc P donné par P = Cr(0) est une mesure de probabilité sur (Q, F,{F;}),
et

t
Wt == Wt — / Qsds (36)
0
est un mouvement Brownien sur (Q, F {F} ,F).

Preuve. Voir (Haussmann 1986).

3.1.2 Solution d’équation différentielle stochastique

Considérons C" = C' (0, T;R") : I'espace des fonctions continues de [0, T']
dans R", soient G" = B(C(0,T;R")), et G} le o-algebre engendré par la
famille d’ensembles

{{X e C(0,T;R") : X; dans B},0< s <t,et Be B(R")}.
Sur (Q, F,{F;}, P) on considére 'EDS suivante :
dXy = b(t, X3)dt + a(t, Xp)dW,, Xy =z, (3.7)
ou Xg est Fy-mesurable, et
b(t,z):[0,T] x C" = R™, a(t,x):[0,T] x R" — R4,

Une solution de (3.7) est un processus (X;)¢>0, Fi-adapté et a trajectoires
continues, c’est a dire : X € C™ = C"(0,T;R"), tel que :

w>0E(/| |@)<+m(%E</w |%><+m

On notera : ||X||, =sup{ |X (s)] : 0 <s <t}, pour X dans C™.

Lemme 3.7. On suppose qu’il existe Ky, K1, tel que :
(C1) [ |a(t,x)? dt < Ko, = €R",
(C)b(t. X < K (1+]1X]7), X e

St M, = fota(s,Xs)dWS, et p > 1, donc il existe une constante K, tel
que :
X} < K1+ [ Xol” + [ M) P.ps. (3.8)

49



Preuve. D’apres (C2), on a {M;} est une martingale de carré intégrable,
et par (C1) il existe une constante K, tel que :

t

102 <3 {1l 47 [t as + )

(utilisant le fait que (a4 b+ ¢)* < 3 (a2 + b* 4 ¢2)). Par (C2) on a
2 _ = 2 ! 2 2
1 < T (1 1+ [ 12 ds + )
0
Le lemme de Gronwall donne alors
(- P
IXI7 < K (1+]X)*+ | M]7) +F/ eXUTIER (1+ | Xo* + |M7) ds

0

< K (14 |Xo* + | M|?) 5.

Pour p > 2 utilisant le fait que (1 +a)? < 27(1+ a?) sia > 0.

Théoréme 3.8. Supposons que (C1),(C2) ont lieu, et il existe ¢ > 0, et
¢, Ko < 00, tel que : Vs € [0,T]

(C3) Eexpe|Xo|® < oo,
(C4) [y 10" dt < & (14 |IXI[I7). 105 < Ko (1+ |IXI[;) Pops.

Donc il existe une constante &, > 0, (dépendant de ¢, Ko, K1, et n), tel
que : st (p* —p) & < &, alors B¢, (0)" < K, (dépendant de e,n et p).

Preuve. Voir Haussmann 1986.
Corollaire 3.9. Supposons que (C1), (C2), et (C3) ont lieu, et que :
0, < Ko (L+[1X]7)

donc il existe p > 1, et K < oo (dépendant de € et p), tel que :

E{(r (0)} < K.

Preuve. La preuve consiste a utiliser le théoréme (3.8) , avec & = KT,
et p est prouche de 1.

Corollaire 3.10. Sous les conditions de corollaire précédent, on a
EC(0) =1.
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Théoréme 3.11 (Itd). Si les fonctions b, a sont Lipschitziennes en x,
ie.
3Ky a(z) — a(y)] + [b(z) — b(y)| < K |z -y, Yz, y € R",

alors (3.7) admet une solution unique.

La solution construit au théoréme précédent est appelée solution forte de
(3.7).

Définition 3.12(Solution faible). On dit que I’EDS
dX, = b(t, x)dt + a(t, z)dW,, X, = z, (*)

admet une solution faible, s’il existe un espace de probabilité filtré (Q, F, P, F}) ,
et {W:} un d-mouvement brownien tel qu’il existe X; dans (2, F, F}, P) sa-
tisfaisant a (*). Insistons sur le fait que (2, F, Fy, P,{W;}) n’est pas donné
a priori, et X, est Fi-mesurable mais non nécessairement F,’-mesurable.

Notre objet est maintenant de donner une relation entre le théoréme de
Guirsanov et 'EDS d’Ité. Nous allons établir le résultat suivant.

Théoréme 3.13 (Cameron-Martin-Guirsanov formula).
Considérons

dX; = b(Xy)dt + o(Xy)dWy, X =z, (3.9)
tel que b:[0,T] x R* — R", et o : [0,T] — R™%. On définit
Wy =W, —/tesds,
0
tel que 05 : R™ — R™ une fonction bornée. Soit
P(F) = /FCt (0)dP, (3.10)
pour F' € Hy, tel que H; est une o-algébre engendré par {WS, s < t}, et

Ct:exp{%/otHZ(Xs)ds—/OtQ(XS)dWS}. (3.11)

Donc W, est un mouvement Brownien. On obtient
et (X;, We, P) est une solution faible de (3.12), si X, est une solution (faible
ou forte) de I’EDS (3.9).
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3.1.3 Formulation de probléme

Considérons ’ensemble U, que nous supposons non vide. Soient

fi : [O,T] XRnﬁR, 1= —my,....,—1,0,1,...,mo,
b : [0,T]xR"xU —R", ¢:[0,T] x R — R™*¢,

des fonctions mesurables.

On notera Uy : 'ensemble des fonctions u : [0,7] x C" — U, u (t,x) est
{G,} — mesurable, et il existe un espace de probabilité (2, F, {F;}, P, {W;})
constitué des processus X, vérifiant :

(i) PoXg' =pu,
(11) dXt = b(t, Xt, Ut)dt + O'(t, Xt)th,
(iii) EfOT | X |7 dt < o0, EfOT lug|? dt < oo, avec uy = u(t, X).

Dans le paragraphe suivant, nous étudierons un résultat pour le principe
du maximum pour des systémes avec contraintes, pour cela on cherche a
résoudre :

T
JZ(U) =F {/0 fi(t,Xt,ut)dt +gZ(XT)} s 1= —my, ...,O, ey Mo (313)

On suppose qu’il existe ¢ < oo, tel que :
[fit, X, u)| + |g:(X)] < Ko (1 + [ X]7 4 [ul”).
Pour U C Uy, définissons
inf {Jo(u) :uwe U, Ji(u) <0sii>0, Jj(u)=0sii<O0}, (3.14)
alors u € U est admissible si : J;(u) < 0sii > 0, et Ji(u) = 0sii < 0.
Supposons que u* est donné par la résolution du probléme (3.13). Notre
objet est maintenant de donner les conditions nécessaires d’optimalité.

Supposons que:

F(t,X)=span{b(t,X,u) —b(t,X,v):u, ve U}, (3.15)

bt u) = [hg<t’$) )}, ot z) = {02 (0 } (3.16)



Tel que : 09(t, X) est mesurable, et

m(t, )€ = [ }, o (t,2)" &€ = oyt 2) &, (3.17)

0
§s
7 (t,x) est une projection orthogonale de R™ sur F(t, z),
(D1) [y |o (t,2)*dt < Ko, [b(t, 2, u)* < Ki(1+ |af” + [uf),
o(t,xz) : R" — R" sur F(t,x), |0(t,x)+| < Ky, V(t, z),
(D2) 3K : Ju*(t,2)] < K (1+ || X[|,) Pps,
(D3) Je > 0: E{exp (e |X0|2)} < 00.

Lemme 3.15. Sous les hypothéses (D1), et (D3), on a E || X||} < oo, tel
que : 1 < p < o0.

Preuve. Voir Haussmann 1986.

Prenant Ug : 'ensemble des fonctions u : [0,7] x C" — U, u(t,x) est
{G,} — mesurable, tel que :

K, : |w] < K, (14 |X]),), w = u(t, ), (3.18)

pour u € Ug.

Et on prend la situation du théoreme (C.M.G), I'état X est donc donné
par le théoréeme de Guirsanov, avec

0" = o (t, X;) " [b(t, Xy, ug) — b(t, Xy, u))] . (3.19)
Les conditions (D1), (D2), (3.18), impliquant que :
101 < Ku(1+ |IX];), P-ps,
d’apres les corollaires (3.9), (3.10), et le théoréme de Guirsanov, on a
dX; = b(t, Xy, u) dt + o (t, Xy) AW,

et
E{C (0"} < K,

tel que : p > 1 dépandant de K, et
t
Wi =W, — / 0%ds
0
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est un mouvement Brownien sur (2, F, {F}} , P*), avec
dP" = (. (6")dP.

De plus sip’ =p/(p—1), donc

T T
E“/ X|'dt = E {gT(eu)/ \Xt\th}
0 0
< KETE{||X||‘ITP’}5 < .
D’apres le lemme (3.15), la condition (3.18) résulte de ce que :

1
Y

T i /
B [ ul'd < TRIE { X7} < o0,
0

Théoréme 3.16 (Kunita-Watanabe). Soit {W;} un d-mouvement
Brownien sur (0, F,{F;},P), si {X;} un {F+}-martingale de carré inté-
grable a valeurs dans R", donc il existe un processus Xy, {Frk} —mesurable,
et {M,} une martingale de carré intégrable orthogonale & {W,}, tel que :

T t
/ E|x,|?dt < oo, et X; :/ X AW, + M,.
0 0

Lemme 3.17. On suppose que (D1), (D3) ont lieu, donc Ug C Uy, et
u* € Ug.

Preuve. Voir Haussmann 1986.

Pour u € Ug, prenons comme fonction cotit
T
s = B { [ X+ o)}
0

_ g {/OT P Xoog) — F(E Xo,ul)] di + /OT (6 XVt + g(XT)} |

Posons

T
O = F(t Xooup) — (£ Xy ul), et L_/ £t X, u)dt + g(X0),
0
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donc .
J(u) = B / ¢udt + E"L. (3.20)
0
D’apres (D1), (D3), on a E|L]> < oo, alors L, = E{L/F} est une

martingale de carré intégrable, et d’aprés le théoréme de décomposition du
martingale, il existe un processus mesurable y,, tel que :

T
/ E |x,|? dt < oo, (3.21)
0

et M, une martingale de carré intégrable ”orthogonale” a {W;} , avec My = 0,
tel que :

t
Lt = LU +/ Xdes + Mt, PpS (322)
0

Théoréme 3.18. Sous les conditions (3.16), (3.17), (D1), il existe deux

constantes ¢,, C,, tel que :
T 5
([t
0

/ odW
0
. P
/ odW
0

pour p < oo, c’est & dire que : |[[; adW}T| et fOT |lo|? dt sont equivalente.

p

cpE‘ < E

T

< C,E

)

T

Lemme 3.19. E* fOT Ix|? dt < oo, et E*Myp = 0.

Preuve. Soit p’ > 1, d’aprés (3.22), et le théoréeme (3.18), on a

E { [/OT x| dt + I[M]Tlr} = E{|[L: — Lol ["}

ok {||L — LOH?,}

coF |LT — Lg|2p, < 00,

IN

A

et
T
Lol = 1L1< Ko { [ @1+l + 15717}
0

35



Soit p' = p/p — 1, donc

e | e = e{ao | Trxfdt}
< E{g(@”)p}éE{( / T|x|2dt)p/}p'

< KrI {02E Ly — L0|2p’}P < 0.

=

Inégalité de Doob. Soit {m;} une martingale et p < 1, donc il existe
une constante c, tel que :

E|m|} < cE|mg|". (3.23)
Preuve. Voir Doob 1953 pages 317, 354.

Lemme 3.20.

T
E'L = EL + E“/ X, 0udt, u € Ug.
0

Preuve. D’aprés (3.6), et (3.22), il vient
T T
E'L =FEL+ E“/ xdW™ + E“/ x0"dt + E"“ Mr.
0 0
Comme
T
E“/ x|? dt < oo.
0
T
alors " fo xdW* =0, et E*Mrp = 0.
Conclusion. Le controle optimal u* est donné par la résolution de

inf {Jo(u) :u e UNUg, Ji(u) <0,sii>0, J; =0sii<0}, (3.24)

tel que :
T
J(u) = E" / (o1 + x,03) dt + J(u¥), (3.25)
0
vo= f(t X w) — f(t X)), (3.26)
0r = o (t, X)) [b(t, Xp,ug) — b(t, Xy, ul)]. (3.27)
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3.1.4 Cobne de variation et transformation du probléme

Définition 3.21. Considérons Le simplex dans R"

¢= {(Pl,---,]?n) :pi 20, Zpi < 1} : (3.28)
1

Soit w e Uyn>0,et Z:nC — U, tel que : Z(0) = u, on dit que
M : R" — R™FIm2 oot yn différentiel conique de J au voisinage de Z au
point u St

J(Z(p)) = J(u) + Mp + o (|p]). (3.29)
Tel que : p € R™*1m2 et fo (|p|)] /|p] — 0.
|p|—0

Définition 3.22. Un cone convexe D C R™T14™m2 de sommet 0 est un
come de variation de J au point u, si pour tout (d*,....d") C D, In > 0, et
Z :nC — U, Z(0) = u, tel que : J o Z est continue, et M = (d*,d?, ..., d")
est un différentiel conique de J au voisinage de Z au point u.

Lemme 3.23. Supposons que le probléme (3.24) posséde une solution u*,
soit D un cone de variation de J au point u*, donc IN € Rmitltma X £ ()
tel que : B

Ad<0,Vde DN(R™ x L), siu* € U.

On note que :
I, ={i>0: Ji(u") <0}, I_={i>0: J;(u") =0},

et
L= {y€R1+m2 :y0<07yi <]i,i:1,m2},

avec [ =4oco siiel , [;=0sii€ 1.

Théoréme 3.24. Supposons que le probléme (3.24) posséde une solution
u*, soit D un cone de variation de J en u*, donc IN € RmMtltmz )\ L ()
A <0, si1>0, tel que :

/\J(U*) = /\Ojo(u*),
et \.d <0,VdeD.

Utilisant maintenant les résultats précédents pour la construction d’un
cone de variation pour le probléme (3.24). Supposons que 3Ky, K7, K3 K, tel
que :
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(D4) Jg € (0,00) : |[f(t, 2z, u)| + |g(2)| < Ka(1 + []* + [u]"),

(D5) dX, = b(t, Xy, ul)dt + o (t, X;) W,

(D6) [ ot Xo) > dt < Ko, et [b(t,z,u)[* < Ki(1+ |2 + [ul?),

o(t,x) : R — R" sur F(t,x), |o(t,z)T| < Ko, V(t,z) € [0,T] xR",

(D7) E{exp (¢|Xo|°)} < 0,¥e > 0,

(D8) [ (¢, 2)| < K (1+1X]|,),

(D9) {u € Ug : u(t,.) est Hy mesurable} C U, et u*(t,.) est H;—mesurable,
tel que : {H;}p- > est une famille de o-algebre, H; C GY'.

Considérons U? : I’ensemble des controles perturbé a l'instant t. Et soit
g > max{2, q}, et prenons U = L,(C", H;, PoX ' U), dépuis H; C C;", donc
U' séparable, (voir Halmos (1950) pp 168-177) pour obtenir la séparabilité
uniforme et on introduit les conditions suivants :

(D10) 3V un ensemble dénombrable des fonctions mesurables de (A, F)
dans (U, B(U)).

(D11) Pour chaque t dans [0,7], Ji; : (C™, Hy) — (A, F), tel que i,
mesurable et pour v dans V, v o i; est une fonction bornée dans C" et
{voi,:v eV} est dense dans U.

Exemple.
U : 'ensemble du controle -en utilisant I’information complet- ici U = U,
et H, = G}. Soit B; une o-algeébre engendré par

{{X : X,dans B}, s <t, s rationnel, B C R"}.

U : ensemble dénombrable dense dans U. Et soit V = VT, tel que :
N ~
V= {ZuilAi(x) : N finie:w; €U, AiNA; #92, i,j —L_n} )
i=1

i(x) = X1, tel que : X'(s) = X(tAs), on prend (A, F) = (C™,G™), donc
v:(C",G") — (U,B(U))
est mesurable si v € V. Il est claire que :

lvoiy(z)| < max{|w|, i =T1,n},
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donc v o i; est bornée, et V' est dense dans U* (Halmos 1950), dépuis
Vi={voii:ve V',
et VPCV.

Précisons tout dabord ce que nous entendons par la transformation du
probléme (des systemes avec contraintes) a un probléme avec les multiplica-
teurs de Lagrange.

Pour v € V, on définit

o) = f(s, Xs,vo0is(x)) — f(s, X, u"(s, Xs)), (3.30)
et
0" = o (s, X,) " [b(s, Xs,v0i4(x)) — b(s, Xs,u*(s, X,))]. (3.31)
Soit
p=min{2g(2+79q)"", q¢'}. (3.32)

Considérons a présent les fonctions

3=

Ul = B{ol 0}, et = B{Iol+ .07} . (3.33)

D’apres (D4), (D6), (D7), et le fait que v est borné dans V, on a Jk(v)
tel que :

Wi < K [0+ BIXD + B {GPE 1+ BIX)E)H,

—v

(2

< K@ [(1+ BIXE) + B {uPY 0+ BIxDE]

P’ et Ev sont intégrables en s, et il existe T'(v) un ensemble de mesure nulle,
tel que : pour t ¢ T'(v), on a

d [* d ['— —u
G| vas = e g [wias =

Soit Ty = UVT(U), Ty est de mesure nulle. Soit D un cone convexe en-
vE

gendré par

{f 1€ [0,T)/Ty, veV}. (3.34)

Nous allons établir le résultat suivant.
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Théoréme 3.25. D est un cone de variation de J au point u* pour le
probléme (3.24).

Preuve. Voir Haussmann 1986.

Théoréme 3.26. Supposons que (D4), (D10), (D11) ont lieu, et b(t, z,.),
f(t,x,.) sont continues pour tout (t, ), donc il existe X € R™T1Tm2 X £ ()
Ai <0sii>0, \jJi(u*) =0 si i >0, et un ensemble de mesure nulle Ty,
tel que pour tout t € [0, T\ Ty, et v € U

E {H(tv Xt U($)7 ﬁta A)} S E {H<t7 Xt u*<t7 QJ)? ﬁta A)} ) (335)

ol _
Pl = Xx,o(t, X,)". (3.36)
Preuve. Les théoremes (3.24) et (3.25) conduisent & l'existence de A, tel

que (3.35) est vérifice Vv € V.

Soit maintenant v € {voi;:T € V}, sous les conditions (D10), (D11)
pour v dans U?, il existe une suite {7,,}, dans V tel que : 7, 0 i; — v dans
L,(C* Hy, Po X1 u), on peut alors extraire une sous suite notée v,,,0i; — v
P.presque sur, et par définition de g, 9p > 1, tel que :

supE |H (t, Xy, Uy, 0 4y (2) P, A) g < 00.
Utilisant (D4), (D6), (D8), et le fait que
SUpE [Ty, 0 iy (2)|7 < 00, et E |y, 0 iy (x)|T — E|v(z)|? < co.

le théoréme de convergence dominée fournit (3.35) pour tout v € U".

Corollaire 3.27. Sous les conditions du théoréme (3.26), Vt € [0,T]\To,
etuecU

E {H (t,Xt,u, B, )\) /ﬁt} <E {H(t, Xi,ut, B, A)/E} . (3.37)

Tel que : _
F=X"1(H,).
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3.2 Principe du maximum de premier ordre

On principe le théoréme (3.26) constitue un principe de maximum, mais
parce que le processus adjoint P contient x (inconnu), ce résultat n’est pas
trés utile. On va maintenant étudier de maniére plus approfondie le cas sans
contrainte, on donne un résultat de principe du maximum basé sur la solu-
tion forte de 'EDS, 'avantage de cette étude est qu’on donnera la formule
explicite de processus adjoint.

3.2.1 Formulation du probléme

Soit (2, F,{F};},, P) un espace probabilisé filtré, W = {W;}, un mouve-
ment Brownien, U : I'ensemble des controles admissibles. Supposons que le
probléme (sans contraintes) (3.39) posséde une solution u*, et pour chaque
controéle u, soit

X = (X(t), 0<t<T)

une solution de 'EDS suivante
dXt = b(t, Xt, U:)dt +0o (t, Xt) th, Xs = X. (338)

Maintenant soit § > max{2,¢q}, tel que : U C Lz ([0, T x ;U), et
supposons que :

(E1) o (t,z) : R - R" sur F (¢,x),

(E2) |o (t,2)"] < Ko, [ |o(t,2)* dt < Ky,

(E3) |u™ (t, )| < K (14 [l,),

(E4) [f(t,z,u)] + ()] < Ko (1+ [z]" + [u]*),

(E5) Eexp {5|X0\2} = exp {€|x|2},u(dx) < 00, f est continue en u,

v (t,x)

S

)

)

)

)

€[0,7] x R™,

EG6) g est continue, f est continue en (z,u), Vt € [0,T],
)
)

(
(E7 |b(t,x,u) _b(tayau)| + |O’(t,l’) - J(t7y)| < K |C(]—y|,
(

B8) [b(t,z, u)* < K1 (1+ |2” + [u]?)

Remarque 3.28.
1) X, est solution forte de l’équation (3.38),

2) X, est appelée la réponse du contréle uy.
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On suppose que le probléme
inf {J(u) Lue z7} (3.39)

posséde une solution u*, avec

sy =] [ s xe o).
(E9) ¥ (t,u), b, o, f, g sont continiment différentiables en x, et
g0 ()] + 1o ()] < K (1 |2l + Jul?)
Considérons
U= {u(X*()):ue U} C LY, F,PU).

Pour v € V fixé, on définit le processus {v;} par v; (w) = (voiy) (X (w)),
et on considére V = {v: v € V} un ensemble dense dans U', avec V C U,
solent maintenant :

FY(t,x) =b(t,z,v) — b(t, z,uy), et G*(t,x) = f(t,z,v) — f(t, z,up).

On note que : FV (t,X;), G (t,X,), et |F" (t,X,)|?, sont intégrables.

3.2.2 Principe du maximum et processus adjoint

Supposons que le controle u* est optimal, s ¢ Ny, Ny un ensemble de
mesure nulle, donc

J(ug) > J(ul), Yue V.

Soit € > 0, posons :

{ut sis—e<t<s,
Ue =

u;  sinon,
alors
i () =)
e—0 £
donc
d



On considére les fonctions

Fe(t,x) = b(t,z,u;) — b(t, z,uy),

et
G (t,2) = f(t,2,05) — f(t,,07).
Donc (t.2) ]
. F(t,x site|s—e, s,
Fe(t,z) = { sinon |
et
G () = G"(t,x) site[s—e,s],
)= 0 sinon.
Soit
donc

déf = [(b(t7X: +€§7u:) - b(t7Xt*7uZ)) — F* (t7X: +€i)] dt
+ (o (6, X7 +&) — o (t, X])) dWL.

Lemme 3.29.
Vp € [1,q], EE°I; = O(e). (3.41)

Preuve. Par (3.40), (ET7), et le fait que F™™ est Lipschitzienne, et d’apres
le théoréeme (3.18), on obtient

q

_ t _ t
€ < K / ETdr + K / (o (t, X7+ €) — o (6, X)) dW,;
0 0

q

9

+K‘/ F(r, X7)dr
(s—e)nt

alors .
Blle|f < ?{ / E Hsanzdrw(aq)}
0

donc 1 g
-/ BIFYTdr — BIF" (s, X} < oc.

€ S—¢& e

Le lemme de Gronwall donne alors F [|€°]|7 = O(£9), et Iinégalité de

Jensen fournit (3.41) pour tout p € [1,7].
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Corollaire 3.30. 5i 1 < p <7, donc
T
E|AF|E = O(P), et E/ IAGE|dt = o (c). (3.42)
0

On note : A¢® = ¢° (t, X; + &) — ¢° (t, X}), pour ¢° = ¢° (t,x).

Preuve.
DIAF| = |Fe(t, X7+ &) — F=(t, X7)|

|b(t7Xt*+€iau§) _b<t7Xt* +€§7u:)+b(t7X:>u§) _b(taXt*au;k”

comme b est Lipschitzienne, donc |AFF| < 2K |£;], ce qui termine la preuve
-utilisant le lemme (3.29)-.

2) Sous les conditions (F4), (ET), et le fait que u; est borné, alors
|AGH| = |G, X+ &) — G, XP)| < fae (8 X7 ) — fa (8, X7 u)] 165

Donc

T s
B[ laca < k[ Bl 01X+ G0 d
0

< Re [E€N+BUEIRT] =0 (0).

Soit (° la solution de 'EDS suivante

d
AC° = [b, (1, X ui) o+ F= (0, X)) dt + 3 ok (1, X7) CdW,
(3.43)
G =0.

Lemme 3.31. E ||€° — °||}, = o (e?), pour 2 < p < 7.
Preuve. Soit E =& — (%, donc
¢ = dE —d¢°
= {b('[},Xf,U:) dt—‘_g(t?th) th} - {b(t,X:,U:)dt-{—O‘(t,X:) th}

d
—{b(t, X7 up) ¢+ F2 (6, X))} dt+ ) o (8, X7) CdW.

k=1
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D’apres le théoreme de la valeur moyenne, il existe un processus {qﬁi }1

a valeurs dans [0, 1], tel que :

dC = b(t, X up)Cdt + Y ok (8, X7) CAW + dey + de + des,
k

ou : d€1 = [b (t, X: + Qb(t)gia U’t) —b (tv ngv u;fk)} gidt
d

dey = kz [0 (t, X7 + ¢y&5) — ok (t, X7)] &5 dWF,
=1
des = AF* (t, X}) dt.

Par le corollaire (3.30), on a

Elleslly = [AF (& X7)dt|y
= O(e).

D’apres le théoreme (3.18), il existe une constante cg, tel que :

T £
Elleall < cE {Hf?”? (/0 \Aaﬁdt) } :

le lemme (3.29) conduit &

hS{lS]
SIS

Elelh < aB{lgk}
o(ef).

T _ 1-
E {/ Ao | P dt}
0

=0,1,.,d

T e . .
or [, E|Ao,|@# dt :»9’ o, est bornée, et x — o, (t, ) est continue. De

la méme maniére on a E ||e1]|}, = o (¢?), ce qui termine la preuve (utilisant

I'inégalité de Gronwall).

Soit ¢ (t,7) la solution fondamentale de

d
dY, = b, (t, X7, uf) Yedt + > ok (£, X]) YidW},
k=1

i.e. ¢ (.,7) est solution de (3.44) sit > 7, et ¢ (7,7) = Id.

t,T.

La preuve consiste a utiliser (3.44), et le fait que b, et o, sont bornées.
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Lemme 3.32. Soit p < co, donc E |¢ (t,7)|" est uniformément borné en



Lemme 3.33. Soit s <t < T, donc pour p € [2,7]
E|CG; —e¢ (t,s) F(s, X )[" = o (")
uniformément en t.

Preuve. Comme F© (t, X;) =0 pour t > s, (; = ¢ (t,s) (5, tel que :

Ci—/ by (r, X7, ngrJrZ/ (r, XX) CCdWF + / F“(r, X7)dr,

(3.45)
par le théoréme (3.18)

/_ o (r, X2 u gde/ (r, X*) CCdW™

p

E = O(EHE|CII

— o(eP), (3.46)

car E|C°|I” = E|¢F =& + &7 = o(eP),(utilisant les lemmes (2.29) et
(3.31)). D’autre part, on a

p

E — o (eP), (3.47)

/ FY (r, X*) dr — eF" (s, X*)

car

1 S
lim & {g / P, X:)dr] _ B[F"(s, X7)],

e—0

'E1 / Fdr
€ S—¢€

1 s ?
E- [ _F“dr| est uniformément borné en ¢, les relations (3.45), (3.46),
€

q 1 s _
< _/ E‘Fu‘qdra
€ S—¢&

1.e.

(3.47), et le lemme (3.32) impliquant que :

E|G —eo(t,s) F* (s, XOI" < Elo(t,s)|"[¢7 —eF™ (s, X))
o (eP).

Corollaire 3.34. Si ¢t > s donc
§ =co(t,s) F* (s, X7) + 1y,
tel que : sup E [p,|" = o (eP).
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Preuve. Utilisant les lemmes (3.31) et (3.33).

Retournant maintenant au fonction J, on a

T
JWE) — J) = B / (6 XF + 6, uf) — F(6 X7 uf) + Go(t, X7 + )] dt

+E g (X7 +&7) —9(X7)] .

Lemme 3.35.

T
T~ J(u) = B { [ U X + 6 X i g0 () g;} + Ep,.

(3.48)
tel que : E |p;| = o (e).

Preuve. D’apres le théoréme de la valeur moyenne 3¢, € [0, 1], tel que :

T
o = / (ot X7+ G5 ul) — fult, X7 u)] € + AGT) dt
+ [.%c(Xt* + (btf;“) — Gz (X:)] g%

Soit p, tel que : G (p — 1)_1 >p>q(q— 1)_1, donc p(p — 1)_1 < q, et
d’apres 'inégalité de Cauchy-Shoirtz et le corollaire (3.30)

p—

Ll :
Bl < ke{IEIFT} T B{ [ 1sraisgr} o),
0

le lemme (3.29) donne alors

p—1

EllelF} 7 =0

Soit ¢, — 0, il existe donc une sous suite ¢, , tel que ||+ ||, — 0 P.ps,

n—oo
et ‘Af;"k‘ — 0, car © — f, est continue. Sous les conditions (£3), (E5),
nj—00

(ET), (E8), on a

q

T qaq _ —
e N e R P R e
0
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Soit ¢ > 0, tel que : E|&°]|% < 1, (i.e. ¢ petit comme dans le lemme
(3.29)). Par l'intégrabilité uniforme

T
E/ |Af* |7 dt — 0.
0
Donc
T
E/ IAFEP dt — 0.
0

De la méme maniére, pour |AgE|”, et d’apres (3.28), on a
T s
/ G x)dt = | Gre X ar
0 s—¢
= eG" (87 X:) + P2,
avec E |py| = o ().
Lemme 3.36.
T
Jo () — Jo(w?) = cF { [ n G os) i g (05 o (. s>] F (5, X7)
+eEG" (s, X)) 4+ o (e).

Preuve. D’aprés le lemme (3.35), on a

o=y = 8 [ O €+ 6 1 X0 00 06 € 4B )
par le corollaire (3.34)
& =co(t,s) F" (s, X)) +p,, t>s.
Tout d’abord on montre que
E/OsfgC (t, X[, up) (Gdt = o (e).
On a

E / ot X ) Cldt = E / o (6 X0 )] 1G5 dt
0 s—¢€

< (e[ 1Lt aPas i)
- 20,
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en utilisant les lemmes (3.29) , et (3.31), il vient

YR

et
E|¢l7 < 2B €7 + 2E|€° = °l|7 = O(e?),

donc
J@)—J(w) = E / o (X7 00) (26 (1, 5) F (X2) +7,) + G (X7)] dit
B, (X7) (26 (t,5) F* (X2) + ) + Epy,

et comme

T s
/Gf(t,xg)dt _ / G (¢, X7) dt

0 s—e
= SGu(S,X:)+p2,

JW)=J (W) = ek [/ fo (X7, ui) & (L, s) db+ g2 (X7) 0 (T, 5) | B (s, X7)
+eEG" (s, X)) +o(e).

Théoréme 3.37. Supposons que (ES3), (E6), (E7), (ES), et (E9), ont
lieu, si u* est optimal, donc il existe un ensemble Ny de mesure nulle, tel
que :

Vt ¢ Np, ma[;(H(t, X/ u,pe) = H(t, X[, uy,pt), P.ps, (3.49)
ue
ou
H(t,x,u,p) = p'b(t,x,u) — f(t,x,u),
avec

:_E{/ Fols, X2102)6 (8) s+ 92 () 0 (T, ) /. .

Preuve. On prend
{/ fo (5, X u) ¢<s,t>ds+gx<x;>¢<T,t>},
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par le lemme (3.36), on a

T~ J () = cE [ [ 5 (i) o)+ (X3 0 (T25)| F* (5, X2)
+eEG" (s, X}) + o (¢)
Fo(e)
= ¢k {H(S,X:,us,ﬁs) - H(S’X;’uzaf_?t)} + o0 (5) )

pour t ¢ Ny, et u € V
E{H(t7X:7ut7]_9t)} S E{H(t,X:,UZ,]_?t)} . (350)

Soit maintenant v € U,, donc il existe une suite {u"}, tel que : u} tend
vers v dans L7 (Q, F;, P,U), alors on peut extraire une sous suite u} — v

presque sur, comme u} est borné dans L7 (2, Fy, P,U), donc E | f(t, X}, uj})|%
est uniformément borné en n, et

1

(e, X7 up))E < {B (l7) B b, Xp )} < o,

car F |p,|7 < oo, et par I'intégrabilité uniforme

EH(t, X{, uf,p) — H({, X{,0,7,)| = 0.

Donc (3.50) est vérifice pour tout u, dans U;. On obtient a laide de
corollaire (3.27), Yu € U

E{H(t, X{u,p)/ i} < E{(t, X], v, D)/ Fi}, Pops,
1.e.
H(t, X} u, E{B,/F}) < H(t, X} 0}, E{B,/F}), Pops.

En utilisant les théoréeme (3.26), (3.37) pour avoir un principe du maxi-
mum plus général.

Théoréme 3.38. Supposons que b, f sont continues en u pour tout (t,x),
et b(t,z,u), f(t,z,u), g(x), sont contindment différentiables en x pour tout
(t,u), avec

|bo| + || < Ki, et B+ [of” < Ky (14 |2 + [ul?)

()Y (t,z), o(t,z) : RY — R sur F(t,z), [ |o(t,z)]>dt < K, et
‘O’ (t,x)ﬂ < K[).
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(2)3q € [1, 0], tel que :
[F1+ 1ol < Ko (Ut [l +[ul) et | fol + lga| < Ko (1 |2l + [ul”)

(3)3e >0, E {exp (] Xo[*) } < oo,

(4)U fermé, contient l’ensemble des controles uy G} -adapté, tel que :
lu(t,z)] < Ky (1+[|X]],), et supposons que u* est un contréle optimal pour

le probléeme (3.39).
Donc il existe A € RmTtm2 - X £ 0\, <0 sii >0, \J; (u) =0 st
i >0, et un ensemble Ny de mesure nulle tel que : pour t € (0,T]\ Ny
max H (t7Xt7U’7pt7 >\) = H(t7Xt7u:7pt7)‘) ) P'p87

uell
ot
H(t, X, u,p,\) = \f (t,x,u) + pb(t,z,u),
et .
p= VB {0 o) o0+ [ (s, X 05,0005/ 7}

3.3 Principe du maximum de Peng

Dans cette section on donne une généralisation du principe du maximum
de premier ordre dans le cas ou o est dépendant du controle u. Dans le cas
particulier ou u. = u + v, et le domaine A est convexe ce résultat a été
obtenue par A-Bensoussan.

S-Peng a formulé un principe plus général que nous exposons maintenant,
on introduit ’équation (3.54) pour avoir une estimation de solution de 1’équa-
tion d’état de l'ordre de o (¢), car si on utilise seulement 1'équation (3.53) on
aura une estimation de l'ordre O (¢).

3.3.1 Formulation de probléme

Soit (§2, F, F;, P) un espace de probabilité filtré, {W;}, un d-mouvement
brownien standard, tel que F; = o {W, : 0 < s < t}, on consideére I’équation
différentielle stochastique suivante :

dX(t) = b(X(t),u(t))dt+o(X(t),u(t))dWV, (3.51)
X(0) = =,

b(z,v) : R*"xR¥ - R, o (z,v) : R" xR"* — L (Rd,R"), o= (01,02,...,0d).
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Un controle admissible v est un processus F;—adapté a valeurs dans U,
tel que :

sup Ev(t)|™ < oo,m=1,2,...
0<t<T

U : un sous ensemble de R™. Supposons que la fonction cott .J soit de la
forme

U FOX (), u®) dt + g (X(T))] | (3.52)

flx,v) R x R¥ - R, et g(x) : R* — R.
L’objectif est de calculer

V(t,x) = infJ (z,v).

velU

(F) On suppose que : b, o, f, g , sont deux fois dérivables par rapport a la
variable d’état x, et b,, byz, Or, Oy fows Juw, SONt continues en (z,v), by, by,
Oy Opzs fows Guz SONt bornées; et b, o, f,, g., sont bornées par ¢ (1 + |z| + |v|).

Remarque 3.39. On pose ¢ (z,u® (t)) = ¢ (x), pour ¢ = b, 0, by, by,
0-237 O-IESEJ et So(x7u(t)) = SO(x), pour QO - b7 0-7 bx? b:E:E7 O’x? O‘fE.’L’? vx E Rn‘

Soit (X, u) une solution optimale de I’équation (3.51), et soit la pertur-
bation suivante :

AN B site|r,T+¢],
wi () = { u (1) sinon.

ol ¢ <7 < T est fixé, ¢ suffisament petit, et v est F;—adapté.
On considére les équations suivantes :
dXy(t) = [0°(X(8)) = b (X () + ba (X (2)) X1 (8)] dt (3.53)
+[0°(X (1) — o (X (1)) + 0o (X () X1 (£)] dWS,
dXs(t) = [(05(X (1) = bu(X (1)) X1 (1) + 0o(X (1)) X2 (t)  (3.54)
2bm( () X1 (£) Xy (2)]dt
(02 (X (1) = 02(X (1)) X1 (8) 4 02(X (1)) X2 (2)
0 (X (0)) X1 6) X1 ()Y

Lemme 3.40.(S.Peng) Supposons que (F) ont lieu, donc on a l’estima-
tion suivante

E | sup |X°(t) — X (1) — X1 (t) — Xy(t)]| < e (3.55)

0<t<T
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Preuve. On montre que

E { sup \Xl(t)IQ] <ce, et E [ sup |X2(t)|21 < ce?.

0<t<T 0<t<T

On a

BIX 0 < 4B [ [ (X () = b(X ()] s
HAE /Ot 10 (X (5)) — 0 (X (5)) ] ds

+4E/0 b, (X (5)) X4 (s)|2ds+4E/0 o, (X (5)) X1 (s)]” ds,

(en utilisant 'inégalité (a 4 b)* < 2a2 + 2b%). Par (F) il existe une constante
M, tel que :

E/O (b (X (s)) X3 (s)]2ds]—|—E/0 [lo2 (X (s)) X1 (s)]?] ds
< M/tE|X1(s)|2ds.

Par définition de u® (t), on a

Jo EI6F (X (s)) = b(X (s))]>ds + [, Elo® (X (s)) — o (X (s))]* ds

T+e
:/ Eb (X (s),0) —b(X (s), u(s)) ds

+/TT+5E‘J(X (s),v) — o (X (s),u(s))] ds
- /TT+EC(1+SupE|X(S>’2)dS7

0<t<T

donc

E|X, ) <a Uotnyl(t)ﬁdH(HM)g]

Les inégalités de Gronwall, et Bukholder-Davis-Gundy, conduit &

E { sup | X, (t)|2] < ce, (3.56)

0<t<T
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De la méme maniere, il vient

E { sup | Xs (t)yQ] < ce?. (3.57)

0<t<T

Remarque 3.41. On pose X3 = X1 + X5 pour la simplicité.

Il s’agit souvent d’utiliser les inégalités (3.56), (3.57), dans la suite. En
appliquant le développment de Taylor au point X, et a I'ordre 1 aux fonctions
b (X + X3), et 0° (X + Xj3), il vient

/0 b (X (s) + X3 (s))ds+/0 o (X (s) + X3 (s)) dWs
- / b (X () + b5 (X ()) X (5) ds

+ [ 07 (X () + 05 (X (5)) X3 (s) AW

[ .
/0 /0 / B, (X (5) + A (5)) dAdpXs () X5 (s) ds
e

) + AuXs (s)) dAdpXs (s) X3 (s) dW,

_ /Ob(X(s))ds+/0 o (X (s)) dWV,
+ /0 be (X (5)) Xs (s) ds + /0 00 (X (5)) Xs (5) AW,
[ b s+ [ 0 (Y6 = (X ()],

: /0 bee (X (5)) X (5) X (5) ds + /0 0ar (X (5)) X (5) X (5) dW,

N
+/t (05(X (5)) — 02 (X (5))) X3 (s) AW,
/0 /0 / 8) + AMiX3 (8)) = buw (X (5))] dAdu X3 (s) X3 (s) ds
/ / / $) + MiX3 (5)) = Oap (X (5))] A X35 X5 () dW,
B X()+X1(>+X2()—Xo+/o Gf(s)ds+/0tA8(s)dW5.
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G (5) = ibm <X< ) (X2 (5) X2 (5) + 25 () X2 5)
X () = b (X () Xa (5)
/ / ) X (9) = b (X (5))] ddjeXs (5) Xa (5
A = iam <X < ) (X2 () X2 () + 2 (5) Xa (5)

(5)) — 00 (X (5))) Xa (s)
/ / (05, (X () + M5 (5)) — 00w (X (5)) dAdX5 () X5 (5)]

Comme
x¢ (t):X0+/0th (x° (t))der/OtaE (X () WV,
donc
X=X 0= X)) = [ I (X7 () =¥ (X() + s ()]s
[ o (X () = o O () Xa ol
—I—/OtGE(s)ds—F/OtAa(s)dW(s).

Comme b et o sont Lipschitziennes, donc il existe une constante «, tel
que :

E|X*(t)-X(t)—Xs(t)]> < 6a/0 E|X?(s) — X(s) — X3 (s)* ds

t t
+6/ E|G* (s)|2ds+6/ E|A® (s)| ds.
0 0

75



D’apres (F), on a

E|G*(s)]” < CE|X3(s) X3(s)]* + CE[X2(s) X2 (s)]” + CE | X1 (s) X2 (s)]°
+CE X, (s),

par (3.56), (3.57), et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a F |G* (s)|” = o
De la méme maniére et comme o, et 0, sont bornées, on a F | A° (s)|* = o (¢),
donc
t
EIX° () — X(t) — X5 (1) < K/ E|X% (s) — X(s) — Xa () ds + o (e).
0
Par le lemme de Gronwall, on a

E|X®(t) — X(t) = X3 (t)| <o (e) exp (KT) = o (e).

Et par I'inégalité de Bukholder-Davis-Gundy on obtient (3.55).
Lemme 3.42. Sous les conditions de lemme (3.40), on a
T 1 (T
0@ < B|[ L0000 Xawarr g [ (@00 X0 0 ]
0 0

FE [ (X (1)) X0 (1) + 5 (X (7)) X2 () X5 (1)

> [ | oo - e ,u<t>>>dt} . (3.58)

Remarque 3.43. Dans le cas ou o est ne dépend pas de u, on utilise
seulement [’équation (3.53), et la relation (3.58) devient sous la forme

ofe) < E/O fe (X (), u(s)) X (s) ds + E[g. (X (T)) Xy (T)]

+E/ [f (X (s),u” (s)) = f (X (), u(s))] ds. (3.59)

0

Preuve. Comme u est optimal, on a

T

0 < E[ f<X€<t>,u€<t>>dt+g<X€<T>>}

T
_E{
0

FX () u () di+g(X <T>>] ,
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par le lemme (3.40)

0 < E/O [f (X (8) + X3 (1), u™(2) — F(X(E), u(®))] dt
+E[g (X (T) + X5 (T)) — g(X(T))] + o (e),

en appliquant le développement de Taylor aux fonctions f (X (t) + X3 (¢),u® (t)),
et g(X(T)+ X5(T)) en X(t), et a ordre 2, il vient

FX(@) + X3 (1), u(t) — f (X (2),u(t)) (3.60)
= SX@), @) = FX @), ut) + fo (X (1), (1) X5 (2)

+%fxx (X (t) 7ua(t>> X3 (t) X3 (t) +o (|X3(t)|2) ’

9 (X (T) + X3 (T)) — g(X(T)) (3.61)
= 0 (X () X (T) + Lue (X (T)) X (T) X3 (T) + 0 (|X3(0)).
d’apres (3.56) et (3.57), on a
o (X)) = 0 (e),

par (3.60) et (3.61), I'inégalité (3.58) devient sous la forme

OSE/memwm—ﬂX@mmw

+E/¢h (t) dt + E [g, (X (T)) X5 (T)]
+EUnm X, ()X, (1) dt
+2[gm (X (1) X4 (T) X1 (T)]+6(T)+0(e), (3.62)

tel que :

5(T) = /Xn((»%m—ﬁmmm@»&®w

+E/fﬁ (8)) (X0 () X () + X (1) X, (8) + Xa X (1)) dt
+2E (g2 (X (1)) (X1 (T) X (T) + Xo (T) X (T) + Xo (T)) X2 (T))] -
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Par (F), on a
[1] B [fa (X(#),u() = fo(X(8), u(t)] X3 (t) dt < K [[° B [X; (1)) dt.
2 B [} (faal X(£),u5(t) = fax (X (£), u(t))) X5 (t) X5 (¢) dt
<K [ B[X3(t) X5 (t)] dt.
3] B fy [few (X (1), u(t)) (X1 (1) Xa (1) + Xo (1) X1 (£) + X3 (£) X(1))] .
<K [V E(X)(t) Xo(8)dt + K [} E(X2(t) X (1)) dt
HK [ E (X (1) Xa(t)) dt.
Par (3.56), et (3.57), avec I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

§(T)< K[e(Vete)+e(e+2ev/e+e?) +eve] + Ke? =o(e).

En substituant dans (3.62) on conclut.

3.3.2 Inégalité variationelle et processus adjoints

Grace a (3.58), on a deux estimations a faire, on calcule en premier es-
timation du premier ordre :

g [ / " (X, ult) Xa(t)dt + g, (X (1)), <T>] 36

puis celle du second ordre :

E [/0 Joe (X (8) ,u(t)) X1 () Xa(t)dt + gow (X (T))XI(T)Xl(T)] , (3.64)

On considére ’EDS suivante :
dz(t) = (by () 2(t) — ¢ (t))dt + (o (t) 2 (t) + ¥ () dW,, 2z(0) =0 (3.65)

(6(), () € L% (0, T;RY) x (L% (0, T;RY)*,

tel que : ¥ = (¢q,...,0,), et L% (0,T;R") : 'espace des processus adapté et
de carré intégrable a valeurs dans R".
Voici une forme lindaire continue sur L2 (0, T;R") x (L2 (0, T;R"))"

/ fo (8) 2(0)dt + Eg,(T)=(T).  (3.66)
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L2 (0, T;R") x (L2 (0, T;R"))" est un espace de Hilbert, donc par le théo-
réme de représentation de Riesz, il existe un couple unique (p(.),q(.)) dans
L3(0, T3 R") x (L3 (0, T;R™)", ¢ = (q1, -, qa), tel que :

T
/
0

V(6(), 1 () € L3 (0, T:R") x (L2 (0, T5R™))".

d

+Z g (t J|dt=1(¢(),o(), (3.67)

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz avec (3.53), (3.54)
pour estimer (3.63), et (3.64), il vient

/ £ (X Xy(s)ds + E g, (X (T)) X1 (T)] (3.68)

= /0 [p(s), (b7 =) (X (s))] d8+E/0 tr[q" (s) (0% — o) (X (s))] ds,

/ 1 (X $)ds + E [g, (X (T)) X (T) (3.69)
- E/ T () (B (X (5)) — by (X (£))) X, (s) ds

+E/0 %[( +qu >X1<>X1(s>]ds

LB / qu (07 (X () — 0% (X (5))) Xy(s)ds.

Donc (3.58) devient sous la forme

o(e) < E/ (H (X (s),u"(s),p(s), q(s)) = H(X(s), u(s), p(s), q(s))) ds

= Lp / X7 (s Ju(s), p(s), q(s)) X1 (s) ds
+2EXT (T) g (X (T)) X,(T), (3.70)
tel que
H (2,0.,0) = f (.0) + (p.b (2,0) + Y (4,07 (2,0)) (3.71)



Ensuite on doit linéariser la quantité :

%E/O XTI (s)Hpo (X (5),u(s), p(s),q(s) X, (s) ds,

et pour cela on pose : Y (s) = X;(s)X{ (s), et en appliquant la formule d’Tto,
on obtient

dy(t) = [Y ()0 ()Y () + ) ol(X )Y ()od (X (t)]dt  (3.72)

+[Y () ol (X (1) + 0, (X (8) Y (L) +0° (£)] dW (1)
+¢° (t)
tel que
¢ () = X1 (t) (b7 (X (1) = b(X(1)" + (b (X (£) — b (X (1)) X:(t)
+o, (X (1) X1(s) (0°(X (1) — o (X ()))"
+ (0% (X (1) — o (X (1)) X{ (t)oy (X (1))
+ (0 (X () — o (X (1) (0° (X () — o (X (1)))"
UF () = X1(t) (0° (X (1) — o (X (1)) + (0% (X (1) — o (X (2))) X ()

D’aprés (F'), on a

E/O ¢ (t)dt < E/O (0% (X (£) = 0 (X (£))) (0" (X (1)) — o (X (1)))" dt

E/O V) dt < o(e).

Consédérons 'équation linéaire associée a (3.72)

dZ (t) = {Z )by (X (1)) +be (X Z (t) 03" (X (1)) bt
+o () dt +{Z (t) oy (X (1)) + 02 (X ()) Z(t)+ 4 ()}dWe, - (3.73)

Z(0)=0,(6(.),¢ () € L3 (0, T;R™)x (L3 (0, T;R™™)", b = (11,0, 0, 80y) -

R™™ : I'espace des matrices symétriques, muni d’un produit scalaire

(ALAQ)* =1ir (A17A2> s VAl, A2 e R™",
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Voici une forme linéaire continue sur L2 (0, T; R™") x (L2 (0, T; R™"))

Mo (), ¢ ()= E/O (Z (), Hew (1)), dt + E[(Z (1) , gua (X(T))). ],

(3.74)

donc il existe (P (.),Q (.)) unique dans L2 (0, T;R™") x (L2 (0, T; R™"))",

tel que :
d

(P(t), 0 (). + > (@ (t),4 (1)), | dt

J=1

M(6(). 4 () = E/

- / XT(5) fau (X (5, u(s), p(s). a(5)) X1 (s) ds

> of(e).

Donc (3.70) devient sous la forme

o) < E / (H (X (s), u*(s), p(s). a(5)) — H (X (s), u(s), p(s). a(s))) ds

1 T
b
+50 [

D’apres (3.70), on a

(P(t),¢" (1)), + Z (Q7 (), ¢ (t))*] dt.

o(e) < E/O (H (X (8),u” (1), p(t), q(t)) — H (X (2),u (t), p(t), q(t))) dt

+%E/O tr [(UE(X (t)) = a(X (1)) P(t) (0°(X (1) — o (X (1)))| dt,

en utilisant la définition de u®, et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

0 < H(X(t),v,p(t),q(t)) — H (X(¢),u(t),p(t),q(t))
+%t7“ [(o (X(2),v) = o (X(t), u(t))” P(t) (o (X(t),v) — o (X(t), u(t)))]
pour tout u € U, ot d’'une maniére équivalente : Vv € U
H(X(7),v,p(7),q(7) = P(1) 0 (X (1), u(r))) + %tr (00" (X (1),v) P (7))
> H(X(7),u(r),p(r),q(r) = P (1) o (X (7),u(r)))

+%tr (00" (X (7),u(r)) P (7).
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Et les processus adjoints p (t), et P (t) sont donnés par :

+z{oﬂ (1, X (1), u(®)T Qy() + Q5 (1) (1, X (), u(t))
o (1 X (D), al(t), 1), a(6) et + P20 (1, (1), (1)
=5 Qa0 tels 1),
TP(T) = — (X (1)
(3.76)

Remarque 3.44. Sous les conditions (S6), (S7), (S8) léquation (3.75) (resp
(8.76)) admet une solution (p(.),q(.)), (resp (P(.),Q(.))) unique.
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Chapitre 4
Lien entre PD et PM

Nous avons étudie dans les chapitres 1 et 2, les deux approches d’opti-
misation dynamique stochastique PM et PD. Il serait intéressant maintenant
d’étudier le lien entre ces deux approches. Le probleme est alors d’essayer
d’obtenir des relations entre ’équation d’H.J.B, et le systéeme Hamiltonian,
c’est a dire entre la fonction valeur V' et les processus adjoints p;, P;.

On définit U : un espace métrique, la variable ¢ désigne le temps, on
suppose que t € [s,T], avec 0 < s, et T' < oo, on considére 'EDS controlée
suivante :

dX(t) = b(t,X(t),u(t))dt+o(t,X (t),u(t))dW(t), tes,T], (4.1)
X(s) = v

La fonction cotit est de la forme :
J(s,y,u(.))=FE {/ ft, X (t),u(t))dt+ g(X(T))} . (4.2)

On note par U" [s, T| 'ensemble de tout (2, F, P, W (.), u(.)), satisfaisant :

(S1) (92, F, P) un espace probabilisé complet,

(S2) {W (?)},>,un d-mouvement Brownien sur (€2, F, P), on suppose que
P =a{W(r),s <r<t},

(S3) w: [s,T] x Q — U est {F;}-adapté dans (9, F, P),
(S4) L’équation (4.1) posséde une unique solution dans (2, F, F¥, P) ,
(S5) f (X (),u(.) € Lp(0,T5R), g (X (T)) € Ly (A, R).
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4.1 Formulation de probléme S,

On définit

Vi(s,y) = irulfJ(s,y,u(.)), Y (s,y) € [0,T] x R", (4.3)
V(T,y) = gly), vy eR™

Remarque 4.1. Pour simplifier [’écriture, on pose
V.V(t,x) =V, (t,z), DpV(t,x) = Vyu(t, x),

on note : ¢ (t, X*(t),u*(t)) = ¢*(t), pour ¢ =0, by, by, 0, Opy Ouws [ fu,
fezs 9, Gzy Guz, tel que : u* est un contréle optimal.

On suppose que
(S6) (U, d) un espace métrique séparable complet,

(S7T) b, 0, f: [0, T|xR*"xU — R™ R™™ R (respectivement), g : R” — R,
sont uniformément continues, et 3L > 0, tel que : pour ¢ = b, o, f, g, on a

lo(t,z,u) — o (t,z,u)| < Llx—2|, Vte[s,T],z, T€R" uel,
{ lo (t,0,u)] < L, VY(t,u)€[0,T] xU,
(4.4)
(S8) b, o, f, g sont C? en z, et il existe L > 0, et 1 : [0,00) — [0,00), (1 :
module de continuité) tel que : pour ¢ = b, o, f, g

{I% (t,z,u) — ¢, (6,7, u)| < Lz —2[+n(d(u,u),
|90xx (t,x,u) L (tvfiv a)| < 77(|$ - §| +d(u’a))v
Vte [0,T], 2z, 7 € R", u,uecU.

On considére ’équation d’H.J. B associée au probléme (S*Y)

(4.5)

uelU

{ —Vi(t,z) 4+ supG (t, z,u, =V, (t,x), Ve (t,2)) =0, (t,x) € [s,T) x R™,
V/i=r = g(z), z € R",

(4.6)

G(t,x,u, =V (t,x), —Ve(t,z)) = LV (t,x) — f(x,u)
= Vi (t,x).b(x,u) — %tr (O’T‘/MEO' (z, u))
~ f(w,u). @)
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Et d’autre part, on associé a toute couple admissible (X (.),u (.)) les deux

couples (p(.),¢(.), et (P(.),Q())

{(p(') ,q() € L (0, T5R™) x [LE (0, T3 R")[™, (48)
(P(.),Q()) € L% (0,T5.5m) x [LE (0, T5.5m)]™. '
P().Q
),q(.),P(.),Q/(.)) est le 6-solution pour le probléme (S, ),
p(.),q(.)) est le 4-solution pour le probléme (S,,),

Nous allons maintenant faire un calcul formel & partir de (S;,), on déduit
une relation entre PD et PM, (autrement dit : entre V, et les processus
adjoints p; et P;), calcul qui sera justifié plus loin, et montrer comment les
propriétés connues dans le cas ou V € CH2 ([0, 7] x R"), décrits dans le cas
ou V ¢ C2(]0,T] x R"). La notion de solution de viscosité joue un role
crucial.

4.2 1% cas:V(,.)eC?([0,T] xR")

Théoréme 4.2. Supposons que les conditions (S6), (S7) ont lieu, soit
(s,y) € [0,T] x R™, et (X*(.),u*(.),p(.),q(.)) le 4-solution optimale pour le
probléme (Ss,), on suppose que V € CY2 ([s,T] x R™), donc Vt € [s,T)

Vi(t, X*(t) = G(tX7(t),u"(t), Ve (t,X"(1), Ve (. X7(2))), (4.9)
= maxG (, X7(t),u, = Vo (8, X7(8)) , Vi (1, X7(1))) -

De plus, si V € C*3([0,T] x R"), et Vi, est continue, donc

{ Va(t, X*(t) = —p(t), Vt € [s,T], Pps, (4.10)

Vi (t, X* (1))0* (t) = —q(t), Vt € [s,T], P.ps.
Preuve. On a
V(X (1) = E [/tTf*(r)dr+g(X* (T))/Ff] VielsT], Pps. (411)
On définit
m(t) = E { / " P+ (X () /F;} , (4.12)
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donc

V(t, X*(t /f

m(t) est Ff-martingale de carré intégrable, donc par le théoréme de repré-
sentation du martingale

+ / M)A (). (4.13)
Donc S
V(X)) = Vis,y) + / M)W (r / £ (4.14)
Et d’autre part, en appliquant la formule ’Ito & V' (£, X*(t)), on a
dv (¢, X*(t)) = {Vi(t, X*(t)) + Vo (¢, X7(2)) .b"(1)} dt
+%tr <0*(t) Vi (, X*(1)) 0" (1)) dt

VLX) 0 (1) W (1) (4.15)
Par comparaison entre (4.14), et (4.15) o
SHE XD (0) = V(4 X)) + Vi (X (0) 5 ()
bt (o7 (07 Vi (1, X2 (1) 0° ()
M) = Valt,X*(0) o (1) (4.16)

)
Ce que prouve la 1° égalité dans (4.9). Comme V € C*2([0,T] x R")
satisfaisant I’équation d’H..J. B, donc la 2"¢ égalité est vérifiée aussi par (4.6),
on a

n obtient

Gt X (1), u (1), ~Valt, X*(8), ~Veu(t, X*())) — Vi(t, X*(£) = 0
> G(t,x,u*(t), =Vy(t,x), —Vou(t,z)) — Vi (t,z), Vo € R", (4.17)
siV e 0 ([0,T] x R"), et Vi, est continue, alors

(G20 (1), Vel ), ~Virlt, ) = Vit )} faoy = 0, (419
C’est a dire :
0 = Vi (1, X*(0)) + Vi (£, X*(6) b(2) + B (07 Vi (£, X7 (1))
+%tr (a* ()T Viwa (£, X* (1)) 0 (t))

3 (o8 (1) (Vi (1. X7 (1)) 0 (6 + 2(0), (4.19)
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tr (67 Viweo) = (tr (67 (Vi)"),, 0) s eoestr (07 (Va)")pu0) ', (4.20)

Vo= (Vi)' (V)" (4.21)
D’autre part, en appliquant la formule d’Ité a V. (¢, X*(¢)), on obtient
dVy (1, X7) = {Vi (£, X7(1)) + Vao (8, X7(2)) b7(£) } di
bt (0 (07 Vi (6. X (1) o (1))
+Veo (6, X7 (1)) 0™ (£)dW (1), (4.22)
= {0V, (X" +Z oi* ()" (VE(t, X*(t))o™ (1))’
+fz (0}t + Vig (t,X (t )) " (8) dW (), (4.23)

on note que

Vo (T, X7(1)) = —g.(X™(T)).

Donc par unicité des solutions de I’équation (3.75) on obtient (4.10) -par
comparaison entre (4.23), et (3.75)-

Corollaire 4.3. Soit (s,y) € [0,T] x R", supposons que les conditions

(S6), et (S7) ont lieu, soit (X*(.),u*(.)) le couple optimal pour le probléme
(Ssy), on suppose que V€ C*2([0,T] x R™), donc

V(t, X" (t)) (s,y) /f dr+/ o (r, X)) 0% (r) dW,.

Remarque 4.4. le corollaire précédent donne une représentation explicite
pour le processus d’Ito6 V (t, X* (t)), en particulier :

t— V(t, X*(t /f Ydr, t € [s,T]
est une martingale.

Exemple. On prend U = [—1,1], et n = m = 1. L’état est donné par

{ dX, = 2udt + /2dW,, t € [0,T7],
Xs=y.
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On considére la fonction cofit
T
J(s,y;u(.)) =F {/ (v (t) + 1) dt — log chX(T)} :

ou : chx = %(e:D + e %), pour (s,y) fixé, et u(.) € U"[s,T]. En appliquant
la formule d’It6 a : log ch X ().
Posons f(z) = log chz, donc

1

f'(z) = sh.% = thz,
f'@) = (tha)
chx (shx)' — shx (chz)'

ch?z
= 1—th’x =th %z

Alors
d (log chX (1)) = thX(t)dX(t)+%ch‘QX(t)d(X,X>t,

d(X,X), = <2u(t)dt+\/§dW(t),2u(t)dt+ﬁdW(t)>
— 241,

On a donc
log chX(t) = logchy + / TthX(t) [2u(t) dt+\/§th] + / ' [ehX ()] dt
= logchy + / T2u(t)thX(t)+[chX(t)]*2 dt + / ' V2thX (£)dW (t),
donc
J(s,y,u(.)) +logchy = E/ST [(u? (t) + 1) — 2u(t)thX (t) — [chX (t)]?] at

— E/TWG%%MY@fﬁZO,

car
(1-— [chm]fz) = thx.
Et comme

E/T (u (t) — thX (£))2 dt > 0,
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donc

Vi(s,y) = —logchy

= —log (% (¥ + e_y)> :

et
u* (t) = thX*(t),
tel que :
dX*(t) = 2thX*(t)dt +V2dW (t), t € [0,T],
X*(0) = 0,
On obtient, en appliquant la formule d’It6 a : g (X*(¢)) = thX*(¢)
J@) = (the) = oo
, 17 thx
g'(@) = [ch%] B _2ch2x’
d(thX*(t)) = de (t) mdp{ , X5
d(X* X", = <2thX*(t)dt VAW, 2th X (£)dt + \/Eth> — 2dt,
alors
. B 1 . 2thX*(t)
1 2thX*(t)
= ——— [2thX™*(t)dt 2 )| — ———-=dt
ch2X (1) [20h X (1)t + V2V (1) X (1)
V2
= —— . 4.24
(™ (424)
donc

{ d[thX*(t)] = V2 [chX*(t)] 2 dW (t), t € [0,T],
thX*(T) ala date T

Par I'unicité des solutions (p(.),q(.)) de I’équation (3.75), donc

{ p(t) =thX*(t), t € [0,T],
q(t) = V2[chX*(t)] 2.
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Et d’autre part, d’apres le théoréme de représentation du martingale, on
adQ € L% (0,T;R), tel que :

B [(chX" (1)) /] = E[( X)) + [ @awe)

donc

{ dE [(chX*(T)) 7 /Ff] = Q(t)dW (t), t € [0,T], (4.25)

E [(chX*(T))"* JF3] = [ehX*(T)] 2,

par 'unicité des solutions de I’équation (3.76), et par comparaison avec (4.25),
on a

P(t)= E [(chX*(T))? /F;].

Par la formule d’It6
(chX* (T) 2 = (chX* ()2 —2 /t [chX* ()] dr
—2v2 / ' shX*(r) [chX*(r)] > dW,,

donc

P(t) = E[(chX*(T))*/F;],
< [ehX*(1)] 72 = Vi (8, X7).

4.3 2™ cas: V(,.)¢ CY([0,T] x R")
On va maintenant étudier le cas ou V' ¢ C2 ([0, T] x R™), et donnant une

généralisation de (4.10), ou V' € C ([0,7] x R™). Considérons les ensembles
suivantes

" — I(£,%)
D2V (7)) = R x R" x S": Ii ’ 0
t+,x (,ZL‘) {(&7677)6 X X t\jl\glaa:}t—ﬂ—i—|l‘—a?|2_ }7
(4.26)
I I(t,7)
D2V (67) = B,7) ERX R x S™: i ’ >0,
e ( x> {(aﬁ*y) t\ti,_xnlﬁ‘t—ﬂ+|l’—/l‘\‘2_ }
(4.27)
tel que :
1(7?,@):V(t,x)—v(?,:f)—a(t—?)—g(x—ff)—%(x—a)%(x—zg).



Dy2rv (f 7) : le 21 ordre sous-différentiel (& droite) de V € C ([0, T] x R"),
au point ( z) €[0,T] x R™.

Dy V (1,7) : le 2 ordre sur-différentiel (a droite) de V € C ([0, 7] x R"),
au point (£,7) € [0,T] x R".

Nous définissons

D>V (,7) = {(5,7) eR" x S": hm‘J (¢ x’) go}, (4.28)
ToT | — T

21 (7~ I (1,7)

D>V (t,2) = (5,7)6R”XS”:h_m| A|220 : (4.29)
r—z | — T

tel que :

JER) =V (E) ~V (EF) Bl —5) (- D) (- 5).

DV (4,7) = {aeﬂz{/hm}ti7 V(t,2) -V (£,3) —a(t—1)] <0

NI
(4-30)
DLV (53) = {aeR/li_m L s -vV@E) -—a(t-9) 20},
it —1]
(4.31)

D%tV (f, ) (resp D>~V (tA, T)) est le 2" ordre sous-différentiel (resp sur-
différentiel) partiel de V' au point , (tAﬁXé), DTV (f, f) (resp D}~V (?, f))
est le 1°" ordre sous-différentiel (resp sur-différentiel) partiel de V' au point tA,
(T fixé).

Sous les conditions (S1)-(S2), la fonction V' (uniformément continue) est
I'unique solution de viscosité de ’équation d’H.J. B, on obtient alors V (¢, z) €
[0,7) x R"

—a + supG (t,x,u, —f,—v) <0, V(a,5,7) € Dtlf;V (t,x),
—a+ ;EZG (t,z,u,—p,—y) >0, ¥Y(a,B,7) € Dtlf;;v (t,z), (4.32)
" V(T,2) = g(a).
Notation. [s,00) = {s€ 5"/5> s}, (—o0,s] = {s€ S"/5< s}, pour
tout s € S™. On note
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S0<t7X* (t> ,U* (t)) = 90* (t)7 pOur gp = b7 bx? b:m: 07 0367 UfE:Ea f7 fI? ffEI? g?
9zy Gox, €1

o (t, X*(t) + 0% (t) ,u* (t)) = ¢* (t,0), pour o =b, by, by, 0, Op, Oy

4.3.1 a)V(t,.) ¢ C*(R")

Théoréme 4.5. Soit (s,y) € [0,T) x R", et soit (X*,u*,p,q, P,Q) une
solution optimale pour le probléme (Ss,). Sous les conditions (S6), (S7), (S8),
on a ¥t € [s,T]

{=p(t)} x [=P(t),00)
D27V (t, X*(t))

D2TV (t, X*(t)), P.ps, (4.33)
{=p(t)} x (=00, —P(t)], P.ps. (4.34)

N 1N

Preuve. On fixe t € [s,T], z € R", t < r < T. On note par X*(.) la
solution de 'EDS

X* (r):z—i-/t b(a, X* (oz),u*(oz))doz—l—/t o (o, X*(a),u” (a))dW(ioz;g)

Posons &* (r) = X?(r) — X*(r). Nous allons maintenant indiquer que
(4.35) est une EDS sur (Q,F,{F:} .., P(./F;)). Donc on a l'estimation
suivante

r>s)

E{ sup |¢* (r) X /Fs} < Kle—X*(OPF, Pps,  (4.36)

t<r<T

ou K est une constante, tel que : K > 1. Considérons les deux E.D.S
1

& () = {b;; (V€ )+ 500 () €0 fdr 0 ()

+Z {af* )4 56 7 oL ()€ () b (0

+ Z el (r) dW (r (4.37)

92



AE (1) = V()€ () dr+ 3 0 (7)€ (1) AW (1) + e (1) dr

+ i &, (r) AW (), (4.38)

E() = z2— X' (1)

Ot les quantites € ()" b, (1) € (1), € ()" o3 (1) € (1), 2. (1), 2 (1),
£.3(r), e, (r), sont données par

&M LM = (€0 0L 0)E0),. & M) b, ()&M),
&0 ol mEr) = (€0 M )E ()t () 0l ()€ ().
cal) = [ b (1) — B ()} € (1) dB,
) = [ {ohnd) ot e
) = [ Q-0 0 (bur 0,0) 0, (1€ ()

() = / (1 - 0)€ ()" {o? (r,6) — o7 (1)} € (r) dr.

1" étape (estimation). On montre que pour une constante K > 1, il
existe une fonction croissante continue ¢ : [0,00) — [0,00), indépendant de
z € R", tel que : 6 (r) /r —>8), et

IA
(=%
™
|
g
=
T
=

E { /t Clea (P dr/Ff:
E [ / e () d?‘/Ff:
E { /t e dr/Ff:
B[ [ o) ]

On pose E [./Ff] =E"[], il vient

1)
T T
Et/ lEan (r)|2Kdr:Et/
t t

IN
o,

VAN
(e %)
e N N

(VAN
>,

/0 by (r,0) — b (1)} dbg* ()| dr,
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en utilisant (4.36) et (4.5), on obtient

T T 1

Et/t e ()X dr < /t Et{/o ]bx(r,é)—b;(r)\wde\fz(rﬂﬂ(}dr
T

K[ B0 dr

< Klz—X*(0)*F.

IA

2) De la méme maniére, on a

T
Et/ e, ([ dr < K|z — X* (8)*F.
t

3) En utilisant (4.36), et (4.5), il vient

[ eaoar < [ B[ i 0w 0P
[z e o0} {me oy a
K[z = X* (1) / e fote o]} ar

< K|z — X ().

IN

IN

4) De la méme maniére, on a

o MT <, (r)\Kdr] < K|z X*(1)].

2"d ¢tape (relation du dualité). Appliquant la relation du dualité
entre £ (.), et p(.), utilisant (4.38) et (3.75), on obtient

{ / P () E()dr + b (T) £ (T)} (4.39)

= —p(t).£ (1) —Et{/t { £ ( —1—2% }dr}

—E{% / p(r).ﬁz(r)TbZz(T)fz(T)+qu' (r) £ (r) aﬁ(r)ﬁ(r)dr}
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Et d’autre part, en appliquant la formule d'It6 a ¢* (r) = &* (r) & (T’)T,
il vient

d¢® (r)
= {bi(r)cb (r) + ¢ ( +ZUJ* Uj*(T)T+6zs(T)d7‘}

o (t) = c)Em”.

es(r) = ea ()& () +& (ea ()
Y {o € ) () 4l ()& () ol (1) + ey (1)}

elg(r) = ey(N& () +& () ey (r)".
En apphquant la relation du dualité aussi entre ¢* (.) et P (.), en utilisant
(4.40) et (3.76), il vient :

{ / & ( € (r)dr + € (T) gt (1) € <t>} (4.41)
Pe.s+ Z Qj.é“;'(;] (r) dr} , P.ps.

Rappelons que : z € R™ est rationnel si touts ses coordonné sont ration-
nels, et que ’ensemble des nombrs rationnels est dénombrable, donc

V(X0 (1 {/ X0 () e+ (X7 (1) /77,
ot (4.36), (4.39), (4.41), sont vérifiées pour tout > rationnel, et
(9, F, P(F), W() — WD () ) € U (1,T]),
avec : sup (|p(r)|+| P(r)|) < +oo.

S T‘

= —& )" PO (t)—E{ /t tr

3" étape Completion de preuve. Soit z rationnel, donc

Vit,z) =V (X)) < Et/t {f (X2 (r),u” (1) = fF (X (r) 0" (r))} dr
+E {g (X*(T)) — g (X™(T))} . (4.42)
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D’apres le développement de Taylor, on a

V(t,2) =V (X" () < Et{/ 2 ( r)ydr+ g (T ).{fz(T)}

+%E/tsr foa ()€ (r)dr

LLEE (Y gt (T) € (T)

2
+o(lz=X")), (4.43)
comme .
H:mc - p'bzx + ZQj‘Ui«x - f:mca
j=1
donc

lEt{/Té-er * 7, z?“)d?“}

- 5" {/5 )€ ()9 € () 0. ()€ (1) )
+;Etz / 0,6 ()" oIt €% () dr. (4.44)

Substituant (4.39), et (4.44) dans (4.43), il vient

< 0 0-F5 [ €0 HanE W (@4

_%Etﬁz (1) g2 (1) € (T) +0 (|2 = X* ()]).

Maintenant d’apres (4.41), on a

< p(1)€ (1) — 56 () POE () +0 (12 = X* ()
- Ho-x <t>> e X ) PO - X (1)
+o(]z - ) : (4.46)
Comme V (t,z) est continue donc (4.46) est vérifié pour tout z € R",

alors

(—p(t), —P(t)) € D>V (t, X* (t)). (4.47)
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Et d’apres (4.28), on obtient (4.33), i.e.
{—p(t)} x [=P(t),00) C DTV (t, X* (t)). (4.48)

Pour (4.34), on fixe w € €, tel que (4.46) est vérifiee, Vz € R™. Par
définition on a, pour (3,v) € D2~V (¢, X* (t))

: 1 * * 1 *\1' *
0< Z_>11X_II3(t)|Z7X*|2 (V(t,z) -V, X)-B(z—X")— i(Z_X Y vz —X )) ,
(4.49)
donc
0% lm e (p(t) +0). (= X = 5 =X (PO +9) ¢ = X).
(4.50)

ie. p=—p(t), et P < —P(t), ce qui prouve (4.34).
Remarque 4.6. Si V € C2?([0,T] x R"), par (4.33) et (4.34), on ob-

tient

4.3.2 b) V(,z)¢ C'([0,T)

On étudie maintenant le sous et le sub-différentiel de la fonction valeur
au point ¢, On considére la fonction H donnée par

H (t,z,u) = G(t,z,u,p(t), P(t)+tr (O’T (t,z,u)[q(t) — P(t)o" (t)])), (4.52)

(p(1),q(.)), (P(.),Q(.)) : les solutions des équations (3.75), (3.76) associées
avec (X* (1), u* (.)).

Théoréme 4.7. Sous les conditions de théoréme (4.4), on a

H(t, X" (t),u" (t)) € DV (t, X* (1)), Vt € [s,T], P.ps. (4.53)

Preuve. Soit 7 € [t,T], tel que : t € [s,T], on note par X, (.) la solution
de ’EDS

X, (r) = X* (t)+/rb(0,XT R (9))d9+/ra(9,XT 0) ,u* (0)) dW (6).
(4.54)
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Posons : &, = X, (r) — X*(r) pour r € [r,T], et avec la probabilité
P (./F?), il vient

E{ sup \@(r)\”‘/Ff}SK\X*<T>—X*<t>FK, Pps,  (455)

T<r<T

en prenant ’espérance E [./F}] on obtient, (on note que Fy C F)

E{ sup |€, (r)[*" /Ff} < K|r—t|", Pps. (4.56)

T<r<T

Pour le processus &, (.), on introduit les équation variationnelles de pre-
mier, et de second ordre (en appliquant les formules de Taylor du premier et
du seconde ordre), pour r € [7,T], on a

de_ (r) = b r)dr + Z ol (1) &, (r) dW (r) + eqq (1) dr

+ Z el (r) dW (r (4.58)

¢ (1) = —/t b*(r)dr—/tTa*(r)dW(r).

Nous montrons une estimation pour ., ¢ = 1,3, et en, 1 = 2,4; et
j=12..m
Il existe K > 1, et une fonction 6 : [0,00) — [0,00) avec 0 (r) /7 —>(())
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tel que :

< (| —t

b o

o{ [ oo™ i} < o (-
U e} < o (-
b <o

IN

d (|7 —t

On note que :
(QEP(/E)W()=W(r),u()/pm) €U [r,T], Pps.  (4.59)

Maintenant par définition de la fonction valeur, on a

V(X1 <E{/fTX Pyt () dr + g (X <>>/F$} Pops,
(4.60)

pour tout rationnel 7 > ¢, on a

{/er ) dr+ g (X ())/Fs} (4.61)

et (4.56), (4.59), (4.60), sont vérifiées, avec
QFEP(/E) W) =W(r);vw () /ppm) €UV [T, T], VT >t, (4.62)
et sup (|p(r)| + |P(r)]) < 400, (7 rationnel).

s<r<

On note E(/Ft) par E*'[.], donc pour 7 > ¢, on a
Vi(r, - V(t, X" (1))

{/f d”/ TXT(r%u*(r))—f*(r)mT}

+E' {g (X (1)) — g™ (T)},

/f dr—i—Et/ fa( r)dr+ E'g:(T) .€_(T)
wye [ (i <r>5T<r>sT<>)dr+;Eftr (92 (1) & (D)€, (1))
o lr—t),
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donc

VX)) -VEX0) < < {p0) & 0+ 56 (0 PO 0]

Rt /t F () dr+o (7 —t)). (4.63)

Pour le terme de droite de (4.63) on a l’estimation suivante, on note que
pour ¢, € L% (0,T;R"), il vient

Et{/;go(r)dr./;w(r)dr}
(o[l } Lo [ oo}
c-o{ [ Bleora [ & wwdr}%

o(fr—t). Ve lsr), Pps (4.64)
e{ [Cewan [Comavm)

{E][@(r)df}é . {E\[wr)dmwr};
<r—t>{/;Ef\so<r>r2dr/;Et\w)\?dr}é

o(lr—t|), Vtel[s,T), Pps. (4.65)

IN

et

VAN

Donc d’apres (4.57), et (3.75)

E'(p(1) £ (7)) = E' (p(t) & (1) + (p(7) = p () £, (7)),



De la méme maniére, on a

T

ﬂ@wfpvmwvzﬂ/

t

tr (a* ()7 P(t)o* (7‘)) dr+o (|7 —t]). (4.66)

D’apres (4.63), (4.64), (4.66), il vient pour tout 7 rationnel 7 > ¢

V(r, X*(t) =V (t, X" (1))

Et {p(t)./;b* (r)dr+i:;/;qj (r) .o (r)dr}
+Et{—% /t i (g* )T P(t)o* (r)) dr — /t g (r))dr}

+o(lr—1),
= (Tt H (X" (t),u" (1) +o(r—t]), (4.67)

IN

alors

H (1, X" (1), u* (t)) € DV (1, X7 (1)),
Theoreme 4.8. Sous les conditions de théoréme (4.5), on a ¥Vt € [0,T],

[H (X" () ,u" (1)), 00) x {=p(t)} x [=P(t),00) € D2V (t, X" (1)), Pps

(4.68)
Dy V(L X" (1) C (—oo, H (X* (1), u* (1)) x {~p(t)} x (~o0, —P(t)], Pps
(4.69)

Remarque 4.9. D’aprés le théoréme (4.2), on a
1) = —Vu (6, X" (1)) 07 (1) (4.70)

Et d’aprés (4.51), on a
Ve (8, X (1)) < P(2).
Nous allons établir maintenant une relation générale entre q, P, et o*.
Proposition 4.10. Sous les conditions de théoréme (4.5), on a
vt € [s,T], tr (a* )7 (q(t) — P(t)o" (t))) >0, Pps, (4.71)
c’est a dire :
H(t, X" (t),u" (1)) > G (¢, X" (t),u" (t),p(t), P(t)), Pps.
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Preuve. D’apres (4.68), et le fait que V' est solution de viscosité de
I’équation d’H..J.B, on a

—H (1, X" (t) ,u" (1)) +supG (£, X () ,u” () , p(t), P(t)) <0,

uelU

alors

0 > —G(LX" (1), u (1), plt), P(t) +supG (£, X" (1) ,u* (1) ,p(t), P(1))

uelU

—tr [0 ()" (q(t) = P(t)o™ (1))| .
Et comme

supG (¢, X™ (1) ,u” (1) ,p(t), P(t)) = G (£, X" (t) ,u” (2) , p(t), P(1))

uelU

donc
tr [a* 7 (q(t) — P(t)o* (t))] > 0.

Lemme 4.11. Soit g € C ([0,7T]), tel que : g(t) = g(T) pour t > T,
g (t) = g(0) pour t <0. Supposons que Ip € L' (0,T), tel que :

T g (14 1) — g(t)] 7 < p(1), Vi€ [0.7],
donc
B 1 B 1
[ o m - g gar> T [l n gl g (@72

tel que : 0 < a<p<T.

Preuve. En utilisant le lemme de Fatou

— 1 — [’ 1
/ lim [g(r+h)— g(r)] Edr > lim lg(r+h)—g(r)] %dr

h—0+ h—0+ J,

_ B+h 1 B 1
[ i Lol

= mg [ engars [Taw o]
— 48— g, (4.73)

ce que preuve (4.72).
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Nous terminons ce paragraphe en précisant une théoréme de vérification
dans le cas ou V¢ C'2 ([0, T] x R™).

Théoréme 4.12. Supposons que les conditions (S6), (S7) ont lieu. Soit
V e C([0,T] x R™), la solution de viscosité de l’équation d’H.J.B, donc

Vis,y) < J(s,y;u(l)), (s,y)€[0,T] xR", (4.74)

et de plus, soit (s,y) € [0,T] xR™, et (X*(.),u*(.)) un couple admissible du
probléme (Sg,) tel que :

3(a@,B,7) € L2 (s,T;R) x Ly (s, T;R") x L* (s, T;5"),
avec
(@(t), B(1),7(1)) € DtV (8, X*(t)), Vt € [s,T] Pps, (4.75)
et

E/Ta(t)dt < E/TG (¢, X* (t) " (t), —p(t), —P(t)) dt, (4.76)
donc (X*(.),u*(.)) est optimal.

Preuve. (4,74) est veérifie, (utilisant le fait que la solution de viscosité de
I’équation d’H.J.B est unique).

Maintenant pour V(.,.) € C ([0,T] x R"), ilexiste ¢ (.,.) € C*2([0,T] x R"),
S

] :
tel que : p(t,z) = ¢ (t,z,a,5,7), (o, B,7) € R x R" x S", et («, 3,7)
Dtlf”;rV(t,x), avec

(SOt (t7 .T) ) Pz (tJ I) » Pax <t7 Jf)) = (Oé, 57 7) ’ (477)
tel que : V' — ¢ admet un maximum en (¢, z) € [0, 7] x R™. Soit
¢ (r,2) = o (rz,t, X*(t),a(t), B(t),7(t)

ou (a(t),B(t),7(t)) satisfaisant & (4.76), et (4.77) dans l'espace probabilisé
(Q,F,P(./F})). En appliquant la formule d’It6 a ¢ (r,Z (1)), il vient

E'{V({t+h,X*(t+h)) =V, X (1)}
Et {¢ (t+ h’X* (t+ h)) - ¢<t’X* <t>>}

= FE {/fh [y (1, X7) + ¢, (r, X7) 0" ()] dr}
LB {%tr (0" ()7 0 (r. X* (1)) 0 (7‘)*)} Py,

IN
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alors

E{V(t+h,X* (t+ h)) =V (t, X" ()}
< hE{qSt (t X* ( )) ( ()) b (¢)
Jo* (1))} + o (h)

(
- hE{a t) B() < <>u*<t>>
0" 700" (1))} + o (h)

Donc

1
lim h[EV(t—i—h X*(t+h))—

< Ela(t)+B(t).b*(t) + 5{157“0* (t

Utilisant le lemme (4.11), il vient avec g(t) =

EV (T, X*(T)) —V(s,y)

IN

IN

—E/STf(t,X* )

donc

Vi(s,y) > J(s,y,u"(.))

EV (t, X" (1))]

) ()" (1)},

EV (t, X* ()

E / (@6 +B0) b (t)+%tr o (T 50" ()]}

(4.78)

(4.79)

(4.80)

Alors (4.74) équivant a: V (s, y) = J(s,y,u*(.)), c'est adire: (u* (.), X* (.))

est optimal.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux probléme de controle
optimal de systémes gouvernés par des équations différentielles stochastiques
du type It6. En particulier, ’accent a été mis sur les deux approches les plus
connues dans la littérature sur le controle : le principe du maximum sto-
chastique ainsi que sur la programmation dynamique. Nous avons présenté
en détails ’approche de Haussmann pour le principe du maximum pour des
systémes avec contraintes. Celle ci est basée essentiellement sur le théoréme
de Guirsanov et le théoréeme de représentation des martingales. Nous avons
aussi présenté I'approche de Peng pour les systémes ot le coefficient de diffu-
sion dépend explicitement de la variable de controle. La deuxieme approche a
laquelle nous nous sommes intéressé est celle de la programmation dynamique
qui nous ameéne a étudier une équation parabolique fortement non linéaire
vérifiée par la fonction de valeurs. La notion de solution de viscosité y joue
un role crucial. Enfin nous nous sommes intéressés au lien qui existe entre
les deuc approches. Il a été montré en particulier que le processus adjoint est
intimement lié a la dérivée de la fonction de valeurs.

Il serait intéressant de voir ce qui se passe quand il s’agit de diffusions
avec sauts. C’est ce que nous envisageons de faire dans un proche avenir.
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