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0.1 Introduction

Dans la théorie du controle des systémes aléatoires gouvernés par des
équations différentielles stochastiques de type Ito, I’état du systéme évolue
dans l'espace R" sur un intervalle fini [0, 7], avec une condition initiale x et
sous 'influence d’un mouvement brownien et d’une commande (appelée aussi
controle) qui prend ses valeurs dans un Borélien de R™. La dynamique est
décrite par un processus de diffusion.

Solution de I’équation différentielle stochastique du type It6 de la forme
suivante :

{ dX; =b(t, X, v;) dt + o (t, Xy, v) dWy, s <t <T (1)
Xo=x; xe€R"”,

on W = (W;,0 <t <T) désigne un mouvement Brownien de dimen-
sion d, défini sur un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration
(Ft)g<i<r continue & droite et contenant tous les ensembles P-Négligeables
de F; v = (vy)o<t<7 est un processus progressivement mesurable & valeurs
dans un espace métrique compact A, appelé controle admissible. L’ensemble
de tous les controles admissibles est noté U.

La solution X = (X;),-,r st appelée réponse au controle v et le couple
(v, X) est appelé un couple admissible.

L’objet du controle optimal est de minimiser sur I’ensemble des controles
un cotut de la forme :

T
Tt =B g () + [ 1) ] 2
0
Un controle u est dit optimal, s’il vérifie :

J (u) = inf J (v). (3)

velU

Le couple (X, u) est dit couple optimal.

La théorie du controle optimal est utilisée pour modéliser beaucoup de
situations en sciences de l'ingénieur, en sciences économiques et sociales et
de facon plus générale dans tous les domaines utilisant les applications des
mathématiques. La raison pour cela est évidente.

En effet, il est naturel de chercher pour un systéme d’évolution d’obtenir
une régulation optimale. Il peut s’agir d'un réseau routier dans lesquels on
veut avoir une circulation la plus fluide possible, de 'action sur un moteur
afin d’avoir une consommation minimale ou encore de ’action du prix d’un



produit financier afin d’assurer de meilleurs dividendes, et beaucoup d’autres
applications.

Il existe deux approches majeures pour aborder la résolution des pro-
blémes de controle, le principe de la programmation dynamique, appelé aussi
principe de Bellmann et le principe du maximum de Pontriagin.

Dans ce mémoire on s’intéresse au principe du maximum de Pontriagin,
connue aussi sous le nom de conditions nécessaires (et aussi suffisante) d’opti-
malité. L’idée est de partir d’'un contréle optimal minimisant la fonction coft
sur ’ensemble des controles et de donner des conditions nécessaires d’opti-
malités vérifié par ce controle. Ceci nous emmeéne a introduire un processus
adjoint solution d’une certaine équation différentielle rétrograde et d’'une in-
égalité variationnelle vérifié par le controle optimal. Beaucoup d’auteurs se
sont intéressé a ce probléme, dans le cas du controle déterministe, la réponse
a été donnée par Pontriagin & all [37]. En controle stochastique les problémes
de mesurabilité et la notion de solution pour I’équation d’état jouent un role
central, ce qui a conduit a plusieurs formes de principe de Pontriagin. Le pre-
mier résultats a été obtenu par Kushner [29] en utilisant les solutions fortes
de I’équation d’état pour et en supposant que les controles sont processus
adaptés a une filtration fixée a Pavance. Hausmann [24,25] a développé le
probléme en considérant la classe des controles feed-back (processus mesu-
rables par rapport a la filtration naturelle de I’état du systéme) et emploie les
techniques probabilistes telles que la transformation de Guirsanov et la théo-
rie des martingales. D’autres versions du principe du maximum stochastique
dans lesquelles le coefficient de diffusion dépend explicitement du controle
ont été établies par Arkin-Saksonov [2], Bensoussan [13], Bismut [14, 15, 16],
Elliott [20], Elliott -Kohlmann [21], Cadenillas-Karatzas[17] et Peng [36].
Tous ces travaux ont été généralisé par le travail de Bahlali [11] en établis-
sant des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité dans le cas général
en utilisant seulement un seul processus adjoint.

Notre objectif dans ce travail consiste a étudier les problemes de controle
stochastique dans le cas linéaire et ses applications en finance et spécialement
pour les problémes financiers de consommation et d’investissement.

Le systéme est gouverné par une équation différentielle stochastique li-
néaire du type :

{ dXt = (AtXt + BtUt -+ Ct) dt + (DtXt -+ Et'l)t + Ft) th, (4)
XO =X .

Ou Ay, B;, Cy, Dy, By, F; sont des fonctions déterministes données, = est la
condition initiale, W = (W;),5, est un mouvement Brownien standard d-

dimensionnel définit sur un espace probabilisé filtré (Q, F (F)iepm ,P) sa-
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tisfaisant les conditions habituelles.

La variable controle v = (v;) est un processus (F;)-adapté a valeurs dans
un espace convexe fermé de U de R™. On note par U la classe de tous les
controles.

Le fonctionnel cotit & minimiser sur ’ensemble U/ est la forme :

T

J<v>=E[g<XT>+/

) h(t, X, v) dt] , (5)

ol g et h sont des fonctions données et X; est la trajectoire du systéme
controlée par v.

Un controle u € U est dit optimal s’il vérifie :

J (u) = inf J (v) . (6)
velU

Le principal outil pour établir des conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité est le principe de ’optimisation convexe, qui consiste a minimiser
une fonctionnelle convexe, continue, Gateaux différentiable et de différentielle
continue sur un ensemble convexe fermé.

Ce résultat trouve des applications diverses en économie, finance, assu-
rance et beaucoup d’autres. Dans ce mémoire, on illustre ces résultats des
conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour les appliquer au mo-
dele financier d’investissement et de consommation. Nous étudierons trois
modeles. Le premier exemple est le classique probléme d’investissement et
de consommation de BLack et Scholes. Le deuxieme exemple concerne le
probléme de minimisation de la variance (moyenne-variance) de la richesse
finale dans un marché financier. Le troisiéme est une combinaison des deux
premiers exemples.

Le plan de ce travail est comme suit :

Chapitres 1 (Equations différentielles stochastiques)

Ce chapitre est consacré a l'introduction des résultats principaux des
équations différentielles stochastiques de type Itd. Un exposé est donné sur
les résultats obtenus dans ce domaine et spécialement le théoréme d’existence
et d’unicité d’'Ito.

Chapitre 2 (Principe du maximum en contrdle optimal stochastique)

Dans ce chapitre, on établit des conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalité dans le cas ou le systéme est gouverné par une équation différentielle
stochastique linéaire. Le principal outil, sera le principe de 'optimisation
convexe.



Chapitre 3 (Application en finance)

Ce chapitre est consacré a I’application du principe du maximum en ma-
thématiques financiéres. Le probléme d’investissement et de consommation
dans un marché financier est étudié dans trois cas. Le premier cas concerne
un colt définit par des fonctions d’utilité de type HARA. le second concerne
la minimisation de la moyenne de la variance (moyenne-variance). Le dernier
modele et c’est la principale contribution originale de ce magister, concerne
un probléme mixte d’d’optimisation des portefeuilles et minimisation de la
variance.

Notations matricielles.

Tout au long de ce magister, on utilisera les notations suivantes. C' désigne
une constante positive, M, 4 (R) I'espace des matrices n x d a coefficients
réel et M2 (R) I'espace linéaire des vecteurs M = (M, ..., My), ou M; €
Min (R). Pour tout M, N € M2 _(R), L,S € Mz (R), a,3 € R" et
v € R

On utilise les notations suivantes :
n

aff = Z a;3; € R est le produit scalaire dans R,

=1

d
LS = Z L;S; € R, ou L; et S; sont les i colonnes de L et S,

=1
d
ML =Y ML; €R",
i=1
d
May =% (M;a)v; € R,
=1

d
MN =" M;N; € My (R),

1=1
d

MLN =" M;LN; € My, (R),

=1

d
MLy =Y MLy; € Myn (R).

i=1
On note par L* la transposée de la matrice L et M* = (M, ..., M}).



Chapitre 1

Equations différentielles
stochastiques

Les équations différentielles stochastiques constituent une généralisation
des équations différentielles ordinaires. Celles-ci ont été introduites pour la
premiére fois en 1946 par K.Itd6 pour étudier les trajectoires de processus de
diffusion. Cette notion a été traitée de maniére profonde en relation avec la
théorie des semi-martingales. Des applications dans tous les domaines des
sciences de lingénieur (filtrage des processus, controle optimal, mathéma-
tiques financiéres, gestion des stocks etc...) ont été réalisées en utilisant ce
genre d’équations. Il existe une multitude d’ouvrages et d’articles traitant
ces équations. Les équations différentielles stochastiques constituent un mo-
dele de diffusion en milieu non homogeéne. Soit X; la position d’une particule
assez petite en suspension dans un liquide a I'instant £. Si on néglige I'iner-
tie de la particule, on peut admettre que le déplacement de la particule est
la résultante de deux composantes, d’'une part un déplacement centré da a
la vitesse macroscopique du liquide,d’autre part des fluctuations provoquées
par 'agitation thermique des molécules du liquide.

Soit b(t, X) la vitesse macroscopique du liquide au point X a U'instant ¢.

On supposera que la composante fluctuante dépend du temps, de la po-
sition X et de la durée At pendant laquelle est envisagé le déplacement,
alors :

Xt+At - Xt = b(t, Xt)At + £t,Xt,At7 (11)

avec;
E [¢ x,.a¢) =0. (1.2)

Si on suppose que :

ft,Xt,At = U(tht)'gt,Au



ot : o(t, Xy) désigne les propriétés du milieu au point X; et £, o, 1'accroisse-
ment en milieu homogene, i.e :

ft,At = Wirar — Wi,
avec W, un mouvement Brownien, alors :
Xionr — Xy = b(t, Xy) At 4+ o(t, Xy). Wisne — Wy) . (1.3)
En passant aux différentielles, on obtient :
dX; = b(t, X3).dt + o(t, Xy).dW,. (1.4)

La formulation intégrale, nous donne :

t t

X=X+ /b(s,Xs).ds+/a(s,Xs)dWS. (1.5)

0 0
Comme W = (W;,t € [0,7T]) est un processus dont les trajectoires sont
¢

P. ps a variation infinies o (s, Xs).dW, ne peut pas étre considérée comme

une intégrale de Lebesgue—SOtieljes.

Par conséquent cette équation ne peut étre interprétée comme une équa-
tion différentielle ordinaire. Avant de donner la définition de solution & cette
équationton doit justifier son écriture et donner un sens aux quantités de la

forme / o(s, Xs).dWy appelées intégrales stochastiques d’Ito.
0

1.1 Intégrales stochastiques

Soient

(Q, F,P) un espace probabilisé,

F=(F;,t €[0,T]) une filtration satisfaisant les conditions habituelles,

W = (W, ft)te[O,T} un mouvement Brownien.

Définition 1.1.

Un processus stochastique X = <Xt)te[0,T] est dit simple, si il existe une
subdivision :

O=ti<ti<ta<..<t,=T,

de lintervalle [0,T] et une famille (£;);>0 de variables aléatoires avec :

sup &) < ¢ < oo,

i>0



telle que &, est F;, mesurable, V1 > 0 et,

n-1
Xi=& Loy () + ) & Ly, (B)
i=0
Ou 14 désigne l'indicatrice de l’ensemble A, c’est a dire :

lA(t):{ 1 siteA,

0 sinon.

L’ensemble des processus simples sera noté Sjo 7).

Définition 1.2.

Un processus stochastique X = (Xt)te[O,T} progressivement mesurable est
dit de classe M,

St :

T
E/ X2ds < oo.
0

T
Mo = { X = (X4, Ft),co.r Progressivement mesurable / / X2ds < oo} .
0

(1.6)

C’est a dire : My ) est l'ensemble des processus progressivement mesu-

rables de carré intégrable.
Définition 1.3.
Un processus stochastique X = (Xt)te[O,T} progressivement mesurable est

dit de classe Py 1,
T
73{/ des<oo} =1
0

si :
T

P = {X = (X¢, Ft) o) Progressivement mesurable; / P {/ X2ds < oo} = 1}
0

(1.7)

C’est a dire : P est l'ensemble des processus progressivement mesu-
rables de carré presque strement intégrable.
Remarque 1.4.



S[oj} - M[()’T] C P[QT] (18)

Dans ce qui suit, on va construire et donner les propriétés des intégrales
stochastiques par rapport au mouvement brownien W = (W,, F;) 1e[0,T] du

type :
t
=/Xmm
0

pour des processus appartenant successivement a Sjo ) , M1 et Ppogy.
Mais avant remarquons qu’on ne peut définir les intégrales de ce type comme
intégrales de Lebesgue-Stieltjes puisque les trajectoires du mouvement brow-
nien sont & variation infinie. Seulement les trajectoires du mouvement brow-
nien contiennent toutes les propriétés qui en un certain sens sont ’analogue
de la finitude de la variation.

Soit X = (Xt)te[o,T] un processus stochastique simple, on définit formel-
lement l'intégrale stochastique de X par rapport au mouvement Brownien
W = (Wi),cjo7) comme suit :

n-1
Li(X)=) &Wiy —Wi) +&,(We = Wy,). (1.9)
i=0
En effet
I (X) = t X, dW,

t n-1
= /0 lfo Lioy (s) + Zfi Lt ti41) (S)] dW;
:50/ 1{0} dW +Zf / Vs tita] ( ) dWs
=@%+Zamm— W)+ & (W = W),
=0

Puisque P [{, = 0] = 1; on conclut.
Proposition 1.5. Soient X = (Xy),cjoq) €t Y = (Y)cpo) deux proces-
sus simples. Alors, on a :

1)LMX+BW—wM()+ﬂL() Va,feR

=0,
/XdW /XdW+/XdW8,



4) I, (X) est continue en t,
5 B[ (X) /F|=1,(X) ,Vs<t (IS(X):/XTdWr),

K/ XdW) (/ YdWs)] =E/ZXSYSds,

en particulier, on a :
t 2 t

</ Xdes> =E {/ des] < 00.
0 0

Proposition 1.6.

Soit X = (Xt)te[O,T] un processus simple, alors :

t
_ / X, dW,,
0

est une martingale de carré intégrable.

Proposition 1.7.

L’ensemble Syo1) des processus simples est dense dans Mg 1

Soit X = (Xi),co.r) un processus dans M ry; alors il existe une suite
de processus (X}'),.y dans Sy 7y, tel que :

t

lim B /(XS” - X,)%ds| =0. (1.10)
0
Proposition 1.8.

Soit X = (Xt)cioq un processus dans Moy, alors :

t
= / Xde57
0

est une martingale de carré intégrable.
La construction des intégrales stochastiques pour des processus apparte-
nant & Py 7 se fait de la méme maniére que pour les processus appartenant

a M[O,T].

te|

Proposition 1.9. My 1) est dense dans Py 7).
Soit X = (Xt)te[o,T] un processus dans Py 7y, alors il existe une suite de
processus (X['),.y dans My, telles que :

t

lim P /(Xg — X,)%ds| =0. (1.11)

0
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Ainsi on construit 'intégrale stochastique I; (X) de la méme fagon que
précédemment et on obtient les mémes propriétés.

Remarque. La convergence de la suite (X['),. est une convergence en
probabilité.

Proposition 1.10.

Soit X = (Xt)te[O,T} un processus dans Py, alors :

t
It(X):/ X dWs,
0

est une martingale locale de carré intégrable.
Preuve. On définit une suite de temps d’arrét (7,), par :

t
inf{tz()//deszn},
Tn = Ot
+o00 st /stds<n.
0

Si;

t
B = q X = (Xi),c/oy progressivement mesurable / / XZds <n
0

(1.12)
Alors 7,, est I'instant d’entrée dans ’ensemble B, et on peut écrire 7,, de la
fagon suivante :

[ 4o st {t>0/X € B} =9,
Tn = inf{t >0/ X € B} sinon.

Puisque :

t
/des <n,
0

t
/des<n+1.
0

alors :

Et par conséquent ; on a :

P [Tn S Tn+1] = 1

12



Puisque :
t
P /des <oof =1,
0

alors :
P [Lian = oo] =1

Donc (7,), est une suite croissante de temps d’arréts telles que

oo P ps.
Soit :

tATn t
]—t/\q—n (X) = / XSdWS = / Xsl{tSTn} (S) dWs
0 0

Pour que X soit intégrable, il faut que :

B l/t (Xlpyzr,y (s)) " ds

0

< 00.

En effet :

E { / ; (Xilp<r, (s))st} ~E { / ; X2 (s) ds} s [ /;A

: limr, =
n

des} <n.

Donc le processus [ia-, (X) définit une martingale de carré intégrable.
Puisque (7,,), est une suite de temps d’arréts croissant vers oo, alors :

t
[t(X):/ XsdWs,
0

est une martingale locale.ll

1.2 Solutions d’équations différentielles sto-

chastiques

Soient :

(€2, F.(Ft)ser, »P) un espace probabilisé muni d’une filtration.

X = (X
dans R"
W = (W4),cor) un mouvement brownien d-dimensionnel.

13

t)te[o,T] un processus stochastique continu a valeurs



L’équation différentielle stochastique suivante :

{ dXt = b (t, Xt) dt + g (t, Xt) th,

X, —a. (1.13)

b . [0,T] x R* — R,
o : [0,T] xR" — M,«q(R).

Sont deux fonctions Boréliennes et x une variable aléatoire F, mesurable
indépendante de W, telle que :

E|X|" < oo ;Vp> 1.

Soient les conditions suivantes :

1) P [Xot: .T] = 1,

2) P [/0 (|6 (s, Xs)| + 02 (5, X)) ds < oo| = 1.

t

¢

3) Xy = x—l—/ b(s, Xs) d8+/ o (s, X,)dW, P.p.s.
0 0

Définition 1.11. On dit que l’équation (1.13) admet une solution forte

(ou trajectorielle), si pour chaque espace probabilisé filtré (Q, F,(Fi) g, sP),
et pour tout mouvement brownien W = (Wt)te[O,T]’ il existe un processus
X = (Xt),ecg, continu tel que les conditions 1),2),3) soient vérifiées.

Quand on parle de solution fort on sous-entend que sont déja donnés un
espace probabilisé filtré (Q, F,(F¢),cp, ,P), et un mouvement brownien W =

(Wt)t€R+ :
Si de plus F; = F7¥, alors le processus X est (F;)-adapté, et on a :

FXcFl.

Définition 1.12. On dit que l’équation (1.13) admet une solution faible
(ou en loi) si on peut trouver un espace probabilisé filtré (Q, F.(Fi)cp, /P),
un mouvement brownien W = (Wy) g, , un processus X = (Xi),cp, continu
tels que les conditions 1),2),3) soient réalisées.

Quand on parle de solution faible, on doit trouver un espace probabilisé
filtré (Q, F,(F),er, -P), un mouvement brownien W = (W;),, et un pro-
cessus continu X = (Xt>t€]R+ . Donc une solution faible est la collection des
objets (€, F., (Ft)ier, » Py (Wi)iep, » Xier,)-

Dans beaucoup de cas, ou la solution faible existe, on a :

Ft:ftX

14



et par conséquent (W) ter, €St un mouvement brownien relativement a (ftX )
C’est pourquoi dans le cas des solutions faibles, on a :

FY c Fr
Remarque 1.13. Les solutions faibles ne sont pas mesurables par rapport
a (]-"tW) . Bt c’est ce qui différencie les solutions faibles des solutions

fortes.
Définition 1.14. On dit que l’équation (1.13) admet une solution forte

unique si pour deuz solutions fortes X = (Xi),cp, €Y = (Yy)yep, » on a:

teR

P{sup |Xt—Y}|>O}:0,

te[0,7

c’est a dire :
P{X,=Y, ,VteR, }=1.

Définition 1.15.
On dit que ’équation (1.13) admet une solution faible unique si pour deuz

solutions faibles (€2, F. (Ft)ier, + Py Wi)yem, + (Xi)ier, ) €t (Q, F. <ﬁt>teR+ ., P, <Wt>t€R+ : ()N(t>te

y’a coincidence des distributions des processus X et X

Les théorémes fondamentaux de Yamada-Watanabe nous donnent la re-
lation entre les solutions faibles et fortes sont donnés par :

Théoréme 1.16. (Yamada-Watanabe [38]). L unicité forte implique l'uni-
cité faible.

Théoréme 1.17 (Yamada-Watanabe [38]). L’existence faible + ['unicité
forte entraine l’existence forte.

Les théoremes de Yamada-Watanabe jouent un roéle clé dans la démons-
tration de résultats d’existence et d’unicité pour les équations différentielles
stochastiques & coefficients non Lipschitziens. Dans ce qui suit nous allons
donner la démonstration du théoreme d’It6, mais avant cela on rappelle le
lemme de Gronwall qui est souvent utilisé pour la démonstration de 'unicité.

Lemme 1.18 (Gronwall). Soit g une fonction continue telle que pour
tout t >0

on a:

g(t) < a—l—ﬁ/g(s) ds, (1.14)

avec o > 0, > 0. Alors :
g(t) < a exp(ft).

15



Preuve. Supposons que :

g(t)ga—i—ﬁ/g(s)ds.

0
En multipliant par exp(-/3t) alors, on obtient :
t
g (t)exp(~5t) < aexp(~50) + Fexp(~51) [ 9(s)ds.
0
Ce qui donne :
t
g (t)exp(=5t) — Fexpl5t) [ 9(s)ds < acxp(~50)
0
En dérivant par rapport a ¢ les deux termes, on aura :

t

& et [g(9)ds | < aexpi-s0).

En intégrant les deux parties, on en déduit :

t t t

[ 5 lewt=60 [a91ds | < [aexs-s0)

0 0

Ce qui donne :

Q

exp(—/t) /g — (1 —exp(=pt)).

0

Q

Par un simple calcul, on aura :

a+ B/ s)ds < aexp(St).

Et finalement, on obtient

g(t) < aexp(ft).

Le lemme est prouvé.ll
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Le principal théoréme qui nous assure ’existence et I'unicité forte d’une
solution de I’équation est le suivant

Théoréme 1.19 (K. Itd). On suppose que les coefficient b et o sont
mesurables et vérifient, il existe une constante k > 0, telle que ¥V x,y € R",
on a:

b (t,2) = b(t,y)|” + o (t,2) = o(t.y)|* < ke —yl*, (1.15)

b(t, )] + |o (t,2)] <k (1+]z%). (1.16)

Alors Uéquation admet une solution forte unique X = (X¢),co1) » (F)-
adapté et continue avec condition tnitiale Xg = x. De plus cette solution est
markovienne et vérifie :

E

sup |Xt|p] <M ,Vp>1. (1.17)
te[0,7

Ou M est une constante qui dépend de k, p, T et x.

Preuve

i - Unicité . Soient X = (X¢),coq) €t Y = (Y),cpo.r) deux solutions de
I’équation telles que Xy =Yy = x.

En appliquant I'inégalité :

(a + b)* < 2d® + 207,

et en utilisant les formules de X; et Y; , on obtient :

2 2

X <2 [ s, X0~ b(s. ¥l ds)| 42| [0 5% — 0 s, VoW,

|

[ ) -atsvaw.

En passant & I'espérance mathématique, on obtient :

E[lX,-Y|*] < 2E

[ b0 - b as

+2E

2]
Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Buckholders-Davis-Gundy, on a :
t
E[|X,-Y|’] < 2TE U b(s, X) = b(s,Ys)| ds}
0

1R U; 0 (5, X.) — U(S,YS)PdS} |
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En appliquant la condition de Lipschitz, on obtient :

t
BIJX - Y] <C [BIX, - v ds
0

Ou : C = max(2Tk, 2k).
En appliquant le lemme de Gronwall, il résulte que :

E[|X, - Yi|*] =o0.
En appliquant I'inégalité de Tchebychef, on obtient :

E UXt - Yiﬂ < B [Supte[O,T] | X — Yiﬂ

Ve>0, P{X;—Y>e} < =0.

g2 g2

Donc pour tout ensemble D dénombrable partout dense dans [0,77], on

teD

OSP{sup|Xt—Yt\>0}§0.

Enfin et puisque les processus X et Y sont continus, on conclut que :
P sup |[X; =Yy >0, =0.
t€[0,T)

Ce qui prouve 'unicité forte de la solution.
11 - L’existence. On montre I'existence d’une solution forte en utilisant
la méthode des approximations successives, et pour cela on pose :

t t
X/ == +/b(3,X§“1)ds + /U(S,Xf‘l)dWS,n € N*
0 0

t

X - xn / (b(s, X™) — b(s, X)) ds

0

+/ (o(s, X)) —o(s, X)) dW,.

18



En utilisant la méme technique que pour 'unicité, on obtient :
t
B||xp+ - xp)] < (J/E [|X7 = X217 as,
0

Ou : C = max(2Tk, 2k)
Par récurrence sur n, il résulte que :

(MT)™

E [‘Xt”“ - Xt”|2] < TN ;o M =max (C,E [|x|2]) .

Si on prends p > 1, on aura :

n+p k
sl - xf] <3 =
k=n .

Donc (X}') est une suite de Cauchy dans £2(2), et par conséquent elle
est convergente, notons X; sa limite.
En passant a la limite, on obtient :

t t

Xt—x—l—/b(s,XS)ds+/o(s,Xs)dWS.
0 0

Donc X; est une solution de ’équation.

11 - Montrons que :

E

sup ]Xt|p] <M Vp>1,

t€[0,T]

t t
X = x—l—/b(s,Xs)ds+/a(s,Xs)dWS.
0 0
Par I'inégalité :
(a+b+c)? < 3a*+ 3b° + 3¢%,
et en passant aux espérances, on a :
t 2 t 2
E [|X,’] < 3E [|«%] + 3B /b(s,XS)ds 438 /J(S,XS)dWS
0

0
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par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Buckholders-Davis-Gundy, on a :
t 2 t 2

E [|Xt|2} < 3E [|x|2] + 3TE /b(s,Xs) ds| + 3E /O‘(S,Xs) ds

D’apreés la condition de croissance linéaire on a
t t

E [|X,°] < 3E [|z|] +3Tl<:/E 1+ |X,)7] ds+3k/E [1+ | X[7] ds.
0 0

En posant : m = max(3,37Tk,3k), on a :
t

E [|X:°] < mE [|z*] + 2m/E [1+ |X,[%] ds.
0

En posant : ¢ = max(m,2m), on obtient :
t
E[IX7] <c(1+E[af]) + c/E [1X.12] ds.
0

En appliquant le lemme de Gronwal, on obtient :
E [|Xt|2] <c(l1+E [|a:|2]) exp(ct), Vtel[0,T].
Puisque E Uwﬂ < 00, alors en posant :
M=c(1+E [|x|2}) exp(cT),

on obtient :
E[|1X.*] <M, Vtel0,T].

Enfin; par I'inégalité de Buckholders-Davis-Gundy on a :

&
te[0,7)

sup |Xt|p] <M, Vp>1.

Le théoréme est prouvé.ll

Remarques

1) La condition de Lipschitz nous assure l’existence et l'unicité de la so-
lution.

2) La condition de croissance linéaire nous assure la non explosion de
la solution et si on n’a pas cette condition, ’équation admettra une solution
unique mais seulement jusqu’au temps d’explosion.

20



Chapitre 2

Principe du maximum pour les
problémes de controdle
stochastique optimal

2.1 Formulation du probléme

Soit 7" un nombre réel strictement positif, (2, F 7(‘7:15)teR+ ,P) un espace
probabilisé filtré satisfaisant aux conditions habituelles, W = (W,;t € [0,T1)
un mouvement Brownien d-dimensionnel et U un sous ensemble de R?.

Définition 2.1 On appelle controle admissible tout processus v = (v;) te[0,T] mesurable

et (F),-adapté & valeurs dans U tel que :

sup [ |v,]* < oo.
0<t<T

On note par U [’ensemble de tous les controles admissibles.
U={v:[0,T] xQ— A /v est mesurable et (F),-adapté}

L’équation différentielle stochastique linéaire, de la forme :

dXt = b(t,Xt,Ut) dt +o (t,Xt,Ut> th7t S [O,T} (2 1)
XO =, T € Rn, '
ou :
b : [0,T]xR"xU — R", (2.2)

o : [0,T]xR" x U — M4 (R),
et x est une variable aléatoire F mesurable, telle que :

E|z|* < oco.
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Soit la fonctionnelle suivante (appelée fonction cofit) :

Jw)=E |g(Xr) + / h(t, X, v dt| (2.3)

ou :

g : R"—R, (2.4)
h : [0,T]xR*"xU — R.

L’objectif du controle optimal est de minimiser le cotit J sur ’ensemble
des controles admissibles U.

Un controle u € U est dit optimal, s’il vérifie :

J(u) = 11}16115 J(v). (2.5)

Il existe deux axes principaux pour traiter ce genre de probléme

1) Le principe du maximum de Pontriagin (les conditions nécessaires d’op-
timalités)

2) Le principe de la programmation dynamique (I’équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman)

Dans ce magister, on s’intéresse au premier cas.Si un contréle optimal
existe, on établira des conditions nécessaires et aussi suffisantes d’optimalité
sous forme de principe du maximum de Pontryagin.

On distingue 3 cas dans ce genre de probléme

ler cas : L’ensemble des controles U est convexe et le systéme est linéaire.

2eme cas : L’ensemble des controles U est convexe et le systeme est non
linéaire.

Jeme cas : L’ensemble des controles U est non convexe et le systéme est
non linéaire.

Dans le 3eme cas, il y’a deux autres cas selon que le coefficient ¢ dépend
de la variable controéle ot non.

Dans ce travail, on étudiera le premier cas, c’est a dire établir des condi-
tions nécessaires et aussi suffisantes d’optimalité dans le cas ou le systéme
est linéaire et ’ensemble des controles est convexe.

On suppose que b et ¢ sont linéaires en leurs variable et sont données
par :

b (t, X, U) = AtXt -+ Bt’Ut + Ct, (26)
O_(t,X,U) = DtXt+EtUt+Ft-
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Avec :

0,7T]x Q2 — Mpun (R),
0, 7] x Q2 — Mpun (R),
0,7T]xQ — R™,
0,T]xQ — Mg, (R),
0,71 xQ — Mg, (R),
0,7T] x Q — Myxn (R).
On suppose que A, B,C, D, E, F sont progressivement mesurables par
rapport a la filtration F;, uniformément bornées en (t,w) € [0,7] x €.
Le systéme est gouverné dans ce cas par ’équation différentielle stochas-
tique linéaire suivante :

MTEHO QW

{ dXt = (AtXt + BtUt + Ct) dt + (DtXt + EtUt + Ft) th, 0 S t S T,
XO =X.

Pour que cette équation ait un sens, on suppose que :

T T
P / ]Btvt| dt < oo, / ‘Et'l}t’2 dt < =1. (27)
0 0

L’équation d’état étant linéaire & coefficients bornés, donc Lipchitziennes,
alors elle admet une solution forte unique donnée par :

t t
X = x~|—/ (A, X, + Byv, + C5) ds+/ (Ds X, + Egvs + F)dW,,0< t < T,
0 0

(2.8)
De plus cette solution est continue; et vérifie :
E [ sup |Xt|2} < 00. (2.9)
0<t<T

Les hypothéses sur les coefficients du cott J sont les suivants :

g et h sont convexes et dérivables en leurs variables et & dérivées continues
et bornées. Sous ces hypotheéses, le cotit J est bien défini de U dans R.

Maintenant, on donne un exemple ol on calculera explicitement le controle
optimal.

23



Exemple. En dimension 1, soit I’équation différentielle stochastique li-
néaire suivante :

Xo=0.

L’ensemble des controles est donné par :

{ dXt = Utthy

U=[-1,1]

La fonctionnelle & minimiser est donnée par :

J(v)=E {X%Jr/: (XE—%%?) dt].

Par la formule d’Ito, on a :

t t
X? = / v2ds + 2/ X v dWs.
0 0

Pour t =1, on aura :

1 1
X2 = / v2ds + 2 / X v, dW,.
0 0

En remplacant X{ par sa valeur dans la fonction cotit, on obtient :

1
J(v) = E/ <X§ + %vi) ds.
0

Par analogie avec la définition du coft, on aura :

1
h(t7Xt>Ut) = Xz‘,2+§vt27
g(X7) = 0.

J(w) = E [/: [/;vfder%vtz] dt]

= E/l (3/2 —t)vidt.

0

Ce qui donne :

On remarque que J est une fonction convexe de v, donc elle atteint son
minimum en u; = 0.

Par conséquent, le controle optimal qui minimise J sur U est u = 0 avec
une trajectoire optimal X;' = 0.
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2.2 Reésultats préliminaires

Le but du principe du maximum est d’établir des conditions nécessaires
d’optimalités vérifiées par un controle optimal donné. Pour cela, on se donne
un controle optimal v minimisant le cotit J sur U et on désigne par X la
trajectoire optimale associée a u, c’est a dire la solution de I’équation d’état
associée a u.

Théoréme 2.2 (Principe de ’optimisation convexe) : Soit G un
espace de Banach réflexif et H un convexe fermé mon vide de G. soit f
une fonction de H dans R conveze et semi continue inférieurement (SCI),
Gateauz-différentiable de différentielle f continue. Alors, on a :

flu) = %gf(v) = <f/(u),v — u> >0 pour tout v € H. (2.10)

Preuve. Voir Ekeland-Temam [18].H

Notre but est d’appliquer ce théoréeme pour établir des conditions néces-
saires et suffisantes d’optimalité pour notre probléme de controle.

On a U convexe et J : U —R qui est convexe, continue. Alors pour ap-
pliquer le principe de 'optimisation convexe, il nous reste & démontrer que
J est Gateaux différentiable et de dérivée continue.

Lemme 2.3. Pour tout processus u,v et pour tout A € [0,1], on a :
XY AXE 4 (1= M) XY P — ps. (2.11)

Preuve. Avant tout, puisque U est convexe Au+ (1 — A) v est un élément
de U.

La solution associée a Au + (1 — \) v est donnée par :

t
X = / (A X2 B (Mg + (1= M) vs) + Cs) ds
0

t
+ / (D X207 4 By (g + (1= M) vg) + F) dW.
0

D’une autre part,

AXP 4 (1= N) XY
t t
= MXo+ / (AMASXY + ABgug + ACy) ds + / (AD XY + AE us + AF,) dW,
0 0

+(1—)\)X0+/t((1—)\)ASX;UF(1—A)sts+(1—A)Cs)ds
+/t((1—)\) DX+ (1= )\) Equg + (1 — X) Fy) dW.
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En combinant ces deux équations, on obtient :
XY XE 4 (1= M) XY
t
— / (AA X+ ABsus + \Cs) ds + / (AD; X! 4+ AEsus + AFy) dW
0
+ AN AsX]+ (1 —A) Bsvs + (1 = X) Cy) ds
+ A) Dy X? 4+ (1= X) Esvs + (1 — \) Fy) dWs.

A XA 4 B (g 4+ (1= ) vg) + C5) ds

o\\c\o

(DSXSM+ YL B (g + (1= N)v,) + Fy) dW,

Par élimination, on aura :
X o+ (1= ) Xp) = e
t
— / A ADXE+ (1= A) XY — X Q=00 gg
0

t
+ / Dy {AX"+ (1= \) XY] — Xur=dvd gy,
0

Qui est une équation différentielle stochastique linéaire & coefficient bor-
nés. Donc, elle admet une solution forte unique. Puisque 0 est une solution
de cette équation, alors 0 est I'unique solution et on obtient :

AXE 4 (1= A) XY — X0y —

C’est a dire :
XY X (1= ) XD

Le lemme est prouvé.ll

Lemme 2.4. Le cotdt J est convezxe.
Preuve. Pour tout u, v € U, A € [0,1] on a :

J(Au+ (1 —=A)v)
_ E [g (X;Au+(17A)v))]

T
+EU h(tX(“‘*(” A\ +(1—)\)v)dt}.
0
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Puisque h et g sont convexes et X est linéaires alors, on aura :

J(Au+ (1= X)v)
< BAg (X3 + (1= A)g(X2)]

T
+E [/ A (, X5 u) + (1= A h (8, XY vp) dt |
0

Ce qui nous donnons :
JAu+(1—=Nov) <A (u)+ (1 =) J(v).

D’ou le résultat.ll
Lemme 2.5. Le coit J est Gateaux-différentiable et on a :

(J'(u);v —u) (2.12)
= E [gx (XT> (Xiql)“ - XT)}
+E / (X2 = X0) i ( Xy ) + (v — 1) Bt X )] .

Preuve. On calcule la dérivée de Gateaux de J au point u et de direction
(v —u), cest & dire :

1
th[J(u—i—/\(v—u))—J(u)].

A—0
On a .
J(U) =E g(XT) + /h(taXtavt)dt 5
0
J(u+XA(v—u))—J(u)
o utA(v—u) U
= [E [g <XT > - g (XT)}
T
+E/ [h <t’X;L+>\(va)’ut A (v — ut)) _ h(t,Xg,ut)] dt.
0
Puisque,

XA X N (X - X)),
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Alors, on obtient :

J(u+A(v—u))—J(u)
= Blg (X} + X (X5 — XP) — g (XP)]

T
+E/ [h(t, X+ M(XP — XP) ue + X(ve —ug)) — h(t, X} ug)] di.
0

En utilisant le développement avec reste intégrale et d’ordre 1, on aura :

J(u+A(v—u))—J(u)
= o [ Blo, (X3 + (05 - X)) (5 - X)) da

T
1
AR / / B (£, X0 + a) (X — X1 1+ 0 (v — ) (XT — XV) dadt
0
0

T
1
+)\E// hy (t, X 4 aX (X} — X3)  up + aX (v — wy)) (v — ug) dadt.
0
0

En divisant par A, on obtient :

[J(u+A(v—u) = J (u)]

1
Blg. (X7 + aX (X7 — X7)) (X7 — X7)] da

I
\yh—t

0

+

1
E / B (8, X"+ X (XP = X¥) g + ad (0 — ) (X0 — X2) dad
0

[ [ o
[ [0

_|_

1
E / hy (8, X+ aX (X7 — X{) s u+ aX (ve — uy)) (ve — uy) dadt.
0

Puisque g, h, et h, sont continues, alors en passant a la limite, on aura :

fim [ (A (0 — ) — 7 ()
— Elg, (X2) (X0 — X2

T

T
+E/hm (£, X", ) (X? — X dt+E/hv (1, X" ug) (0 — ) d.
0 0
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Ce qui donne :

(J'(u);v —u)
= Elg. (Xr) (X7 — X7)]

—~

+E [hm (t, Xt, Ut) (XZ} — XZJ) + hu(t, Xt, ut) (Ut - ut)] dt

o\ﬂ

D’ot le résultat.ll
Lemme 2.6. le controle optimale uw minimise le cott J sur U si et seule-
ment si pour tout v € U, on a :

0 < Blg (X}) (X5 — X)) (2.13)

+E/ (t, Xeoue) (X7 — X1) + ho(t, X, ue) (vp — )] dt.

0

Preuve. On a U convexe et J : Y —R qui est convexe, continue, Gateaux
différentiable et de dérivée continue, alors par le principe de 'optimisation
convexe, on a v minimise J sur U si et seulement si :

(J'(u);v —u) > 0.
Puisque :

(J'(u);v —u)
= Blg. (X7) (X7 — X7)]

—~

—I—E [hx (t, Xt, Ut) (XZ) — Xtu) + hu(t, Xt, Ut) (Ut — Ut)] dt.

o\dﬂ

Alors v minimise J sur U si et seulement si :

0 < Elg. (X7) (X7 - X7)]

T
+E/ (t, Xoyup) (X7 — X1 + ha(t, Xe, up) (v — ug)] dt.
0

Le lemme est prouvé.ll
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2.3 Equation adjointe

Partant du lemme 2.6, on va établir des conditions nécessaires et suffi-
santes d’optimalité. Considérons I’équation linéaire matricielle suivante asso-
ciée a I’équation d’état :

2.14
Oy = 1. (2.14)

Cette équation est linéaire a coefficients bornés. Donc, elle admet une
solution forte unique. De plus, cette solution est inversible, et son inverse W,
vérifie :

{ dq)t - Atq)tdt + th)tdWh

d\I]t = [l)t\:[ltl);< - At\:[ft] dt - Dt‘ljtth, (2 15)
\IJO - [d' )
De plus, ®; et ¥; sont continues et vérifient :
E | sup |®°| +E | sup |¥]*| < co. (2.16)
te[0,T) t€[0,T]

On pose :
ar = Wy (XY — XY),

T
X = d%g, (X)) + / Drh, (s, X, uy)ds,
0
¢
Y, =E[X/F] —/ Orh, (s, X, us) ds.
0

On remarque que :
Elg. (X7) (X7 — X7)] = ElarYr].
Puisque ¢, et h, sont bornés, alors X est de carré intégrable. Donc,
E[X / F] est une martingale de carré intégrable. Puisque (F;), = 0 (Bs;0 < s <)

est la filtration naturelle du mouvement Brownien B, alors par le théoréme
de représentation d’Ito, on a :

t t
Y, =E[X]+ / Q.dW, — / Orh, (s, X5, us) ds. (2.17)
0 0

Ou ) est un processus adapté, tel que :

T
E/ 1Q.|* ds < oo. (2.18)
0
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En appliquant la formule d’It6 a oy, puis & oY .
On obtient :

T
0 S E/ Hu (ta Xta Uty P, Qt) (vt - ut) dt
0

Ou p et ¢ sont des processus adaptés donnés par :

p =Y, ; peL*([0,T];R"),
@ =o,p — V;Q ; g€ L’ ([OaT]§RnXd)-

et le Hamiltonien H est défini de [0, 7] X R"™ x A; X R™ X M, 4 (R) dans R
par :
H(t,z,u,p,q) = h(t,z,u) +b" (t,x,u)p — o (t,z,u) q.

En appliquant la formule d’Itd & p, on obtient ’équation adjointe qui est
une équation différentielle stochastique rétrograde donnée par :

{ —dp, = H, (t, Xy, i, pr, qi) dt + q,dW4, (2.19)

Pr = Gga (XT) .

De plus, le processus adjoint est donné explicitement par :

T
pi = B @0.(Xr) / )+ ] [ Bl (s, Xev)ds.
t

2.4 Conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalité sous forme faible

Dans cette section, on donne les conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalité sous forme faible.

Théorémes 2.7. u minimise le cott J sur U si et seulement si il existe
une unique paire de processus adaptés :

(b, q) € £ (10, T)3R?) x (€2 (j0.T]:R))",
solution de l’équation adjointe, tels que pour tout v € U, on a :

T
0 S E/ Hu (t, Xta U, Pty Qt) (Ut — Ut) dt (220)
0

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de I'inéquation variationnelle.ll
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Théoréme 2.8. u minimise le coit J sur U, si et seulement si il existe
une unique paire de processus adaptés :

(.0) € £2 (10, T]5RY) x (£* ([0, T);R))",
solution de l’équation adjointe, tels que pour tout v € U, on a :
H, (t, Xi,us, pt, 1) (v —ug) > 05 Vo € Ay p.s (2.21)

Preuve. Par le théoréme 2.7, on a :

T
0< ]E/ H., (¢, Xo, g, pry qr) (00 — uy) dt.

0
Soit t € [0,T]. Pour tout € > 0, on définit le controle :

v J s on [t,t+e],
s | us sinon.

Il est évident que v° est un élément de /. Alors, en appliquant I'inégalité
précédente a v et en divisant par €, on obtient :

1 t+e
0 S E |:g/ Hu (tht)ut7pt7 Qt) (US - Ut) dS
t

En passant a la limite quand ¢ tend vers 0, on aura :
0 <E[H, (t, X¢,us, pes i) (Vs — ug)] -
Soit A un élément arbitraire de la tribu F; ;et on pose :
T =014 +ulqg_a.
Il est clair que m € R. En appliquant la derniere inégalité a 7, on obtient :
0 <EQsH, (t, Xs, us, pi, q1) (Vs — wy)], YA € F,
Ce qui implique que :
0 < E[H, (t, X¢, ue, pr, @) (s — ue) | Fil.

La quantité a l'intérieur de ’espérance conditionnelle est F;—mesurable.
Ce qui donne le résultat.ll
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2.5 Conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalité sous forme forte

Théoréme 2.9. u minimise le coidt J sur U si et seulement si il existe
une unique paire de processus adaptés :

(p.) € £2 (10, T];RY) x (£ ([0, T]:R%))",
solution de l’équation adjointe, tels que pour tout v € U, on a :

H(t7Xt;Ut,pt7Qt) - grellf}H(taXhU?phqt) . (2'22)

Preuve. On al convexe et H (t, Xy, .,ps,q) : U —R est convexe, conti-
nue, Gateaux différentiable et de dérivée continue, alors par le principe de
l'optimisation convexe, on a v minimise H (¢, Xy, ., py, ¢;) sur U si et seulement
Si:

H, (t, Xy, ue,pe,q1) (v —uy) >0; Yo eU.

Par le théoréme (2.8), on a u minimise le coit J sur U, si et seulement
si:

H, (t, X, u,pr,q) (v —uy) >0; Yo eU.

Donc, u minimise le cotut J sur U , si et seulement si :

H (t7 Xt; Uty Pty Qt) - irellf]‘ H (ta Xt7 U, Pt, qt) .

Ce qui prouve le théoreme.l
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Chapitre 3

Application en finance

Dans ce chapitre, on va appliquer les résultats du chapitre précedent a
la finance. On étudie trois exemples d’optimisation dans des marchés finan-
ciers. Le premier exemple est le classique probléeme d’investissement et de
consommation de BLack - Scholes. Le deuxieme exemple concerne le pro-
bléme de minimisation de la variance (mean-variance) de la richesse finale
dans un marché financier. Le troisiéme est une combinaison des deux premiers
exemples.

3.1 Exemple 1. Consommation investissement

Supposons qu’'un portefeuille est investit dans un marché constitué de
capitaux risque-libres avec un taux d’intérét r; et de capitaux risqués avec le
taux de rendement y, et de volatilité o,.

Supposons qu’on a de possibilités d’investissement

i) le prix Sp(t) au temps ¢ est donné par :

dSO(t) = T’tS()(t)dt? 50(0) > 0, (31)

it) le prix Si(t) au temps ¢ est donné par :

dSi(t) = Si(t) (uydt + o dW,), S1(0) > 0. (3.2)

Ou p, > 1y, 0y # 0 sont bornées et déterministe.
Définition 3.1. Un portefeuille ¢ est un processus prévisible (, =
(Co (1), ¢, (1)) € R%. La richesse correspondante Xt est donné par :

Xi = Go () So (t) + 6 (D) S (1), =0, (3.3)
Le portefeuille est auto-financant si :
4X; = Co (1) dSo(t) + C, (£) dSy (1) (3.4)
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Soit m = (; () 51 (t) la quantité de monnaies investit dans la sécurité
risquée.

On suppose que I'agent retire la consommation de son capital et on note
par ¢; le taux de consommation.

En combinant les quatre derniéres équations, on obtient 1’équation du
capital richesse et qui est donnée par :

{ dXt = [/rtXt + (,ut — Tt) Tt — Ct] dt + thtth, (3 5)

XOZ.’ﬂ.

Définition 3.2. Une stratégie admissible est une pair de processus adap-
tés (m,c) telle que
E|X;|* < oc.

On note par A l’ensemble de toutes les stratégies admissibles.

Le probléme de l'investisseur est d’assigner une quantité (m;) telle que a
chaque instant ¢, on obtient une stratégie (7;,¢;) qui maximise la consom-
mation et I'investissement représentée par une fonction d’utilité F' escompté
a un taux d’escompte constant . Plus précisément, le probléme consiste a
choisir une stratégie optimale (7,¢) qui maximise la fonction :

J(m,c)=FE {eBTF(XT) - /0 ' eBtF(ct)dt] : (3.6)

On suppose que la fonction d’utilité est de type HARA (hyperbolic ab-
X7
solute risk aversion). C’est & dire, F/(X) = —, ou vy € (0,1).
Y
La fonction d’utilité doit vérifier :

F est strictement croissante, concave et C* (0, +00) ,
FX)<C(1+X)" avacO0<~y<1letF(0)>0,

lim F'(X)=0
lim F' (X) = oo.
X—0

Les fonctions d’utilité de type HARA sont souvent utilisées en finance. Le
parametre v peut étre interprété comme une mesure de sensitivité du risque.

Siy =0, la HARA utilité est F'(X) =In X.
En analogie avec le probléme de controle du chapitre précédent, on a :

X7 T Y
J(m,c)=E [—e‘BT—T —/ e‘ﬁtc—tdt} . (3.7)
v 0 v
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Une stratégie (7,¢) est optimale si,

J(m,¢) = (Jlg)igAJ (m,c). (3.8)

Le Hamiltonien est donné par :

N
H(t,z,7 ¢c,p, P) = S eh +plre+ (u—r)m—c]+ Por. (3.9)
g

L’équation adjointe est de la forme :

{ dp; = —ripdt + PodWs, (3.10)

pr = efﬁTX%_l-

Soit (7,¢) une stratégie candidate a étre optimale et T la solution de
I’équation correspondante associée. On note par (ﬁ, ]3> la solution de I’équa-

tion adjointe associée.

La principale idée pour obtenir un optimale stratégie (7,¢) est d’'utiliser
les conditions suffisantes du théoréme 2.8 du chapitre 2 précédent.

En utilisant le théoréeme 2.8, (7,¢) est optimale si;

H <t7)?t>/7%ta/c\t7ﬁtaﬁt> <H (ta)?taﬂhctaﬁfaﬁt) , V(m,c) € A (3.11)

Le Hamiltonien H est linéaire en 7 et convexe en c. Alors, les valeurs
de (7,¢) qui minimisent H <t, Xt . Pt Pt> sont données par les équations

suivantes :
-1

-~

Dt + e_ﬁtay = 07

De (py — m4) + ﬁtat =0.

Puisqu’on devine que la consommation est proportionnelle a la richesse
X, alors pour tout fonction déterministe différentiable A;, on pose :

~ ~y—1 _ —BT
= —Ax) AT——e/B-

En appliquant la formule d’Itd & p; et en comparant avec ’équation ad-
jointe et en identifiant les termes en dt et dW;, on obtient :

(Ar+mA) X+ (0= D) Al =) T = @) = 0,

ﬁt = — (”)/ — 1) %tO'tAt)?;y72,
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Substituant les valeurs de p; et ﬁt, on aura :
A | (e =) X+ (v = 1)@0?] =0,
En comparant les termes en )A(t, on aura :

A;+7Tt14t = 0.
(=D A —r)m —a] = 0,

Par un simple calcul, on aura :

T
Ay = —exp <—BT+/ vrsds) )
t

Ceci prouve que A; # 0. Donc, en combinant ces derniéres équations,
l'optimal stratégie est donnée par :

~ By — Tt~

= 3.12
Tt (1 — ,7) 0_% T, ( )
~ (,ut - Tt)z ~
= 7. 3.13
T U=y (3.13)
La relation entre 7T; et ¢; est donnée par :
¢ = (py — 1) T (3.14)

3.2 Exemple 2. Moyenne-variance

On considére dans cet exemple une variante du premier, ot la dynamique
de la richesse est gouvernée par :

dXt = [TtXt + (,th - Tt> ’7Tt] dt + WtUtth, (3 15)
XO =X. '

L’objectif est de trouver un investissement optimal qui minimise la moyenne
de la variance de la richesse finale, sous la contrainte que la richesse reste po-
sitive a chaque instant ¢. C’est & dire, trouver un investissement optimal 7
qui minimise la fonctionnelle :

J(m,c) = B[(B[Xr] — Xr)?],
sous la contrainte,

E[X7] =d > 0.
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En utilisant la méthode de multiplicateur de Lagrange, ce probléme est
réduit a une minimisation sans contrainte de la fonctionnelle suivante :

J(r) = %E (a— Xr)7]. (3.16)

Une stratégie admissible 7 est dite optimale si,

J(7) =min J (7). (3.17)

TeA

Le Hamiltonien dans ce cas est donné par :
H(t,z,m,p,P)=plre+ (u—r)7n] + Pom. (3.18)

L’équation adjointe est :

{ dpt = —Ttptdt + Ptth, (3 19)

pT:XT—CL.

Le principe de la programmation dynamique ne peut pas étre appliqué
directement dans ca cas de probléme avec contrainte avec la condition ter-
minale p.s pr = ¢.(X7). Cependant, les conditions suffisantes (théoréem 2.8,
Chapitre 2) peuvent étre appliquée si on remplace la condition terminale,

alors :
E((Xr — Xr)g.(v7)] > B[(Xr — X7)pr)]. (3.20)

Puisque H est linéaire en c et 7, alors les valeurs de ¢ et 7 qui minimisent
H sont données par : R
pi(p—r)+ Poy=0. (3.21)

Puisque pr est linéaire en x et qu’on devine qu’il est optimal de consom-
mer & un taux proportionnel & la richesse X;, alors pour une fonction déter-
ministe et différentiable A;, on pose :

D= At)?t + By, Ar=1; Br=—a.
En appliquant la formule d’Ité & p;, on a :

dp, = [A;)?t AT X+ Ay (i — ) T+ By| dt+ Ao dWy (3.22)

En comparant avec ’équation adjointe et en identifiant les coefficient de
dt et dW;, on aura :

Ttﬁt —+ A;)/(\Vt —+ At’lnt)?t —+ At (,ut — Tt) %t + B; = O
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ﬁt = At%tat
En remplacant p; et ]3t par leurs valeurs dans les équations, on obtient :
27}1415)?15 + A;)?t + At (,ut - Tt) %t + B; + T’tBt =0

(/L—T)At)?t‘i‘Bt (,u—r) +At%t0-? =0.

Ces deux équations nous donnent :

~ -r) (s B
7= (Ma—g) <Xt + XZ) . (3.23)
~ 27"15 A; :| = B; TtBt
T = + X — — 3.24
s A T P | A oy R T ey
En identifiant, on aura :
A (1 —r)?
— = ———— =2 2
At 0’% Tt (3 5)
B, |(p—r)
Bt - [ Ut2 + "t

Les solutions de ces deux équations sont données par :

A, = exp ( / : (U‘;—Qrf + 27“5> ds) (3.26)
B, = —aexp (/T ((,uS;—ZTS)Z —i—rs) ds)

7 = - r) <)?t + @> , (3.27)

Alors la stratégie optimale est donnée par :

7, = (“U_% ) <)?t —aexp (/tT —rsds)> . (3.28)

Puisque :
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3.3 Exemple 3. Probléme mixte

Dans cet exemple, on étudie une combinaison entre les deux premiers. On
considére un probléme mixte qui consiste & minimiser la moyenne de la va-
riance et maximiser la consommation. Le systéme est gouverné par I’équation
différentielle stochastique :

{ dXt = [TtXt + (,Ltt — Tt) T — Ct] dt + WtUtth, (3 29)

XOZ.T.

L’objectif est de trouver une stratégie optimale qui maximise la fonction
d’utilité de la consommation et en méme temps minimise la moyenne de la
variance de la richesse finale, sous la contrainte que la richesse reste positive.
Plus précisément, on veut minimiser la fonctionnelle :

J(r,c) =E [(E[XT] — Xp)? = [T e P F(e)dt| | (3.30)
sous la contrainte,
E[X7] =d > 0.

En utilisant la méthode de multiplicateur de Lagrange, ce probléme est
réduit & une minimisation sans contrainte de la fonctionnelle suivante :

J(rc)=E B(a X2 /0 ' eﬁt%dt] | (3.31)

Une stratégie admissible (7,¢) est dite optimale; si

J (7, ¢) = (;Ig)igAJ(ﬂ,c) .

Le Hamiltonien est donnée par :
2%
H(t,z,m c,p, P)= _C eht +plre+ (w—r)m—c] + Por. (3.32)
8
L’équation adjointe est :

{ dpt = —Ttptdt + Ptth, (3 33)

pT:XT—CL.

Puisque pr est linéaire en = et qu’on devine qu’il est optimal de consom-
mer & un taux proportionnel & la richesse X;, alors pour une fonction déter-
ministe et différentiable A;, on pose :

R ~\71 ~ 2—y
ptZAt<CL—Xt> ) AT:_(CL_XT) .
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Ce choix de p concorde avec 1’équation adjointe. En effet, on a :
N e 2—7 ~ v—1 ~
pT:_(a_XT> (CL—XT) = AT —Q,

Qui est exactement la condition terminale de I’équation adjointe

En utilisant la méme méthode que dans le premier exemple, la stratégie
optimale est donnée par :

7, = % (a - )?t> , (3.34)
~ (p1e — Tt)Q

Ct

AT
<1—w>a%<a 1) e

La relation entre 7; et ¢; est donnée par :

¢ = (py — ry) T + 140 (3.35)
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