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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse au controle optimal et au principe de
Pontriagin stochastique autrement dit, les conditions nécessaires d’optimalité
en étudiant les systémes dynamiques dont I’évolution est aléatoire. L’interét
des problemes de contréle réside notamment quand on parvient a optimiser
un certain critére de performance appelé fonction cout, a I'aide de controle
optimal et établir les conditions nécessaires satisfaites par ce controle. His-
toriquement 1’étude initiale du probléme de controle est die & Lagrange qui
a fondé le calcul des variations, par suite plusieurs auteurs ont mis l'ac-
cent sur les problémes de controle optimaux parmi eux : Pontriagin & all
Arkin-Saksonov [1], Bensoussan [8,9], Bismut [10,11, 12], Elliott [15], El-
liott -Kohlmann [16] ,et Peng [30],Bahlali et all [2,3,4,5,6,7]....

Dans les problémes de controle déterministe, la dynamique du systeme est
modélisée par une équation différentielle ordinaire(EDO) par contre, dans le
cas stochastique, I’évolution est décrite par un processus de diffusion solution
d’une équation différentielle stochastique(EDS) définie de forme suivante :

dry = b(xy, uy)dt + o(xy, up)dwy
{ z(0) = zo.

L’objectif ciblé par le controle optimal est de minimiser la fonction cout
J(t,x,u) ou encore maximiser le gain en multipliant par (-1), sur ensemble
de tous les controles admissible U,l’ensemble des processus adaptés de carré
intégrable qui prennent des valeurs dans un ensemble U, C R

Le cott associé est donnée par

J(t,x,u) = ]E(/O l(xy, ug)dt + h(xr)),

ou
b(z,u): R" x R — R™

o(z,u):R* xR - L (R*x R") .



La fonction [ est supposée continue en (x, u) continiment differentiable en z,
h est continiment différentiable en x.

On suppose également que b (resp.o) est Lipchitz en x et u (resp. en x),
continue en (z,u),et continiiment différentiable en x.

D’un point de vue mathematique,on constate deux approches dans la re-
solution du probléme de controle : La premiére approche est connue par la
programmation dynamique ou encore principe de Bellmann. Elle a été in-
troduite par Bellman en 1953, elle s’appuie sur la notion de la "politique
optimale" qui consiste a résoudre une équation aux dérivées partielles de se-
cond ordre, non linéaire. La deuxiéme méthode est "Le principe du maximum
de Pontryagin, connue sous le nom "conditions nécessaires d’optimalité" qui
a été introduite par Pontryagin [33]. Il s’appuie sur 1'idée suivante : si un
controle optimal existe en utilisant 1’ approche de Lagrange en calculant des
variations sur la fonctionnelle J(u) par rapport a certain paramétre de per-
dJ (up) >0

do =0

turbation # doit étre positif. Ceci entraine que

On va donner un apercu général sur ce mémoire

Chapitre 1 :

Dans ce chapitre nous exposons la structure de base d’un probléme de
controle que nous illustrons a travers plusieurs exemples issus des mathéma-
tiques financiéres. L’analyse et la résolution de ces problémes seront détaillées
plus tard.

Chapitre 2 :

Dans ce chapitre, on va commencer par étudier, le principe du maximum
dans le cas ot le coefficient de diffusion ne dépend pas du contréle. Puis dans
la seconde partie, on va présenter le principe général obtenu par Peng [30]
(cas ou le coefficient de diffusion dépend du control).

L’idée est de partir d’un controle optimal minimisant la fonction cotit sur
I’ensemble des controéles et de donner des conditions nécessaires d’optimalités
vérifiées par ce controle

Afin de simplifier les calcules, on va présenter le cas unidimensionnel.
Pour le cas multidimensionnel, voir Bensoussan [8] . Dans le méme esprit, on
suppose que les coefficients sont indépendants du temps.

Chapitre 3 :

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode de la programmation dyna-
mique pour résoudre un probléme de controle stochastique. Le cadre adopté
dans la section (3.2) est celui des processus de diffusion controlés a valeurs
dans R" et le probléme formulé est en horizon fini .

L’idée basique de la méthode est de considérer une famille de problémes de
controle & différent états initiaux et d’établir des relations entre les fonctions
valeurs associées. Ce principe, appelé "principe de la programmation dyna-
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mique" est initié dans les années 50 par Bellman, est énoncé précisément dans
la section (3.3) L’équation de la programmation dynamique (en section 3.4)
conduit & une équations aux dérivées partielles (EDP) nonlinéaire du se-
cond ordre, appelée Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Lorsque cette EDP
peut étre résolue par I'obtention explicite ou théorique d’une solution régu-
liere, le téoréme de vérification, démontré(en section 3.5), valide 'optimalité
de ce condidat solution de HJB, et permet aussi de caractériser un controle
optimal. Cette approche classique de la programmation dynamique appellée
étape de vérification

Chapitre 4 :

Dans ce chapitre,on va appliquer les résultats du chapitre précédent a la
finance. On étudie deux exemples d’optimisation dans des marchés financiers.
Le premier exemple est le probléme de choix de portefeuille de Merton en
horizon fini . Le deuxiéme exemple concerne le classique probléme d’investis-
sement et de consommation de BLack - Scholes.



Chapitre 1

Introduction au controéle
stochastique

1.1 Introduction

La théorie du controle stochastique a de nombreuses applications en ges-
tion et en finance. En effet, dans ces domaines, on considére des systémes
dynamiques (c’est a dire évoluant au cours du temps) en avenir incertain et
sur lesquels on peut agir en vue d’optimiser un certain critére économique.

De facon générale, un probléme de controle se formule selon les caracté-
ristiques suivantes :

Etat du systéme : On considére un systéme dynamique caractérisé par
son état a tout instant. Le temps peut étre discret ou continu. L’horizon
(intervalle de variation du temps) peut étre fini ou infini.

L’état du systeme représente I’ensemble des variables quantitatives consti-
tuant une description exhaustive du systéme. On notera X;(w) 'état du sys-
téeme a l'instant .

Une fois défini 1’état, il s’agit de décrire les lois dévolution de cet état
en fonction du temps. L’application ¢ — X; décrit 1’évolution du systéme.
Cette évolution est fournie par un modéle probabiliste.

Controle : La dynamique X; de 1’état du systéme est influencée par un
controle que nous modélisons comme un processus u; dont la valeur peut
étre décidée a tout instant ¢ en fonction des informations disponibles a cet
instant, c’est-a-dire que u; est adapté par rapport & une certaine filtration,
et prend ses valeurs dans un espace de controle.

Critére de cout : Le but du controle optimal est de minimiser ( ou de
maximiser s'il s’agit d’un gain) une fonctionnelle



J(u) = E(/O Uz, ue)dt + h(zr))

sur ’ensemble de touts les controles admissibles U
La fonction valeur associée & ce probléme de contrble stochastique est
donnée par :
Pour tout (t,z) € [0, T] xR" et Va e U :
t = inf J(t .
v(t,z) = mf J(t, 2, a)
Lorsqu’on cherche a maximiser un gain, au lieu de minimiser un cotit, alors

on écrira :

v(t,x) =supJ(t, =, a) = —infJ (—(t, =, «)).
aclU aclU

Un controle admissible & € U est dit optimal si :

*

v(t,z) = J(t,z, ).

1.2 Classes des controdles

1.2.1 Controéle admissible

On appelle controle admissible tout processus u; ou t € [0,7] mesurable et
adapté a valeur dans un borélien A de R". Notons par U ’ensemble de tous
les controles admissibles.

U={u:[0,T] x Q2 — A, tel que u est mesurable et F; — adapté} .

1.2.2 Controéle optimal

Le probléme de controle optimal consiste & minimiser une fonction cout J(u)
sur un ensemble de controle admissible U.
On dit que le contréle u* est optimal si

J(w*) < J(u),Vu e U



1.2.3 Controéle presque optimal

Soit € > 0, le controle u® est dit presque optimal (ou e-optimal) si pour tout
controle u € U on a

J(u') < J(u)+e,VuelU

1.2.4 Controle feed-back

Soit u; un controle F;—adapté, et soit {F;} la filtration naturelle engendrée
par le processus X. On dit que u; est controle feed-back si u; est aussi
adapté par rapport a la filtration {F}. On dit aussi quun controle u est
feed-back si est seulement si u dépend de X.

1.2.5 Arrét optimal

Généralement, dans les modeéles de controle en finance, 1’horizon du probléme
est Fixe, soit fini ou infini. Il existe de nombreuses applications ou le contro-
leur a aussi la possibilité de décider 1’horizon de son objectif. La décision de
stopper le processus est modélisée par un temps d’arrét et le probléme d’op-
timisation est appelé probléme d’arrét optimal. Dans la formulation générale
de tels problémes, le controle est mixte constitué du couple controle-temps
d’arrét (u,7) et la fonctionnelle & optimiser s’écrit :

E [ /0 Utz )t + h(oy)

1.2.6 Controéle ergodique et controéle risk-sensitive

Certains systémes stochastiques peuvent Présenter sur le long terme un com-
portement stationnaire caractérisé par une mesure invariante. Cette mesure,
si elle existe, est obtenue en calculant la moyenne d’état du systéeme sur le
long terme. Un probléme de contréle ergodique consiste alors & optimiser sur
le long terme un certain critére prenant en compte cette mesure invariante.
Une formulation standard résultant des criteres étudiés précédemment consiste
a optimiser sur les controles u; une fonctionnelle de la forme :

1 T
limsup=E [/ l(t,xt,ut)dt} i
T Lo

T—+o0

Ou encore



1 T
limsupfln]E {exp/ l(t,xt,ut)dt} :
0

T—+o0

Cette derniére formulation est appelée controle risk-sensitive dans la litté-
rature et a récemment été utilisée dans plusieurs travaux en mathématiques
financiéres comme un critere de gestion de portefeuille a long terme.

1.3 Exemple en finance

1.3.1 Planification de la production

Considérons le probléme de la Planification de la production optimale, et
supposons donner un espace de probabilité filtré (Q, FAF i} >0 P) vérifiant
les conditions habituelles, et sur lequel un Mvt-Brownien standard W (t) est
défini.

Le processus demande z (t) n’est pas déterministe, plutot il est donné

par :
t

z(t):ZO—I—/f(s)ds—l—/a(s)dW(s),te[O,T] (1)

€ (t) : représente le taux demandé au temps ¢ ,
t

et le terme [o (s) dW (s) représente la fluctuation .
0
Nous supposons que £ (t) et o (t) sont {F;},-adaptés. Les intégrales

dans (i) sont bien définies . Pour répondre a la demande 1'usine doit fonc-
tionner de facon a répondre & toutes les situations .

Supposons que la machine est digne de confiance (sérieuse : elle ne s’ar-
réte jamais) . Et comme dans le cas déterministe , au temps ¢ le taux de
production est u (t) et le niveau d’inventaire est x (t) .

Si au temps ¢t = 0 'inventaire est x( alors le systéme est modélisé comme

suit :
{ da (t) = (u(t) = z (1)) dt, x (0) = o (a)
dz (t) =& (t)dt +o (t)dW (1), 2(0) = z

Une autre fois, le controle ou bien le taux du production u (¢) est un objet
du capacité de production;

0<u(t)<k,te[0,7] P.p.s (b)

Il y a une autre contrainte implicite sur le taux du production wu () exi-
gible & I’environnement stochastique du probléme a savoir pour tout temps ,



le manager de production prend une décision basée seulement sur les infor-
mations passées, plutot que sur toute information du futur . C’est & dire qu
le controéle est non anticipatif.

Ici pour éviter une infinité de cumul , la capacité de production maximum
soit totalement assez large pour répondre a la demande .

Alors la condition minimum suivante imposée pour que le probléme ait
une signification :

E7Z () dt = 2T + E7]§ (s)dsdt < kT (c)

De l'autre coté ’état d’inventaire ne dépasse pas nécessairement la taille

X (t) <b, Vte[0,T],P.p.s
Le cotut total espéré est le suivant :

T

Tw() =B [ (o) u®)dt +e (1) b

0

ou le premier terme représente le cott totale d’inventaire et production
, et le deuxiéme terme est la pénalité d’inventaire & la fin de la production
(exemple : disposition du coiit ) , et finalement ~ est le taux de remise .

L’objectif de management de production est de choisir une planification
de la production convenable u (.) tels que : (a) , (b) et (c) sont satisfaits et
J (u(.)) est minimum .

1.4 Meéthodes de resolution en controle sto-
chastique

Il existe essentiellement deux méthodes majeures pour la résolution des
problémes des controles dans les cas déterministes ou stochastiques, le prin-
cipe de la programmation dynamique et le principe du maximum de Pontrya-
gin. La premiére méthode a été introduite par Bellman en 1953, elle s’appuie
sur la notion de la "politique optimale" qui consiste & résoudre une équation
aux dérivées partielles de second ordre, non linéaire. La deuxiéme méthode
est le principe du maximum de Pontryagin connue sous le nom "conditions
nécessaires d’optimalité" a été introduite par Pontryagin en 1956. Elle s’ap-
puie sur I’idée suivante : si un controle optimal existe en utilisant 1’ approche
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de Lagrange en calculant des variations sur la fonctionnelle .J(u) par rapport
a certain parameétre de perturbation 6 doit étre positive Ceci entraine que
dJ (U@)
| >0.
do o
Ce principe consiste a introduire un processus adjoint p (t) solution d’une
certaine équation différentielle stochastique rétrograde et d’une inégalité va-
riationnelle.
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Chapitre 2

Le principe du maximum en
contrdle stochastique

2.1 Introuction

Dans un probléme de contrble, on cherche naturellement les conditions
nécessaires satisfaites par un controle optimal. Ces conditions peuvent étre
considérées comme une généralisation de la condition élémentaire d’optima-
lité pour une fonction différentiable f : R — R si 2y a minimum alors

/

f (zo+) > 0 au sens tres formel, la question est de différencier le fonction-
nelle J(u) qui est le cott associé au controle u.

Dans le cas déterministe, Pontriyagin a établi un principe d’optimalité
dans les années 40 ce principe est un principe de dualle.Il affirme que si u*
est un controle optimal, il existe une fonction p,. tel que Vt.Vu.

H(ptu 'I?*a U*) S H(pt7 x}tﬁ)u)u

ou H est ’'Hamiltonien du systéme

Dans les années 70, Bismut[10, 11, 12] Kushner[25] et Bensoussan|8, 9] ont
été intéressés par le cas de contrble stochastique ,qui a été ensuite étudié
en profondeur par un grand nombre d’auteurs (Haussmnann[21,22]. ) voir
Haussmann [21]...

On va commencer par étudier, le principe du maximum dans le cas ou
le coefficient de diffusion ne dépend pas du controle. Puis dans la seconde
partie, on va présenter le principe général obtenu par Peng[30] (cas ou le
coefficient de diffusion dépend du controle).

L’idée est de partir d’un controle optimal minimisant la fonction cotit sur
I’ensemble des controéles et de donner des conditions nécessaires d’optimalités
vérifiées par ce controle

12



Afin de simplifier les calcules on va présenter le cas unidimensionnel.
Pour le cas multidimensionnel, voir Bensoussan.[8] . Dans le méme esprit, on
suppose que les coefficients sont indépendants du temps

2.2 Cas ou le coefficient de diffusion ne dé-
pend pas du controéle

Dans cette section , on propose d’étudier la structure mathématique ri-
goureuse pour les problémes de controles stochastiques dans le cas des coef-
ficients differentiables et on va étudier le principe du maximum dans le cas
ou le coefficient de diffusion ne dépend pas du controéle et aussi le domaine
du controle U est non convexe.

2.2.1 Formulation du probléme

Soient T un réel strictement positif, (Q, F, (]:t)te[o,T] ,P> un espace proba-
bilisé filtré w = (w¢)c (g 7y un mouvement Brownien de demension n, et U un
sous ensemble non convexe de R%.

On suppose que (Fy),cor = 0 (w(s),0 < s < 1) est la filtration naturelle
du mouvement Brownien.
On consideére le probléme de controle suivant

dr, = b(xy, uy)dt + o(zy)dw,
{ +(0) = o, (1.1)

Le cotit associé est donnée par

J(u) = E(/OTZ<:L’t, ug)dt + h(zr)), (1.2)

ou
b(z,u): R" x R — R™.

o(z,u) : R" xR — L (R* x RY).

Le but est de minimiser ce cotit sur un ensemble de contréles admissibles.
Cet ensemble est ici U, ’ensemble des processus adaptés de carré intégrable
qui prennent des valeurs dans un ensemble U, C R
La fonction [ est supposée continue en (x, u) continiment differentiable en z.
h est contintiment différentiable en .

On suppose également que b (resp.o) est Lipchitz en z et u (resp. en ),
continue en (z,u),et continiiment différentiable en x.

13



2.2.2 Perturbation et estimation de la solution

Soit u un controle optimal et soit ¢y € [0, 7] on fixe v € L*(F;,) N U,
Pour # petit, on définit un contréle uy par la perturbation suivante

U(t), te [O,Ifo[
up(t) = ¢ v, t € [to, to+ 0]
u(t), teto+0,T]
Le controle uy évidemment admissible ,on note yy (t) la trajectoire cor-
respondante.

Etudions maitenant la variation des trajectoire yy(t)et y(¢) ,on obtient I’es-
timation suivante

Lemme 2.1 Soit yy(t)et y(t) les solutions de l’équation (1.1)correspondante
a uget uy (respectivement), quand 6 — 0 alors on a :

B ( sup Jyolt) — y<t>|2) ) (1.3)

to<t<T

Preuve. Pour t) <t <ty+6 on a

wolt) — y(t) = / b (o (), 0) — b (y (s), u(s))] ds
b
n / (0 (4o () — 0 (3 ()] WV,

0

en utilisant les hypothéses de Lipchitz et le lemme de Gronwall on obtient

B (/W et — y(D)? dt) < K/t:ME (v — u(®)?) dt.

to
ou K est une constante qui peut changer d’une ligne en prochain.
En utilisant 1'inégalité de Doob- Kolmogorov , on obtient

to+0
E ( sup |yo(t) — y(t)[? dt) < K/t : E (jv— u(t)\2) dt. (1.4)

to<t<T

Pourto+0 <t<7T ona

t

vo() =y(t) =wolto+0) —y(lo+0) + | » [b(yo (s),u(s)) = by (s),uls))]ds

* y [0 (5o (s)) — o (y (s))] AW,

14



ce qui donne par Lemme de Gronwall et (1.4)

E( / \y9<t>—y<t>|2dt) < KE (|yalto +6) — y(to + 0)]°)

0+6
to+0
< K’/ v — u (1)) dt.
to

Encore par l'inégalité de Doob-Kolmogorov

E( sup Iye(t)—y(t)l2dt)§K”E ( /t°+9|v—u<t>|2dt),

to+O<t<T to
et on a
n t0+0
B( sup ()~ st at) <58 ([ - uoPar),
to<t<T to
et cette derniére expression tend vers 0 avec 6, choisit  tels que
to+6 )
Jim & E[[b(y (s).u(s)) = b(y (w)  u(to))]"] ds =0
to

(Cette convergence est vrai pour presque tous les tp). m

2.2.3 Linéarisation de la solution

On veut approcher (yy(t) — y(t)) & un autre processus solution de ’équa-
tion (1.1), noté par Z;. Soit yy(t) est la trajectoire correspondante a uy et
y(t) est la trajectoire correspondante a w,. D’aprés la définition de yy(t) et
y(t), on a :

t t
yo(t) = o + /b (yf,ug) ds + /a (yg) dws,
0 0
t t
y (¢) :x+/b(ys7us)ds+/a(y)dws.
0 0

Soit Z; solution de I’équation différentielle linéaire suivante :
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{ dzy = b;,(yt, ug) zedt + a;,(yt)ztdwt, to<t<T (1.5)
z(to) = by (to),v) — by (o), u(to)), '
et
{ d¢, =1L (y,u(t)zdt, to<t<T (1.6)
C(to) =1y (to),v) — Uy (to) ,u(to))- '

On a lapproximation suivante

o )- .

iy (|5 [ 0000wty 16 @ w - ) =0

6—0

Lemme 2.2
yo(T) — y(T)

7 —2z(T)

Preuve. On note

g, () = 2V,
on a pour t € [tg,to + 0]

dge (t) = % [0y () + 0 (2(t) + 7, (1), v) = by (t) ,u) — Ob,, (y (t) ,u) 2(t)] dt
+% (o (y () +0(=(t) +7, (1) =0 (y (1), 1) = b0, (y (1)) 2(t)] AW,
Yo (to) = = [0(y (to) ,v) — b(y (o) , u (t0))]

+

+



a partir de laquelle on peut déduire que

Bl7, o+ O =& |B( s (o) - (o))

to<t<to+0

w5 (s i) - ofef)

to<t<tg+0

+E ( /:w ()2 dt)

+ %E (/:w 0(y (1), u) = b(y (to) ’“)'Zdt)} ’

et le terme entre crochets tend. vers 0 en utilisant le choix de ¢y et le
lemme (2.1).
Pour to+0<t<T

0 = [0+ +7, (0).u)
bl 6) u(t) ~ 8, < () u(t) =(0)] at
o ®) + 00+ 7, ()

—0( (t)) — 0o, (y (1) 2(1)] AWV,

aprés un développement de premier ordre on obtient
1

aj, (1) = / INV, (y(t) + 20 (=(8) + G, (£)) u()) T, (1) e
n / dAG, (y(t) + 70 (=(1) + 7, (1)) T, (£) AWV,
n / IX B, (y(8) + 20 (=(8) + G, (B)), u(t)) — B, (3 () , u(t))] ()t

[ AN [o () 0l0) + 20:00) £, () = 0% ()] =)W

Donc

E (17, () <E (17, (to— O)) + KE ( / +9m<s>12d5+)
#8{ [ [ 06+ A0 (6) = (906D~ L 0 6) o)) s
*E/t 2(s)]? /dA[ (W(3) + A (o (5) — 9(5)) , u(s)) — 7' (y (5) ,u(s))]

ds,
en utilisant la continuité de o, et lemme (2.1) et lemme de Gronwall on
obtient

lim supE(|g, (1)°) =0,

0—0¢y10<t<T
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]
(1.8) peut étre prouvé d’une maniére similaire.
On déduit d’apres lemme (2.2) une premiére expression du cott dérivé

Corollaire 2.3

()l = B 1, (4(7) =(T) +¢(T) (19)
Preuve. On a
% [J(ug) — J(u)] = % [Eh (yo(T)) — h (y(T))
+ [ 10+ vyt = [ 1)+
%[J(ug) — )] = < /0 1, (y(T) + A (y (T) — y(T))) 2 TvD g
+ 5 B+ ) - 100+ uo)]at),

et ce qui reste est d’appliquer le lemme (2.2) pour obtenir le résultat m

2.2.4 Principe de maximum

On va chercher une autre expression de cette dérivée.
On introduit ’équation linéaire suivante

dg, =b,¢.dt + o, dW,
{ b —1 (1.10)
et
dy, = (77Z)t0-;2 - ¢tb;) dt — ¢t‘7;th
{ o =1 (1.11)

On vérifie facilement que V¢, ¢,10, = 1 et que

Ny = 'thzt = 770160'%0 = ¢t0 [b (ytov 'U) —b (ytov uto)] .

On présente

, T
m:@mwﬂ+/¢¢@umw, (1.12)

on a

18



!

(he (yr) 27 + Cr) = E(mrmr + Cr)

(Teomy,) + B ( /t OT ‘flt ntodt> +E ()

= E (1) — B (/to Os Iy (Y5 s, 9) dsmo) +E (Cr)
(
(

T
7Ttoﬁto) +E (CT - / l;c (ysa us) stS) =E (7Tt077t0 + Cto)
t

0
l<yt07 ) + 2ﬂi&orﬁtob (ytm U) - l(ytoa uto) - wtoﬂtob(ytm uto)) (1'13)
Si nous désignons pe = (VB (m | Fi)) (ce processus s’appelle le processus

adjoint), on peut définir le principe du maximum par le théoréme suivant :

Théoréme 2.4 Avec une probabilité de 1,Yv € U, on a :

H (%;U,pt) = l(yt,v) + pib (yt,v) > H (ytavupt) = l(ytaut) + pib (Z/tyut) .
(1.14)

d
Preuve. Posons ¢t = ty.comme avant et — J(ug)|,_, > 0 car u est optimal

do
,on a d’aprée (1.13)

E ({(ye,v) + pib (ye, v) = Uye, ue) + pib (g, ) >0 Vo € L? (F}),

on déduit facilement que Vv € U, VA e F;

B (La [1(ys, v) + peb (Y, v) — Uy, we) + peg (g, we)]) > 0,

qui donne le résultat souhaité. m
On attend maintenant une équation vérifiée par p;. On a

E(m, | F) = /¢ u ())ds+ B, (yr) /¢ u(t)ds | )

Le deuxiéme terme, qui est un carré intégrable JF,—martingale peut étre
représenté de la facon suivante

E(%@@ﬂ+é%¢@®maﬂ+ﬁkwm,

ou G est un processus adapté. On obtient alors

—dp = (e = 0,G) AW+ (gm0 + 1, — o, (o — 0,Gr) ) dt (115)

19



c’est-a-dire aussi dénotant que K; = a;pt — ¢,G; et p est la solution de
I’équation retrograde

{ ~dp; = (g,pi + 1, — 0, K;) dt + K, dW, (1.16)

pr = hy(yr).
Et par le théoréme de Riesz pour interpréter le couple (p, K) on a
T / !
o) =8 ( [ Lo @), (L.17
0

ou

(b,C (1) + o () dt + (0,¢ () + (1)) dW,
0

’

{ —d(C (1)
¢ (0)
c’est-a-dire que Vo, V1)

uaw—E(A[mwmww+K@w@mQ.

T
Ou en déduisant par écrit E (przr) = E < / d (pz) t) et en appliquant la
0

formule d’Ito
Il n’est pas difficile de voir que la méthode précédente ne fonctionne pas
lorsque le processus de controle est présent dans o. En effet, ce qui est

nécessaire est une estimation d’une limite quand 6 — 0 de ’expression
0
1 t+

— [0 (ys, us) — o (ys, ug)] et cela ne peut étre fait en général.

7

tL’idée de Bensoussan pour ce probléeme est de supposer que I'ensemble U,
est convexe et de remplacer uy par up = u+6 (v — u) ou v un controle admis-
sible, il obtient alors un principe du maximum, mais dans un cas particulier
voir [9].

Peng a formulé un principe plus général que nous exposons maintenant
dans le cas unidimensionnel pour le cas multidimensionnel voir [30]

2.3 Cas ou le coefficient de diffusion dépend
du controle

Dans cette section , on se propose d’étudier la structure mathématique
rigoureuse pour les problémes de controéles stochastiques dans le cas des coétf-
ficients differentiables et on va étudier le principe du maximum dans le cas
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ou le coéfficient de diffusion dépend du controle avec le domaine du controle
U est non convexe

2.3.1 Formulation du probléme

Soient 7" un réel strictement positif, (Q, F, (.7-}),56[0 7 ,P) un espace proba-
bilisé filtré satisfaisant aux conditions habituelles, w = (wt>te[0 7] UN MOU-
vement Brownien de dimension n, et U un sous ensemble non convexe de
R4,

On suppose que (Ft)ycjoq) = 0 (w (s),0 < s < t) est la filtration naturelle
du mouvement Brownien.
Nous considérons le probléme de controle suivant :

dl’t = b(xt,ut) dt+ U(xt,ut) th
z(0) =g

L’objectif est de minimiser le cotit

J(u) = E < /O s up)dt 4 h(xT)) | (2.2)
O

b(z,u): R" x R — R"
o(z,u): R*" x R - L (R" x RY)

2.3.2 Deéveloppement de deuxiéme ordre

On fait des hypotheéses sur la méme régularité de coefficients comme avant,
mais cette fois avec des dérivés de deuxiéme ordre.
Soit (y4,us) un contrdle optimal on introduit le controle modifié (perturbé)
u® de la méme maniére comme avant. Soit 0 < 7 < T et e >0,

et v un variable aléatoire a valeurs dans U,, F;—mesurable.
On suppose que

uf(t):{v 7"§t§7'+6
u(t) sinon,

ol y. est la solution de (2.1) associée a u®.

On veut déduire une inégalité variationnelle deJ(u.) — J(u) > 0.

L’idée est d’aller jusqu’au deuxiéme ordre dans les développements de Taylor.
Considérons le processus suivant
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/ (1) 1 (5) + (b (015) — b (01,))] dis
+ / (5o 1) 11 (5) + (0 (yo-tS) — 0 (o)) AW,

et

1

balt) = [b;<ys,us>y2<>+ Ly <y5.us>y1<s>2} aw,

2 xrxr
[0 (yss u5) + by (Y5, ws)] 41 (s)ds
[O'lx (ysui) - U;c (y& US)] y1<s)dWs
0

—|—/Ot [b; (Ys, ts) Y2() + 5, (ys-us) y%@)] ds

On obtient ’estimation du second ordre suivante

_|_

_I_
S —

Lemme 2.5 [l existe C' > 0 tel que

sup [y° (1) —y (1) — w1 (t) — 2 ()] < C€ (2.3)

0<t<T

Preuve. 1l est facile de vérifier par le lemme Gronwall et les inégalités de
Doob qu’il existe C' > 0 tel que ’estimation & priori suivante soit vraie

0<t<T
sup B (|yz (1)) < Ce?
0<t<T
sup E (|y1 (t)|4) < Cé?
0<t<T
sup E (|y2 (t)]") < Ce*
0<t<T
sup E (Jy1 (t)]) < Cet

Posons y3 = y; + y2 (pour simplifier, nous omettons le temps ¢ ). On a
alors :
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t
by+y3, )ds+/ (y + y3,u’) dW, =

0
:/ {b y,u®) 4+ b, (y,u y3+//)\b (y + Aus, u )ygd)\du} ds+
0
t
/{ Yy, uf) + 0, (y,u y3+//)\a Y+ Aug, u )ygdkdu] dWy =
0

y )+y3()—x0+/G€( ds+/ () dW,

S—

_|_

Ou
G (5 1;%w»%@wam@m@»+M@w@—@@wﬂm@)
/ / e N, ) = ()| BN (24
N (s) =50, « () 0 6) + 20 5) ) + 7 (e uE) = 0, ()| 92 (5)

// o (4 dugs, ) — 0y, (5,0)] ()N (25)

D’apres I'inégalité précédente, on obtient
2
) = 0(&?).

/1 A° (s) dBs
(" —y—ys)(t) = / [b(y° (s),u" (5)) = b(y (s) +ys (s),u” (s))] ds

0

[ OO = a6+l (W,

/GE ds+/ AS () IV,

Et ainsi. en utilisant I’hypothése de Lipschitz, lemme Gronwal et ’esti-
mation précédente, on obtient le résultat désiré. m
On déduit le résultat suivant d’aprés lemme précédent (2.5), qui donne une
évaluation sur la variation du coft.

sup E <|G5 (s)ds|* +

0<t<T

Donc
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Lemme 2.6

7 P; (9() 1 () (31 () + 3 (5)) + <L (9 () ) 2 <s>] s

2 Tr
4B [ [ (s) () = L (y(s) cu(s)) d] (26)
+E zh;yl 1)+ (@) + 5 (W D)D) ) 20

Preuve. Par l'optimalité de (y,u), on a

E ( [t 0 ) = 100 ) dt) FE(h (4 (T) + h (y (T))) > 0,

et d’apres le lemme (2.5),

0 gxa(/ L+ 31+ g, <t>>—uy<t>.u<t>>dﬂ)
R+ -+ s (1)~ h(y (1)) + 00

< ; Ly +y1+y2,u )—l(y.u)]dt)
h

( (3JT+y1+y2(T)) h(y(T)))
( Iy +y1+y2,u )—l(y+y1+y2,u)]dt+0(5)>

~E OT { (y1 + o) + =L (yu) (1 +y2)2] ds)

([ 0= tds) +8 ([ [0 00 ] 00+ ) 5)
#38 ([ [ ) = 10 ) 91

FE (B (1)) (i (T) — 9 (1)) + 5B (A, (3 (T)) 3 (7)) + O(2)

D’ot le résultat suivant en utilisant les estimations a priori m

2.3.3 Processus adjoints et ’inégalité variationnelle

On va traiter maintenant 1'inégalité précédente (2.6) par la dualité, afin d’ob-
tenir une inégalité variationnelle.

I n’est pas tres difficile (voir Peng [30] pour plus de détails) pour voir que
la partie linéaire de ’équation peut étre traitée avec la méme technique que
dans la partie précédente. On obtient un couple (p, K') de processus adaptées
dans L? x L? tels que l'inégalité précédente est
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B ([ 05059, K(9) = H (5(5)0(5), p05), K 5)] s
#58 ( [ 2 (060,90, o (0 ) )
5B (A, (v (T)) 1 (7)) 2 O6),
ou 'Hamiltonien H est défini par
H(z,v,p, K)=Il(z,v) + pb(z,v) + Ko(z,v)

Ce qui reste est d’étudier les termes quadratiques . l'idée de Peng est de
traiter aussi avec une méthode de dual, avec la formule d’Tto :

Il prouve que y? (t) apparait comme une fonctionnelle linéaire sur L? x L2,
Avec Y (t) = y2 (t) on obtient :

4Y, =2 [(Y ()0, (8) + 0, () Y (6) + ¢°(8)| de + [20,(0)Y (1) + w* (1) | W,

(2.7)
¢°(t) =20 (y(t),w (1)) = b (y(t), u(t)) yi (t) + 20, () v (t) (o (y(t), u(t)))
+ (o (y(t),us(t)) — o (y(t), u(t))]’
() =2(o (y(t), u(t) — o (y(t),u (1)) ya(t)

Considérons maintenant la forme linéaire sur L? x L? définie par

M) =5 ( [ 2080+ 2000

Ou Z est la solution de I’équation linéaire

{ dZ(t) = [2b, (1) Z(t) + b, (t)* Z(t) + ¢(t)] dt + [2Z(t)o, () + (t)] AW,
Z0) =0

En utilisant le théoréme de Riesz, il existe un unique couple [P, Q] € L? x L?
tel que M peut étre représenter comme suite

M) =B ( [ 1P + Q] ar)

25



L’inégalité variationnelle peut étre écrite comme suite

E ( [ 00505 P K9 — 0. u(5), ), K(sm) s
+58 ([ 1w 0+ Qs ar) = 06

en utilisant la définition de ¢° ety)°on obtient :

2.3.4 Principe de maximum

Sur cette base, on obtient le principe du maximum
Théoréme 2.7 Yv € U, avec la probabileté 1 et pour tous T on a

H(y(r), v, p(1), K(7) = p(7)o (y(7), u(T)) + %P(T)O'2 (y(7),v) =

H(y(7), u(r),p(7), K(7) — p(r)o (y(7), u(T)) + %P(T)U2 (y(7), u(7))
(2.10)

De plus, le couple (P, @),le procesuss adjoint de second ordre, est une solution
de I’équation de retrograde suivante

—dP(t) = [26, (y (1) ,u (1) P(5) + 2 (y (), u (1)) P (1)
207y (1), (6) QUe) + HL, (y(t),u (1)  P(0), K(1))] dt — Q1)1
P(T) =, (y(T))

(2.11)

Remarque 2.8 Si U conveze et J qui est convexe, continue ,on peut appli-
quer ce théoréme pour établir des conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalité pour notre probléme de controle.
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Théoréme (Principe de 'optimisation convexe) : Soit G un espace
de Banach réflexif et H un convexe fermé non vide de G. soit f une fonc-
tion de H dans R convexe et semi continue inférieurement (SCI), Gateauz-
différentiable de différentielle f' continue. Alors, on a :

f(u) = inf f(v) <= <f'(u),v - u> >0 pour tout v € H.

veH

Preuve. Voir Ekeland-Temam [14]
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Chapitre 3

Principe de la programmation
dynamique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode de la programmation dyna-
mique pour résoudre un probléme de controle stochastique. Le cadre adopté
dans la section (3.2) est celui des processus de diffusion controlées a valeurs
dans R" et le probléme formulé est en horizon fini .

L’idée basique de la méthode est de considérer une famille de problémes de
controle & différent états initiaux et d’établir des relations entre les fonctions
valeurs associées. Ce principe, appelé principe de la programmation dyna-
mique et initié dans les année 50 par Bellman, est énoncé précisément dans
la section 3.3. L’équation de la programmation dynamique (en section 3.4)
conduit & une équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire du se-
cond ordre, appelée Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Lorsque cette EDP
peut étre résolue par I'obtention explicite ou théorique d’une solution régu-
liere, le téoréme de vérification, démontré(en section 3.5), valide 'optimalité
de ce condidat solution de HJB, et permet aussi de caractériser un controle
optimal. Cette approche classique de la programmation dynamique appelée
étape de vérification.

3.2 Controle de processus de diffusion

On considére un modeéle de controle ot I'état du systéme est gouverné par
I’équation différentielle stochastique (EDS) a valeurs dans R"
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{dXS =b (X5, a5)ds+ 0 (X, a5)dW,, t<s<T

v . (3.1)

ou W est un mouvement brownien d-dimensionnel sur un espace de proba-
bilité filtré <Q, F, <~7:t)te[0 7 ,P) satisfaisant les conditions habituelles .Plus

généralement, on peut aussi considérer des coefficients b (t,z,a) et o (¢,z,a)
dépendants du temps .

Mais dans le cas des problémes a horizon infini , il est important de suppo-
ser que ces coefficients ne dépendent pas du temps afin d’avoir la stationnarité
du probléme et une fonction valeur indépendante du temps.

Le controle o = (ag) est un processus progressivement mesurable par
raport a F et a valeur dans A, sous espace de R™.

Les fonctions mésurables b : R" x A — R" et 0 : R x A — R"*? satisfont
une condition de Lipschitz uniforme en A : K > 0,Vz,y € R",Va € A,

[b(2,a) =b(y,a)| +|o (z,a) =0 (y,a)] < K[z —y| (3.2)

Dans la suite pour 0 < ¢t < T < +o00,0n note 7,7 I'ensemble des temps
d’arrét a valeurs dans [¢,T] .Lorsque t = 0 et T = +00 on note simplement
T =T0,+00

Probléme a horizon fini.

On fixe un horizon fini 0 < T < 4o00. On note par A 'ensemble des
processus de controle a tel que :

EUO 16(0,0))* + |0 (0, a)|? dt| < 400. (3.3)

Le point z = 0 est une valeur arbitaire de la diffusion et si ce point n’est
pas dans le support de la diffusion, on peut choisir n’'importe quelle autre
valeur dans ce support.

Les conditions (3.2) et (3.3) assurent pour tout a € A et pour toute
condition initiale (¢,x) € [0,7] x R™ lexistence et 1'unisité d’une solution
forte a ’EDS (& coefficients aléatoires) (3.1) partant de « en s = ¢t. .On note
alors par { X t < s < T} cette solution qui est p.s. & trajectoires continues.
On rappelle aussi, que sous ces conditions sur b, o et «, on a

E { sup }X;xﬂ < +o00. (3.4)
t<s<T

limE | sup ‘Xﬁ’m—xf (3.5)

hi0% | e[t t+h]
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Critére de minimisation.

Soient f: [0,T]xR"x A — R et g : R — R des fonctions mesurables.
On suppose que

(Hg) (i) g est borné inférieurement,

ou (i) g est a croissance quadratique : |g ()| < C (1 + |2|*) Vo €
R,

pour une constante C' indépendante de x.

Pour (t,z) € [0, T]xR™, on note par A (¢, z) le sous ensemble des controles
a de A tel que

E UtT |f (5, X0, a,)| ds} < +00. (3.6)

On peut alors définir sous (Hg) la fonction de cott :

T
J(t,z,a) =K [/ f(s, X0 o) ds+ g (X;x)} .

Pour tout (t,x) € [0,T]xR" et « € A (¢, ). L’objectif étant de minimiser
cette fonction cofit, on introduit la fonction valeur :

v(t,z) = aelAn(E,x)J (t,z, ). (3.7)

Pour un état initial (¢,x) € [0,7] x R”, on dit que & € A(t,x) est un
controle optimal si v (t,z) = J (t,z, &) .

Un processus de controle « de la forme a; = a (s, X*) pour une fonction
mesurable a de [0,7] x R™ dans A, est appelée controle markovien.

Dans la suite, on supposera implicitement que la fonction valeur v est me-
surable en ses arguments. Ces points nesont pas triviaaux a priori pour plus
de détail voir ( Appendice dans Dellacherie et Meyer [13]) pour des condi-
tions assurantes cette mesurabilité.

Remarque 3.1 Lorsque f est a croissance quadratique en x, i.e. il existe
une constante positive C' et une fonction positive k : A — R telles que :

f (s,2,0)| < C (1+2[*) +k(a), V(t,w,a)€[0,T] xR" x A, (3.8)

alors estimation (3.4) montre que pour tout (t,x) € [0,T] x R", pour
tout controle constant o = a dans A :

E[/TV(S,X;’S,CL)}CZS ~< 4-o00.
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x). De plus, s’il existe une
0.0 + |0 (0.)) , pour
4)

montrent que pour tout

Ainsi, les controle constants a sont dans A (t,
constante positive C' telle que k(a) < C (1 + |b
tout a dans A, alors les conditions (3.3) et (3.
(t,z) € [0,T] x R™, pour tout controle o € A :

T
E [/ |f (S,Xg’s,as)}ds < 4-00.
t

Autrement dit, dans ce cas, A (t,z) = A.

3.3 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique (PPD) est un principe
fondamental pour la théorie du controle stochastique .Dans le contexte de
controle de processus de diffusion décrit au paragraphe précédent , et méme
plus généralement pour des controles de processus de Markov .

Il s’énonce ainsi :

Théoréme 3.2 (Principe de la programmation dynamique)
Soit (t,z) € [0,T] x R*. Alors on a

v(t,z) = inf inf B [j; (s, X1" ) ds—i—v(@,X;’m)] (3.9)

a€A(t,x)0ET, T

0
= inf supBE {/ f (s, X" ) ds + U(Q,X;’m)] (3.10)
¢

a€A(t, z)ge.,-z T
Remarque 3.3 Le principe de la programmation dynamique énoncé ci- des-
sus peut formuler de maniere équivalente dans le cas a horizon fini
(i) Pour tout o € A(t,x)etd € Ty 1 :
v(t,z) <E [fte f (s, X5 o) ds + U(G,Xg’x)] : (3.11)
(i1) Pour tout 6 > 0 il existe o« € A(t,x) tel que pour tout 0 € Ty :
v(t,x)+d >E [fte f (s, X" o) ds + U(Q,X;’x)] . (3.12)

C’est une version plus forte que la version traditionnelle de principe de la
programmation dynamique , qui s écrit en horizon fini :

u(t, 7) EAl(nfE[ﬁ Xﬁ’x,as)ds—l—v(e,Xé’m)] (3.13)

Pour tout temps d’arrét 0 € T .On a une remarque analogue dans le cas a
horizon infini.
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L’idée intuitive de ce principe est qu'un controle optimal o sur [t, T] peut
étre recollé en deux controles optimaux ,I'un sur [¢, 0] et 'autre sur [0,T],
et ceci quel que soit le temp d’arrét 6 .La preuve rigoureuse de ce résultat
dans ce contexte stochastique est trés technique .Nous donnons ici une preuve
formelle de ce principe

Preuve formelle du PPD. On considére le cas de probléme & horizon
fini.

1 - Etant donné un controle o € A (¢, x) , on a par unicite du flot de 'EDS
gouvernant X ,la stucture maskovienne :

Xt — xOX" >0,

ol f est un temps d’arrét a valeur dans [t, 7] .Par la loi des espérances

conditionnelles itérées ,on a alors :

0
J(t,r,a) =K [/ [ (s, X" o) ds + J(@,Xg’x,a)] ,
t

d’ou puisque J (.,., @) > v et comme 6 est quelconque dans 7,7 :

J(t,z,a) > sup E [fte f (s, X ay)ds +v(0, X7, a)]

QE’TLT

> inf sup E [ftg f (s, X" ay)ds + U(Q,Xg’m)] :

OfGA(t@)OGTLT

En passant & 'infimum sur « dans le terme de gauche ,on obtient 'inéga-
lité :

o
v(t,z) > inf supE [/ [ (s, X" ) ds + U(@,Xg’z):| (3.14)
t

aGA(t@)Gen,T

2 - On considere pour tout € > 0O,et 6 € 7,7 un controle e-optimal a°de

U(@,X;’x)

J(0,X,") < o0, X)") +e.

Etant donné o € A (¢, x) on définit le processus :

. | a5, s€]0,0]
DT e se[0,T]

s

Le piont délicat est de vérifier que & est progressivement mesurable et
alors bien dans A (¢, ) .Dans ce cas , on a :
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v(tx) < J(ta,a) =B ([0 F(s, X0, a,)ds + J(@,Xg@,ae)]
SB[ [ f (5, X107 a0) ds +0(0, X57)| +=.

Ceci étant valable pour tout o« € A (t,x),6 € 7,7 et € > 0,0on al'inégalité :

CYGA(t,ZB)QETt’T

0
v(t,x) < inf sup E {/ f (s, X5, a,) ds + U(@,Xé’””)] . (3.15)
t

En combinant les deux inégalités (3.14) et (3.15), on obtient le résultat
voulu m

3.4 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) est la version infinitésimale
du principe de la programmation dynamique : elle décrit le comportement
local de fonction valeur v (¢, z) lorsqu’on fait tendre le temps d’arrét 6 dans
(3.11) vers t.

Dans cette section ,nous dérivons formellement 1’équation d’HJB en sup-
posant que la fonction valeur v est sufisamment réguliére.L’obtention rigou-
reuse de cette équation sera dévloppée grace a la théorie des solutions de
viscosité.

3.4.1 Dérivation formelle de HJB

Considérons le temps 6§ = t + h et un controle constant ay; = a arbitraire
dans A ,dans la relation (3.11) de la programmation dynamique :

t+h
v(t,x) <E {/ f (s, X" a)ds +v(t+h, XT) (3.16)
t

En suposant que v est suffisamment réguliére, on a par la formule d’It6
entre t et t + h :

t+h o
o(t+h, X5) = v (t, ) —|—/ (8_: + Lav) (s, X57) ds+martingale (locale)
t

ot L” est 'opérateur associé a la diffusion (3.1) pour le controle constant
a est défini par

1 /
L = b(z,a)Dv + 5257“ [a(x, a)o (z, a)Div]
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En susbstituant dans(3.16) on obtient alors :

t+h v
0<E [ / (a ¥ L%) (5. XE%) + f (5. XL%.a) ds
t

En divisant par h et en faisant tendre h ver O,on a :

0< %(t,aﬁ)%—L“v(t,x)+f(t,x,a).

Ceci étant valable pour tout a € A, on a I'inégalité :

_ov (t,x) +sup [—L (t,z) — f (t,x,a)] <O0. (3.17)
ot a€A

D’autre part,supposont que o* est un contrdle optimal. Alors dans (3.13),0n

t+h
o(t,2) = B [/ F (s, X5 a") ds 4 o(t+ 0 X5
t

ou X *est I’état du systéme solution de (3.1) partant de = en t avec le
controle a*.Par un argument similaire et avec des conditions de régularités
sur v ,on obtient :
v

~5 (t,x) — L% (t,x) — f (t,2,0a}) =0, (3.18)

ce qui est combiné avec (3.17) suggére que v doit satifaire :

0
—a—: (t,x) +sup [—L% (t,z) — f(t,x,a)] =0 Y (t,z) € [0,T[ x R", (3.19)
acA
si le supremum ci-dessus en a est fini.On réecrit souvent cette équation
aux dérivées partielles (EDP) sous la forme

o

5 (t,z)+ H (t,x,—Dyv (t,z) — D (t,x)) =0, ¥ (t,z) € [0,T[ x R",

(3.20)
ou pour H (t,x,p, M) € [0,T] x R" x R™ x S,, ,S,, est I’ensemble des
matrices n X n symétrique) :

H(t,z,p,M) =sup |—b(xz,a)p — %tr (aal (x,a) M) —f(t,x,a)} .

acA
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Cette fonction H est appelée Hamitonien du probléme de controle consi-
déré

Cette équation (3.20) est appelée équation de la programmation dyna-
mique ou équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).A cette équation aux
derivées partielles,il faut ajouter la condition terminale :

v (T, x) = g(x), Vo e R™.
Qui résulte immédiatement de la définition (3.7) de la fonction valeur v.

Remarque 3.4 1) L’orsque l’ensemble des contréles est réduit a un singleton
{ap},c’est a dire qu’il n’y a pas de contréle sur l’etat de systéme U’EDP d’HJB
se réduit au probléme d’EDP linnéaire de Cauchy :

_% (t; iL’) — L%y (t, ;L’) = f (t,{ﬂ, ao) , V(t’x> c [O’ T[ x R" (321)

v(T,z) = g(x), Vr € R (3.22)

2) L’argument d’optimalité de la programmation dynamique suggére que
st lon peut trouver un controle o* (t,x) tel que

sSup [_Laov (ta SL’) o f (SC, a’)] = _La*(t@)v (tv I) o f (l’, o (tv l‘)) )

acA
c’est a dire que
o (tv .’L‘) € arg ml} [_Lav (ta 37) o f (ilf, a’)] )
ac
alors on aura :

_% (t,z) — Ly (¢, 2) — f (2,07 (t,2)) = 0,

et donc :

v(t,z) = E [ | rear X ds o)

ou X *est solusion de l’équation différentielle stochastique :

i{‘x;s :Z(Xs7a (S?Xs ))+U(Xs7a (S7Xs ))dWS,tSSST

ou a* est un controle optimale markovien.
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3.5 Théoréme de vérification

L’étape cruciale dans ’approche classique de la programmation dyna-
mique consiste & montrer, étant donné une solution réguliére a I’équation
d’HJB, que ce condidat, sous des conditions suffisantes, coincide avec la fonc-
tion valeur. Ce résultat est appelé théoréme de vérification et permet aussi
d’obtenir un controle optimal. Il repose essentiellement sur la formule d’Ito.
Les énoncés peuvent varier d’'un probléme a ’autre au niveau des conditions
suffisantes requises. Celles-ci doivent étre adaptées au cadre des hypothéses
du probleme particulier considéré. Nous proposons ici une version assez gé-
nérale compte tenu du contexte défini au paragraphe (3.2).

Théoréme 3.5 (Horizon fini) Soitw € C*2 ([0, T[ x R")NC° ([0, T] x R™)
a croissance quadratique, i.e. il existe une constante C' telle que :

lw(t,z)| <C(1+ ]a:|2) ,  V(t,x) €[0,T] x R".

(1) Supposons que :

~ (t,x) + Slelg [Lw (t,z) — f(t,x,a)] <0, (t,x) €[0,T] xR", (3.23)
w(T,z) =g (z), r € R™. (3.24)

Alors w < v sur [0,T] x R™.
(17) De plus supposons que w (T',.) = g ,et pour tout (t,z) € [0,T] x R"
Jil existe & (t,x) mesurable a valeur dans A tel que :

ow u _ Ow
E (tax>+i1€1£ [L w(t>$) - f(taxaa” - ot

L’EDS :

dX, =b(X,, (s, X,))ds + 0 (X,,a(s, X)) dWs,

admette une solution , noté Xst’z étant donné une condition initial X, = x
et {@ (t,)A(sm> t<s< T} € A(t,x) .Alors w = v sur [0,T[ x R" et & est
un controle optimal markovien
Preuve. (i) Puisque w € C*? ([0, T[ x R™), on a pour tout (¢,z) € [0,T] x

R"a € A(t,x),s € [t,T[ et pour tout temps d’arrét 7 a valeurs dans
[t, +00[ ,par la formule d’It6 :
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w s AT XY = w(ta) -+ [ G X + Lo X

+ [N Dyw (u, X57) 0 (X0, ) dW,

2
On ChoisitT—Tn—inf{s225:j;S duZn}
en notant que 7, /" 400 quand n tend vers I'infini.Le processus arrété
{f:AT" D,w (u, XZ’I)/ o (X5 ap)dW, ,t <s< T}est donc une martingale

et on a en prenant ’espérance :

Dyw (u, Xt%) o (X5, a)

E [w (s A Th, Xﬁ}@n)} =w(t,x) +E {LSAT" %—2: (u, X5*) + Lo w (u, X17) du}

Puisque w satisfait (3.23) on a :

%—I; (u, X5) + Low (u, X57) + f (XL, o) > 0, Va € At ),

d’ou :

SATn
Elw(sATp, X5 )] > w(t,z)-E {/ (X5 o) du} : Vae A(t,z).
t

(3.25)
On a

< du,

SATn T
/ § (X5, ) du / £ (X5 )
t t

et le terme de droite est intégrable d’apres la condition d’intégrabilité sur
A(t, z).Comme w est & croissance quadratique ,on a :

w(s ATy, X0T )< C (1 + sup ‘X§x|2> ,

s€[t,T)

et le terme de droite est intégrable d’apres (3.4) .On peut donc appliquer
le théoreme de convergence dominée et faire tendre n vers I'infini dans (3.25) :

B [w (s, X'%)] > w(t,z) — B qu (X5, ) du}  VaeA(t),
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et donc w(t,z) < v(t, z), V(t,x) € [0,T] x R™.
(i7) On applique la formule d’Tto & w(u, X%*) entre t € [0,T] et s €
[t, T[(aprés avoir localisé avec 7,, ) :

A~ s a A ~ ot,x ~
E [w (s,Xﬁ’xﬂ =w(t,z)+E [/ 8_1115) (u,Xi’x> + LX)y, (u,XZ’x> du] .
t
Par définition de & (¢, x) ,on a :

ow

_E . Ld(u,Xﬁ’aC)w (t, _]j) — f (t, x, & (t, H?)) = O,

d’ou :

B[ (s 0%)] —wtea) -8 | [ 1 (%0 (ux07) ) ]

En faisant tendre s vers T', on obtient ainsi :

w(t,r) = [ftT f ()A(Z’“", & (u, )A(qix>) du+g ()A(fpxﬂ
=J(t,z,a).
Donc w(t,z) = J (t,z,&) > v(t,z) et finalemement w = v avec & comme
controle optimal markovien m

Remarque 3.6 Dans le cas particulier ot [’espaces des controlesA est ré-
duit & un singleton {ao}, ce théoréme de vérification est une version du
théoréme de représentation de Feynman-Kac : il stipule que si w est une
fonction C12([0,T] x R*) N CY ([0, T[ x R") a croissance quadratique solu-
tion du probléme de Cauchy (3.21) — (3.22) ,alors w admet la représentation

T
w(t,z)=E U F (X" ag) ds + g (X77)

Le théoréme précédent suggere la stratégie suivante pour résoudre le
probléme de controle stochastique .Dans le cas horizon fini , résoudre ’'EDP
non linéaire d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) :

_aa—qf + sup [—Law (t, .CL') — f (t, x, a)] = O7 (t’ l') c [O’ T[ x R”" (326)
acA
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avec la condition terminale w (T, x) = g(x).Fixer (t,z) € [0,T] x R" et

résoudre sup — [L%w (t,x) — f (x,a)] comme un probléme de maximum en
acA
ac A

On note a* (¢, z) la valeur de a qui réalise le maximum en a € A.On note
a(t, x) la valeur de a qui réalise le maximum .Si cette EDP non linéaire avec
condition terminale admet une solution réguliere w , alors w est la fonction
valeur du probléme de controle stochastique et a est un contréle optimal
markovien .Cette méthode se justifie donc si L'EDP d’HJB (3.26) admet une
solution C1? satisfaisant les conditions d’application du théoréme de vérifica-
tion.Des résultats d’éxistance de solutions réguliéres & des équations de type
HJB paraboliques (horizon fini )ou elliptiques (horizon infini ) sont établies
dans Fleming et Rishel [18],Gibarg et Trudinger [20] ou encore Krylov|[26].
La condition principale imposée est une condition d’uniforme elliptique :

Il existe une constante ¢ > 0 telle que

yo(z.a)o (v,a)y=>clyl”

Soulignons aussi dans la vérification des conditions (i) des théorémes
(3.5) qu'il n’est pas toujours facile et parfois problématique

d’obtenir I'existance d’une solution a ’EDS associée au condidat a pour
étre le controle optimal
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Chapitre 4

Application en finance

Dans ce chapitre, on va appliquer les résultats du chapitres précedents
a la finance. On étudie deux exemples d’optimisation dans des marchés fi-
nanciers. Le premier exemple est le probléeme de choix de porteffeuille de
Merton en horizon fini. Le deuxiéme exemple concerne le classique probléme
d’investissement et de consommation de BLack - Scholes.

4.1 Exemple 1 : probléme de choix de portef-
feuille de Merton en horizon fini

On considére un marché financier avec un actif sans risque de processus
de prix S strictement positif représentant le compte d’épargne et n actifs
risqués de processus de prix S représentant des actions

Soit un agent investi a chaque date ¢ une proportion a; de sa richesse dans
un actif risqué S et 1 — o; dans un actif sans risque S, avec la contrainte qu’a
toute date,a; doit étre & valeur dans A ensemble fermé convexe de R .Son
processus de richesse évolué selon 'EDS :

dX, = Xgeds, + 2420450
Xt (Oét[,b + (]. — Oét) T) dt + XtOétO'th.

Partant d’une richesse initial X; = > 0 au temps t, ’agent veut maximi-
ser ’espérance de 1'utilité de sa richesse teminale & un horizon 7' > ¢ .Notons
par X% le processus de richesse partant de x en t .

Observons que les coefficients de X ne vérifient pas la condition de Lip-
schitz uniforme en les controle a .

En fait, on se raméne usuellement a ce cadre en considérant le logarithme
de la richesse positive .La fonction valeur du probléme de maximisation est
donc :
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v (t,z) = supkE [U (X3)], (t,x) € [0,T] x Ry

agA
Ou A est 'ensemle des processus « progrissifs a valeur dans A et tels que
E [fOT || ds} < +o0.
La fonction d’'utilité U est croissante et concave sur R, .Vérifions que
v (,.) est croissante et concave en T .

Soit 0 < x < y et a un processus de controle dans A.
Notons Z; = Xb* — XY alors

dZs = Zs [(asp+ (1 — o) r) dt + asodWy] , Zg =y — x > 0.

Eet donc Z; > 0 ou encore X:* > X5 pour tout s
croissante,on a U (Xfpx) < U (Xr_?y) d’ou E [U (Xr}x)]
v (t,y) Va € Ay,

et donc v (t,z) < w(t,y).

Soit 0 < z1, T2, o', a? deux processus de controle dans A et A € [0,1].

Posons =), = )\xl + (1 — X)) xg, X*1 le processus de richesse partant de
x1 et controlé par al, X%*2 le processus de richesse partant de x5 et controlé
par a?.Posons :

t.puisque U est

>
<EB[U(x})] <

o MKl (1Y) Xeal
: AXD™ 4 (1= \) X2
Notons que par convexité de A, le processus a* € A.De plus , d’aprés

la structure linéaire de I’évolution 1’équation de la richesse , le processue
XM 2 AXET 4 (1 — \) X5®2 est gouverné par

dX} = X} ((edp+ (1—a))r)ds+ X)ajodW,), s>t

A
Xs = T\

Ceci prouve que AX %14 (1 — \) X2 est un processus de richesse partant
de x, en t est controlé par a* .D’aprés la concavité de la fonction U, on a :

U (AXE™ 4+ (1= X)) X2™) > AU (X5™) + (1= N U (X5™),

d’ou :

v(Az1+ (1= N az) > AE [U (X5™)] + (1= N E[U (X5™)],
et ceci pour tout a!, o dans A .On en déduit que
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v( Az + (1= X)) > Mo (x1) + (1 — X)) v (xs).

En fait, on voit que si U est strictement concave et s’il existe un controéle
optimal, alors les arguments ci-dessus montrent que la fonction v est aussi
strictement concave en .

On va donc chercher a résoudre ’équation de Bellman :

0
2y inf [~ Lw (¢, 2)] =0, (4.1)
avec la condition terminale

w(T,z) =U(x) xr € Ry, (4.2)
Ici

2
Lw (t,z) =z (ap+ (1 —a)r) Z—Z + %m%ﬁf%.

Le probleme (4.1)-(4.2) n’a en générale pas de solution explicite pour
une fonction d’unité U quelconque .Cependant ,dans le cas particulier d’une
fonction puissance :

U(x)=a", x>0,p<l1.

On peut résoudre explicitement ce probléme .Cherchons une solution de
la forme :

w(t,x) = ¢ (t) xP.
En substtituant dans (4.1)-(4.2), on obtient que ¢ satisfait

¢ (t)+pp(t) = 0
o(T) = 1,

ou

1
p=inf |—ap(p—7r)—pr+ =a®p (1 —p)o?|. (4.3)
acA 2
On obtient alors ¢ (t) = exp (—p (T —t)) .Ansi , la fonction donnée par :

w(t,x) =exp (—p (T —t)) 2?, (t,x) € [0,T] x Ry, (4.4)
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est réguliere, strictement croissante et strictement concave ,et est solution
de (4.1)-(4.2).De plus, la fonction a € A — —ap (u — 1) —rp+3a®p (1 — p) o
est strictement convexe sur I’ensemple convexe A donc atteint son minimum
en a constant .

Par construction,a atteint I'infimum de inf1 [—Lw (t,z)] .De plus, 'équa-
ac
tion de la richesse associée au controle constant a et :

dX, = X, (ap + (1 — &) r) dt + X,acdW,,

admet bien une unique solution, étant donné une condition initiale.Ceci
prouve donc finalement d’aprees le théoréeme de vérification, que la fonction
valeur du probléme de maximisation est donner par (4.4) et que la proportion
optimale de richesse a investir dans 1’actif risqué est constante est donner par
a .

Notons que lorsque A = R, on a

. p—=r
aq = —F/F/—"—"——
o?(1—p)’
et
202 1-—p

4.2 Exemple 2 : Consommation investissement

Supposons qu’'un portefeuille est investit dans un marché constitué de
capitaux risque-libres avec un taux d’intérét r; et de capitaux risqués avec le
taux de rendement i, et de volatilité o,.

Supposons qu’on a deux possibilités d’investissement

i) le prix Sp(t) au temps ¢ est donné par :

dSO(t) = T’tS()(t)dt, 50(0) > 0, (45)
ii) le prix S1(t) au temps ¢ est donné par :

dSi(t) = Si(t) (uydt + o dWy), S1(0) > 0. (4.6)

Ou p, > ry, oy # 0 sont bornées et déterministe.
Définition Un portefeuille ¢ est un processus prévisible ¢, = ((, (t),(, (1)) €
R2. La richesse correspondante Xf est donné par :

Xp=C(o()So(t)+¢ (1) S (8), t>0. (4.7)
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Le portefeuille est auto-financant si :
dXy = Co () dSo(t) + ¢, (1) dSi(t). (4.8)

Soit m = (; () 51 (t) la quantité de monnaies investis dans la sécurité
risquée.

On suppose que l'agent retire la consommation de son capital et on note
par ¢; le taux de consommation.

En combinant les quatre derniéres équations, on obtient 1’équation du
capital richesse et qui est donnée par :

{ dXt = [’I"tXt + (,ut — Tt) T — Ct] dt -+ WtUtth, (4 9)

XOZ.CIZ'.

Définition Une stratégie admissible est une pair de processus adaptés
(m,c) telle que
E|X,|* < co.

On note par A l’ensemble de toutes les stratégies admissibles.

Le probléme de l'investisseur est d’assigner une quantité (m;) telle que a
chaque instant ¢, on obtient une stratégie (7;,¢;) qui maximise la consom-
mation et 'investissement représenté par une fonction d’utilité F' est compté
a un taux d’escompte constant . Plus précisément, le probléme consiste a
choisir une stratégie optimale (7, ¢) qui maximise la fonction :

J(mc)=E {eﬁTF(XT) + /0 ' eﬁtF(ct)dt} : (4.10)

On suppose que la fonction d’utilité est de type HARA (hyperbolic ab-
X7
solute risk aversion). C’est & dire, F/(X) = —, ou vy € (0,1).
8

La fonction d’utilité doit vérifier :

F est strictement croissante, concave et C! (0, 4+00),
F(X)<CA+X) avacO<~y<let F(0)>0,
lim F' (X)=0
lim F' (X) = oo.
X—0
Les fonctions d’utilité de type HARA sont souvent utilisées en finance.

Le parameétre v peut étre interprété comme une mesure de sensitivité du
risque. Siy =0, la HARA utilité est F'(X) = In X.
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En analogie avec le probléme de contréle du chapitre 2, on a :
X’Y T Y
J(mc)=FE {—eBT—T —/ eﬁtc—tdt] : (4.11)
Y 0 Y

Une stratégie (7,¢) est optimale si

J(m,¢c) = (:Icl)igAJ (m,c). (4.12)

Le Hamiltonien est donné par :
2
H(t,z,m c,p, P)= _C e +plre+ (pw—r)m— |+ Por. (4.13)
gl
L’équation adjointe est de la forme :

{ dp; = —ripdt + PodWs, (4.14)

pr = efﬁTX%_l-
Soit (7,¢) une stratégie candidate a étre optimale et T la solution de

I’équation correspondante associée. On note par (ﬁ, ]3> la solution de I’équa-

tion adjointe associée.

La principale idée pour obtenir un optimale stratégie (7, ¢) est d’utiliser
les conditions suffisantes du remarque (2.8) du chapitre 2.

En utilisant remarque (2.8) , (7, ¢) est optimale si;

H <t7§ta/ﬁtaa7ﬁtaﬁt> S H <t7§taﬂt7ctaﬁtaﬁt) ) V(’ZT,C) € “4 (415)

Le Hamiltonien H est linéaire en 7 et convexe en c. Alors, les valeurs
de (7,¢) qui minimisent H (t, )A(t, o Dt ﬁt> sont données par les équations
suivantes :

]/9\15 + 6_6156?71 = 0,

]f?\t (,th — ’f’t) + ﬁtO’t =0.

__ Puisqu’on devine que la consommation est proportionnelle & la richesse
X, alors pour tout fonction déterministe différentiable A;, on pose :

~ ~y—1 _
pr=—Aa]", Ap=—e T

En appliquant la formule d’Itd & p; et en comparant avec I’équation ad-
jointe et en identifiant les termes en dt et dWW,, on obtient :

(A; + WtAt) X+ (y = 1) A (g — ) 7o — &) = 0,
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ﬁt = — (”)/ — 1) %tUtAt)/(\vgiQ,

Substituant les valeurs de p; et f’t, on aura :
Ay (=) Xe + (v — 1)@0?] =0,

En comparant les termes en X;, on aura :

A;—l—fyrtAt =0
(v=D A —r)7e—c)] = 0,

Par un simple calcul, on aura :

T
Ay = —exp (—BT—I—/ ’yrsds) .
t

Ceci prouve que A; # 0. Donc, en combinant ces derniéres équations,
l'optimal stratégie est donnée par :

~ He =Tt

=_7t v 4.16
T (1 —_ f)/) O'? L, ( )
~ (:U’t - Tt)Q ~

=7, 4.17
“T U=y (4.17)

La relation entre 7; et ¢; est donnée par :

/C\t = (/Lt — Tt) %t- (418)
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Conclusion

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés aux problémes de controle
optimal de systéme gouverne par des équations différentielles stochastique
du type Ito .En particulier, I’accent a été mis sur les deux approches les
plus connues dans la littérature sur le controle : le principe du maximum
stochastique ainsi que sur la programmation dynamique .

Nous avons présenté en détails 'approche de Bensoussan (cas ou le coef-
ficient de diffusion ne dépend pas de la variable du controéle) pour le principe
du maximum, nous avons présenté aussi ’approche de Peng pour les sys-
témes (cas ou le coefficient de diffusion dépend de la variable du controle
).La deuxieme approche a la quelle nous nous sommes intéressés est celle de
la programmation dynamique qui nous ameéne a étudier une équation para-
bolique fortement non linéaire vérifiée par la fonction de valeur

Nous avons aussi pris soin d’illustrer chacune des méthodes de résolution
sur de nombreux issus de la finance

Finalement nous éspérons ainsi que ce mémoire puisse étre utile aussi bien
pour les étudiants que pour des chercheurs intéressés par ce domaine
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Annexe

Les variables aléatoires
on consirére une suite de variable aléatoite X, définies sur un espace
probabilisé,Soit X une variable aléatoire définie sur le méme espace proba-
bilisé
Convergence en moyenne (convergence L)
ImE(|X, —X|)=0
convergence quadratique (convergence L)
imE (| X, — X|*) =0
Equations différentielles stochastiques
Inégalités
Lemme de Gronwall

Soient ¢ et f deux fonctions continues sur [0,7] non négatives, ¢y une
constante positive.

Si
o(t) < co +/ fo(s)ds; 0<t<T
0
Alors :
G(t) < cpelo /0 <t <T
Preuve. Soit t
d(t) = d
0 =co+ [ f0(s) ds
Alors :
O'(t) = f (t) < f (1)

et alors :
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i

(e~ Jo dsq)(t))’ = (D'(t) = fO(t))e” Jo f ds
< (F o)~ f o) fl® =0

Donc

et alors

d(t) < B(t) < coeJo I

Ce qui achéve la démonstration m
Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy
Pour tout m > 0, il existe (), tel que pour tout temps d’arrét 7 on a :

t<t

E |sup /f(s) dB; <CnFE /|f(s)|2 ds
0 0

En particulier pour m =2 et 7=T on a :

t

. 2
E | sup /f(s) dBs| | <CFE /|f(s)]2 ds
0

0<t<T
0

Inégalité de Cauchy-Schwartz
Soient f, g deux fonctions carrées intégrable, alors on a

1
2

B(f9) < (B(/)E()

Processus de Markov

soit X (t), un processus & valeurs dans un espace (2, F); on considére
la filtration définie pour tout ¢ > 0 par : F;, = o (Xy, s < 1).

On dit que X (t), est un processus de Markov si :

i) V BeF, et YA > t, A teT

P (X eB\F;) = P (X e\ Xy)
ii)Si on note

*

P(s,y;t;8) = P (XyeB\Xs = y) Vs < t s, teT
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*

i.e: P(s,.,t;0) est Q-mesurable , et P (s,y;t;.) est une mesure de pro-
babilité sur (€2, F).

On appelle fonction de transition (P ;),., sur (€2, F) une famille de pro-
babilité de transition telle que :

1) P, = I4,Vsel.

2) Pot.Ps =P, 5, Vu<t<s.

Théoréme d’arrét

Ayant a I’esprit 'interprétation de F; comme 'information connue jusqu’a
la date t , on s’intéresse a savoir si un événement donné,caractérisé par sa
premiére date 7 (w) d’apparition , a eu lieu ou non avant la date ¢ sachant
I’observation de I'information F; . Ceci conduit a la notion de Temps d’arrét .

(Temps d’arrét)

1)-une variable aléatoire 7: Q — [0, +00] est appelé Temps d’arrét (par
rapport a la filtration f = (F;) ,.; ) si pour tout teT" :

{r <t} ={weQ:7(w) <t}leFH

Un Temps d’arrét 7 est dit prévisible s’il existe une suite de Temps
d’arrét (7,,) .-, telle que 'on ait p.s :

i) limr, = 7.

ii)7,, <7 pour tout n sur {7 > 0}.

il est facile de vérifié que tout temps aléatoire égale a une constante
positive t est un Temps d’arrét

si 71 et 79 sont deux Temps d’arrét alors :71 A 79,71 V 79 et 71 + 7o sont
des Temps d’arrét .

Etant donnée un processus (X;) , . et un Temps d’arrét 7 , on définit la
variable aléatoire X, sur {7€I'} par :

XT (w) = XT(W) (w)

on vérifie que si X est mesurable alors X, est une variable aléatoire sur
{T€T'} on introduit alors le processus arrété (en 7) X"défini par :

X7 =X,y teT

soit (X;) ,, un processus progressif et 7 un Temps d’arrét alors :

X, 1.1 est Fi-mesurable et le processus arrété X7 est progressif.

Soit M = (M (t)), ,une F-martingale continue a droite et 7 un Temps
d’arrét bornée , avec : 0 < s <t < cste < oo, alors :

E (M (s)\Fs) = M (s)
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Si S est une F-sur-martingale continue & droite , on a :
E(S(m)\F) < 5(s)
Et par conséquent on a :
EM (1) = EM (0)

(Arrét des martingales bornées)
Soit M une martingale , 7 un temps d’arrét p.s.fini "P (7 = 00) = 0"
tq :

M (tNn)| < K,Vn

pour une cste K < 0o ona :

EM (7) = EM (0)

Formule d’Ito
Premiére formule d’It6
Soit ¢eC?alors on a p.s :

Deuxiéme formule d’Ito
Soit ¢ une fonction définie sur R. x R de class C''par rapport a t ,de
classe C? par rapport & x ,on a :

t

66,8 =00 Bu) + [ (5. B ds+ [, (5. BB+ [0 (s, B ds
0 0

0

Théoréme de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert

Soient :

H un espace de Hilbert (réel ou complexe) muni de son produit scalaire
noté (.,.)

une f € H'une forme linéaire continue sur H.

Alors il existe un unique y dans H tel que pour tout = de H on a

f(2) = (y, )

dlye HVx € H, f(x)= (y,x)

o1



Bibliographie

1]
2]

3]

V.I. ARKIN, M.T. SAKSONOV (1979), Necessary optimality conditions
for stochastic differential équations, Soviet. Math. Dokl. 20, pp 1-5.

S. BAHLALI AND A. CHALA, The stochastic maximum principle in op-
timal control of singular diffusions with non linear coefficients, Rand.
Operat. and Stoch. Equ, Vol. 18, 2005, no 1, pp 1-10.

S. BAHLALI AND B. MEZERDI, (2005), A general stochastic mazimum

principle for singular control problems, Elect. J. of Probability, Vol. 10,
Paper no 30, pp 988-1004.

S. BAHLALI AND B. LABED, Necessary and sufficient conditions of opti-

mality for optimal contrél problem with initial and terminal costs, Rand.
Operat. and Stoch. Equ, 2006, Vol 14, No3, pp 291-301.

S. BAHLALI, B. DJEHICHE AND B. MEZERDI, The relaxed mazimum

principle in singular control of diffusions, SIAM J. Control and Optim,
2007, Vol 46, Issue 2, pp 427-444.

S. BAHLALIL, Necessary and sufficient conditions of optimality for relazed
and strict control problems, STAM J. Control and Optim, 2008, Vol. 47,
No. 4, pp. 2078-2095.

S. BAHLALI, Necessary and sufficient condition of optimality for optimal
control problem of forward and backward systems, Theory of Probability
and Its Applications ( TVP), To Appear (2009).

A .BENSOUSSAN.(1981). Lectures on Stochastic Contréle. in Non li-
near Filtereng and Stochastic Controle. Proceedings of the 3rd 1981 Ses-
sion. CIME Lect.Notes in Maths.972.

A. BENSOUSSAN (1982), Non linear filtering and stochastic control.
Proc. Cortona 1981, Lect. notes in Math. 972, Springer Verlag.

J.M Bismut (1973), Conjugate convex functions in optimal stochastic
control. J. Math. Anal. Appl. 44, 384-404..

J.M Bismutr (1976), Théorie probabiliste du contréle des diffusions.
Mem. AMS 4, N°167.

92



[12]
[13]
[14]
[15]

[16]

[17]
[18]

[19]

[20]
[21]
22]
23]
[24]

[25]

[26]

[27]
[28]

J.M Bismurt (1978), An introductory approach to duality in optimal
stochastic control. STAM Review 20, pp. 62-78.

C. DELLACHERIE ET P.A. MEYER (1980) : Probabiliés et Potentiel
,ch.V a VIII , Théorie de Martingales , Hermann.

I. EKELAND AND R. TEMAM (1974) : Analyse convexe et probléme
variationnel, Dunod.

R.J. ELvioTT, The optimal contrél of diffusions, Appl. Math. Optim.,
1990, 22, pp.229-240.

R.J. ELLiOTT AND M. KOHLMANN, The second order minimum prin-
ciple and adjoint process. Stochastics and Stoch. Rep., 1994, Vol. 46,
pp-25-39.

N. ErL Karout (1981), Aspects probabilistes du contréle stochastique.
L.N.M 876, Springer Verlag.

W. FLEMING ET R RISHEL (1975) :Deteministic and stochastic optimal
control ,Springer Verlag.

N.F. FRAMSTAD, B. OKSENDAL AND A. SULEM, A sufficient stochastic
maximum principle for optimal control of jump diffusions and applica-
tions to finance, J. Optim. Theory and applications. 121, 2004, pp 77-98.
D. GILBARG D .ET N. TRUDINGER (1985) Elliptic differential equa-
tions of second order , Springer Verlag.

U G. HAUSSMANN [1986], A stochastic maximum principle for optimal
control of diffusions. Pitman Reseearch Notes in Math. Series 151.

U.G HAUSSMANN (1976), General necessary conditions for optimal
control of stochastic systems, Math. Programming Studies 6, pp 30-48
IKEDA, S. WATANABE (1989), Stochastic differential equations and dif-
fusion processes. Kodansha North Holland, 2nd Edition.

I. KARATZAS, S. SHREVE (1989), Brownian motion and stochastic cal-
culus. Springer Verlag.

H.J. KUSHNER (1973), Necessary conditions for continuous parameter
stochastic optimisation probléems, SIAM J. Contrél Optim., Vol. 10, pp
550-565.

N KRYLOV (1976) : Nonlinear Elliptic and parabolic equation of second
order Bonston , D.Reidel.

N.V Kryrov (1980), Controlled diffusion processes. Springer Verlag,.

L.MAzZLIAK (1997) The mazximum principle in stochastique contréle and
backward equations. (in Backward Stochastic Differential Equations N.
El karoui and L.Mazliak), CRC Press Inc, Pitman Research Notes in

Mathematics Series .

53



[29] R.C MERTON (1990), Continuous time finance, Blackwell.

[30] S. PENG (1990). A general stochastic mazimum principle for optimal
control problems SIAM J. Contr. Optim. 28, N° 4, pp. 966-979.

[31] H. PHAM (2009) Continuous-time stochastic control and optimization
with financial applications. Springer-Verlag Berlin

[32] H. PHAM (2007) Optimisation et contréle stochastique appliqués a la
finance. Springer

[33] L.S. PONTRYAGIN, V.G. BOLTANSKI AND R.V. GAMKRELIDZE
(1962), The mathematical theory of optimal processes. Intersciene N.Y.

[34] J-.-M. YonG ET X.Y. ZHOU (1999) Stochastic Controls : Hamiltonian
Systems and Hjb Equations. Springer-Verlag New York Inc

o4



