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Introduction

Les équations différentielles stochastique rétrogrades (EDSR) est sont une
nouvelle classe d’équations différentielles stochastiques, leur valeur est don-
née en temps terminale T. Les EDSR ont recevé une attention considérable
dans la recherche en probabilité car les EDSR fournissent une représentation
probabiliste pour les solutions de certaine classe d’équations aux dérivées
partielles quasilinéaires parabolique de second ordre, et ont une relation avec
les solutions de viscosité des EDP. La théorie des EDSR a trouvé beaucoup
d’applications telles que la théorie du controle stochastique, économie, et a
des problémes de mathématiques financiéres.

Commencée en 1973, les équations différentielles stochastiques linéaires
ont été d’abord introduite par (Bismut, 1973) [2], qui a utilisé ces EDSR
pour étudier les problemes de controle optimal stochastique dans la version
stochastique du principe de maximum de Pontryagin. Cing ans plus tard,
(Bismut, 1978) [3] prolonge sa théorie et montre l'existence d’une solution
unique bornée de ’'EDSR de Riccati.

En 1990, la théorie des EDSR a été grandement developpé par de nom-
breux chercheurs, et il’y avait un grand nombre d’articles publiés consacrés a
la théorie des EDSR et leurs applications. Parmi ces auteurs, les plus célébres
sont (Pardoux et Peng, 1990) [31] qui ont considéré des EDSR générale de la
forme suivante

dY, = —f(t,Ys, Z,)dt + ZdB;,  Yr=¢

et montrent 'existence et 'unicité de 'EDSR sous quelques hypothéses
telle que la condition de Lipschitz du drift f.

A partir de la, un grand nombre de travaux ont été consacré a 1’étude
de la thérie des EDSR. La premiére importante est la recherche fonda-
mentale d’établir 'existence et 'unicité des solutions de 'EDSR sous des
des formes plus complexes (par exemple, EDSR avec saut; EDSR reflé-
chie; EDSPR, EDSR dirigé par une martingle; etc) et/ou sous des hypo-
theéses faibles sir les coefficients pour prolonger le résultat initial de Pardoux-
Peng. On peut se réferer a Pardoux-Peng [33], El Karoui [9], Lepeltier-San



Martin [24, 25], Kobylanski [22], Briand-Hu [6, 7], Chen [§] , Jia [18, 19,
20], Briand-Delyon-Pardoux-Hu-Stoica [5], Mao [28], Hu-Peng [16], Hu-Yong
[17], Peng-Wu [34], Ma-Protter-Yong [26], Ma-Yong [27], Pardoux-Tang [32],
Peng-Shi [35], Wu[37, 38] , El Karoui-Kapoudjian-Pardoux-Peng-Quenez [11],
Kobylanski-Lepeltier-Quenez-Torres [23], Matoussi [29], Hamadéne-Lepeltier-
Matoussi [13], Hamadéne [14], Hamadéne-Lepeltier-Wu [15] et les références
la-dedans.

Depuis le premier résultat d’existence et d’unicité, de nombreux articles
ont été consacré a l'existence et/ou l'unicité sous des hypotheéses faibles.
Parmi ces articles on peut distinguer deux classes différentes : les EDSR sca-
laires et les EDSR multidmensionelles. Dans le premier cas, on peut prendre
un avantage du théoréme de comparaison. Pour les EDSR multidimension-
nelles, il n’y a pas de théoréme de comparaison et pour surmonter cette
difficulté une hypothése de monotonicité sur le générateur f dans la variable
y est utilisée. Au lieu d’utiliser ’hypothése de monotonigité, Mao [.] a proposé
une sorte d’hypothése non Lipschitz pour faire face avec les EDSR multidi-
mensionnelles et avec I'aide de I'inégalité de Bihari, il démontre le résultat
d’existence et d’unicité.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres :

Le premier chapitre : On donne les résultats classiques d’existence et
d’unicité pour les solutions des EDSR (en particulier les EDSR linéaires qui
sont classique en finance).

Le deuxiéme chapitre : On démontre I'existence de la solution d’EDSR
unidimensionnel dans le cas ou le coefficient est continu,et & ccroissance li-
néaire et la condition terminale est de carré intégrable.

Le troisiéme chapitre : On étudie les EDSR multidimensionnelles avec
un coefficient localement Lipshitz en (y, z) et la condition terminale est de
carré intégrable.

Le quatriéme chapitre : On démontre 'existence de la solution de
I’EDSR unidimensionnelle avec un coefficient discontinu en y et continu en
z.



Chapitre 1

Equations différentielles
stochastiques rétrogrades

1.1 Introduction

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) sont un
nouveau type d’équations différentielles stochastiques (EDS) qui ne peuvent
pas étre traitées par les méthodes usuelles pour les EDS Une des principales
raisons est qu’on ne peut pas renverser le "temps". Voyons un exemple simple,

Supposons d = r = 1.Considérons 'EDS suivante

dY, =0, te[0,T].
{ Yoot (1.1)

Ou £€L? (Q, Fr), I'ensemble des variables aléatoires Fr-mesurables et de
carré intégrables. Puisque I'unique solution de cette EDS est Y, = & ,pour
tout ¢,Y est par conséquent n’est pas une solution "adaptée" a (1.1) dans le
sens usuel d’Ito. Cependant cet exemple trivial n’a pas de solution adaptée
dans les sens usuels.

Dans plusieurs d’applications, il est crucial que la solution de ’'EDS soit
adaptée a la filtration ou le mouvement Brownien est adapté. Un exemple
fréquemment cité, qui est ’essentielle a ’'origine de la théorie des EDSR, est
qu’on appelle le principe de maximum de Pontryagin pour les problémes de
controle optimal stochastique.Ceci est la condition nécessaire pour le controle
optimale, qui contient une "équation adjointe" qui prend la forme d’une
EDSR. Motivé par de tels problémes, Bismut est le premier qui a proposé la
méthode suivante pour trouver une solution adaptée pour les EDSR.Prenant
le cas simple (1.1) comme un exemple.



On suppose que la filtration (F;) est Brownienne, c’est-a-dire qu’il existe
un mouvement Brownien W = (W;) défini dans (2, F,P) telle que ]—"t:]-"_gvp,

pour tout t > 0.Ici F'=c {W,:0<s <t} et {.} défini 'augmentation par
les éléments de P-négligable. Supposons maintenant que £€ L%(2; Fr), et no-
tons Y; = E(£/F;),t > 0.Alors, Y est une L? martingale et par la théoréme

Représentation de martingale existe un processus prévisible Z telle que :

t
Yi = B(¢/F) =Bl + [ 2. (12)
0
la forme différentielle de cette équation est :
d}/; - thWt°
1.3
{ Vi — ¢ (13)

Bismut propose que au lieu de regarder seulement le processus Y comme
la solution & PEDSR on peut considérer le couple (Y, Z) comme une solu-
tion de 'EDSR (1.1) et la forme appropriée d’'une EDS avec une condition
terminale serait de la forme (1.3) que celle de (1.1).

On peut écrire (1.3) comme "une équation intégrale".En effet intégrons
(1.3) de t & T on obtient que :

T
Y, :g—/ Z,dW,, Vte [0,T).
t

Ceci est ’EDSR simple dans sa forme intégrale.

1.2 Notation et définition

Soient (£2, F,P) un espace de probabilité complet et W' un mouvement
Brownien de d-dimensionnel (dans R?) sur cet espace.

W={W: t>0, 1<i<d}

On notera {F;} la filtration naturelle de mouvement Brownien :

Fi=0(W,UN, 0<s<t)



Tout processus de 2 x R, dans ou R¥*¢ mesurable par rapport a la tribu
previsible Bjg ) x F est dit prévisible.

Soit S?(IR¥) I'espace vectoriel formé des processus Y progréssivement me-
surables a valeur dans R telle que :

VI =B | sup 1] < o,
0<t<T

et S?(R*) est un sous espace de S?(R¥) formé par les processus continus.
Soit M?(R**4) celui formé par les processus Z progréssivement mesu-
rables & valeur dans R**? telle que :

T T
1Z13 = E/ |1Z|? dt = E/ trace (ZZ*) dt < oo.
0 0

M?(RF*4) désigne I'ensemble des classes d’équivalence de M?(RF*?).
Les espaces S?, S?, M? sont des espace de Banach pour ces normes.
On désigne par B? I'espace de Banach S?(R**¢ ) x M?2(RF*?).

On considere ’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) :

{ dY; = f(s,Yy, Zy) dt — Z,dW, 0<t<T.
Yr=¢&.

Ou de fagon équivalente, sous forme intégrale :

T T
Yt:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ Z.dW.,.
t t

f:Qx[0,T] x R* x R4 — RF,
£ Q — RE,

Sont des donneés telle que f s’appelle le génerateur et mesurable par
rapport Pjo ) XB, et § est Fr mesurable carré integrable (€ L?(Fr).



Définition 1.1 Une solution de cette équation est le couple des processus

{(Ys, Z1) } o<y pvérifiant :
1- Y et Z sont progréssivement mesurables a valeurs respectivement dans

RF et RF*d, .
2P ps. ( / (I (5, Y, Z)| + | Zo]2)ds) < oo.
0
3- P—p.s. ona:

T T
Yt:§+/ f (S,YS,ZS)ds—/ ZdW, t€[0,T).
t t

Ou Y est une semi martingale continue Y €S?(R*) et Y, est une quantité
déterministe.

On peut dire que Y est un processus d’Ité a valeur dans R* pour i =
1., k.

T d T
=Y [ rsvazyds- 3 [ zoawi e .1
0 Jj=1J0

On peut retenir la notation vectorielle et on écrit :

T T
Y}ng—l—/ f(s,Ys,ZS)ds—/ ZsdWs, t € [0,T].
0 0

Avant de donner la démonstration de I’existence et de I'unicité, on montre
que sous une hypothése relativement faible sur le générateur, le processus Y
appartient & S2.

Proposition 1.2 Supposons qu’il existe un processus {f;} o <; <7 € M*(R)
positif et telle que :

|f oy, 2 < fo+ Ayl + =) -
Si {(Ye, Zt)}o <, <1 est une solution de ’EDSR telle que ZeM?(R¥*?)
alors : Y €S2,

Preuve. On a pour t€ [0, 7]

T T
Yt—YO—/ f(s,Ys,ZS)der/ Z,dW..
0 0



Ou Y} est déterministe.
En utilisant ’hypothése sur f,

T
ngnH/Nf@nzmw+
0

T
/ ZdW
0
T T
S{%%ﬁ/(ﬂ+ﬁH%Wd&+9m /“amm
0 tE[O,T] 0

t
[z
0

t 2 t
1
sﬁ(wa+/\ﬂanJ@wQ +?u/4mm
0 0

t
/ ZdW
0
62

t
1
S@Vmﬁ+—/UH%mﬂ+Mmf@+g
0

T
+)\/ |Ys| ds.
0

t
DWSDW+/f@n&MH—
0

2

2

t
/ ZdW
0

242 2 52 4 52 2 ! 2
2 2
sgxfﬂ+;KAfgk+ﬁWAA<mwwamm

e

2 t
1
uﬁs€VMﬁ+%Af@mzf¢+?

2

)\2

2

[y Z,dw,

52 T 52 T
< EN Y|P + ?KQ/ f2ds + —)\2d2/ V.| ds
0 0

A2 K2
T
/ Z.dW,
0

sppwsauW+QKU@&wwmﬁwﬂm%s
te[0,T
T
/ ZdW,
0

E ( sup |Y}|2) <O Yo +Cy B (foT |f (57070)|2d5>

t€[0,T]

2

S AP
+ / Zs||"ds + — sup
)\2K2d2 0 || || 52 te[0.7]

2

T
+C4/ |1 Z||? ds + Cs5 sup
0

t€[0,T]

+C3 B (jOT |Y5|2ds> + O E (fOT ||Zs||2ds)
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+C5 E ( sup ‘fOT ZdW

te[0,7]

2) , t€]0,7T].

D’apres les inégalités de BDG :
r 2

T T
E | sup /ZSdVVS §C’E/ | Zs]| ds < 4o0.
_te[o,T] 0 0
T T
E( sup |Yi|® §01|YO|Q+CQE</ f (s,o,0>|2ds)+03E(/ |Ys!2ds>
t€[0,T] 0 0

T
+(Cy V) E (/ \|Zs|]2ds> < +400. W
0

t
Lemme 1.3 SoientY € S? (R’“) et Z € M?(RF*9) alors,{/ Y. Z, AWt € [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.

T 2
([ meizieas) |
0
T 2
<cn (s wi ([ 1zPas) ).
t€[0,T] 0

Preuve. Les inégalités de BDG donnent :

¢ t
E {/ KstWS] <E /Y;ZSdWS
0 0

sup
t€[0,T]

< CE

a’>  b?
C b< — 4+ —:
omme ab < 5 —{—2

t
Ei/mzwm]sém

0

sup |Yt|2
t€[0,T]

T
+EUH4%4§W
0

t t
Puisque/ Y, Z,dW est une martingale,l& [/ YSZSdWS} =0. =
0

0




1.3 Le cas Lipschitzien

1.3.1 EDSR Lipschitziennes non linéaire

Considérons les hypotheses (L) suivantes :
(L)
1. (€L (Fr) ie, € est Fr-mesurable et B(|€]*) < oo.
2. Condition de lipschitz en (Y, Z);
3 une constante A telle que :
P—p.s. pour tout Y,YERIC, Z, ZeRkxd,
(f (Y, 7) - f (t,Y,Z)‘ < /\(’Y - if‘ + ‘Z - Z‘).

3. E ["|f (5,0,0)]" ds < +o0.
La solution (Y, Z)EB(R*) x B(RF*?)/ S2(RF) x M2(RF*?).

I’espace des processus prévisibles, menu de la norme.

IY|I*=E | sup |Y;*

te[0,T]

< +00.

1Z,)]° =B [, [|Z]]” ds < +o0.

Qu’il devient un espace de Hilbert ;quand (Y, Z)€S?(R*) x M?(R**4):telle
que YES. (]Rk) processus continu et
Y] == ?| <.

sup |V
t€[0,7)

T
1Z)32 = B Jy 1 Z6” ds < oo

Maintenant on démontre quelques estimations o il s’agit en fait d’étudier
la dépendance de la solution de 'EDSR par rapport aux données qui sont
(la variable ¢ et le processus {f (¢,0,0)} 0<t¢t<T).

Proposition 1.4 Soient (&, f) vérifiés (L) et (Y,Z) La solusion de EDSR
telle que Z € M?, alors il existe une constante C telle que :

T T
B sup [V + [ 1ZPas| <8 i€+ [11f s.0.0Pas].
te[0,T 0 0

10



Preuve. On applique la formule d’1t6 & e |Y}|2 :
dePt |Y,|> = BePt|Y, " dt + 2P |Y,| dY; + (et |Vy]) dt.
= BePU Y|P dt 4 2P Y| (—f (L, Yy, Zy)dt + ZdW,)

+ePH|| Z2| dt.

T
f s [ e
t
T
<P [P -BYZ £ 2IYiI S (Y Z) ds
t
T
o v,
t

Ona: 2Yf(t,Y,Z) <2[Y[[f (,0,0) +2A|Y[* + 2A|Y] [ Z] .

b2
Et 2ab < ea® + — pour e = 1,2.

Z 2
AV F(LY, Z) < (142X +2)2) [V + | (£,0,0) + %

Pour B =1+ 2\ + 2\2

1 T T
g [ ez s < i [ ey (s 0.0 ds
t t

T
—2/ eBsY, Z,dW,.
¢

Pour ¢ = 0 on a 'espérance :

T
E/ ePs || Z,|? ds < 2K [eBT|§y2+/
0 0

T
eBs | f (3,0,0)|2d5} .

E | sup e |Y;?

te[0,7

<E [eBT |§’|2 + /TeBS lf (3,0,0)|2d3}
0

11



+E

T
Sup/ eBs Y| ||ZS||dWS] .
1/0

t€[0,T

D’aprés I'inégalitée BDG, 3C telle que :

T
B | sup [ <B | iR+ el (0.0
t€[0,7] 0
T 3
+CE [/ e?Bs |y, \|Zs||2ds]
0
Bt 2 BT |¢|2 T Bs 2
B | sup e [Vi*| <B [eBT | + [ 5| f (5,0,0) ds]
te[0,7)
1 02 T
+§E sup P |v;]? +7E/ ePs || Z,|)7 ds.
t€[0,T] 0
T
E | sup e |Y[*| < 2B [eBt|§|2]+/ e?* |f (5,0,0)|*ds
te[0,7] 0
T
+02E/ B || 2,2 ds.
0
Finalement ;
T
E || sup P |Y;]? +/ e || Z,||” ds
t€[0,7] 0

T
< 98 [ 2 [ s <s,o,o>|2ds]
0

T
+C?2FK [eBT €)> + 2/ s |f (s,0,0))? ds] .
0

T
V. 2l <20+ C08 [Tl +2 [ e f (50,07 ds] . m
0

12



1.4 Le résultat de Pardoux-Peng

Avec les conditions (L)

Cas ou f (t,w,y,z2) = F(t,w) ne dépend ni de y ni de z.

On considére 1’équation :

T T
Y}:§+/ Fsals—/ZS on0<t<T.
t t

T
¢ € L? (Fr) et F e M?* (RF) (E/ ]F|2ds<oo>.
0

Lemme 1.5 Soient £ € L? (Fr) et {F;},.p €M? (R*) 'EDSR posséde une
unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve. a) L’existence :
Supposons que la solution existe telle que Z € M?2on prend ’espé-
rance conditionnelle sachant Fr.

T T
Y, =EY,\F)=E {5 —1—/ Fds —/ stWS\]-"tl L0<t<T.
t t
T
Puisque / ZsdWy est une martigale on a E (I (7)) = 0.
0
T T t
YV, =E {5 —|—/ Fids — fg Fyds \ft} -E {/ ZsdWy — / ZsdW \ft} .
0 0 0

T t
Y, =E [§+/ F.ds \]—"t} —/Fsds.
0 0

On pose :

T t
Mt:Engr/ Fds \ft] :Yt+/FSds.
0 0

M, est une martingale carré intégrable.
D’apres le théoreme de représentation des martingales il existe un pro-
cessus prévizible Z carré intégrable (Z€M?) telle que :

13



t
M:Ewﬂ+/4mg,temﬂ.
0
Donc : . . .
Y, =M, — / Fids = E [My] +/ ZdW, — / F.ds.
0 0 0
t t t
}Q:Mt—/FSds:%—i—/stWS—/Fsds.
0 0 0

On vérifiant que (Y, Z) est une solution de 'EDSR comme Y, = £.

t t
E—YT:E—§:M0+/ZSdWS—/FSdS
0 0

T T
— [Mo +/ ZsdW —/ Fsds] .
0 0

T T
Yt—g:/ Fsds—/ Z.dW.,.
t t

T T
Y;:§+/ Fsds—/ Z,dW,.
t t

b)L’unicité :
Supposons que (Y1, Z;) et(Ys, Zs) sont deux solutions.
Soient Y =Y, —-Y, ,Z =7, — Z, alors :

T
Y/:/ Zdw,, telo,T].
t

~ ~

Nous allons prouvés que Y =27 =10 dt x dP—p.s.
En effet :
premierement écrivons ;

T t
Y:/ZdWs—/ZdWS, tel0,7T].
0 0
On applique I'inégalité martingale de Doob, on trouve :

E

t€[0,T)

P p
sup (1| < (1) Bl

14



12
E| sup |Vi| | <4B[[v7]?].
te[0,7
.2 T,
E | sup Vi | < 2/ Zyds < 00. (1.4)
te[0,T] 0
Nous appliquons la formule d'It6 a f (V) = Y| de t & T et on note que :
YVr=¢—€=0.
On a:
2 T T
0=1Y; +2/ YSdYS—l—/ Zg| ds.
¢ 0
Ou
v, dY, = =Y, Z,dW,.
Donc :
2 T, 2 T
Y, +/ 2. ds = 2/ V.2, (1.5)
t t
T A A
Soit N, = Y, Z,dW, alors pour tout ¢ > 0 le processus avariation
t
quadratique;
b2
(N>t:/ YiZs| ds, tel0,T].
0

On utilisant 'estimation (1.4) et 'inégalité de Cauchy Schwarz :

(M, N),| < V(M) /N), , t=0.

Donc :

[\
N

(V)] = (N, Ny | = E U 7,2,

15



Remarque 1.6 On peut montrer que la martingale locale N, = {N}, est
une martingale uniformément intégrable.
On prenant l’espérance dans (1.5) et appliquant l'inégalité de Cauchy

Schwarz on obtient que :
2 1 T
g /
2 Jo

cect démontre que Y =0 et Z =0 donc Uunicité.

2
ds = 0.

~

E|Y; A

Cas ou f (t,w,y,z) dépend de y et de z.
Théoréme 1.7 On considére ’EDSR (&, f) suivante :

T T
Y= S + / f (5’}/8’ Zs) §— / Z,dW;.
t t

avec I’hypothése (L) ,I’EDSR admet une solution unique (Y, Z) dans B* =
S2(RF) x M?(RF*4).

Preuve. On utilise 'argument de point fixe dans I’espace de Banach
B? = S?2(R*) x M?(RF*d)
Soit ¥ une application telle que :
U B? — B2
UV)— (U V)=(Y,2).
Ou (Y, Z) € B? est une solution de 'EDSR(, f).
Yi=6+ [T f (U, Vi) ds — [} ZdW, , te[0,T]
On pose :
Fo= [ (s,U, Vi) € M*(RF).
[Fsl < 1 (5,Us, Va) = f (5,0,0)[ +[f (5,0,0)].
< [f(5,0,0)[ + AU+ AVA][-

Et ces trois derniers processus sont carré intégrables donc Fj est carré
integrable.

16



Soient (U, V1) et (Us, V) deux éléments de B?;
et (Yiazl) :\I}(Ub‘/l)) (}/2722):\:[1([]2)‘/2)

Notons §y =Y, — Y5, 2 = Z1 —Zset yr = E—E =0, 0 = U — Us
et v =V, — V.

d@t = - {f (ta U17 ‘/1) - f (ta U27 ‘/2)} dt + 21‘/th-
On applique la formule d’Itd & e |gj|2 :
d (€2 [9:]*) = e || dt + 2€° |g,| dgis + (e 4] dt.
at |5 |2 at || 2 12
= ae™ |g|” dt + e ||Z,]|" dt
+2e |G| [{f (¢, U, Vi) — f (¢, U, Vo) } dt + 2, dW;] .
= e |g;|* dt 4 2e |G| 2:dW; + et || 2|7 dt

—2e |gt| [_ {f (t7 Ula ‘/1> - f (t7 U27‘/2)}dt] .

On intégrer entre t et T on obtient :

T
et a2 + / e 12,2 ds
t

T
:/t‘ e’ (—Oé|@5|2+2‘3)s‘{f (57U1>‘/1)_f (S7U27‘/2)})d3

T
- / 2697 || 2,dW..
Et comme f est Lipschitz il vient :
|f (U, Vi) = £t Us, Vo)| S k(UL — Uo| + [V — Vo]
2[s[ £ (s,Ur, Vi) = f (5,03, V2)} < 24| K [|Ur = Us| + [Vi = V4]

< 2k |§s| |as| + 2K [9s] [0s] -
1
On a 2ab < ea? + -b?
€
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Donc :
X X L. X
209/ {1 (5,00, V) = f (5,02, Va)} < ek ] + = [ihs] + 2k? [
’2

L.
+_ ’Us
g

1 1
< 2ek2 |G |* + = || * + = |07
g g

Poure=2ona:
T
il + [ e ] ds
t

A

R 1, . 1
< 4k2 |ys|2 + 5 |us|2 + 5 |U 2

S|

T
1 1
< [Cer (=aladt e ak? i+ 5l 1o ds
t

T
j/2wﬂmwaumn.
t

T
R 1. . R
< / s <[—a + 4k?] |ys|2 + 5 [|us|2 + |vs|2}> ds
t
T
j/2&ﬂ%w%Hﬂ%-
t

On pose a = 1 + 4k?
T
il + [ e ds
t

T 1 T T
< [ mem sy [ e o e o ds— [ 2 g 2] dW
t t t

T T
wwﬁ+/eme@+/eme@
t t

18



1

T T
§§/ e [Jas]” + [04]] ds—/ 26 |§| || 2| AW
t t

On prend l'espérance :
T T
B[ )+ B | [ el as] + 8| [ et ]
t t

Ll [ o 1102 4 1.2 RS
< §E e [|as]” + |05°] ds| — 2E e |Us| || 2] d Wi | .
¢ ¢

T
la martingale locale / e |ys| || 25| dWs} est une martingale nulle en 0
0

puisque Y;,Y,€S2(RF) et Zy, Zoe M%(R**9).

Donc :

T T
E [[§o”] + B [ | e Hésl\2d8] {E [ | |gs|2ds}
0 0
T
E {/ e [|as|” + |0s]°] ds} :
0

T
E [ | e stwds] 1E [ sup o \yﬂ
0 0<t<T

1 T
< §E [ sup e || +/ €2 || ds] :
0

0<t<T

<

DN | —

. N L. R
1215 + 19le < 5 @l + 8l -

Donc 'application ¥ est une contraction de B?dans B? admet un poit fixe
(Y, Z) unique dite la solution unique de 'EDSR. =
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EDSR linéaire

Proposition 1.8 Soient (ay, bt)te[o ) UM PTOCESSUS G valeur dans R x R¢ pro-

gressivement mesurable et borné. Soient (Cy),co ) un élément de M? (R) et
& une variable aléatoire Fr-mesurable carré intégrable a valeur réelles.
EDSR lineaire :

T T
Y, =¢&+ / (asYs 4+ bsZs + Cy) ds — / Z dW.
t t

posséde une unique solution qui vérifiée, Vt € [0,T] :

T
K—FfE<ﬂ}+/iQIﬂAE>.
t

avec !

t 1 [t t
[y =exp (/ bydW, — 5/ |b5|2 ds +/ asds> pour ¥t €[0,T].
0 0 0

Preuve. 1* On a a,Y; 4+ b;Z; + Cs = f (s,w,Ys, Zs) est Lipschitzien.

i) (f (5,Yi, Zs) — f (S,K,Zt)

ag <Y;t _Y;t> + by (Zt — Zt>

< ladl [V = Vi| + |be] |2, - 2,
<M, Y;t_}\/:‘, + Mo Zt_Zt
< (M + ) ([vi=Yi| + |2 - 2))
gL(E—K—%Z—Z).

i) [/ (s,Y5, Z)] < ladl [Yi| + [bo| [Ze] + |Gl

< My |Yy| + Mo | Zy| + |Gyl
i) [y [f (5,Y:, Z0)| < My [Yi)? + M, Yy |Z)] + V3] |Cl -

Donc f et & vérifiant les conditions du Théoréme de 1’3 et 'unicité.
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Donc 'EDSR liniéaire posséde une solution (Y, Z) € B2

2* Comme a; et b; sont F}Vadapté et borné alors I'EDS linéaire

t t
r,=1 +/F8bde8+/ I'sa.ds.
0 0

Posséde une unique solution dans S%telle que :

[Ft € S%E ( sup |FS|2) < oo] :
te[0,T

On pose :
Libs =0 (s,T).
Lsas = (s, Ty).
Donc :

‘a (s,I's) — o <s, Fs>

b, (rs _ r’s)

S |bs| Fs_fs S Ml Fs_fs .
‘,u (s,Ts) — (3, FS> = |a, <Fs — Fs)
g |as’ Fs_fs S M2 Fs_fs .

Donc o et p sont Lipschitz, on écrit I' sous la forme :

t 1 t t
'y = exp (/ by dW — —/ |bs|2 ds + / asds) )
0 2./o 0

On a I';Y; estF; adapté puisque Y; existe etF; adapté et I'; existe et F;
adapté .

d (T,Y;) = T4dY; + Y,dTy + d (T, Y), .

- _FtCt + (FtZt + FtY;bt) th
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On intégrer de 0 & ¢

t t
.Y, + / T,Cyds = / (T Z, + T,Y3b,) dW,.
0 0

t
/ (TsZs + I'Y,bs) dW, est une martingale.
0

donc :

T t
Iy, =E [(FTYT + / I'sCsds — / FsCsd5> \E] :
0 0

—E KFTYT + /t TFSC’Sds) \ ]—"t} .

T
Y, =T;'E KFTYT + / FSCSds> \ft] .=
t

1.5 Application

Modéle de Black Scholes

Un probléme fréquent en finance consiste a donner un prix aux options,
une option européenne d’achat une (calle) de maturité 7" et de prix d’exercice
K est un contréle qui donne le droit mais non 1’obligation & sons détenteur
d’acheter une part de ’action au prix d’exercice K a la date T

Le vendeur de l'option s’engage donc & payer son détenteur la somme
(St — K)* qui représente le profit que permet I'exercice de I'option, plus
généralement on peut imaginée un actif contingent dont le bénéfice est une
variable aléatoire positive ¢ qui dépend de (S7).

Auquel prix v vendre l'option le vendeur doit s’assurer qu’en vendant
I’option & ce prix a la date t = 0, il disposera de la somme ¢ & la date t =T

Pour trouver v 'idée fondamentale est celle de duplication; le vendeur
vend ’option au prix v et investit cette somme dans le marché en suivant la
stratégie (Z) a trouver !.
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Donc pour trouver v ; et Z on a le prix d’une part de l'option est régi par

IEDS :

S():Jf.

Ou p € Ret o> 0, le paramétre o s’appelle la volatilité.

Donc :
o2
S; = rexp <0W+ (u — ?> t) .

On note E; le prix d’une part dans une place sans risque dont le taux de
rendement est constant égale & R, est donné par :

i.e. FE,=wyexprt.
EO — y t y p

{ dEt = TEtdt
la valeur de portefeuille a l'instant ¢ est :
Vi = @By + peSt.
Ou ¢; représente le nombre de parts d’actif sans risque et p; celui d’actif
risqué.
L’évolution de la valeur du portefeuille est d’écrite par :

dVi = qdEy + pidSy = rq By + piSy (udt + odWy) .
On a ntt = ‘/;/ — ptSt

Donc :
dV, = (rV, — rpiSy) dt + pSyudt + pySiodW, (1.6)

On note :

m = pSy la somme d’argent détenue en action.

Zt = T¢0.

p=r, : :
et 0, = (c’est le risk premium).
o

On a:

th = T‘/tdt + Qt tht + thWt.
Ou VT = g et ‘/0 =V.
On applique la formule d’Ito a V' (¢, 5;) :

1 2
d‘/;:%dt—k%d&%— il

g 4t a5, 5+ 3 g (e S
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oV, oV, 10%V,

= Edt - 5, (Spud t + Siod Wy) + 3952 S2o2dt.
— <% + g—g&u + %a;g? Sfo2> dt + g—gStath.
On compare avec (1.6) on obtient :
g—g&a = pSio = g—gi = ps.
% + Strg—;/i + %({;2;?5302 + % —rV;=0.
V(T,Sr) =¢.

V (t,8,) = T, \E (€00\F) .

14 <t7 St) = FglE (5 exXp <_ foT Gdes + % foT ei ds — foT Tds) \E) .

Vo(t,5) = E (fexp (—H(WT—Wt) bSO (T - )—T(T—t))) |

Vo (t,S) =5, @ (di) — Kexp(—r (T —1))® (di — ov/T — t).
" 1 (ln <xexp(r(T—t)))) —|—102(T—t).

T 20T — ¢ K 2
1 © 2
P (x) = Ton Jo exp <—%) du.
Pour t =0,

v =V (0,8) = So® (d) — K exp (—rT) & <d - aﬁ) .
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Chapitre 2

EDSR a coefficient continu

Dans cette partie on démontre ’existence de la solution pour de '’EDSR
en une dimension (k = 1) telle que le coefficient est a croissance linéaire et
est continu en (y, z) et la condition terminale est de carré intégrable,en plus a
cette hypotheése, on utilise un approximation de la générateur et la théoréeme
de comparaison.

Considérons (W;),., mouvement Brownienn de d-dimension dans un es-

pace (2, F,P).

On notelP|y 7 la tribu prévisible.

2.1 Existence

Théoréme 2.1 Supposant que f : [0,T] x QxR xR* — R et P o] ® B?
mesurable qui vérifie :

1. La croissance linéaire 3K < oo, Vt,w,y, z, |f (t,w,y,2)| < K (1 + |y| + |2|) .
2. Pour t,w, f(t,w,.,.) est continue.
3. €€ L (Fr):'EDSR :

T T
Yt:§+/ f (s,YS,Zs)ds—/ Z,dW, , te0,T].
t t

admet une solution unique (Y, Z) € B2
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Lemme 2.2 Soit f : R? — R une fonction continue et a croissanse linéaire,
il éxiste une constante K < oo telle que :

Ve eRP |f (2)] < K(1+|z).
Soit f,, la suite des fonctions telle que :

fo (@) = nf {f (y) +nlr—yl}.

yeQr

On a alors pour tout n > K :

1Vz € RP |f, (7)] < K (1+|z]).

25z,y € RY, [fo () — fu ()] < n(lz] = ly]).
3Nz e RP, (f, (z)), est une suite croissante.

4.51 x, = x,alors [, (x,) — f(z).

n—-+o00

Preuve. 1.f, (t,) = inf {f (t,q) + n|z —q|;q € Q*™}.

On a:
sin> K, f.(tx)<f(tz).

D’apré la croissance liniare de f pour tout ¢ € Q%+,
fo(t,x) = inf{—f (t,y) + K|z —yl;y € Q"}.
fu () > inf {—K — Ky+ K |z — y|3y € Q) = —K (1+|a])
Donc :
—K(1+|z]) < fult,x) < f(H2) <K (14 [a]).

Ceci montre que f,, est bien définie pour n > K et donne la croissance
linéaire ;

|fo (t,2)| < K (1 + [2]).
2.fn (t,x) =inf {f (t,y) +nlr —y|;y € Q°}.

donc :
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Fty)+nle -yl < fty)+nle—yl+ ]z -yl
</ Gy +n+1)]e—yl.
inf {f (t,y) + nlz —yl;y € Q°} <inf{f (t,y) + (n+ 1) |z —yl;y € Q"}.
Alors :  fn(t,x) < fui1 (L, x).
fn est une suite croissante.

3.Montrons que f, est n Lipschitz.
Soient ¢,z et &;Vy € QP.

fo@) < fy)+nlz—yl < fly) +nl|t —y[+nle— 7.

On a :

fo(t,2) < fo(t,4) + 0]z — 7]
Donc :

Ve > 0.

fn(t>$) Zf(t,y)+n|x—y|—§
fot,z) > f(ty)+nle—yl+n|t -yl —n|t—y[ ¢
fo ) > f(ty) +nl|d -yl —nlz— 2] =&

fot,x) > fo(t,2) —nlx — 2| = €.

fot,x) — fo(t,2) > —nljx — 2] = €. (2.2)

de (2.1) et (2.2) on a :
[ () = fu (5, 8)] < |2 — ]

4.0n considére que x,, — x, pour tout n > K ; prenons y, € QP
n—-—+00

telle que :

Flm) 2 fultm) > f (G b nlen =yl == (23)
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Comme |f (t,x)] < K (1 + |z|) la bornitude de la suite (z,,) entraine celle
de la suite (y,,) puisque;

1
K1+ [n]) 2 =K (14 [yal) + 1 fya| =1 foa] = .

1
ie; (n—K)y| < (n+K) |xn|+2K+ﬁ.

La croissance de f donne & présent la bornitude de la suite (f (¢, ¢y,)),,
On a alors :

1
Lim sup n|z, — q,| < Lim sup f(t,z,) — f(t,q.) + — < 0.
n—+00c(0,7] n—+00¢c0,T) n

Donc : y, — x,.
n—-+o00o

D’apres 'inégalité (2.3),

f(xn) = folxn) > fgn) — %,la continuité de z — f (z)on a :

Lim £ (y) — < Lim fu () < Lim f (z,)
Fe) < Lim fi(2) < £ (2).
Donc :

n[;zl)gofn (t,xn) = f(t,x). m
2.2 Preuve des resultats importants

On considére pour tout (¢,w) la suite f, (t,w,Y,Z) associé a f
d’aprés Lemme 2 et h(t,w,Y,Z) = K (1+1|Y]|+ |Z]) telle que f,,h sont
P, % B? mesurables et Lipschitziens.

Soit £€L? (Fr);L’EDSR suivante admet une unique solution S?*(R) x
M?(RY) adaptée.

T T
Y;”=s+/ fn<s,n",z:>ds—/ ZrdW, 0> K.
t t
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T T
U, =5+/ o (5, U, Vi) ds —/ V.dw,.
t t
On montre que :
Vn>m> K, Y >Y">U, dt x dP — p.s.
On utilise le théoréme de comparaison.
Théoréme 2.3 (théoréme de comparaison) Supposons k =1 et que
&, f) (5, f Yvérifient Uhypothése (L) on note (Y, Z) et (Y, Z> les solutions

des EDSR correspondantes,
On suppose également que :

]P)_ps fgéetf (t7Y;‘/7Zt)§f.(t7};;57Z,t>
Alors P—ps. Vte[0,T] Y, <Y,

Preuve. La preuve s’effectue par linéairité.
On cherche une équation satisfaite par :

S, =Y, Y, E,=2,—Zet (=& —¢.
So=CH+ [T (F (90 2) = f (5,72, 2)) ds— [} Eaw,.
On découpe 'accroissement des f en trois morceaux en écrivant : :
P sVl =f (s¥au2) = (sYeZ) =] (s.¥e2)
+ (s.Y02) = ] (5,75, 2))
+f (5.0 Z) = f (s.Y5, Zs).
On pose :

J(sYa2) =1 (570 2)
5,

siUg #£ 0.

ag =

a, =0 s1 non.
telle que a, est a valeurs réelles.
Pour définir b ou b est un vecteur(coulonne)dimension d.
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On pose :

f. (87}/:972;_1>_f. (57}/;7Z§)
Ei

s

b = si VI 0.

b: =0 si non.

Puisque f est lipschitz ,ces deux processus sont progessivement musu-
rables et bornés.
Avec ces notatiojns on a :

T
S, —¢ +/ (4,5, + b By + C.) ds — / BV,
t t
OuCy=f (5,Ys,2) = f (5,Ys,2s).
Par hypotheése on a ( > 0 et Cy > 0.

Utilisant la formule pour les EDSR linéaires on a pour ¢ € [0,7]] :

T
S, =I''E (gPT + / C,I'yds \ ]—"t) .
t

Avec :

t 1 t t
I'; = exp (/ by dWy — 5/ \bs\2ds + / asds> pour Vt €[0,7].
0 0 0

Cette formule montre que :
S, >0,ie, P—ps., Vte[0,T], Y, <Y,

D’aprés cette théoréme et les propriétés suivantes :
Pour tout n > K,

[fu (8, Y5, Z)| < K (1 + Y| +|Z]).
fn(s,Ys, Zs) /* est croissante.
V(t,Y, Z) 9 fn (37}/;725) S fn+1 (87}/87 Zs) S hn (S,Y;, Zs) .

Ona: Vn+l1>n>K, U >Y"™'>Y" dtxdP—ps. m
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Lemme 2.4 1[I existe une constante A qui dépent de K, T, (52) telle que :

vn > K Y < A fl27] < AU < A V]| < A

Preuve. On applique la formule d’Ito & e ]th :
d|Y;")? = e |V 2 dt + 2¢°t [Y"| dY; + (et |Y;|?) dt.
= ae® |V [P dt + 2 |Y, | [—f (¢, Z0) dt + Z"dW,]
+eot || Z1||? dt.
= ae® |V [P dt — 2 |V [f (6, Y7, Z7) dt] + 2e°t |Y;"| ZmdW,
+eo || 2| dt.

On intégré entre t et T' on obtient :

T
emurf+/“wwwmﬁw
t
T
=T | + / e (—a Y2+ 2|V f (5,Y™,Z7)) ds
t

T
= [ 2e vzl 2zl aw.
t
Et comme f est :
fn (87YSaZS) S K(l + |}/:9| + |ZS|) °
Y, fu(s,Ys, Z) < KY, (1+|Y)| +|Zs|) = KY,, + KY? + KY, |Z,] .
22, | 2y2 , b
On a:2a <a*)\ +vet2ab§a)\ +v.
2Y,, fn(s,Ys, Z,) <2KY, +2KY? + 2KY, | Z,] .
Y2 72
oY, fo(s,Ys, Z,) < K2\* + A—’; + K2Y2\% + ? +2KY?

On prend A =1et A = 2.

Z2
2Y, fu(s,Ys, Z) < K*+ Y2+ 2K°Y? + - 2KY?
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Z2
2Y, fn(s,Ys, Zs) < (142K +2K?) Y2 + K* 4+ ==,

2
T
et Y2 1 / e |1 20| ds
t
T Z2
=eT|¢)” + / e (—a VPP 4+ (142K +2K?) Y2 + K2 + 75) ds
t

T
- / 20 Y| Z7dW.
t
T
v [ e |z ds
t
2

T 2
Z
_eo‘T]£|2+/ e ((—a—|—1+2K+2K2)Yn2+K2+—5>ds
t

T
- [ 2 vz aw.
t

t 2 1 T 2
YIS [ ezl ds
2./
T
= e |¢|? +/ e ((—a+1+2K +2K*)Y? + K?)ds
t
T
—/ 2% |Y| ZdW,.
t

On pose : o« = 1 + 2K + 2K?2.

+ 2 1 T 2 T 2 T 2
eI+ 5 [ e Z2Tds = e [+ | e K ds
t t

T
- / 2¢°s |Y| ZndW,.
t

On prend I'espérance :

32



1 T
B e ) + 58 | [ ez as).
t

T T
=E [eaT\§|2+/ eo‘sKst} -E [/ 2e* |V ||Z§|]st} : (2.4)
t t

Pour t = 0,
T T
E [/ e ||Z§||2ds} < 2E [e°T |¢|?] + 2E [/ eaSKst]
0 0
T
~28 | [ 2o 2z v
0

T
La martingale locale { / e Y| Z2| dWS} est une martingale nulle en
0

T T
E U e HZQHst} < 2E [e°T |¢[*] + 2E [/ ea5K2ds].
0 0

E UOTeas ||Z§||2ds} < 2E [[eaT €] + KQ/OTeasds} : (2.5)

Revenant a l'inégalité (2.4), les inégalités BDG fournissent :

1 T
B [ sup e mﬂ +3E U 0 HZ?HQdS]
0

0<t<T

T T
:]E{eaT|§|2+/ eaSKst}—E[/ 2eaS|Y;”|||Z§||dWS}.
t t

T
E [ sup e* ]3@”\21 <E {eaT €7 +/ eaSKst}
0

0<t<T

1
2

T
~cw| [ e prfizitas
0

D’autre part :
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1
T 2
o | [ e yrp iz as)
0

T 7
sup e 2| ([ ezt as) .
0<t<T 0

1 9 02 T N
< §E sup e** |Y|"| + —E e || Z2||" ds]| .
0

0<t<T 2

< CE

Il vient alors :

T
E [ sup et \Y;"F} < 2E [eaT 1£|? +/ eO‘SKst}
0

0<t<T
T
+C°E [/ e ||z ds} :
0

T
B [ sup et mn\?} +E [/ 0 HZ;‘Hst}
0

0<t<T
T
< 2E {eO‘T €2 +/ easKst]
0
T
+2C*E [[eaT €] + KQ/ e‘”ds}
0

T
+2 {[eaT €] +K2/ easds} .
0

T
B [ sup e mﬂ +E U 0 Hzgu%zs}
0

0<t<T

T
< (242CH)E [eO‘T €] +/ easz(?ds} :
0

< (2+202) [eaTE €2 + K2 <£ - 1)] .
(0] (6]

Lemme 2.5 {Y;"}, 1 est une suite de Cauchy dans SZ(R).
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Preuve. P—p.s., pour tout ¢ € [0, 7] la suite (Y;"), est croissante et majorée
par U, donc (Y;*), converge dans R vert Y;, de plus, on a, P — p.s., pour tout
t:

sup |Y;"| < max (|V;X],|U4]) .
n>K

et ce magerant appartient a S?(R).
Le théoréme de convergence dominée implique la convergence de Y;" vert
Y dans S*(R) =m

Lemme 2.6 La suite {(Y;", Z{')},c/o.q) est une suite de Cauchy dans B.

Preuve. On utilise La formule d’It6 a I'inégalité, avec les notations usuelles,
sim>n> K,
pour tout ¢ € [0,7] :

T T
OV [ ds <2 [ VIS (5, Y22 — £ (Y220 s
t t

T
+2/ 0Ys 6 Z,dW.
t

En particulier, pour ¢ = 0, on obtient :

T T
B[ r&zﬁdsszE[/ |6Ys||fm<s71@m,zgn>—fn<s,w,zz>|ds].
0 0

Les inégalités BDG fournissent pour ), universelle :

T
E{Sup |6Yt|2—|—/ |(5ZS|2d8:|
0

<0t<T

T
<C.E [/ |6Ys||fm<s,Y;",Z;”>—fn<s,w,zs>rds].
0

L inégalité de Holder entraine, notant ||.|| la norme dans SZ2.

T
E[sup |6Yt|2+/ |5Zs|2ds}
0

<0t<T

1
2

T
< vl (B [ 17 ws37 22~ £ o (s, 2 20 s

t
On utilise 'accroissance linéaire de la suite f ,, et le résultat de lemme 3 :
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E UT o (8, Y Z0) = [ (s,n”,Z:>|2ds]

T
=E / |K(1+!Ys’”|+|Z§”|)—K(1+|Ys"|+|Z§|)|2dS}'
0

T
—B | [ KK |2 K K ] - |z

r pT
—E / K|)@m—}§”|+K|Z§1—Z§|2ds]
LJ O

T
—E / |K |6Y,] + K|5Zs|\2ds} _
0

r pT
_E / K2]6§§”]2+K2\5Z§\2+K\5Y5"|\6Z§L|ds}.
L/ O
T
< K?E V 0Y"]* + |5Zg|2ds] .
0

sup B[ 71 5.V Z0) = £ (s, Y0 20 ds]

m>n>K

< KB [supeion 0¥ + J 1022 ds] .

T
<2K2(2+CHE [eO‘T HE +/ €aSK2d8:| < 400.
0

11 existe C' dépend de K, T, E (&) telle que pour tout m >n > K,
16Zs]|* < 2C |13

donc (Z™) est une suite de Cauchy dans M?(RY).
On résulte que (Y™, Z™) est une suite de Cauchy converge dans
B? = (S*(R) x M?*(R%)). m

36



Preuve du théoréme

Notons (Y, Z) la limite de la suite (Y, Z") dans l'espace de Banach B?
on veut passer a la limite terme & terme dans I’équation :

T T
Y;"ZS—F/ fn(s, Y Z0)ds —I—/ ZrdWs, 0<t<T (2.6)
¢ ¢

Pour tout m > n > Konay, <Y, <UdeplusY, — Y dans
S2(R),dt @ dP — p.s.

donc :

sup |Y,| est dt ® dP intégrable.
n>K

Puisque Z,, — Z dans M%(R?) ,dt @ dP — p.s.

et sup |Z,| est dt ® dP integrable.
n>K

Comme l'intégrale stochastique est continue ;

On a:
T T
/ ZMdW —/ Z AW,
t t

Pour cela notons :
T T
/ Z0dWs — / ZdW
¢ t

P—p.s.
sup — 0.

t€[0,T]

E| sup |v7 - Vi* +

0<t<T

|

Il reste & étudié la convergence du terme absolument continu.
D’apres la propriété 4. de la suite f,, :

On déduit que : f ,, (s, Y, Z) —  f (s,Ys, Zs) dt — p.s.

n—-4oo

et |fu(s, Y Z0) < K <1 + sup |V}"| + sup !Zt"|> eL([0,77,dt).
n>K n>K
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T
E ‘/;Tfn(s,}/sn,Zg)dS_/ f (87KS7ZS)dS
t

sup
t€[0,T]

T
<TE {/ f o (s,Ym, Z) — f @,ys,zsms] .
0

Donc uniformément sur ¢.

T T
/ fo(s, Y2, ZM)ds — / f(s,Y,, Z,) ds dans M2,
¢ ¢

n—-+00

Passant a la limite sur (2.6) lorsque n — +00.
On obtient :

T T
Y}ZE—I—/ f (s,Ys, Zs)ds +/ Z dW5.
t t
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Chapitre 3

Equations différentielles
stochastiques rétrogrades avec
coeflicient localement
Lipschitzien

Depuis le résultat d’existence et d’unicité de EDSR. établir par Doux
et Peng (1990), il y a quelque travaux on essayé d’affaiblir la condition de
Lipschitz du coefficient.

Dans ce chapitre on étend les résultats de I'existence et 'unicité d’EDSR
multidimensionnelles & coefficient localement Lipschitz et condition terminale
carré intégrable.

On étudié 'existence et I'unicité comme stabilité de solution, on va établir
I’existence et I'unicité si le coefficient f est localement Lipschitz dans les deux
variables (y et z) et que le constant Lipschitz Ly dans la boule B(O, N) par
exemple Ly = O(y/(LogN)) donc EDSR a été une unique solution.

3.1 Notations, hypothéses et définitions

Soit (2, F,P) un espace de probabilité complet et (W;) (¢t € [0,1])
un processus definir dans cet espace.
Soit (F, t € [0,1]) la filtration naturelle de (W;) et & une variable
aléatoire (F;) mesurable d-dimensionnelle carré integrable.
Soit f définit sur R, x Q x R? x R¥" 3 valeur dans R? telle que :
pour tout (Y, Z) € RY x R>" f(t,w,Y, Z) est F; progressivement mesu-
rables.
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On considére ’EDSR suivant :

1 1
Yt=§+/ f(s,YS,Zs)ds—/ ZdW,, 0<t<1. (3.1)
t t

Définition 3.1 Soit (B2, ||.||) l’espace de Banach ot B? [’ensemble des pro-
cessus (Y, Z) de Ry x Q a valeur dans R? x R¥>" telle que :

1
(Y. Z)|I” = E( sup |v;[* +/0 |Zs| ds < +o0).

0<t<1

On considére les hypothéses suivantes :
H,) f est continue en (Y, Z) pour tout (t,w).
H,) Il existe deux constantes M > 0 et o € [0, 1], telle que :

If (6w, Y, Z)| < MQA+|Y|"+|2]%) P—ps. YVte[01].
H3) Pour tout N € N, il existe une constante Ly > 0 telle que :
ftwY,Z)— f (t,w,Y,Z)‘ <Ly (‘ Y—Y‘ +( Z—Z) ).
P—ps. Vtel01].

et VY,V,Z 7 telle que : [Y]| < N, ‘Y’ < N,|Z| <N,

Z‘ < N.
H,) Il existe une constante L > 0 telle que :
ftwY,Z)— f (t,du,Y,Z)’ < L(‘Y—Y‘ n ’Z—Z’).

P—ps. Vtel0,1].

Quand les htpotheéses (H;) et (Hs) sont satisfaites on peut définir une
famille de semi-normes (p,,(f))nen par :

p(f) =B [ sup |f (s,Y,2)ds)"2.

[Y],|Z|<n

On désigne par Lipr,. (respectivement Lip) I'ensemble des fonctions f
vérifiant (Hs) (resp(Hy)) et par Liproc o 'ensemble des fonctions qui vérifiées
I’hypotheses (Hy), (Hy).
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3.2 EDSR avec coefficient localement Lipschit-
zien

Théoréme 3.2 Soit f € Liprocq et & une variable aléatoire carré intégrable
(B¢ < +00).

Supposons en plus qu’il existe une constante positive L telle que Ly =
L ++/Tog N alors ’EDSR (3.1) admet une solution unique.

Le corollaire suivant donne une condition faible sur Ly dans le cas ot
f est uniformement Lipschitzien en Z et localement Lipschitzien en Y.

Corollaire 3.3 Soit (H, ), (Hz) sont satisfaites et & est un variable aléatoire
carré intégrable.

Posons que f est uniformément Lipschitz en Z et localement Lipschitzien
en'Y.

On disigné par Ly un constant localement & f donc l'equation (3.1) ad-
mette une unique solution si Ly < L +log N ou L un constant positif.

On besoint les lemmes sutvants pour preuvé le théoréme et la corollaire.

Lemme 3.4 a) Soit (Y,Z) une solution de l’équation (3.1) si f satisfaite
Uhypothése (Hy) alors il existe une constante positive K = K (M, &) dépen-
dant seulement de M et de E (£) telle que :

1
pour tout t € [0,1],E ([Y;|*) < K et]E/ 1Z,* ds < K.
0

b) Soit £,,&, deux variables aléatoires d-dimensionnelle carré intégrables
sont F; mesurables

Soient f1, f2 telle que fi satisfaisant (H,), (Hz) et (H3) et fo satisfaisant
(Hl) et (HQ)

Soit (Y1, Z1) (resp (Ya, Z3)) solution de 'EDSR, (3.1) (f1,&;) (resp (f2,€5))

alors pour tout N > 1 :
! 2 ! 2 12
/12— 2 ans s onee) sl - e (s [ 32|
t t

(3.2)
et
By -vf) < |Ble-&f + Txak (7 - ) (3.3)
N
K (M, ¢ ¢
L% N,f(l_i))]exp[m_t)(ﬁv_l)}
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Ou K (M, 51,52) est une constante dépend de M, <‘§1‘2> et <|§2|2> .

Preuve. On a |z|* <1+ |z| pour tout « € [0, 1].

1) L’assertion (a) s’ensuite de la formule d’It6, I'hypothése (Hs), Lemme
de Gronwall et 'inégalité de BDG donc on a :

f(&Y, Z2) < M1+ Y]"+]2]%)
<M@A+1+|Y][+1+1Z2))
<M@B+I|Y|+1Z])
<3M+ M |Y|+ M |Z|

Alors :
Y f&Y, 2) <Y (3M+M Y|+ M |Z]).

<SM |[Y|+M|YP+M|Y||Z].

1
Utilisons le fait que pour € = 1 puis 2; ab < — a® + eb?.
£

Y| |f (Y, 2)] <9+ MY+ i)Y P2V +2M2 Y P+ 1| 2)
<OHAM2Y P +|Y P+ 527
|2

On applique la formule d’It6 & |Y;|” pour obtenir :

dY, 2 = 2|V [—f (t,Y,2Z)dt + Z,dW,] + | Z,| dt.

Intégrant entre t et 1 donc :

1 1
52—|Yt|2:2/ —]YSHf(s,Ys,Zs)\ds—i—Q/ yY;HZS|dWS+j;1\ZSFds.
t t
1 1 1
mr2+/ 122 ds = 52+2/ IYst(s,Y;,Zs)!ds—?/ Y. |Z.] W,
t t t

1 1 1
Y2+ / Z[Pds < €24 / (04 (1+4M2) |V[? + 1 |Z.P) ds—2 / Y12, AW
t t t
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Donc :

1 1 1
]Yf,]2+§/ | Z|? ds < !§|2+/ (9+ (1 +4M?) |Y|2) ds—2/ \Ys| | Zs| dWs.
t t

t

1 1 1
]5/2]24—5/ 1 Z,|? ds < ]5\2—1-/ 9+ (1 +4M?) \Y\2ds—2/ \Ys| | Zs| dWs.
t t

t

1 1 1 1 1
my2+§/ \Zsyzds§]§\2+/ 9ds+(1+4M2)/ ]Y]2ds—2/ Vi |24 dW.
t t t t

Prenant ’espérance

1 1
E|Y;|2+§E/ Z,)* ds < E (|¢]*)+E (/ 9ds) (14 4M>)E (/ Y| ds>

t t

1
—{215/ mHZS\dWS]
t
1 1
< [E(|§|2)+E/ 9ds]+[1+4M2]E/ Y, |? ds.

t t

D’apreés le Lemme de Gronwall :

2 1 ! 2 2 ! 2
E Y| +§E 1Zs|"ds < |E (|¢]°) + E [ 9ds|.exp[l+4M?][1 —¢].

t t

Pourt =0:

[ 12,7 ds < 2 [(B(|¢?) +9)] exp (1 + 4M?).

1
Donc : / 1 Z,|>ds < K (€, M).
t

Ou K une constante dépend de & et M.

Revenant a l'inégalité :

E[Yi|? + E/ \Z? ds < B () + </19ds)
+(14+4MY)E (/ v ds) {21@/ |Y||Z\dW]



Les inégalités BDG fournissent avec -C universelle- :

E < [E|¢? + 9] exp(dM? + 1)

1
c [E( [ e |Zs|2ds>1/2] .
t
— (/ 2 ds)
tGOl
/ 17, ds.

sup |Yt|2
t€(0,1]

D’autre part :
1
CE [(/ Y, |? |ZS|2ds)1/2] <CE
t

1
< -E | sup [Vi|?

te[0,1]

(\V]

Il vient alors :

E | sup |Yi[*| < [[E[¢)? +9] exp(4M? + 1)] +
te(0,1]
1 CQ 1
+2E | sup |Yi]*| + —E/ | Z,|? ds.
2 te[0,1] 2

1
E | sup [Yi*| <2[[B|&f + 9] exp(4M? + 1)] +C2E/ | Z,|* ds.
t

_te[o,l]

E | sup |Yi]*| <2[[E|¢° + 9] exp(4M? + 1))

_te[o,l}
+2C2 [(E (|€]%) +9)] exp (1 + 4M?).
2 [[BI€)* + 9] exp(4M? + 1) [2+ C (M)]] .
E | sup [Vi]*| <2[1+C(M)][E[¢]? + 9] exp(4M? +1).
t€(0,1]
Donc : E | sup |Vi[*| < K (M,€).
te(0,1]
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2) Pour démontré I'inégalité (3.2) On utilise la formule d’Ito6 et I'inégalité
de Schwarz, avec la formule d’Itd en obtient :

1
- [ iz -z
t
9 1
el +2/ Y- Y2 [f1 (s, Y2, 20) — 12 (s, Y2, 22)]
t

1
- / Y- Y22} — 22w,
t

On prend I'espérance :
1

BIY, - Y +E [ |21~ 22 ds
t

1
—BI¢ - P 2B [ Y V21 YL 2D - £ YR 2D ds
t
On a d’apres Schwarz :

B [t 21 (2 R 22 s

1/2

(/ vl —v2)? ds)
1 1/2

(/ \nl—Yfﬁds)
t

1
xE [/ (BM + |Y1| + | Z1] + 3M + |Yo| + |Zz|)2d8:|
t

ey ([ m-vra)]
Donc :

1

E/[ |7} - 72%d

| 17z as

K (M,¢,¢)

1 1/2
IE|i/v |f1(87Y9172;>_f2(‘97}/;27252)‘26&5} :
t

1/2

1/2

1 1/2
Blet - &' +B (/ v, —Yﬁf) ] -
t
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Pour démontré I'inégalité (3.3) on utilise la formule d’It6
On a:

1
|Yf—Yf|2+/ 2! — 72 ds =
t
9 1
eyl +2/ Y2 - Y2||f (s, YL, ZY) — f 2 (s, Y2, Z2)| ds
t

1
2 v - v2l12 -z aw,
t
Soit B une ensemble positive .

Pour N > 1 donnée, soit Ly la constante de Lipschitz de f dans la boule
B(0,N).
On pose :

Ay = {(s.)s VP + 120+ V2 + |22 = N2}
A]C\} = Q/AN

Prenant ’espérance dans ’equation précédente,
On déduire que :

1
EJY; - V2P +E/ 20— 72 ds
t

1

SE‘§1_§2|2+ 2E/ |Y;l_){e2||f1(87Y;17Z;)_f2(87}/32aZs2)|d8‘
t

) 1

<Bl¢' - P+ BB/ ! -V ds

t
1 ! 1 1 71 2 2 72\2
+§E \ f (S,YS,ZS)—f (3’}/;7Z5> ds.

1
<El¢' - & + B2E/ Yl =2 ds
t

1 ! 2
e RS A AR R P Al PR
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1 1
+§E/t 1 2 (s, Y820 = [ 2(5, Y2, Z2)1P] % xagds.

1
<Ble - ¢+ BB [ v2-v2Pds
t
2M ! 11« 1(12
+§Et (T4 Y+ 12H)" x x4, ds
M ! 2|1 a\2
Et (14 V2" 4+ |Z2")" x x4, ds

)

1 1
+§E/; “fl (57}/’517Z;) _fl <S7}/;27Z§)+f1 (57}/;2’Z3)

12 (5, Y2, Z2)| % xagds.

<El¢' - &+ B ['|v} - Y2 ds

n GME/l (1+|Y1|2a+|21]2a 2120 9,20

e P 1ZE V2P 22 xay ds
2 1

B [ 172 2 = 1 2 2D g

2 1
+§El |:’f 1 (8,}/;27 Zg) - f 2 (871/;27 ZS2)|2:| X XA%dS'

1
<l o [ v
t

1
—|—6ME 1+ ’Yl 2c Zl 200 212cx 212a
el M ZHT YA+ |22 )XAN ds

2 1
+§E/ 1 (8, Y2, 22) = £ (,Y2, Z2)[ ds
t
B2

2 1
s [ (V2= Y2412 - Z2) s
t
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On utilise I'inégalité de Holder et I'inégalité de Chebychev et le Lemme
(3.4 — a) pour :

1 1 2
EE/t 1f (s, Y ZY) = £2 (s, Y2, Z2)] xay ds

6 M
<
D

1
B[ (2410412 + V20 4122 xa s
t

1/a @
ds) )

1
<cle(([ e+ iz e+ iz
t

xE ((/jljﬁ‘”ds)la)] .

1
<C [K (M, &, &%) x m}

Ou K (M, 51,52) est une constante dépende de M, E |§1|2 B |52|2.
Alors :

2 1 2
BV = Y2+ B [, |2 - 22 ds

2L3%
smﬁ—ﬁf+<W+»Bﬁ)Eﬁu?—ﬁF@

2 K (M, ' €% 2L3 1 2
b (o e e ) B e N R 7 2P as

2
N

= 1 et s’ensuite de la formule de Gronwall

Si on choisit B telle que
que, pour t € [0,1] :

2
Y, - Y2 < {E\si—si’\ +

K (M, ¢, &%
L%\f N 2(1-a)

] exp[(2L2+1) (1 —t)]. m
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Lemme 3.5 Soit f une fonction satisfaisant les hypothéses (Hy) et (Hy)
alors il existe une suite de fonction (f,) telle que :
i) a) Pour tout n, f, € Lip,.

b) Pour toutn :

sup | f (tw,Y, Z)| < |f (£, Y, Z2)| < M (1 + Y| +|Z]%)

P—p.s. Pp. tel01].

1) Pour chaque N, py (fn — f) — 0, quand n — oo.

Preuve. Soit 1), une suite de fonctions régulieres telle que :
0 <4, (x) <1

¥, () =1 x < n.
{ Y, (r)=0. z>n+1.

On définie appliquation f, par f, (t,Y,2) = f (t,Y,Z2) ¢, (Y) ¢, (Z).
Donc :

i)-a) Pour chaque n :

| fu(8Y.Z2) | <[f (Y. Z )¢, (Y)Y, (Z)]
<|f @Y. Z) |
<M((1+|Y "+ Z]Y).

-b) Pour tout n :

Sup f (6, 2)| = | t.0.Y, 2)sups (V) sups, (2).

< (Lw. Y. 2) < MA+|Y] *+12]°) B - psppt e 0,1,

ii) Pour chaque NV :

. 1/2
Lim B [ sw [ fi(twY.2)~ f (bwY.2)] s
n—+00 0 |Y||Z|<N
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1 1/2
SLimE</O sup \f(t,w,KZ)l/Jn(Y)wn(Z)—f(tw,Y,Z)!?dS) -

Y| Z|<N

1 1/2
< Lz’mE(/ sup  |f (t,w,Y,Z)— f (t,w,Y,Z)|2ds> .
0

Y||z|<N

Lemme 3.6 Soient [ et & satisfaisants les hypothéses du théoréme (3.2).
Soit f,, une suite de processus associe a f par lemme (3.5).

On note (Y™, Z™) la solution de léquation (3.1)(f,) alors il existe une
constante k = K (M, &) dépend seulement de M et B |€)* telle que :

a) supE (]Yt"\Q) < K.

1
b) supE/ |z ds < K.
n 0

La démonstration de ce Lemme est comme la démonstration de lemme
(3.4-a).
Preuve. On a |z|* < 1+ |z| pour tout « € [0, 1].

1) L’assertion (a) s’ensuite de la formule d’It6, I'hypotheése (Hs), Lemme
de Gronwall et I'inégalité de BDG donc on a :

|f (Y, Z)[ < M1+ [Y["+[Z]%)
<MQA+1+Y|+1+1Z2])
<M@B+Y|+1Z|)
<3M+M|Y|+M|Z|.

Alors :
2V [f @Y, 2)| <2[Y[ (3M + M Y[+ M |Z])
< 6M |Y|+2M |Y)* +2M |Y]|Z].
o7 . . 1 2 2
Utilisons le fait que pour € = 1 puis 2; 2ab < — a® + €b”.
€
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2V [f (Y, 2)] <9+ MY + 1M [Y [ + [V " + 202 [Y [* + 5| Z)°
<QHAM2 Y+ Y )P+ 3127

On applique la formule d’Ito & |Yt”|2 pour obtenir :

A1V = 2|V [=f o (&Y, Z7) dt + Z7dW] + | 27| dt.

Intégrant entre t et 1 donc :

1 1 1
e[y =2 / YU (5, Y, Z0)| dst2 / Yo |22 AWt / 20 ds.
t t t
1 1 1
YRt / 2P ds = €42 / Yo If (5, Y0, Z0)) ds—2 / Y| |20 AW
t t t

1 1 1

Yo / 1202 ds < 4 / (0 (1+4M2) Yo +1|Z0P) ds—2 / Yo |22 d,
t t t

Donc :

1 1 1
Yo / 2o ds < |€P+ / (04 (1+402) [Y2) ds—2 / ¥l | 20| dw,.
t t t
1 1 1
Yo / Znp ds < |¢P+ / 04 (1 + 4M2) |[Y2? ds—2 / Yo |22 W,
t t t

1 1 1 1
YL / 20 ds < Jet / Ods (1 + 4M?) / Y2 ds—2 / Y| |28 aw,
t t t t

Prenant 1’espérance :
1 1 1
E |Yt”|2+%E/ 127 ds < B (|¢]°)+E (/ 9ds)+(1 +4M*E </ |YS”|2ds>
t t t
1
- [ wrizzaw].
t
1 1
< [E(W)HE/ 9ds]+[1+4M2]E/ Y ds.
t t

D’apres le Lemme de Gronwall :
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1 1
E|Y;”|2—|—%E/ 127 ds < [E (|§|2)+E/ 9d8:| cexp [1+4M?|[1 —1¢].
¢ t

Pour t =0 :
/01 1Z22ds < 2 [(E (|€]*) +9)] exp (1 + 4M?).
Donc :

[ 1z as < e,

Ou K une constante dépend de & et M.
revenant a l'inégalité :

1 1 1
E |Yt”|2+%E/ 127 ds < B (|¢°)+E (/ 9ds)+(1 +4M>)E (/ |YS”|2ds)
t t t
1
[ [ iz
t

les inégalités BDG fournissent avec -C universelle- :

E | sup |Y;"|?

te[0,1]

< [BI¢f* + 9] exp(4M? + 1)

1
v (B[ 2z dsy ]
0

D’autre part :

1/2

{/ Y. |22 ds) 1/2} <CE

1
sup |Y;"| (/ |Z§|2ds>
te(0,1] 0

—l——E/ |27 ds.

< ZE | sup [V

t€0,1]

N

Il vient alors :

E | sup [V"|”

< HE \5]2 + 9] exp(4M? + 1)}
te(0,1]
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1 9 02 1 )
+=E | sup [Y"| + =E [ |Z}|"ds.
2 e 2 Jo
E | sup [Y7"|*| <2[[E¢]* + 9] exp(4M? +1)]
te(0,1]
1
+C2E/ |27 ds.
0
E | sup [Y/°| <2[[E¢” + 9] exp(4M? + 1)]+2C2 [(E (|¢]*) +9)] exp (1 + 4M?)
te[0,1]
+2C2 [(E (I€]°) +9)] exp (1 +4M?).
< 2[[El¢] + 9] exp(4M?* +1) 2+ C (M)]] .
E | sup [Y/°| <2[1+C(M)][EE]> + 9] exp(4M? +1).
te(0,1]
Donc :
E|sup |[Y/[| <K (ME). m
te€(0,1]

Lemme 3.7 Soient f et & comme dans la théoréme (3.2)
Soit (f,) une suite de fonction associée a f d’aprés lemme(3.5) et on note

par (Y™, Z™) la solution de l’équation (3.1)(fn,§) alors il existe une processus
(Y, Z) € B? telle que :

Lim [|(Y",2") — (Y, Z)|| = 0.
Preuve. Pour un calcul plus simple on suppose que L = 0;
remarquons que pour tout n > N + 1,
Fo(6,Y,2) = fo (tYZ)’ < Ly (’Y—Y‘ + (Z— ZD .
dans la boule B(0, V).
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1)Supposant premiérement que Ly < /(1 — «)logN et comme dans

le lemme (3.4) on pose :

(Yl,Zl,f 1751) — (Yn,Zn,fn,£> ,(YQ,ZQ,f2,£2) — (Ym,Zm,fm,é)-

U v —ym? ds] 2].

2 n =~ Jm K Ma
E|Y;n_ytm|2 S H:p (fL?V f )+N2(5_a)§)?vi|

/]Z” Zm%ds < K (M, €)

exp [(2L3 + 1) (1 —t)]|.
Passant a la limite en n, m et N successivement :

0w ym2 P o= 1) +0°(f = fm) K (M, ¢)
Lim B[ =[] < H (1 —a)logN N2(1-2) (1 — a)log N.

n—-+o0o

exp [((2(1 = a)log N) +1) (1 = 1)]].

On démontre que (Y™, Z™) est une suite de Cauchy dans ’espace de Ba-
nach (B, ||.||) .
2) Supposons maintenant que Ly < +/log N.

Soit § un nombre strictement positif telle que § > 1—a et soit [t;, t;41]
une subdivision de [0, 1] telle que |t;11 — ;| < 9.

On applique lemme (3.4) dans tous les sens-intervalles [¢;,t;11]. =
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Preuve du théoréme (3.2) :

L’unicité
Soit (Y1, Z1, f, &) et (Y2, Z2, f,€) deux solutions de EDSR d’apres la
formule d’It6 que :

1 1
B|lavif + [ 18z Pas| =28 | [ avII7 7,20 - (52, 27 as].
t t

Pour N > 1;
Ona: Ay i= {(s,0); [VI[ + V2 + |21 + 122 = N*}, G = /Ay,

1
puisque ab < B?a? + ﬁbz pour chaque B # 0 alors :

1
E[|AY,)’] +E [/ ]AZS|2ds}
t

B2E/ |AY,[? ds + o / [ (.Y, ZY) = £ (s, Y2, Z2)|* X agds.

Et comme la preuve du lemme (3.4).b. on a :

E [|AY;[] +EU |AZ|d} K (M 2L2 /|AZ|ds

B2N2(1 @)
L?v) /1 2
E[ |AY,ds.
B> )",

—+<B2+

Telle que : o (f—f)=0.
E|§—¢[=0.
2
= 1 et utilisant lemme de Gronwall :

K (M,§)
QL?VN2(1—a) :

2L%
On choisit B telle que [

E[|AY;°] < (2L§V+1)E/ |AY,|* ds +
t

K (M,¢§)
— 2L2 N2(1-a)

K (M,¢)
2L2 N2(1 )

E AV < exp 2% +1].

Efo IAZ,|? ds exp [2L% + 1].
et ceci applique 'unicité.
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L’existence de la solution
Puisque la suite (Y™, Z") est de Cauchy donc converge dans B?.
D’apres lemme (3.7) il existe (Y, Z) € B? telle que :

(Y™, Z") — (Y, Z)|| — 0 quand n — +o0.
On a donc : Lim E < sup |Y] — Y|2) = 0.

n—+00 0<s<1

LimE [ |Zr — Z* = 0.

n—-+o0o

Maintenant on va prouver que :
1 1
/ fn (s, Y Z™)ds converge vers / f(s,Ys, Zs) ds en probabilité.
t t

Soit N > 0, Ly le constant Lipschitz de f dans la boule B (0, N).
On pose : Ay := {(s,w); Y| + |22 + [Vi]* + | Z,]> > N?}
et A% = Q/AN

On utilise lemme (3.6) et lemme de Fatou, on trouve :

1 1
B[ f (V020 ds— [ f (5.2 ds
¢ ¢
1 1 1
SE{/ fn(s,y;n’Z;‘)ds—/fn(s,Ys,ZS)ds—l—/fn(s,Y;,Zs)ds
t t t
1
—/ f(s,YS,ZS)ds} )
t
1 1
E/ fn(s,Ys”,Zg)ds—/f(s,Ys,Zs)ds
t t
1
SIE’/ |fn (87)/87ZS) _f(sai/S7Zs)|dS
t
1
SB[ 152 (5.2, 20) — (Ve ) g s
t

1
E / o (5,Y2 20 — fo (5, Yo, Z)| xads.
t
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1
E/ o (5,7, Z) — f (5, Yo Z)| ds
t

1 1
SE/ sup |fn(s,Y,Z)—f(s,Y,Z)|ds+LNE/ Y — Y| ds
0 0

Y||Z|<N
1 1
+LNE/ Zn — 7, ds +E/ o (5,Y2, Z0) = fu (5, Yo Z0)| xads.
0 t
On a:

1
E / o (8.5, Z0) — fo (5, Y, Z,)] X ds
t

1 1 1/2
<5 (\fn<s,Yf,Zz>—fn<s,n,zs>\2>”2xE( / XAN) ds.
t t

COMLE _ KM
(N2 =N

Ou K (M, &) est une constante dépend sauf de M et E (|¢]).
D’apres lemme (3.5)(ii) ;
Pour chaque N,

pN(fnf) _>O’ n — oo.

Donc :

1
LimE/ sup | fn(s,Y,Z)— f(s,Y,Z)|ds — 0.
0

noteo YllZ|<N

On prouve que :

n—-+00

1 1
LimE/ |YS”—}Q,|ds+E/ 70 — Z,|ds = 0.
0 0
On a:
1

1
LimE/ |Z7 — Zs| ds = 0 puisque LzInE/ |z — Z,|>ds = 0.
0 e Jo

n—-+00

n—-+o00

1

Pour démontré que : Lim ]E/ Y — Y| ds = 0.
0

On utilise :
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sup [V - Yi[?
Y| Z|<N

[LimE

n—-+o0o

= 0] , lemme (3.6) ( sup B|Y"? < K) :

IY]lZ|<N

lemme de Fatou et théoréme de convergence dominé de Lebesgue :

1
Lim E/ Y — Y| ds
0

n—-+4o0o

< Lim E/ 1Y — Yol Xxpo,1yds-
R

n—-+o0o

< LimE | sup |st_Ys|2/X[01}d3 :
n—+oo  |1y||z|<N R
1 2
< LimB |5 sup [V —Yi|* +2 (/ X[01}d3> '
n—too | 2y z/<N R+
1 2
< Lim =E| sup [Y*—-Y,*+ Lim (/ X[o 1}ds) :
nTrees [zl notoo \Jre

Preuve de Corollaire (3.3)

Pour a = 1 le probléme sera étudié comme le cas classic pour a < 1,
posons L = 0.
Soit L une constante uniformément Lipschitz de f sur le variable
aléatoire Z.
pour N > 0, soit Ly une constante Lipschitz sur Y de f dans la boule

B(0,N)
On définie :
A = L) Y2+ 12017+ Y+ 120 =2 N2}
et ANG = Q/AY .
Avec la formule d’It6 on a :

1
E (Y, — Y;m|2) + E/ \Z» — 7™ ds = I (n,m) + Iy (n,m) + I3 (n, m)
t

+I4 (nv m)
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1
I (n.m) = 2E / Y2 = Yo (5, Y Z0) — f (5, Y2, 20 X ds
¢ n,m
1
I (n.m) = 2E / Y Y| (5,0 Z0) — F (s, Y 7)) g ds
¢ n,m
1
[3 (nvm) - 2E/ D/sn - Ysm| |f(87}/;m7Z;n) - fm (S7)fsm=Zsm)| XzN ds
¢ n,m

1
I, (n.m) = 2E / Y2 = Y [ fa (.Y Z2) — fo (5.7 20y ard.
t ,

On va estimer successivement [q, Iy, I3 et I,.
Soit Bi, B, deux constantes strictement positives.

(2)I; (n,m) < 2B2E/ Yr —ym?ds

/ |fo (8, Y, Z8) — f(8, Y Z8) | xov ds.

1
2
< 232E/ Yr — Y™ |2 ds + 5aPn (fn = f)
t

2 1
T / (e =Y ds+ |23 = 20F) ds.

IN

1
E/ YR YmRds 4 g (fu— f).
t

1
(3)1y (n,m) < ]E/t 21y = Y| L1220 = 20+ D [V =Y gy ds.

1
<B[ Vi -vmvijz -z
t
+ 2Ly [YP = Y] 1gn ds.

nm

<E [ |BLY? =Y 1
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L
+ 55 120 — Zm? 4+ 2Ly [V — Y|P Lyv | ds.
1 \
< E/ (B%L + 2LN> Y =Y 1w ds.
t n,m
L
Lo mp2
+E/t o |20 = 2y ds.
1
(4) I (n,m) < 2B2E/ Y — Y2 ds
t
9 1
‘I—?E/t |f (37}/;7”7 Z;n) — fm (3’ ym, Z;n)| 122],md8'
1 ) )
<2 [ V=Y Pds e (= )
9 1
+§]E/ (IYm = Y|P ds + |20 — 2% ds.
t

1
SE/ YO Y Rds 4 0 (f— )
t

1
)i (n.m) <28 [ [[vr =¥ /Tag,,
4 ] An,m
1 (8 Y2, Z2) = o (.Y 20| /T ds.
1
= aQE/ Y=Y Lay, ds
| ,
1 ! 2
FB (a5 Y2 Z0) = (5, Y, 20 Ly ds.
o ‘ ’
1
= aQE/ Yo=Y Lay, ds
t ,

6M ! n|2a n|2a m|2a m|2a
t— B[ (L4 Y+ 227+ Y2+ 1207) 1ay, ds.
t
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1 K(M,¢)

<a2E/ Y7 = VP Ly s+ g

Ou K (M,€) est une constante dépend de M et E ]f\
On choisit B2 = L et a® = 2Ly.
Alors on utilise (2), (3), (4), (5) et lemme de Granwall pour obtenir :

K (M,¢§)

E[Yr—Ym? < [P?v(fn—f)ﬂLp?v(fm—f)ﬂLm

1
+2LNE / Y2 =Y 1ay ds
) ,

(2LN+L2+2 / Y = Y s,
Donc :

B[V — Y < [p%v<fn—f>+p%v<fm—f>+ K (1,¢) }

QLNNZ(lfa)
exp (2Ly) - exp <2LN +12+ 2) :

Passons a la limite premiérement en n, m et aprés en N et on utilisant
I'inégalité du Burkholder Davis Gundy :

, K (M, §)
Lim B | sup Y7 = Y[*| < | Lim g% (fu = f) + p& (fn — ’
LBl s | < B =D+ = )+ sy
exp (2 (log N)) - exp (2(10gN)—|—L2+2>.
K (M,¢)
E Y=Y P < | (fn — ’
W ¥ [ e+ gy
exp (2 (log N)) - exp (2(10gN)+L2+2>-
K (M, §)
n 2 < — !
| = YT S | Fi b Un = D)% 5 g ) o

exp (2 (log N)) - exp (2 (log N) + I + 2) :
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K (M, §)

E <
- {2 (log N) N2(-a)

sup Y — Y™

o<t<1

} exp (2 (log N))-exp <2 (log N) 4 L* + 2) :

Lim E

n _ ym|2
Lim B sup [V~ ¥

0<t<1

=0.

méme chose de Banach (B2, ||.|) .

3.3 Stabilité de la solution

Dans cette partie on va étudier la stabilité de la résultat pour le
solution avec les hypothéeses de (f, &)
*si f,, converge vers f dans espace métrique défini avec la semi-norme

(on)

* ¢, converge vers & dans L% (Q)

Alors (Y™, Z™) converge vers (Y, Z) en (B, ||.||) .

Soit f,, une suite de fonctionF; progressivement mesurable pour tout
n.

Soit &, une suite de variable aléatoire F; mesurable pour tout n,

E¢, > < oo

Pour tout n 'EDSR (3.1) correspondant avec les données ( f,,, €,,) n’ad-
mettes pas une unique solution chaque solution de I’équation (3.1) (f,,,§,,) on
dénote par (Y™, Z™).

On suppose les hypothéses suivantes :
Hj : pour chaque N, py (fn — f) — 0,n — oc.
Hy:E(|¢, - §|2) — 0 quand n — oo.

Hj : il existe deux constantes M > 0 et « € [0, 1] telle que :

sup | fo (t,w,Y, Z)| S M (1+[Y[* +[Z]") P—p.s. P—pt e 0,1].

Théoréme 3.8 Soient f et & satisfaisantes l'hypothése du théoréme 1
Supposons Hs,Hy et Hy sont satisfaites alors (Y, Z,) converges vers (Y, Z)
dans l’espace (B2, |.]]) .

62



Preuve. Pour a = 1, le résultat est classique.
On passe a la limite pour n — +o00.
. . n 1
Lim B ( sup [} — th) < Lim [E & =&l + oA (fa = f)
n—-—+od N

n—+o0 tef0,1]

K (M, &, ¢
+ (L2 )] exp [2L% +1].
N
K (M, &
LimE | sup |V —Y*| < Lim ( 3 &9 exp [2L% +1].
n——+o0o t€[0,1] n—+oo L N

K (M, ¢)
E( sup [Y"-Y|?| < —~" > oxp[2L? +1].
(te[og]h t|>_ Tog N p| ]

On passe a la limite pour N — +o0.

202 +1].
N—+o00 tE[O,l} - N—+o00 log N eXp [ + ]

K (M
Lim E <sup |Yt”—Y;|2) < Lim KM, ¢§)
=0.

et
1

Lim E/ 20— 7, ds < Lim k(M,€",€) [BIE! — &,
t n—-+0oo

n—-+oo
1 1/2
+ (E/ |YS"—YS|2ds) ] :
t

Lim B ['|Z" — Z,]*ds = 0.

N—-+o0

Nous avons étudiés le cas o < 1.
Appliquant lemme (3.4) a :

(YL 20 1 8) = (Y™, 27, fa, €7,
(YzaZ27f27€> = (Y7Z?f7£)

et on passe a la limite successivement en n, N pour obtenir le théoréme

On a:
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Lim Lim E (sup |Y;”—Yt|2)

N—+toon—-+o00 te[0,1]

1
< Lim Lim |B|&) — &2+ ——p% (fu —
< im_Lim [BI! - &+ (o=

N —-+oon—-+oo

KM, £, 9
logN N 2(l-a)

] exp [2L* 4+ 1].

K (M, )

. n_ 2 < . 2
NIL%TOOE <t21[?)?1} |Y; Yi’ ) a NL_Z’TwlogN N 2(1l-a) P [QL * 1] .
et

Lim Lim B ['|Z" — Z," ds
N —+oon—+00

< Lim Limk(M,£",¢)

N —+oon——+0o00

1 1/2
Ble — e, + (E/ m“—m?ds) ] .
t

1
Lim E/ |Z" — Z)*ds =0. m
t

N—+oc0
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Chapitre 4

EDSR avec coefficient
discontinu

Le théoréme de comparaison joue un role trés important dans beaucoup
travaux par exemple le travail de Pardoux et Peng (1990) qui sont les pre-
miers étudient 'existence et 'unicité de ’'EDSR non linéaire avec quelque
conditions sur g et £, méme Lepletier et San Martin (1997) ont démontré
Pexistence de la solution de 'TEDSR dans le cas ot le génératreur est continu
et & croissance linéaire, Kobylanski (2000) a démontré 'existence et 1'unicité
dans le cas ol g est continu et & croissance quadratique en z avec condition
terminale bornée.

Aussi Guangyan a étudié I'existence de la solution de 'EDSR a une di-
mension dans le cas ou g (le générateur) soit discontinue en y et vérifie les
conditions suivantes :

H;) ¢(¢, ., 2) est continue & gauche, et g(t,y,.) est continue.

H,) il existe une constante positive A, telle que :
l9(t,y, 2)] < A(ly[ + ||z[] +- 1) pour tout y, z,t € [0,T].

Hs) il existe une fonction continue K (x) définie en Rt qui satisfaite
|K(z)] < Alx| pour tout x € R ot A est une constante positive telle que
pour tout :

U1 23/2 GR,tE [O,T],Zl,ZQ GRd.

ona:g(t,y,z)— gty 2) > K@y — vy, 21 — 22).

65



4.1 Préliminaire

On considére ’EDSR de 1 dimension comme suivant :

T T
Vime+ [ gl vizyds— [ zaw.ie .
t t

Telle que (Wt)te[o 7 €st un mouvement Brownien de d-dimension défini sur

Iespace complet <Q, F, (]:t)te[o,T] ,]P’) ou <~7:t)te[0,T] est la filtration naturelle
avec Fy = o {Wy, s <t}.

g : la fonction génératrice de Q x [0, T] x R x R? dans R.
T : le temps terminal et £ la variable aléatoire a valeur dans R, F;-adaptée.
Soit P l’ensemble de o tribu dans © x [0, 7] contient les ensembles F-
progressivement mesurables.
Soit M37 un ensemble des processus, P-mesurable,
V= (Vi)iep.r) @ valeur dans R telle que :

T
E [/ |V8|2ds} < 0.
0

et soit S? I'ensemble des processus continus, P-mesurable V' = (V}) te[0.7]
a valeur dans R telle que :

E | sup |Vi]*| < 0.

t€[0,T]

la solution de 'EDSR (g, T, &) est le processus (Y, Z) = (Y, Zt)te[o,T} P-
mesurable a valeur dans R x R telle que :

(V. 7) € 52 x M.

T (4.1)
Y, =&+ g(s,Ys, Zs)ds — ZdWs, t € [0,T].
t ¢
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Lemme 4.1 Soit K (z) une fonction continue définie sur R*™, qui satisfai-
sant |K (z)| < Alx| pour chaque x € R*4avec A est une constante positive.
On considére '’EDSR suivante :

T T
Vimgr [ (K(W.Z)+0)ds~ [ ZaWatepT). (42

ou & € L*(Q, Fr,P) et 0, € M*(R), alors :
i) EDSR (4.2) admet une solution (Y,Z) € S? x M?2.
ii) Pour chaque solution (Y, Z) de (4.2), s > 0 et £ > 0 implique que :
Y; > 0P —p.s.pour te€[0,T].
Preuve. i) Comme K est continue et |K (z)| < A |z| donc :

I’EDSR (4.2) admet au moins une solution ( Lepetier et San Martin, 1997)

ii) Soient les EDSR suivantes :
T T
v, :§+/ (—A|Y} = A|ZY]) ds —/ ZydW,, t € [0,T].  (4.3)
t t

Y2=¢+4 /T (—A|Y2| = Al|Z2||) ds — /T Z2dW,,t € [0,T].  (4.4)
t t

Chaque équation admet une solution dans S? X M3.

D’apres le théoreme de comparaison (El Karoui et al, 1997) on a que :
P — p.s. pour tout t < T,V > Y? =0.

Alors :
P — p.s. pour tout t < T,Y; > Y.

On utilise la méthode de Lepeltier-San Martin.

On défini la suite des fonctions :

K, ()= inf {K(u)+ (n+A)|z—ul},neN.

ucR1+d
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Ces fonctions sont définies pour tout n > 0 et vérifient :

k) |, (X)] < Ala].
ki) [Ky (X1) = K, (V)] < (n 4+ A) [ Xy =Y.
ki) K, < Ky

kiv)si X, — X, alors, K,,(X,) — K(X).

n—-4o00 n—-4o0o
pour X, X1,Y; € Rt

D’apres (kp) et (kj1).On conclut que pour chaque n, il existe une unique
solution & I’équation suivante :

T T
veme [ 0nzn 0ds— [ zaw @)
¢ t
Pour t € [0,T],n=1,2,...

Avec les resultats sur les EDSR ou le coefficient est lipschitz, 1’équation
(4.5) (n=1,2,...) admet une unique solution (respectivement), la solution
(Y™, Z"),cn de 'équation (4.5) converge vers la solution minimale (Y, Z) de
(4.2) (comme dans le travaille de Lipleter et San Martin 1997).

Par le théoréme de comparaison (Peng 1992, El Karoui et al 1997) pour
chaque entier positif n > 0

On a :
vy >y,
avec (Y1, Z1) est la solution de (4.3) donc :
P—p.s.pourt <T,

Y, >YV!>V2=0. m
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4.2 Existence de la solution

On considére la suite des ’EDSR comme suivant :

T T
vemer [ (Al - a2l - Ayas— [ Zaw.

et
Vit [ [ 2 e K (V- Y Zi- 2] ds [ Ziaw
t t
(4.7)
oni=1,2, ..
Pour i = 1,2, ... 'existence de la solution de (4.7) est garantie d’aprés

Lemme(4.1).

Dans ce qui suit on considére une solution minimale (Xi, Zi) .
On a une autre EDSR :

— T —
Yf:§+/t (A)YS

T
+A||ng+A)ds_/ Z20aW..  (48)
t

D’apres les résultats sur des EDSR avec coefficient Lipschitz les EDSR
(4.6) et (4.8) admettent des solutions uniques, on les notes par(Y°, Z°) et

(70, Z 0) respectivement.
Pour ces solutions on a les propriétés suivantes :
Lemme 4.2 Sous les hypothéses Hy— Hs les propriétés suivantes sont vérifiées
1) Pour chaque entier positif i :
YI<Y!<Y"H P —ps.pourt <T.
2) Pour chaque entier positif i :

Y? < ?S,IP’ —p.s.pourt <T.
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Preuve. 1) On preuve que Y < Y! de (4.6) et (4.8), on a :

T T
zi—z?—/t (K (Y- Y%, 2 — 2% + Al ds_/t (2! — 2% aw,.

Ou A im g (570 20) + A7) 4 4[122] + 4
d’aprés Hs, on a :

g(s70.20) 2 -4 ]?2) —A||Z9 - A+ A \?2

+A|| 22| + A.
Donc Al > 0.

et
T

E [ |ALfds —E/ g+ AY|+A||Z|| + A ds.
0

T
:E/ (2A[Y] + 24 ||Z]| + 24)? ds.
0

T
< E/ 3 (442 Y ° + 442\ Z|° + 4A2) ds.
0
< +o0.
Donc : Al € M? (R).
On applique le lemme (4.1) on a : Y) < Y.
On pose que Y:™' <Y et on démontre que :
Yy <yi
de 'EDSR (4.7) on a :

T T
Y-y, = / (K (Y =Y5, 20 = Z3) + A ds‘/t (27" = Z,) .

Ou Al i=g (s, Y, 20) —g (s, YT Z0) - K (Yo - Y 20 - Z71).
D’aprés Hy et Hs on a A%t > 0 et AL € M?(R) donc :
yi <y,
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2) On démontre que Y < 7(2,2' =0,1,...

a) Premiérement on a Y < 7?, I'EDSR (4.6) et (4.8) donnent que :
Voot [ (AT AN 22+ ALYS A2+ 24) s
t

T —
—/ (20— Z2) aw,.
t
On a le terme drift > 0 et la valeur terminale = 0.
Donc : 71? > Y

b) De (4.7) et (4.8) on a :

T
Vi-Yi= [ A2+ A2+ Ao (s Y0 2)
T —
“K (Y1 =Y, 2 - 2%) ds] —/ (20— 2%) aw,.
t
T

:/ <_A

t

V.-l - Al|Z0 - 21| + 6}) ds

0= AV, - Y]

+A 2 = Z,||[+ A2 |+ A|| 22|+ A=g (s, X3, Z2)
~K(Yi-Y2,Z,—Z)).
>g(s,Y3,2)) —g(s,Y0,2)) - K (Y -Y9, 2, - 7))
de Hy et H3 on a :

0. >0et 0 € M?(R).
D’apres le théoréme de comparaison (Peng 1992, Elkaroui et Al 1997) on

Yl <Y,
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On pose que Y < ?S et on démontre ?g >yt

De I’équation (4.7) et (4.8) on a :

30 i+1 g Eval i+1
Yt _Xt - / (_A’Ys _Xs
t

A 20— 2| + 01 ds

T
_ / (20— Z*1) aw,.
t
Ou

Ot = A|V) - Y|+ 4120 - 2|+ AT + 4|20 + A

—g (s, Y. 2,) = K (Y7 =Y, 2 = Z)) .
>g(s Y ZM) —g (s X0, Z) - K (Y7 =YL, 2 - Z)).
> 0.
D’apres le théoréme de comparaison (de Peng 1992, El Karoui et Al 1997).
On a: yitt < 73.

Lemme (4.2) implique que la suite de solution minimale des équations
(4.6) et (4.7) est croissante admette une borne supérieur de la solution de(4.8)
telle que :

Yi<yi<yitt < 7?,]? —p.s.pouri =12 ..ett<T. (4.9)

Théoréme 4.3 Sous les hypothéses H, — Hs les solutions {(K;,Zi)}zl de
léquation (4.7) converge dans S* X M3 vers (Y, Z) qui est la solution de
léquation (4.1).

Preuve. L’inégalité (4.9) implique que (X’) converge vers Y dans S? et

1EN*

suplE [ sup }XHQ] <E { sup {X?ﬂ +E { sup {Xgﬂ < +00.

i 0<t<T 0<t<T 0<t<T
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Appliquons la formule d’It6 a |V ’2 ona:

T
Bl = B (2 -2 (o (i 2)

+K (YT Yzt - Z1))] dt.

En suite, on a :
T ) 9
B[ |z
0
< 21E/ Vit (¢ (Y3, Z0) + K (Vi = Y4, 20 = Z0)) dt + B¢
0

T
<C+ gE/ (12" + |Zi]") at.
0
Ou :
T
C = B¢ +2E/ ([¥i[* + AJyi™| + Afs3A+ 2 [v3 ) at.
0

Donc implique que :

SupEfOT HZ;szt < 00.

Ou la quantité
U =g (LY. 2,) + K (T =YL, 2 - Z)

Sont uniformément bornées dans M?.

T
Soit Cy = Sup]E/ Wi dt.

( 0
On applique la formule d’It6 a |Xf - Y1 | on a:

T T
E|yT —x:?ﬁ@/ 127 — zi|* ds = JE/ 2 (Y - YI) (WE - 1) ds
t t
2 T 2 T
E|Yy - Y| +E/ 12¢ - 21| dSSE/ 2]y = Y[ |wf] + [wi]) ds
t t

P 2 g P 2 ! P 2 2
E|Yy - Y| +E/t 127 = Zi||" ds < 4Gy {E/O Y, - Y| ds] :
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Donc (Z’) est une suite de Cauchy converge vers Z, dans M3.

iEN*

passons a la limite quand ¢ — oo dans ’équation (4.7) on obtient :

T T
Xt = 5 _|_ / g (SJX,s?Zs) ds - / stWS‘
t t

finalement (Y, Z,) est la solution de 1’équation (4.1). m

Remarque 4.4 D’aprés le théoréme (3) on voit qu’il existe une solution de
I’EDSR (4.1) sur les hypothéses Hy— Hs, mais la solution de l’équation (4.1)
n’est pas unique par exemple ’EDSR suivante :

T T
Yt:/ 1(1/,5)ds—/ Z,dW,. (4.10)
t t

Ou
lsiY >0
1Y) = 0s1Y <0 °
On note que ’équation (4.10) satisfaisant Hy— Hs pour chaque ¢ € [0,T],
(Y, Z) = (max (¢ — ¢,0),0).
Donc la solution de (4.10) n'est pas unique.

Remarque 4.5 FEn particulier,
sig(t,Y,Z)=g1(t,Y)+ g2 (t, Z) la condition lipschitz en Z est peut
relaxe et que gy continue en Z
donc dans cet cas [’hypothése Hz peut remplacer par la condition suivante :
- Il existe une fonction continue K () définie dans R telle que pour tout
Yi>Y,eRt€[0,T] ona:
(Y1) — g(t,Ys) > K (Yi—Ya) et |K (2)] < Ala| pour chaque
x e R.
On peut écrire l’équation (4.6) comme suite :

T T
Yi=¢+ / [90 (5. Y1) + K (Y= Y1) + g5 (s, Z)] ds — / Z,dW..
¢ t

ot g5 (t, Z) 92 (8, ) + (i + A) | Z — w]].

= inf
ucQd?
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dans Lepeltier et San Martin 1997 on note que :

1- ¢4 est non décroissante en i.

2- g4 lipschitzien continue en Z avec i constante.
3oz (8, 2) < A(]Z] + 1)

4- si 7' — Z, alors g5 (t, Z") — go (t, Z) quand i — o0.

En utilisant la condition de Lipschitz , la croissance linéaire de g,la pro-
priété (4) et les preuves similaires d’aprés Lepeltier et San Martin 1997 ce
n’est difficile de noté que on peut obtenir le méme résultat comme le théo-
réme(4.3) .

Remarque 4.6 L’équation (4.6) indique que la suite des solutions de l'équa-
tion (4.7) soit décroissante

- Siil y a un processus (Y°, Z°) € S? x M2, telle que la solution (Y',Z")
de ’équation :

T T

Y =5+/ 9 (5,2, Z2) +K<Xi—z2,zi—z‘3)}ds—/ ZydW,.

t t

satisfaisant que Xg < th, alors la suite (Xi,zi)
Y, 2)

ou (Y, Z) est la solution de (4.1).

- Si Hy est remplacée par la condition suivante :

Hy: g(t,., z) est continue a gauche et g (t,y,.) est continue.

On peut obtenir qu’il existe un autre résultat, dans ce cas on considére
l’équation suivante :

i=1...00 CONVETGE VETS

T T
veer [ o(sVih 2 -k (V- 2 2 as- [ Ziaw,
t NVRTY
pour v =0,1...
évidemment, pour tout entier © non négative, l’équation admette la der-
niére solution respectivement.
Lepeltier et San Martin 1997, on prend comme solution maximale dénotée

par <7i, Zi)

=0
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Nous donnons le résultat suivant :
Corollaire 7 :

Sous les hypotheses H;, Hy et Hs et en supposons que <7i, ZZ) sont
=0
des solutions de ’équation (4.11)
alors : - L,
i) Y7 g?f <Y,<Y,P—pspouri=01,.et<T
ii) (?,Zi) converge vers (Y, Z) dans S? x M7 ou (Y,Z) est une
i=0

solution de I’équation (4.1).
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Annexe A

Outils du calcul stochastique

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue

Théoréme A.1 Soit (X,,),~, une suite de variables aléatoire convergeant
p.s vers X -

Supposons qu’il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que | X, | <
Y alors X est intégrable et E[| X, — X|] — 0 quand n — +o0.

Lemme de Fatou

Lemme A.2 Soit (X,),., une suite de variables aléatoire réelles positives
alors

/ lim inf X,,dY < lim inf [ X, dY

Décomposition de Doob Meyer

Théoréme A.3 Soit X une sous-martingale relativement a F,; telle que la
famille { X1, T temps d’arrét borné} est uniformement intégrable, il existe
une (F;) martingale My et un processus croissant (F;) adapté A telle que;
Xy = M; + A; pour tout t >0
de plus M et A sont uniques & constante additive prés

Lemme de Gronwal

Lemme A.4 Soit T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée telle
que ;

g(t) <a+b s g(s)ds. pour toutt <T

ot a et b sont des constantes positives alors,

g (t) < aePt pour tout t <T
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Théoréme de comparaison

Théoréme A.5 Soit {W;,t >0} un mouvement brounien réel, by,by et o
trois fonctions globalement lipschitziennes, x1 > xo deux réels.

On considere les deur EDS Xi = X; + [1 by (X!)ds + [, o (X)) dW's pour
i=1,2...

supposons que by (x) > by (x) pour tout x € R alors,

x; > x? p.s. pour tout t >0

Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Théoréme A.6 Soit p > 0 un réel, il existe deux constantes c, et C, telles
que : pour toute martingale locale continue X nulle en zéro.

B [(X, X)’f] <E [sup |Xt|p} < O [(X, X>§/2} .

>0

Théoréme de représentation des martingales

Théoréme A.7 Soit M une martingale (ca d lag) de carré intégrable pour la
filtration (F}* )te[O,T] alors il existe un unique processus <Ht)te[0,T} appartenant
a M? (RY) telle que;

P —p.s¥t € [0,T] My = My + [, HdW.,.

L’inégalité de Cauchy Schwarz
Soient X et Y deux variables aléatoires de L? on a;

[ XYds < ([ X2ds)""? ([ Y2ds)"?.
L’inégalité de Holder
p>1g>1 4 Lo pxvas < () xvds)' ([ veds)Ve.
p q

L’inégalité de Chebychev
Soit X variable aléatoire

p(X >e)< E(;() :

Formule d’Ito6
C’est la formule centrale du calcul stochastique
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Théoréme A.8 Soit g (t,z) :[0,00] x R® — RF une fonction C'*?

g(t,x) = (gl (t,x),...q (t,x)p) :
alors, le processus Y (t) = (Y1 (t),..YP(t)) = g (t, X;) est un pro-
cessus d’Ito qui satisfait
dy* () =" %(t X)dXUr%(t X;)dt
=1 afL’Z o t (975 o
g,

1 o
oy IR (4 X)) d (X, X
+2 Zz,]:l 81’181‘] ( ) t) < ) >t
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Conclusion

L’étude des équations différentielles stochastiques rétrogrades est trés im-
portante, pour cela nous avons étudiés les résultats d’existences de 'EDSR
unidimensionnel dans le cas ou le générateur soit :

- Continu en y et accroissance linéaire.

- f est discontinu en y et continu en z.

On démontre aussi le théoréme d’existence et d’unicité de 'EDSR multi-
dimensionnelle ou le générateur f est localement lipschitz.

En générale des nombreux travaux sur ’étude de 'EDSR qui détermine
I’existence et 'unicité de la solution sur des conditions minimales.
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