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Introduction

Les ondelettes sont considérées comme un domaine trés vaste en mathématiques.
Il a beaucoup d’applications réussies, surtout dans le traitement du signal et images nu-
mériques. Il y a deux déférentes méthodes d’introduire la transformée en ondelettes, une
fagon qui consideére les ondelettes comme fonctions de base pour 'espace L2(R), cela veut
dire que chaque fonction dans I'espace L?(R) peut étre décomposée d'une fagon unique
en termes de la base des ondelettes, les coefficients de cette décomposition sont classifiés
en deux catégories : la partie des basses fréquences qui décrit la moyenne des propriétés
locales de la fonction, et la partie des hautes fréquences représente les différences locales.
Il est bien connu que I'approximation par les ondelettes (i.e tronquer les coefficients de
haute fréquence) peut approximer les fonctions régulieres d’une maniére efficace, a travers
la sélection d’une base d’ondelettes et a travers la concentration d’énergie dans les basses

fréquences.

Par exemple, dans différentes études de R. R. Coifman et Y. Meyer, P. G. Lemarié (9,
24), les ondelettes sont adoptées comme une alternative a ’analyse de Fourier, conduisant
au développement de nouveaux types d’ondelettes qui générent une base orthonormale pour
I’espace des fonctions intégrables carrées. Dans la littérature, plusieurs bases d’ondelettes
ont été proposées. R. R. Coifman et Y. Meyer, S. Mallat (9, 26) ont développés un nouveau
concept pour concevoir la fonction d’échelle des ondelettes appelée analyse multirésolution
en établissant des liens avec différentes méthodes utilisées dans d’autres domaines. Dans
une autre étude, une nouvelle famille de bases d’ondelettes orthogonales & support compact
de L?(R) a été proposée par 1. Daubechies (11), cette base explorée plus tard dans le

traitement du signal numérique a travers des bancs de filtres.

Dans la théorie d’approximation, grace a leurs caractéristiques de moment de fuite,
les ondelettes ont révélé de bons résultats en reproduisant des polyndémes avec des fonctions
d’échelle. C. Vonesh, T. Blu et M. Unser (38), proposérent une généralisation des ondelettes
de Daubechies orthonormées en maintenant les conditions suivantes : (i) support compact,
(ii) orthonormalité et (iii) symétrie. La principale différence avec la construction standard
réside dans le fait que les fonctions d’échelle de I'ondelette reproduisent un ensemble de

polyndomes exponentiels sous la forme P(t)e®, ou P(t) est un polyndome et « est un para-

iv



meétre complexe. Plus de détails sur les polyndémes exponentiels peuvent étre trouvés dans

les travaux de M. L. Mazure et K. Melkemi (29, 30).

Dans ce contexte, 1'objectif de cette thése est la construction d’une large famille
d’ondelettes non-stationnaires avec des propriétés spécifiques, et la sélection de la meilleure

base d’ondelettes qui s’adapte avec différentes applications.
Notre travail est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre en va donner les notions et les propriétés des ondelettes
stationnaires, dans laquelles sont introduites a travers ’analyse multirésolution standard
dans L? (R) . Et par la suite nous présentons les notions du symbole de la fonction d’onde-
lette, le symbole de la fonction d’échelle et le lien entre eux. Une étude sur les B—splines

et les bases d’ondelettes biorthogonales stationnaires sera donnée a la fin du ce chapitre.

Le deuxiéme chapitre traite la notion de I’analyse multirésolution non stationnaire
dans L? (R) ainsi des concepts sur les ondelettes non stationnaires, ensuite nous exposons
quelques définitions et quelques propriétés sur B—splines exponentielles. D’autre part, nous
présentons une méthode de construire une base d’ondelette orthogonale non stationnaire

basée sur les B—splines exponentielles.

Notre contribution apparait dans le troisiéme chapitre, o nous allons construire une
ondelette non stationnaire a travers de I’ensemble des solutions positives de I’équation de
Bézout sur U'interval [—1, 1], ensuite on va approximer cette solution par les polynomes de
Bernstein avec la conservation de sa positivité c’est dans le but d’appliquer la factorisation

spéctrale. Nous terminons ce chapitre par une application & la compréssion d’images.



I Analyse Multirésolution et Ondelettes Standards

Dans ce chapitre, nous allons présenter une définition d’une base d’ondelettes stan-
dards dans le cas orthogonale et le cas biorthogonales dans L? (R). Ensuite on va donner
les définitions du symbole de la fonction d’échelle et la fonction d’ondelette dans les deux

cas et le liens entre eux, on termine ce chapitre par des notions sur les B—splines.

1.1 Analyse Multirésolution stationnaire

Ce concept est dit & Stéphane Mallat(26) et Yves Meyer(31).

Définition 1 Soit V;, j € Z une suite des sous-espaces de L* (R). On dit que {Vi}iez est
une analyse multirésolution de L? (R) (AMR) si :

o V; C Vi,

* UjezV; = L* (R),

* NjezV; = {0},

o f(t)eVh <= f(2t) €V

e il existe une fonction ¢ (t) € Vo, avec [ (t)dt # 0, ¢ (t) s’appelle la fonction
R

d’échelle telle que lensemble {¢ (t — k)},c, est une base orthonarmale de Vp.

Convention 1 : 1) D’aprés la définition 1 on suppose que la fonction d’échelle ¢ ()

est une fonction réelle avec :

/<p(t) dt = V213 (0) = 1. (1.1)
R

~ . . R 1 )
O, p c’est la transformeée de Fourier de ¢, c’est-a-dire : ¢ (w) = \/27/80 (t) e~ ™“tdt.
TJR



2) L’espace Vjy de Haar engendré par les fonctions ¢ (t) est définie par

Vo = span{...p(t+1), o(t), ¢(t—1),..}NnL*[R)

span {p (t — k) }pey N L* (R)

e 1 est un sous-espace de L? (R).
e ¢ (t — k) sont linéairement indépendante.

3) L’espace de Haar V; est définie par

V; = span{...,go(th—i-l), <p(2jt), gp(th—l),...}OLQ(R)

= span {¢ (27t — k)}kez N L? (R)

1.2 Les fonctions ¢, (t)

Dans la suite nous développons les propriétés de ’analyse multirésolution, il est utile
de maintient ’analyse multirésolution de Haar alors que nous apprenons a propos de ces

propriétés. Nous commencons de définir les fonctions ¢, . (2).
Définition 2 Supposons que ¢ (t) est une fonction d’échelle de l’analyse multirésolution
{Vi}tjez de L? (R), pour k € Z, on définit les fonctions ¢, (t) par :
J
oir(t) =220 (2t — k) (1.2)

A partir de cette définition on introduire la proposition suivante

Proposition 3 Pour tout k € Z, ¢, ;. (t) € Vj et HQOJ-,,C (t)H =1.

Preuve. Soit k € Z, comme f (t) = ¢ (t — k) est une base de Vj il résulte d’aprés
la définition 1 que f(27t) € Vj, mais f(27t) = ¢ (27t — k) donc ¢, (t) € V;. Reste a

démontrer que H‘Pj,k (t)H = 1, comme {¢ (t — k)},cz est une base orthonormale pour Vj



donc on sait que |[¢ (¢)|| = 1 c’est & dire

o) =1 < / (0 (1) dt = 1

R

On pose t = 2/y — k = dt = 27y on trouve

j 2

[ey-n)za = e [leteey-p)| as

R
= /(tpj’k (t))th =1
R
finalement H‘Pj,k )| =1 =

Exemple 4 Déterminer le support des fonctions ¢; (t) dans les cas suivants et tracer la

courbe de la fonction ¢_o 4 (t) :

Solution 5 e Pourj =3,k =4 ona: g3 7 (t)=2v2p (8t —4), on sait que supp (¢ (t)) =

[0, 1] donc supp (@3 7 (1)) = [;, 2} .

e Pourj=—-2k=1ona:p_o (t)= 3¢ (5t — 1) on trouwve que supp (oo 1 () =
[4, 8].

e Pourj=—1,k=-2ona:p_; _,(t)= %g@ (3t +2) on trowve que supp (o1, o) =
[—4, —2].

e Pourj=5k=18 ona: s 15(t) = 4v/2¢ (32t — 18) on trouve que supp (¢5, 18 (1)) =
9 19
)

Le graphe de la fonction ¢_, 4 (¢) sur Fig 1.
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Fig 1 : La fonction ¢_5; (%)
Dans le cas génaral on a la proposition suivante :

Proposition 6 Soit ; . (t) la fonction définie dans (1.2) alors

— ko k+1
supp (90]‘, k (t)) = [2j7 23}
) k E+1
Preuve. Comme supp (¢ (t)) = [0, 1] on a: 0 < 2/t —k < 1 donc oY <t< 5

o Tk k1
d’ou supp (()Oj,k(t)) = |:2]7 2j:| . i
18 19 9 19
p le : s ) ==, = = |2, =2,
ar exempile : supp (905, 18 ( )) |:327 32:| |:16’ 32:|

Proposition 7 Supposons que f (t) et g (t) sont des fonctions de L* (R) et k, I, m € Z.

alors

(F=Fk), gt=0)=(f1), gt = (=)

et
(f@2"t—k), g@@"t—=1))=2""(f (@), gt —(—k))) (1.3)

Preuve. On a :

(- k), g(t—l)>=/f(t—k)g(t—l)dt

R



posons y =t — k = dt = dy donc :

[ra-ngt-na -
R

Reste de démontrer (1.3), on a :
(@ -k), 9@y = [ @M= Dg @ - D
R

éfféctuons le changement suivant : y = 2"t — k = dy = 2™dt trouvons

/f(y)g(y+k—l)2mdy — 2m/f(y)g(y—(l—k))dy
R R

= 27"(f(y), gy — (1 —k))).

Dans la proposition suivante on va montrer que I'ensemble {¢ (t — &)}, ., forme une

base orthonormale pour V.

Proposition 8 (' Base orthonormale de V; ) Supposons que {Vj}jez est une analyse
multirésolution de L*(R) avec les fonctions d’échelle o (t). supposons que j € Z avec

Jj # 0 alors l'ensemble S = {%’Jc (t)}kez est une base orthonormale de Vj.

Preuve. d’aprés la proposition 3 on a ¢, (t) € V; et ||¢;, (t)|| = 1. supposons

maintenant que k, [ € Z avec k # | et consédirons le produit scalaire

I J
(oin(®), wua0) = [220(@t-1) 220t - s
R
= ?/¢@%—@¢@%—Dﬁ (1.4)
R



on utilise (1.3) dans la proposition 7 on peut écrire (1.4) comme suite

(@i (), @51 (1) = f@ — (I =k))du = (¢ (u), ¢(u—(I—k))) mais on sait
que [ — k # 0 et comme cp( ) et ¢ (u — (I —k)) sont des éléments distincts de la base
orthonormal de Vg alors : (¢ (u), ¢ (u— (I—k))) = 0 donc (p; (t), ¢;; ( t)) =0 ce qui

prouve que S = {¢, (t) est orthonormale de V. Reste a démontere que S est une

Yrez
base de V; c’est a dire S engendre Vj et S linéairement indépandente. Soit f (¢) € V; donc

f (27t) € Vo, comme {¢ (¢t — k)} ., est une base orthonarmal de V; alors pour tout k € Z il

existe ai € R tel que f (2j t) = 3 app (t — k), remplacant ¢ par 2/¢, divisons et multiplions
keZ
| i
chaque terme par 22 on trouve f (f) = > k924 (27t —k) =Y
kez J ke I
L 2 22 .
V; est une combinaison linéaire des éléments de S d’ou S engendre V;. Montrons maintenant

ok () done f (1) €

que S est linéairement indépandente, soit

Z M (t) = 0= Z MePjk () @) (1) = 0
kEZ keZ
- E::Akj/¢hk @]nz()dtzzo
keZ %
g j{:‘xk<¢b, @]nz()> =0
keZ

pour m = k on obtient : A, = 0, donc S est libre. m

Dans le corollaire suivant on donne une représentation explicite de f (t) € V; dans la

base {gom (t)}kez;'
Corollaire 9 Supposons que f (t) € V; et

@)= cupjy (1), (1.5)

alors ¢, = (f (t), Pjk (1)) -



Preuve. On a
kEZ

mais

1, sik=m
<90j,k (t) ) 90]‘7m (t)> =

0, sinon,

il réulte alors que (f (t), ¢4 (t)) =c. m

1.8 L’équation de dilatation et résultats liés

Dans la proposition suivante on va montrer que la fonction d’échelle ¢ (t) satisfaite

I’équation de dilatation.

Proposition 10 Supposons que ¢ (t) la fonction d’échelle de l’analyse multirésolution

{Vi}ieg de L2 (R). Alors ¢ (t) satistaite Iéquation de dilatation suivante :
P (t)=V2) hpp(2t—k), (1.6)
kEZ
ou :

hk = <90 (t) y Pk (t>> ) (1'7)
on outre, pour @; (t) définie dans (1.2) on a :
w1 ()= Z hi—21p415 () - (1.8)
kezZ

Les coefficients hy, k € Z sont appelés les filtres d’échelle, généralement on note ce filtre

par h = (..., h_1, ho, hi,...).

Preuve. Comme V; sont emboités, on particulier Vy C V; donc si ¢ (t) € Vp alors

¢ (t) € V1, d’aprés le corollaire 9 on peut écrire ¢ (t) comme une combinaison linéaire des



éléments de la base {chk (t)}kez dans ce cas il existe des réels hy, k € Z tels que :

P (1) =D ey (B) = V2 hip (26— k),

keZ keZ

on sait que

b= (0 (1), rp () = V2 / o (1) (2 — ),
R

en remplacant dans (1.6) ¢ par 2/t — [ on obtient

e (2t—1) = V2) hpe(2(2t—1) — k)

keZ

= V2 hpp (27— (k+2D)), (1.9)

keZ

posons m = k + 2/ et multiplions (1.9) par 23 on obtient :

v j+1
2%<p (th — l) =@ () =2 2 Z R —21p (2j+1t — m) = Z hon—219j41.m () -
keZ keZ

Inversement, nous pouvons montrer dans la proposition suivante que si la fonction
d’échelle ¢ (t) satisfaite (1.6) alors les propriétés de l’analyse multirésolution sont satis-

faites.

Proposition 11 Supposons que V; = span {¢ (27t — k) C L?(R) et ¢ (t) € Vy vé-

}kGZ
rifiée U’équation de dilatation (1.6) alors V; C Vi1 et f(t) € Vo si, et seulement si,

f(27t) e V.

Preuve. Montrons que V; C Vj1, soit f (¢) € Vj, comme V; = span {np (2jt — k:) }keZ

on a

FO) =) arp (2t —Fk). (1.10)

kEZ



On utilise I’équation de dilaltation (1.6) on trouve

p(2t—k) = V2 mp(2(2t-1) k)

IEZ

= VB g (27— 2k 1), (1.11)

leZ
on substituer (1.11) dans (1.10) on obtient
F@O)=> ay (ﬁz hip (2741 — 2k — z)> =V2) (Z hip (27 — (1 + 2k))> ,
keZ leZ kEZ lez
maintenant en éffectuant le changement m = [ + 2k alors

Fi) = V2) <Z Bun—anep (22711 — m)) => (\/iz akhm_2k> @ (2711 —m)

keZ meZ mEZ kEZ

= Z PP (2j+1t — m) ou p,, = \/52 arhm—ok.

meZ keZ
Donc f (t) S ‘/}'+1. u

Quelques propriétés sur le filtre h sont données dans la proposition suivante.

Proposition 12 Supposons que {Vj}jez est une analyse multirésolution de L* (R) avec la

fonction d’échelle ¢ (t). Si les composantes du filtre h appartenent a R alors

(i) > he=V2
kEZ
(i1) Y hghg—2 = o, pour tout [ € Z
keZ
(iii) 3 h2 =1.
keZ

Preuve. (i) On a

P (t)=V2Y hpp(2t—k),

kEZ

donc

/so(t)dtz/ﬁz:hkcp(zt—k)dt.
R R

kEZ



On pose dans cette égalité y = 2t — k = dy = 2dt, et on sait que f ¢ (t)dt = 1, on obtient

/IZhW 1 — = th/ =1

keZ keZ
keZ
finalement
> = e
kEZ

(4i) De la relation (1.6) on a : ¢ (t) = v/2 3 hip (2t — k) on multiplier les deux cotés par
keZ
®p, (t) on trouve

pt)po (t) = V2D o2t —k) gy, (1)

keZ
— R/w(ml £ dt = /fkezzhw (2t — ) o, () dt
— R/@()SOOZ t) dt = kez;hk/w (2t — ) o, (t) dt
= R/ @ (t)pg, (t)dt = ;thR/%k ) ¢o, (t) dt
== / (t) po, (t) dt = th e1x ()5 Pou (1)),
keZ
R

d’aprés la proposition 10 on a

(Djp1n ), @i (1)) = hp_ar,

donc

/ (t) poy (B) dt = hihi_a,
R

kEZ

on distingue deux cas :

10



eSi:l=0alors [@(t) gy (t)dt = [ (t) ey (t)dt = o (4)||* = 1 donc la relation
R R

au dessus devienne comme suite

Z hihy_o = 1.

keZ

e Si: 1 # 0 alors la relation [ ¢ (t)pg; (t)dt = > hghg_g nous donne Y hyhy_o =
R ’ kez =,
(@00 (t), w0, (t)) =0.

(732) 11 suffit de prendre [ = 0 dans (ii) on obtient kZ:Z =1 m
€

1.4 Projéction dans l’espace V;

Définition 13 Soit f (t) € L? (R), la projéction de la fonction f(t) dans V; est définie

comme suite

Prj= Y (f®), ¢in () pjn (t). (1.12)

Comme les éspaces V; sont emboités, nous pouvons passer dans la proposition sui-

vante d’un espace d’approximation plus fin V41 & un espace plus grossier V;.

Proposition 14 Supposons que {Vj}jez est une analyse multirésolution de L? (R) avec la

fonction d’échelle ¢ (t) et fiy1(t) € Viq1 tels que

fit1 (t) = Z AEPjv1k (t). (1.13)

keZ
si fj (t) est la projéction de fji1 (t) dans V; alors
fi(t) = Zbl%’,l (t) = Z <Z akhk—zl> w1 (1), (1.14)
leZ l€Z \k€Z

ol hg, k € Z sont les filtres d’échelle définies dans la proposition 10.

Preuve. Commancant par I'écriture de la projéction de f;1 (t) dans V;, on a

fi(t) = Z (fi41 (1), i1 (t)) w1 (),

leZ

11



substituons (1.13) dans cette identification trouvons

fit) = Z <Z AkPj+1,k (t), Pl (t)> Pl (t)

l€Z \k€EZ

= ZZ% (i1 ), @0 (1)) @, (1),

1€Z kel
d’autre part d’aprés (1.8) on a

(Pjp1k @), @i (1) = <<Pj+1,k (t), th—2l¢j+1,m(f)>

meEZ

= Z hin-21®j1 (1) s Pjrm (8)) (1.15)

meZ
mais ;15 (t) et p;41,, () font partie d'une base orthonarmale pour V;11 donc

0; E#m

<80j+1,k (t), Pi+1,m (t)> =
1; k=m,

alors il y’a un seul terme non nul dans le cas o kK = m d’ou la relation (1.15) devienne

comme suite

(Pj1p (), 01 (t)) = hg—o.1 = hy_oy.

1.5 La fonction ondelette

Dans la suit on va donner quelques définitions et quelques propriétés sur les les

fonctions ondelettes et les espaces d’ondelettes générales.

Définition 15 Supposons que {Vj} . est une analyse multirésolution pour L? (R) avec

la fonction d’échelle ¢ (t), on définit la fonction ondelette ¢ (t) € Vi par :

61 =V2Y g (2t — k), (L.16)

kEZ

12



et la fonction ;. (t) € Vi1 par
Uy (6) = 250 (Pe— k), (1.17)
pour j, k € Z les filtres d’ondelette sont donnés par g ={...,9-1, 9o, g1,...} ou

ge= (-1 hi_p, ke (1.18)

La relation (1.18) sera démontrée dans la proposition 51.

Exemple 16 (La fonction ondelette de Haar)

Considérons la multirésolution de Haar (Fig 2).

L, 0<t«1
p(t)=
0; si non.
Phi(p) °
-2 -1 1 ] 1 1 3

e

Fig 2 : La fonction ¢ ().

13



V2

et le filtre h = (ho, h1) tel que hg = hy = - et hy = 0, ailleurs. D’aprés (1.16)

l'ondelette de Haar v (t) , (Fig3), peut s’écrire sous la forme :

P(t) = V2) gt —k)=v2) (1) higp (2t — k)

keZ kez
= V2 _(—1)0 0w (2t = 0) + (1) ha_1p (2t — 1)]

_ ﬁ(_hlga (2t) — hop (2t — 1))

= V2 \/gw(%)—\/;w(?t—l)],

donc

c’est a dire

0, ailleurs.

Beif) [

<
"

b

el
L3

o

i

]
p
g

Fig 3 : La fonction v (t) .

On particulier on a la définition suivante.

14
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Définition 17 Soit ¢ (t) la fonction ondelette de Haar définie dans (1.20), alors pour tout
Jk€Zona:i,(t)= 2%1# (27t — k).

Exemple 18 Déterminer le support des fonctions v;; (t) dans les cas suivants et tarcer

la courbe de la fonction 1_y 4 (t) :

Solution 19 e Pour j =1, k= —2 on a : 1 o (t) = V21 (2t + 2) et comme le support

de 1 (t) c’est [0, 1] donc supp (¢y,_5 (1)) = [—1, - ﬂ .

e Pourj=-2k=4o0na:9_,(t) = 31 (3t — 4) donc supp (¥_o4 (1)) = [16, 20].

e Pour j = 4, k = =5 on a : iy _5(t) = 4 (16t +5) donc supp (¥y_5(t)) =
) 1
4
Pour tracer le graphe de la fonctions ¢_, 4 (t) (Fig4) on a :
.
ok sil16 <t<18

1
VY_94(t) = —5 s 18 <t <20

0, ailleurs.

15



Psif-2.4yn ©°

ot

Fig 4 : La fonction 9 _5 4 (t) .

Dans le cas général on a :

J

22, 5i0<2t—k<4i

Yk () = J .
” 22 5i0<2t—k<1

0, ailleurs.

Proposition 20 (Support de v, (t) ) Soit ;. (t) la fonction ondelette définie dans

- k k
(1.17), done suppl(t; (0)) = {2— %1] |

Preuve. Comme le support de ¢ (t) c’est [0, 1] il est facile de vérifier que le support
E k+1
de d)j,k (t) est |:2_]’ 2—j:| .

Définition 21 (I’espace W;) L’espace des ondelette de Haar est l’espace W; définie par

W, = span{..¢ (27t+1), ¢ (2/t), ¢ (27t —1),..} N L*(R)

= span {w (th— k)}kez NL*(R),

16



ot, ¢ (t) est la fonction définie dans (1.20).

Exemple 22 Tracer les courbes des fonctions suivantes :
(@) fr(t) =205 1 () =69 o 1 (t) +4Y_y (1) € W_s.
O L= 5 (K (s k) € W,
On peut simplifier les fonction f; comme suit

=—4
fmw::¢<it+1)—3w<it—1>+2¢<it—2),

;

C’est-a-dire :
1, si —4<t< -2

—1,s1 —2<t<0

—3,s14<t<6

filt) = 3,si6<t<8

2,518 <t <10

—2,8i10<t < 12

0, ailleurs.

17



0 -

Fig 5 : La fonction f; ().

De méme maniére on trouve :

fo (t) = 169 (8t +4) — 99 (8t + 3) + 4¢p (8 +2) — b (8t +1).

Fig 6 : La fonction f (1) .

Proposition 23 (33)(Base orthonormée de Wj) Soit ;. (t) la fonction définie dans
(1.17) alors {1, (t)}kez est une base orthonormée de W;.

18



Proposition 24 (33)(Orthogonalité de ¢;, et 3, ,,) Pour tout j, k, I, m € Z avec | > j,

on a :

<90j,k (t) y wl,m (t)> =0.
Proposition 25 (Orthogonalité de V; et W;) Supposons que j, l € Z avec | > j. Alors V;
1W;.

Preuve. Soient f(t) € V; et g(t) € W, comme {(pj’k (t)}kez et {¥m (t)}meZ

forment des bases de V; et W, alors
t) = ch‘»@j,k (t) et g(t) = Z Ay m (1),
keZ mez
le produit entre f (t) et ¢ (t) donne

Fwg) = [fog@d- / S i () dthyn (1)
R

kEeZ meZ

- ZCkZd /@]k ¢lm()dt:0

k€eZ meZ R

Donc V; LW,. m

Proposition 26 (33) (L’ orthogonalité de v, ,, (t) & travers les niveaux) Soient j, k, I, m
des entiers, alors
1, sijg=letk=m
<1/}] k "‘M m ( )> =

0, ailleurs.

Proposition 27 Soient j, | € Z aves j # 1, alors W; LW].
Preuve. Similaire & la preuve de la proposition 25. m

Dans la proposition suivante on va voir comment s’écrit ¢, (t) et ¢, () en Vji1.

Proposition 28 Pour tout entiers j, k (k #0), @;, (t) s’écrit en Vi1 comme suit

V2 V2
ok t) = 5 P12k (t) + 5 PiH12k+1 (t), (1.21)

19



en particulier :

V3 V3

®iot) = 5ii10t) + 5911 (1) (1.22)
2 2

Proposition 29 (33) (Equation de dilatation de v, (t) et v (t)) Pour tout entiers j et

kona:
V2 V2
Vi) = 010k () = Q12641 () (1.23)
2 2
en particulier
V2 V2
Vio(t) = 5 Pi+1,0 (t) — 5 Pi+1 (). (1.24)

Proposition 30 (33) (Projéction des fonctions dans Vi1 en V;) Soit fiq1 € Viqr telle
que fit1(t) = Y am@;m, (t), alors la projéction de fj1(t) en V; est la fonction f;(t) =
meZ

Pfjsr;(t) OU

Fi @)= bapjn(8) =D (fit1 (8) 05 (8) 5 (2)
kEeZ kEZ

V2

2

avec by, = (agk + agk+1) = h.ak/ ak = [agk, ang]T, h =

T
V2 V2
27 2 ’
Proposition 31 (33) (La fonction résuduelle g; (t) dans W;) Soit fi1(t) € Vipa telle
que fit1(t) = D ampji1m (t), supposons que fj(t) la projéction de fji1(t) en Vj, si
A

m

€
g5 (t) = fj+1(t) — f; (t) la fonction résuduelle en Vi1, alors g; (t) = > cxtbjy (t) avec

keZ
T
V2 vk T V2 V2
Ch =5 (agk — agpy1) = g.a”/ a® = [ag, agry1]” , g = 50" |
Comme les fonctions d’échelle ¢, 1., la proposition suivante prouver que les fonctions

d’ondelettes 1; ;, satisfont également I’équation de dilatation.

Proposition 32 On considére la fonction ondelette v, (t) = 2%1/1 (2jt— k:), ik € Z.

Pour tout entierl € Z, on a :

Vi (t) = ngql%ﬂ,k (t) = Z (-1)F hivorkPjp1 () - (1.25)

keZ keZ

Preuve. C’est la méme idée dans la preuve de la proposition 10. m
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1.6 Le complément orthogonal W a V; dans Vjiq

Le résultat suivant, di & Stéphane Mallat (27) et Yves Meyer (31), identifie le com-

plément orthogonal W; a V; dans Vi1 et établit une base orthonormale pour Wj.

Théoréme 33 Soient {Vj}jez une analyse multirésolution pour L? (R) avec la fonction
d’échelle ¢ (t) = /2 3 hpp (2t — k), on suppose que le filtre h = {....h_1, ho, h1,...}

kEZ
compris des réels. Si :

WJ = span {wj,k (t)}kGZ ’ (126)

alors W; est le complément orthonormale de V; dans V11 c’est a dire
Vier =V, 0 W, (1.27)

De plus l’ensemble {%‘,k (t)}keZ forme une base de Wj.

Preuve. La preuve de ce théoréme est assez technique, S. G. Mallat (27) et Y. Meyer
(31) utilisent la transformée de Fourier. Une trés belle preuve de ce théoréme n’utilise pas
la transformée de Fourier apparait dans le livre de Boggess (4). Ici, les auteurs établissent
le résultat pour j = 0, puis utilisent la condition d’échelle de la définition 1 pour compléter
la preuve d’un arbitraire j. Comme noté dans les travaux de I. Boggess (4), prouver le

résultat pour j = 0, il faut d’abord montrer que

<¢0,m (t) ) wo,n (t)> = <¢ (t - m) ) ¢ (t - n)> = 6m,m (1'28)

on suite on démontre que Vo L Wy c’est & dire : les deux fonctions ¢, (t) = ¢ (t —m) et

Yo, (t) = ¥ (t — n) satisfaisent
<SO (t_m)v ¢(t—n)> =0, (129)

rappelons que Wy C Vi donc d’aprés la relation (1.17) les fonctions v, (t) = ¢ (t —1),
l € Z sont des éléments de V7 d’autre part et de (1.27) on sait que Wy est contenue dans le
complément orthonormal de Vy dans V7, reste & démontrer que le complément de V{y dans

V1 est contenue dans Wy et on obtient que Vi =1V, & Wy. m
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Supposons que m, M € Z avec m < M et {Vj}jEZ est une analyse multirésolution
pour L% (R). On utilise le théoréme 33 on peut écrire Vi = Va1 © War_1, on applique

le théoréme 33 récursivement sur les éspaces Vas_1, ..., Vi, on obtient :

Vu = V1 ® Wy
= Vo ®Wy_2® Wy
= Vu3®Wy_3®Wy_o®Wy_q

= VoW &Wni1 & ...6 Why_1. (1.30)

Maintenant, les espaces V; sont imbriqués de sorte que Vjs contient V; pour tout j < M.
Ainsi comme M — oo, la propriété de la densité de la définition 1 indique que Vjs devient
une meilleure approximation de L? (R). D’un autre coté, la propriété de séparation de la
définition 1 et la nature imbriquée des espaces V; indique que comme m — oo les espaces
Vi ressemblent a espace constitué uniquement de la fonction f(¢) = 0. Cet argument

heuristique conduit au théoréme important suivant dans la theorie des ondelettes.

Ce théoréeme concerne I'orthogonale infinie et somme des éspaces d’ondelettes.

Théoréme 34 (39) Soit {V;},_; une analyse multirésolution pour L? (R) et soit {Wi}iez
léspace des ondelettes définit dans (1.26) alors

LPR)=.eW_ oo W_1aW, & Ws...
et Uensemble {Wj . (1)}, 1z est une base orthonormale de L? (R).

D’aprés ce théoréme en déduire que toute fonction f(t) € L?(R) s’écrire sous la

forme f(t) = > wj (t) on w; (t) € Wj et w; (t) L wy(t) sij # 1, de plus :
JEZL

LPPR)=V; oW, aW1&Wi_2d ...

22



Exemple 35 (Décomposition de la fonction fs(t) € V3) On définie la fonction fs(t) € V3

par

k=7
f3(t) = Z apps (1)
k=0
= a3 (t) +a1psy (t) +azps s (t) + ases s (t) + asps 4 (t)
+aspss (t) + asps g (t) + arps 7 (t)
= 330 () + 031 (t) = 2055 (t) +4p3 3 (1) + 5034 (t) + 035 (t) — 2036 (1) — 437 ()
= 6v20p (8t) +2v20 (8t — 1) — 4v/2¢ (8t — 2) 4 8v/2¢ (8¢ — 3) + 10v/2¢ (8¢ — 4)

+2v2 (8 — 5) — 420 (8t — 6) — 8v/2¢ (8t — 7).

On obtient le graphe de f3 (t) dans la (Fig 7)

f3(6)
wT

—_— —_—

B e e e O e L e

ol I of o4 oF o oFf ofF og ]t.':l

— — — —

a0 T

Fig 7 : la fonction f3 (¢).

Maintenant on va déterminer les fonctions fy (t) de Vi et go (t), g1 (¢), g2 (t) de Wy,
W1, Wy telle que

f3(t)=fo(t) +g0(t)+g1(t) +92(),

on sait que V3 = Vo @ Wy donc f3 () = fa () + g2 (t) ou fa () € Vo et go (t) € Wa, de
plus f2 (t) et g2 (t) sont les projéction de f3 () dans Va et W on utilise alors les résultats

précédentes pour construire fa (t) et go (¢).
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F2(t) =D brpay (1) et g2 (8) = Y exthay (8),

k€EZ k€EZ
avec
V2 V2
bk: = 7 (a2k + a2k:+1) et ¢ = 7 (a2k - a2k+1) )

d’aprés un calcul simple on trouve

bo = 2V2, by =v2, by =3V2, by =32
o = \/i, 01:—3\/5, 02:2\/57 63:\/5.

Donc

fo(t) = 4V2p (48) + 220 (4 — 1) + 6v/2¢ (4 — 2) — 63/2¢ (4t — 3),
g2 () = 2V20 (4t) — 6V2¢ (4t — 1) 4 4V/2¢ (4t — 2) 4 2/2¢ (4t — 3) .

Les graphes des fonctions fs (¢) et go (t) sont obbtient sur (Fig 8) et (Fig 9)

[

I A

Fig 8 : La fonction f (1) .
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a

o ke

J——1

Fig 9 : La fonction g2 (¢).

On utilise fa (t) € V2 pour construire fy (¢) et ¢1 (¢) (Figl0)-(Figll), on a :

fit) = Z by i (1) et g1 (t) = Z crthr g (1),

kEZ keZ

Q
MU.]UIMUAU_'-U.-EU.?U.EU_'?P

Fig 10 : la fonction fi (¢).

glip®

Ofl 0203 na g 0 Q7 0F 08 10
L

L - T T R Y

Fog 11 : la fonction g; (¢).
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de méme maniére précédente on trouve
f1(t) = 3V29 (2t) et g1 (t) = V2 (2t) + 6V2¢ (2t — 1).
Finallement reste a déterminer les fonctions fy (t) et go (), on a :

fo(t) = bopgp (t) et go(t) = cotbop (t),

avec bg = ¢ = — donc

100 =220 et a0 = 220 ).

On obtient les graphes des fonctions fo (t) et go (¢) dans les (Figl2)-(Figl3).

Fig 12 : La fonction fo ().

glp *

-

-
=<

Fig 13 : La fonction go () .
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Donc on utilise la relation (1.19) et aprés un calcul simple on peut vérifier que :

f3(t)=fot)+g0(t) +g1(t) +92(t).

1.7 Projection de Vi1 sur W;

Pour décomposer une fonction fjiq(t) € Vj41 on utilise le fait que V41 = V; @W;
et on écrire fj11 (t) = fj (t) +wj (), w; (t) sont orthogonaux, f;(t) € V; est la projection
orthogonale de fj11 (t) dans V; et w; (t) € W; la projection orthogonale de f;4q1 sur Wj.
Nous avons déja la formule de f; (¢) (1.14). Maintenant, nous cherchons une formule pour

wj (t), pour cela on a la proposition suivante :

Proposition 36 Supposons que {Vj}jeZ est une analyse multirésolution de L? (R) avec
la fonction d’échelle associée ¢ (t). Supposons que fij11(t) € Vipq telle que fi11(t) =

> appjirg (t) ot ap = (fiv1 (), @1k (), siw; la projéction de fii1 (t) sur Wj, alors
keZ

w; (t) = Z Cl%’,l (t)

ez
= > (Z akgk—zl> V(1)
I€Z \keZ
= > (Z ag (—1)" hl+2lk> ¥y (t) - (1.31)
I€Z \keZ

Preuve. La preuve est presque identique & celle de Proposition 14. m

1.8 Reconstruction

Il est simple de récupérer fji1(t) € Vjy1 avec la projéction de fj1 sur V; et Wj.

Supposons que f; et w; sont les projéctions de f;yq (t) sur V; et W; respéctivement, alors

Fimn(6) = anpjiap (1), (1.32)

k€EZ
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)= bip; ()= <Z akhk—2l> @51 (L) (1.33)

leZ I€Z \k€eZ

= (t)=> (Z ag (—1)" hyyo k) Vi (1), (1.34)

leZ l€Z \k€Z

avec fj11(t) = fj (t) +w; (t). Alors, & partir de la relation
ap = <fj+1 (t) y Pit+1.k (t)> ) (135)

on obtient :

b= (fi(t), @ Zakhk 21,

kEZ

a = Zak ) hisor—i = (w; (t), ¥, (t)),

kEZ

pour la reconstruction, on suppose que b;, ¢; sont connus et on utilise ces valeurs

pour récupérer ay, k, | € Z.

Comme f;y1(t) = f; (t) +w;j (t) il résulte de (1.33) et (1.34) que

fivr (0) = (bij; () + ey (1))

IEZ

d’autre part nous pouvons identifiés la formule ci-dessus avec ¢, 4 j () pour obtenir

ar = (fi+1(t), @i @)
= <Z b (t) + i (t), €1k (t)>
leZ
= Z (b1 (@0 (8) 5 0jp1n ) + (Wi (), i1k (),
leZ
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de la proposition 14 on a (@, (t), @j14 (1) = g2 = (=1)* hyyg_i et donc

ar =Y (bihr—o + cge—a) =Y (blhk—Ql +o (1" h1+2l—k) : (1.36)
lez leZ

1.9 Vue du domaine de transformation

Certains problémes sont plus faciles & résoudre dans le domaine de la transformation.
Souvent, nous pouvons convertir des problémes difficiles aux problémes plus faciles d’une
nature algébrique. Le travail dans le domaine de transformation donne un apercu de ’ana-
lyse de fréquence pour certaines applications. Nous avons d’abord transformer 1’équation
de dilatation (1.6) et on définit un symbole connexe H (w) pour la fonction d’échelle ¢ (t)
ce qui aidera dans nos études. Aprés dérivant quelques propriétés de @ (w) et H (w), nous
développons une paire de résultats pour 1’échelle d’analyse multirésolution et propriétés
d’orthonormalité dans le domaine de la transformation. Nous considérons également les ra-
mifications pour la transformation de Fourier @Ab (t) de la fonction d’ondelette. Ces résultats

abstraits sont examinés pour ’analyse multirésolution de Haar dans toute la section.

1.9.1 Le symbole de ¢ (t). Dans le théoréme suivant on va présenter I’équation de

dilatation (1.6) dans le domaine de la transformée.

Théoréme 37 Une fonction ¢ (t) dans L? (R) satisfait l'équation de dilatation ¢ (t) =

V2 S hpo (2t — k) si et seulement si sa transformée de Fourier 3 (w) satisfait I’équation
keZ

—1kw
w

?(w) = \}izhke2® (5) (1.37)

keZ

Preuve. Posons f (t) = ¢ (2t — k) donc :

= 1 —iwt gy __ L _ e—iwt
f(w):m/Rf(t)e dt_m/R@@t k) e=t 1.
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On pose 2t — k = u on trouve :

Fw) = V%/Bf(u)e_”(f?)ﬁ‘—;e‘? 1/R¢(u>e 2 du

—1kw

1 w
1)
2¢ Y12

On utilise l'invertilité et la linéarité de la transformation de Fourier on trouve, ¢ (t) =

V2 S hpe (2t — k) si et seulement si
keZ

—ikw —tkw

P (w) = ﬁzhk%GT@ (%) = %the2¢o (%) :
keZ keZ

donc nous avons prouvé que ¢ (t) satisfait ’équation de dilatation de domaine temps si et

seulement si » (w) vérifie (1.37). =

Notons que la version du domaine de transformation de I’équation de dilatation (1.37)

implique que p (w) est égal a lui-méme (dilaté) fois un polynéme trigonométrique :
B(w)=H <7) % (7> , 1.38
P (w) 5) %5 (1.38)

ou

H(w) = \}5 > hge (1.39)

kEZ

La fonction H (w) a un role important dans la théorie des ondelettes, et pour cela on

a la définition suivante :

Définition 38 Soit ¢ (t) une fonction d’échelle, la fonction H (w) est appellée le symbole
de o (t).

o Il est souvent de considérer H comme un polynéme, si on pose z = e~ *“ alors on

obtient

H(z) = \}5 > gt (1.40)

k€EZ
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e Nous utilisons fréquemment les notations H(z) et H (w) de fagon interchangeable,
car chacun est un moyen utile de regarder le symbole H en fonction du contexte. Le
i

contexte devrait préciser si nous utilisons w ou z = e~ " notation.

e Il se trouve que des nombreuses propriétés intéressantes de ¢ sont codées dans
H (w). Par exemple, le degré de polynome H(z) est fini alors le support de ¢ (t) est aussi

fini comme on va voir dans le théoréme suivant.

Théoréme 39 Supposons que la fonction ¢ (t) a un support compact et engendre une
analyse multirésolution. Alors le support de ¢ (t) est [0, N| pour certains entiers N > 1,

1 N
si est seulement si, H (z) = 7 ST g
k=0

Preuve. Rappelons d’abord que la forme de H(z) montre que I’équation de dilatation

pour ¢ (t) est

N
p(t)=V2Y hpp(2t—k).
k=0

1
(? <=) Soit H (z) = —= 3 hpz", et soit [A, B] le support compact de ¢ (t). Supposons
2 kez
_ L1 N+ B
pour la contradiction que B > N, et consédirons ¢ (y) pour <y < B.Pour k<N
2(N+B
ona2y—k > M—k > (N + B)—N = B, alors ¢ (2y — k) = 0 donc 2y—k ¢ [A, B
ainsi
N
P (y) =vV2> hip(2y—k) =0, (1.41)
k=0
pour tout % < y < B, cela implique que le bon point final du compact le soutien de

¢ est au plus & ;B , Cela contredit notre hypothese supp (p) = [4, B] avec B > N donc

B < N. de méme maniére on démontre que B > N et A =0 d’ou [A, B] = [0, N].

(=7?) Maintenant on suppose que supp (¢) = [0, N], on sait que le support de

kE kE+N

2" 2

e (t) = ﬂkith(%— k) c’est [L, MEN L MEN
= 27 2 27 2

a dire 0 = % et N = w donc L = 0 et M = N, d’ou le symbole de ¢ (t) doit étre

chaque fonction ¢ (2t — k) est [ ] , d’autre part le support compact de la fonction

} , si on pose [0, N| = [ } c’est

1 XN i
H()= 25 5 iyt m

31



Exemple 40 (Support de Haar)

Rappelons que 'équation de dilatation pour la multirésolution de Haar est définie

par :
V2 V2
p(t) = 5 P10 (t) + 5 P (t) =@ (2t) + p (2t — 1)
1 1
= V2 [ 2) + —p (2t — 1),
(20 + (2 -1
1 1 o
donc hg = h; = — et H (w) = hpe™ ™ cest-a-dire :
v P>

(14e ) ou H (z) = - ;L : (1.42)

d’aprés le théoréme 40 on déduire que le support de la fonction d’échelle de Haar c’est

0, 1].

Dans la proposition suivante on va donner les propriétés de la fonction @ et le symbole

H (w).

Proposition 41 Supposons que ¢ (t) est une fonction d’échelle génére une analyse mul-
tirésolution {V;} de L* (R), alors les propriétés suivantes sont vrais :
(a) [|&] =1
) 3(0) = ——
¥ NG
(¢) H(0)=1
(d) H (w) est périodique et de période 27 c’est a dire H (w + 2wn) = H (w) pour tout

w € R et pour tout n € N.

Preuve. (a) On a ||| = ||¢| d’autre part, de la proposition 3 on a ||¢|| = 1 donc
@] = 1.
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(b) D’aprés la définition de la transformée de Fourier on a :

p(0)= \/127 /w(t) e i0tgt = \/12? /(p(t) di — oS
R R

car de la convention 1 on a : [ ¢ (¢)dt = 1.
R

Pour démonter (¢) On pose w = 0 dans (1.38) on trouve  (0) = H (0) » (0) c’est a
dire H (0) = 1.

1 .
Finalement reste & démontrer (d) : On a H (w) = — > hpe~** donc
keZ

1 ‘
H(w+2mn) = NG S hyeit2mmk
kezZ

1 .
- h efzwk727rnk
ﬂz k

kEZ

1 .
— ﬁ Z hkefzwkef%rnk

keZ

— \}i Z hkefiwk

kez
= H(w).

1.9.2  La fonction de stabilité.

Définition 42 On dit que A (w) est une fonction de stabilité si elle vérifiée l'inégalité de
stabilité suivante 0 < A < A(w) < B < 00, ot A et B sont des nombres réels strictement
positifs.

Nous dérivons maintenant une condition remarquable qui nous permet de réaffirmer

I'orthogonalité de {¢ (t — &)}, en termes de © (w). Pour ce faire, nous considérons la

fonction de stabilité

Aw) =13 w+2al), (1.43)

<A
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nous pouvons montrer que A (w) est une fonction périodique de période 27. Cette

fonction apparait fréequemment dans le développement de la théorie des ondelettes.

Dans ’exemple suivant on va étudier la fonction A (w) dans le cas ou ¢ (t) = M(t)

fonction d’échelle de Haar.

Exemple 43 On considére A(w) pour la fonction d’échelle de Haar ¢ (t) =M (t). on a

M(w) = 2 -5 (Sm(2)> (cf. proposition 62), d’autre part on a

(24
2

Aw) = > [3(w+2r)?

leZ
= 2
= Z |71 (w + 2nl) |
IEZ
: wH2ml 2
1 _ (w427l S1n (T)
)
o1 ‘ w2l
leZ 2
2
iy w+2ml
_ i sin ( 5 )
T on w27l
I€Z 2
A 2
Pour voir le comportement des sommes partielles . |$ (w + 27l)|” on va représen-
I=—M

ter quelques cas, par exemple pour M = 2, 3, 4. (Figl4).

Cette figure montre que les sommes partielles convergent & une constante, c’est-a-
dire; A(w) ~ 0.16 pour tout w € R. Nous verrons dans le théoréme suivant que cela est

vrai pour toute fonction d’échelle et que le valeur constante exacte ¢ ~ 0.16.
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44 -1z -l £ 4 4 I 4 I 4 & LN I .

Fig 14 : M = 2 fine, M = 3 discontinue, M = 4

gras.

Théoréme 44 Supposons que ¢ (t) € L* (R), alors Uensemble {¢ (t — k)},cy est ortho-

normal si et seulement si A (w) est une fonction constante
1
Aw) =Y 1@ w+2nl)f = =, 1.44
@)= 15w +2m) = 5 (141
leZ
pour tout w € R.

Preuve. Supposons que {¢ (t — k)}, ., est orthonormal et démontrons que A (w) =
5-. Rappelons que [{ @ (t) @ (t —k)dt = do car {¢ (t — k)};cz est un ensemble orthonormal

donc
Sok = [ p)p(t—Fk)dt

P (w) €D (w)dw

13 (w)|? e“*dw. (1.45)

Il
e W W
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Maintenant nous divisons R en une union d’intervalles de longueur 27 c’est a dire
R=..U[-4m, —2r|U[-2m, 0JUI0, 27| U [27, 47| U ...
Donc (1.45) devienne comme suite

i = [P et
R

. / 1 ()2 ¥, (1.46)

l=—o00 27l

on pose u = w — 27l dans chaque intégral on obtient

2n(l+1)

2
| B@retas = [ipasampet (@) d
0

27l

2
= /@(u+ 2rl)|? ¥ du,
0

donc

/ 12 W) eFdw = Y / 5 (t + 27l)|? e dt.
J £

Nous inversons I’ordre de la somme infinie et de 'intégration ici (Y. Meyer (31)) et utilisons

(1.45) pour obtenir
27

/ > 1B (t+2nl)? e dt = Go (1.47)

o lezZ

si on pose k = 0 dans (1.47) on trouve

27

/Z 3 (t + 2xl)* dt = 1. (1.48)

o lez

Ceci est cohérent avec ce que nous souhaitons prouver, mais notre argument ne montre pas
encore que A (w) est une fonction constante. Pour compléter ’argument nous notons que

(1.47) implique que A(¢) peut étre vu comme une fonction 2r—périodique orthogonale a
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tous fonctions exponentielles complexes e** pour tous les entiers k # 0, nous pouvons donc

voir que A(t) = ¢ pour tout ¢ € R. Pour définir ¢ on reporte A(t) = 3 |3 (t + 27l))* = ¢

leZ
dans (1.48) on trouve
2w
1
/cdt =l=c=—.
2m
0

D’apreés la proposition 41 (b), nous savons que @ (0) = , dans le corollaire suivant

1
v 2T

on va déterminer les valeurs de p (27l) pour tout entier [ # 0.

Corollaire 45 Soit ¢ (t) une fonction d’échelle engendre une analyse multirésolution {V;}

de L? (R), alors $ (27l) = 0 pour tout | # 0.

Preuve. d’aprés le théoréme 44 on a :

1
~ 2 _
D16 w+2m)f = o,
leZ
on peut écrire cette relation sous la forme
B+ Y 1B+ 2mh = o
2

140

Pour w = 0, on trouve

_ . 1
1B (0)° + > 18 (2r)|* = 7

140
i it de 1 ition 41 (b) 2 (0)] LN
mails on sail € la proposition ue = alors
prop ane v NeT
S +§ :|A(27rl)|2 _ ! :>§ :r(%m?:o
2T ¥ 2T ¥

1£0 1£0
= |p(2xl)| = 0 pour tout [ # 0,

c’est & dire : » (27l) = 0 pour tout [ # 0. m
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Une autre conséquence du théoréme 44 est que nous pouvons écrire n’importe quelle
constante comme une somme de ¢ (t — k) termes, pour toute fonction d’échelle ¢ (t) . Ceci

est une propriété d’approximation utile pour les fonctions d’échelle.

Proposition 46 Supposons que ¢ (t) une fonction d’échelle engendre une analyse multi-

résolution {V;} de L (R), alors > o (t—k) = 1.
keZ

Preuve. On pose

F(t)=Yp(t—k),

k€EZ

on a pour tout t € R;

F(t+1) = Y ot+1-k)
keZ

= ) elt-(k-1)

(k—1)ez

= > pt-F), ¥=k-1

k'eZ
= F(t)7

donc F' est une fonction périodique de période 1,on pourra la représentée comme une série

-1 1
de Fourier dans I'espace L? ([2, 2}) , on effet :

On a:
F (t) — Z Cme27rimt7

meZ

ou

[NIES

Cm = /F(t) e 2mimt gt

=

on éfféctuons le changement de variable suivant u =t + % on obtient

1
1 - . 1 .
F <u _ 2> e*Zﬂ'lmueﬂ'lmClu — (_1)m/F <u . 2> 672mmudu’
0

Cm

o—__
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mais
1

/ﬁ (2mm) €2y,
V2r

donc

1 .
F <u _ 2> — \/ﬂ/ 27rm z27rmu€fz7rmdu

= (—1)m\/§R/F(27rm) P2y,
- D" F ).

d’otl la formule de ¢, devienne comme suite

1
= /F (u) e 2Ty,
0

On utilise la formule de la fonction F on trouve que

1
/F( —27rzmudu _ /Z@ u— 27rimudu
0

keZ

Cm = Z/ u— QWimudu’

keZ
on pose v = u — k on obtient
Com = Z / 2m’mvdv — /4,0 (’U) 6—27rz'mvd,07
kez 4

maintenant on utilise la transformé de Fourier de la fonction ¢ on trouve

1 .
o (2mm = / v) e 2T gy
P (2mm) Nor o (
R
— B(2mm) = ——
™) = ——c
® o m
= ¢y = V21p (2rm),
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mais d’aprés la proposition 41 et le corollaire 45 on sait que

1
—, sim=0
V2T

©(2mm) =
0, sinon.
Donc

Cm = 50,m7

on reporte maintenant ¢,, dans la série de Fourier pour F'(¢) on trouve :

F(t) — Z cme27rimt =co+ Z Cm€2m'mt

meZ m7#0
= F(t)=1.
Finalement :
Y pt—k)=1.
keZ
]

1.9.8 L’orthogonalité et le symbole ¢ (t).  Selon le théoréme 44, la propriété clé de
¢ (t) pour ce résultat était I'orthogonalité des fonctions {¢ (¢t — k)},.,. Nous n’avions pas
besoin le faite que ¢ (t) satisfait I’équation de dilatation (1.6). Si nous voulons une condition
impliquant le symbole H (w) caractérise 'orthogonalité de ¢ (t) et ¢ (t — k), et le fait que
¢ (t) satisfait une équation de dilatation, alors nous avons strement besoin d’utiliser la
version de fréquence-domaine de ’équation de dilatation (1.38) avec le théoréme que nous
venons de démontrer. Voici la condition souhaitée, ce qui sera trées utile pour la construction

d’autres fonctions d’échelle orthogonales et ondelettes.

Théoréme 47 Supposons que ¢ (t) une fonction d’échelle engendre une analyse multiré-

solution {V;} de L? (R), alors H (w) le symbole de ¢ (t) vérifié

|H (w)]*+ |H (w+m)]* =1. (1.49)
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pour tout w € R.

Preuve. On utilise les relation (1.38) et la définition 42 de A(w) et en remplace
chaque 3 (w + 27l) par |H (“’+22”l)‘ % (w+227rl)‘ on obtient :

ANE orl\ |2
H<w+27rl> ®<w+27rl>

pour tout w € R. Maintenant on sépare cette somme a une somme des indices pairs et une

2

leZ

o’

somme des indices impairs on trouve :

Z‘H( + Qk))) ’<p<2+71' Qk)‘ +Z‘H( t 2g+1)>( ‘¢<%+w(2j+1))‘2

kEZ JEZ
1
= (1.50)

dans la proposition 41 on a démontrer que H (w) est périodique de période 27, donc

H($+n2k))=H (%) et H(Y+7m(2j+1)) =H (% +m), alors (1.50) devienne comme

suite
w+ 27 2
‘ ( )) Z‘go( +27rk)‘ +‘H( +7r> ( +27rj> = —,
T
on applique le théoréme 44 on obtient :
w\ |2 2 1 1
i) g+ G 5=
‘ o)l ax T ) e T
remplagant § par w et multipliant par 27 on trouve :
|H (w))* + [H (w+7)]* =1
]
1+e ™ . .
e Le symbole H (w) = —s de la fonction d’échelle de Haar ¢ (t) = M (t) veérifie
(1.49).
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1
e Nous avons vu que la fonction d’échelle de Haar avait un symbole H (z) = 2

- I S’aveére que chaque fonction d’échelle aura 1 + z comme facteur de son symbole H(z)

comme on le voit dans le corollaire ci-dessous.

Corollaire 48 Supposons que ¢ (t) une fonction d’échelle engendre une analyse multiré-

solution {V;}, , de L? (R), pour z = e~™ le symbole H (z) de ¢ (t) satisfait
H (2)° + |H (—2)] = 1, (1.51)

et H(z) a le facteur 1+ z.

Preuve. On a :

H @)+ |H (0 +m)* =1,

d’autre part on a

donc

H(w—|—7r) = th 6_1’“(“"*‘“ _\fzh o~ thw—ikm

keZ keZ

_ Z Ry efzkw —ikm _ Z hkefzkw -
keZ keZ

= Z hi (—e ™) = H(-2); z=¢",
keZ

on reporte H (w) et H (w + 7) dans la relation |H (w)|? + |H (w + 7)|* = 1 on trouve que

H )P +]H (-2)P = 1.
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Reste a démontrer que —1 est un racine de H (z). On a

| X
H(-1) = ﬁth(—l)k
k=0

1 1
= ﬁzh’“_ﬁ > h =0,

k=2l k=2l+1

donc —1 est un racine de H (z) d’ou H(z) a le facteur 1 + 2. m

1 .
e Par exemple : on considére le symbole de Haar H (z) = —; Z, z = e . Il est facile

de vérifier que |H (2)|*> + |H (—2)[* = 1, et de plus il est clair que H(z) a le facteur 1 + z.

e Le théoréme 47 donne une condition nécessaire pour les fonctions d’échelle, on peut
trouver aussi une condition suffisante. La suffisance est souhaitable, car cela signifierait que
trouver des fonctions d’échelle nouvelles et intéressantes peut étre fait en construisant des
symboles H (w) satisfaisant (1.49), Il s’avére que prouver I'inverse du théoréme 47 est assez

difficile et nécessite une autre condition sur H (w), pour cela on a le théoréme suivant.

Théoréme 49 (13) Soit H (w) un symbole de degré fini satisfait (1.49), H(0) = 1 et
H (2) ala forme H (z) = (1J2rz)N S(z), ou S (z) satisfait :

max | (z)| < 2N, (1.52)

de

alors, il existe une fonction d’échelle ¢ (t) génnére une analyse multirésolution {V;},,

L? (R) qui a H (w) comme symbole.

1.9.4 Le symbole G (w) de la fonction ondelette.  Selon la définition 38, nous dé-

finissons le symbole de la fonction d’ondelette 1 (¢) comme suit.

Définition 50 Soit ¢ (t) une fonction d’endelette satisfaite la condition de dilatation, on

définie le symbole G(w) a v (t) par :

1 ; 1 ;
G - —thw _ _— 1 kh 3 —zkw7 1.53
@)= 7 L™ = 55 (D e (1.53)
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si on pose z = e~ ", le symbole devien

(2) =7 Z ¥ hy_pz*. (1.54)

kEZ

Dans la proposition suivante on donne quelques propriétés du symbole G (w) .

Proposition 51 Supposons que ¢ (t) une fonction d’échelle engendre une analyse multi-
résolution {Vj} ;o7 de L? (R), et soit v (t) la fonction d’ondelette définie dans (1.16), alors

les propriétés suivantes sont vraies
(a) @ t) =G (%) P (%) pour tout w € R
() Gw) = —c“H{w+m)
(¢) G(0)=0

(d) Pour z = e~ le polynéome G(z) doit avoir le facteur 1 — z.

Preuve. (a) Ona: ¢ (t) = V2 3 grp (2t — k), on effectue la transformée de Fourier
keZ
aux deux cotés on trouve :

P = T ae o () - [Tt o (3)

k€EZ kEZ

- 6(5)(5)

H(w) = fzhe’““=>H(w+7r the*“WH)

keZ keZ
_ Z h e—zkw' —tkw __ Z h e—zkw
kGZ \/> kEZ
= H(w+mn) Z
\[ keZ
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on pose k =1 — [ on obtient :

m = \/» Z 1 lhlilei(lfl)w — f Z hl lezw —ilw

ZGZ l€Z
_ - zwz hlle—zlw:_ zwzge ilw
IEZ leZ
B [ Z gle_”w — v (w)
leZ

— G(w)=—e“Hw+n).

(¢) On pose w = 0 dans de la partie (b) on trouve G (0) = H (7), nous avons
H (7) =0 donc G (0) =0
(d) On sait que G(0) = 0 de la partie (¢), mais w = 0 implique que z = 1, donc en

termes de z nous avons G(1) = 0, ce qui signifie que (1 — z) doit étre un facteur de G (z) .

Dans la proposition 51 (¢), nous avons appris que G(0) = 0, Cette identité a des

conséquences non seulement sur le filtre d’ondelettes g, mais aussi sur le filtre d’échelle h.

Proposition 52 Soit ¢ (t) une fonction d’échelle engendre une analyse multirésolution

{Vitjez de L% (R), et soit ¢ (t) la fonction d’ondelette définie dans (1.16), pour le filtre
d’échelle h et le filtre d’ondelette g, on a :

@) Sgr=2 (-1)fh_r=0

keZ keZ
(i1) > hop = > hopt1 = 5
kEZ kEZ

1 )
Preuve. (i) D’aprés la proposition 51 on a G (0) = 0 c’est & dire = > gre *%¥ =0
kEZ
implique

ng =0= Z (—1)* hi_p.

keZ keZ
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2
(ii) Montrons d’abord ) hopi1 = i, on a:
ker 2
V2= hpet 0= (=1)" hyy, (1.55)
keZ keZ

donc

V2= he+ ) (1) by,

kEZ kEZ

on pose [ =1 — k on obtient

V2= Th ) (D) T =) =Y (=D
keZ iS4 kEZ IEZ
Revenons a 'index k£ dans la deuxiéme somme c’est & dire
V2= =3 (0 e = Yo (1= (1)),
k€EZ kez kez

maintenant, les termes pairs de la série ci-dessus sont nuls et les termes & indice impair

2

sont 2hy, donc V2 = 3 2hopy1 ot > hopyt = £
kez kez 2
Reste a démontrer que ) hop, = —, on a :

keZ 2

(\/5 = th et 0 = Z (—1)k hl—k)

= V2= th—z ) h g
kEZ keZ keZ keZ

= V2= h =Y (-)"'h (I=1-k)
keZ leZ

= \E:th-i—Z(—
keZ leZ

== \/iIth-i-Z(—
kEZ l€Z

— ﬂ:th(H(—n’“),
keZ

on observe que, les termes impairs de la série ci-dessus sont nuls et les termes & indice

2
pair sont 2hy, donc V2 = 3 2hg ot 3 hoyp = V2

—. n
kEZ kEZ 2
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Nous avons vu du théoréme 47 que le symbole H (w) satisfait la relation
|H ()>+ |H (w+m)>=1. (1.56)

L’identité est vraie car les fonctions {¢ (t — k)},c, sont orthonormales et ¢ (t) satisfait
léquation de dilatation (1.2), comme v (¢) satisfait également une équation de dilatation
et 'ensemble {9 (t — k)},, est orthonormé, il est naturel de voir si le symbole G (w)

satisfait également une relation comme (1.56), pour cela on a d’abord l’exemple suivant :

Exemple 53 Trouver G (w), pour l’analyse multirésolution de Haar, et vérifier que :
|G (@) + G (w+m) = 1.
Solution 54 Cherchons G (w), de la proposition 51 on a :

Gw) = —e™Hw+m)

donc

(W)G (W) +G(w+m)G (w+ )

—e ) (1—€™) + i (1 — e*i(““r)) <1 — ei(‘”*”))

—lw eiw) + i (2 + e—iw + eiw)

G WP +IG W+ =

Il
e N NN )
—~ —~
) —
|
®

Nous savons également que @ (t) et 1 (t) sont orthogonales, donc une équation reliant les

polynomes H (w) et G(w) vaut la peine d’étre recherchée, nous utilisons (1.42) et aprés
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quelques calculs, nous trouvons que

HWw)Gw)+ H(w+m)G(w+m) (1.57)
1
4

(1+e ™) (1—e*)+ % (1 + e*i(wﬂ)) (1 — ei(‘”*”)) =0.

Il s’avére que les équations que nous avons étudiées dans ’exemple 53 sont valables

en général pour toute analyse multirésolution, comme indiqué dans le théoréme suivant.

Théoréme 55 Supposons que ¢ (t) est une fonction d’échelle générer une analyse multi-

résolution {V;},c, de L2 (R) et la fonction d’ondelette 3 (t) défini par (1.16), alors :

G (W) +|Gw+m)?=1, (1.58)

Hw)Gw)+ H(w+m)G(w+m)=0. (1.59)
Pour tout w € R.

Preuve. Prouvons que :

G W) +I|Gw+m)> =1,

de la partie (b) de la proposition 51 on a :

G (w)=—€e“H (w+),

donc
2 2 iw 2 i(w+) 2
G WP+ |G+ = ‘—e H(w—i—w)‘ +‘—e H(w+27r))

= || [F@r )| + || @)

2 2
= ‘H(w—l—ﬂ')‘ —|—‘H(w)‘
= |H(w+m)*+|H (w)|* = 1. (Théoréme 47)
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Reste a démontrer (1.49), on a :

HWGW) +Hw+n)Gw+n) = —H(wW)e“H (w+n)—H (w+7) @t H (w+ 27)

= —e“H(w)H (w+7)+e“H(w+m) H(w+27),
mais H (w+ 27) = H (w) car H (w) est périodique de période 27, donc
—e“H (W) H (w+7) 4+ e“H (w+7) H (w+ 27) = 0,

dot, H(w)G W)+ H(w+m)Gw+7)=0. =m

Une propriété importante sur les fonctions ondelettes apparaitre dans la proposition

suivante.

Proposition 56 Soit ¢ (t) une fonction d’ondelette, alors

¥ (0) = /w (t)dt = 0. (1.60)
R

Preuve. De la proposition 51 (a) et (¢) nous savons que 0 (w) =G (f) 7 (—) et

2
G(0) =0, donc :

(0) = ¢ (0)=0

Y (t) e 04t = 0

B 6

La proposition 56 indique que le graphe de % (t) doit varier également au-dessus et
au-dessous ’axe ¢, grosso modo, le graphique de l'ondelette 1 (¢) aura un aspect ondulé.

Puisque la plupart des fonctions d’ondelettes ont un support court oul le terme «wavelet>»

a été adopté.
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1.10 Les B—splines

Nous présontons dans cette section une introduction aux B-splines. Ces fonctions
sont polynémes par morceaux qui jouent un roéle important dans le domaine de la théorie

d’approximation.

Définition 57 (B—spline) La B—spline d’ordre 1 est la fonction B (t) définie comme suit

Bo (t) =M (t), c’est-a-dire :
1, si0<t<1
0, ailleurs.

La B—spline d’ordre n + 1 est définie récursivement par :
B (t) = (Bry x 1) (1) (1.61)

Ou * le produit de convolution entre deux fonctions réelles ou complexes f et g noté

f * g et défini par :

Gea@= [ re-ne0a= [ fwee-na.

—00 — 00

Exemple 58 1) La B—spline d’ordre 2 est la fonction
B1(t) = (Box 1) () = (M=) (2)

aprés un calcul simple on trouve que :

t, si0<t<l1

B1(t)=4¢ 2—t, sil<t<?2 =A(t) la fonction triangle.

0, ailleurs,
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Fig 15 : La B—spline ; (1) .

2) 1l est facile de vérifier que la B—spline (3, (t) est définie par :

B (1)

t2
5, si0<t<1

—9¢2 _
M’ si1<t<?2
2
t? — 6t
ﬂ, si2<t<3
2
0, ailleurs.
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Fig 16 : La B—spline 4 (1) .

1.10.1 Les propriétés des B—splines. Les B—splines satisfont plusieurs propriétés

et nous les énongons dans la suit. La premiére propriété note que f3,, (t) est une fonction

polynomiale par morceaux de degré n.

Proposition 59 La B—spline (3, (t) est une fonction polynomiale par morgeaux de degré

n.
Preuve. La démonstartion sera fait par récurrence, pour n =0 on a : 3, (t) = M(t)
est une fonction polynomiale par morgeaux.

Supposons que 3, (t) est polynomiale par morgeaux de degré n et démontrons que
B41 (t) est polynomiale par morgeaux de degré n + 1,d’aprés (1.61) on a :
t

By () = [ By (u)du, (1.62)

t—1

donc pour obtenir 3, (t), nous intégrons un polynoéme par morgeaux de degré n.

La primitive résultante est un polynéme par morgeaux de degré n+ 1. m

Proposition 60 (Support de B—spline) Pour tout n = 0, 1, 2, 3,...on a 3,,(t) > 0 et
supp (B,,) = [0,n+ 1]. De plus 5, (t) > 0 pour tout t € |0,n + 1.
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Preuve. Par récurrence, pour n = 0, 8, (t) = M(t) cette fonction est positive et

supp (5y) = [0, 1] . Notons aussi que Sy (t) =1 >0 pour 0 < ¢t < 1.

Supposons que 3, (t) >0, 3, (t) > 0 pour 0 < ¢t <n+1 et supp(5,) = [0,n+ 1] et
démontons que 3, (t) > 0, 5,41 (t) > 0 pour 0 < t < n+ 2 et supp (8,) = [0,n +2].
Comme 3, (t) > 0 et d’aprés (1.62) il résulte que 3,1 (t) > 0 d’autre part on a :

1
Bust () = (Bu#r)(8) = /0 B, (t — ) 1 (u) du

= /1 B, (t —u) du. (1.63)
0

Donc ,, (t —u) > 0 pour 0 <t —u <n+1 cest-a-dire v <t < u+n+ 1 pour tout
0 < u < 1. L’intervalle ou l'intégrante (1.63) sera positive c’est 0 < t < n + 2, hors cette
intervalle 3, (t) = 0, donc supp (8,,) = [0,n + 2] et de plus 3, (t) strictement positive

sur 'intérieur de l'intervalle [0,n +2]. m
Les B—splines sont des fonctions symétriques comme on se voit dans la proposition
suivante.
Proposition 61 Soit n un entirer positif, alors la B—spline 3, (t) est symétrique par
n+1
rapport a la droite t = %, c’est-a-dire 3, (t) = B, (n+1—1).

Preuve. Par récurrence, pour n = 0 on a 8 (t) = M (¢) mais S, (t) = Sy (1 — t) donc

B (t) symétrique par rapport a ¢t = %

Supposons que f3,, (t) est symétrique par rapport a la droite ¢ = ”T‘H et démontrons
que 3,41 (t) est symétrique par rapport a la droite ¢t = ”TH, c’est-adire :

Bpy1 () =B (n+2—1).

Bost (n+2— 1) = / 8, (u) du, (1.64)
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on pose dans (1.64) v =n + 1 — u on trouve

t—1

t
/8n+1(n+2_t):_ Bn(n—i—l—v)dvz 6n(n+1_v>dv7
t t—1

mais 3, (n +1—v) = 3,, (v) donc

t

Bun (120 = | B, (0)dv =B (1),

La transformée de Fourier de la B—spline est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 62 La transformée de Fourier de la B—spline (3,, (t) est la fonction B; (w)

ol : )
iw (n+1)

1
Bow)=(m) 2¢ 2 sinet(3). (1.65)

Ou sinc (z) est la fonction sinus cardinal définie par :

) sin ()
sinc (z) = pra—
ou
sinc(z) = sin (7)

T

Preuve. On va trouver d’abord B’B (W), BI (w) ensuite en déduire la valeur de B; (w).
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— L —iwl _L ! —iwt
Bo (W) = \/E/Rﬂo(t)e dt—m/oe dt

= (1)
w2

= (1 —cosw + isinw)
w2

= w\_/;? (2 sin? (%) + 2i cos? (%))

—1 LW LW . w
= 2sin (—) (sm (—) + 7 cos <—>)
w2 2 2 2
Jpzzsin(3) (cos (5 - 5) +ism (5 - %))
= in(— - — — in{———
r S 5 cos 5 5 18
= ' 2sin (f) el(%fg),
w2 2

mais e"(gfg) = e~ "2 donc
B () —i . (w) g 1 _jusin (¢
w) = sin [ = ) ie = e
0 w2 2 V2 g

= (2%)_% e”"2 sinc (%) .

De méme maniére on trouve que :

d’aprés un calcul simple on trouve :

E(W) = (27?)_% e “sinc? (%) )

De ce qui précédé, on déduire la relation récurrente ci-desous

- (—’i)n+l

(1 — e_i‘*’)n+1 ,
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on applique les mémes étapes précédents on trouve que :

B ) = -yt (2) (i) i,

wntly/2m

Apres simplification on trouve le résultat demandé suivant :

iw(n+1)

1
B, (w) = (271')75 e 2 sinc™ 1 (%) .

Pour mieux comprendre les avantages et les problémes liés a I'utilisation des B—splines

pour 'approximation on considére 1’exemple suivant :

Exemple 63 (Approxzimation par les B—splines) Dans cet exemple on s’interesse par l'ap-

prozimation de la fonction affine par morceauz f (t) € Vo suivante par les B—splines.
(
3t+3, st —1<t<0
3, s0<t<1
—2t+5, sil1<t<?2
t—1, si2<t<3

2t +8, si3<t<4

0, ailleurs.

Donc on peut écrire f sous la forme :

f)=a1By(t+1)+aofy (t) + a1y (¢t 1) +azb (£ - 2).
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Pour les constantes ax, kK = —1, 0, 1, 2. On peut facilement calculer a; en utilisant le

corollaire 9 et en calculant (8, (t — k), f(t)), en effet, on multipliant la relation au dessus
par 3; (t — k) et en intégrant,
[108E-0d = o [ BiEr15E-Rdra [ BO5 b

+a1/Rﬁl<t—wl<t—k>dt+a2/ﬂ{ﬁl<t—2>m<t—k)dt.

Pour k=-1,0, 1, 2.

Cette étape donne les quatres équations suivantes :

2 1 _ 5
30-1+g0o =3

1 2 1. _ 8
50—1 + 3a0+ gd1 = 3

3

1 2 1. _3
§00 T 301 + gaz = 3

1 2. _ 3
a1 + 3a2 = 3,

donc

a_1=3,a9=3, ap=1c¢et ap =2,

d’ou :

() =361 +1) +36; () + 51 (t = 1) +26, (L - 2).
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Fig 17: f(t) € Vo et B, (t— k), k= —1,0,1,2.

1.11 Biorthogonale des fonctions d’échelles et ondelettes

Dans cette section, nous construisons une structure biorthogonale appelée analyse
multirésolution double qui permet la construction de filtres des fonctions d’échelles symé-
triques et qui peut incorporer des fonctions splines. Un travail supplémentaire est impliqué
dans cette construction. Par exemple, au lieu d’une simple paire de filtres de mise & I’échelle
et d’ondelettes h et g, la nouvelle construction donne deux paires : une paire de la fonction
d’échelle et la fonction ondelettes ﬁ, g pour la décomposition et une paire h,g pour la
reconstruction. Au lieu d’une seule fonction d’échelle ¢ () et de la fonction d’ondelettes
¥ (t), Panalyse multirésolution double nécessite une paire de fonctions d’échelles ¢ (t) et

© (t) lices par une condition de dualité, et une paire de fonction des ondelettes associées

(1) et ¢ (t).
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Pour illustartions, considérons la B—spline linéaire (3 (t) (Cf. Exemple 58) et défi-

nissons @ (t) par ¢ (t) = (1 +t). Ou:

;

14+t si —1<t<0

Br(l+1) = 1—t, si0<t<1

0, ailleurs.

Phi-tilde( M

Fig 18 : La fonction ¢ (t) = 8, (1 + ).

Définition 64 (Ensemble biorthogonale et espace double) Soient ¢ (t) et ¢ (t) deux fonc-

tions de l'espace L? (R) et définies les espaces

Vo = span {@ (t = k)} ez et Vo = span {@ (t — k) } ez

Uensemble {p (t — k)},cp est biorthogonale a l'ensemble {o (t — k)},cq si, pour tout m,

keZ ona:

<¢o<t—m>,so<t—k>>=A¢<t—m>¢<t—k>dt=6m,k. (1.66)
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On dit que ¢ (t) et 3 (t) sont générateurs doubles et Vo et Vy sont des espaces doubles.

e I’une des conséquences du double générateur que les ensemble biorthogonaux
@ (t—m) et ¢ (t — k) sont automatiquement linéairement indépendantes.
Proposition 65 Soient ¢ (t) et ¢ (t) double générateurs dans L? (R) . Alors les ensembles

biorthogonales {¢ (t — k)},.cp et {o (t — k) }cq sont linéairement indépendantes.

Preuve. Soient

Z'cvm?o(t—m):Oet chcp(t—k):O,

meZ keZ

donc

<Z’5m¢(tm),zcw(tk)> = 0= ) Gn) c(p(t—m),p(t—k)=0

meZ keZ meZ kEZ
— E Em E Ck 5m,k = 0,
meZ keZ

pour m = k on trouve ¢,,c; = 0donc ¢, =0et ¢y, =0. m

Dans la suit on va donner les formules des fonctions @, ;. (t) et ¢, (t) .

Définition 66 Supposons que p (t) et ¢ (t) sont double générateurs du Vg et V. Pour tout

entiers j et k, on définit les fonctions @;, (t) et ;. (t) comme suit :

Pin(t) =230 (Pt — k) et (t) =250 (Pt — k). (1.67)

Proposition 67 Supposons que j, k et m sont des entiers. Alors les fonctions ©;, (t) et

©; 1 (t) sont biorthogonales, c’est-a-dire :

<&j,k (t) y Pim (t)> = 6m,k' (168)

60



Preuve. On a :

(@i (0, 05m ) = (255 (2t~ k) 250 (Pt —m))
= 2(3(2t—k),p(2t—m))

27 @(th—k)tp@jt—m) dt,

=

on pose 27t = u on trouve

(B0 () 0im (1) = /R B (u— k) (u - m) du
@

Définition 68 (Les espaces 173 et V;) Soient j, k € 7Z, on définit les espaces double 173 et
V; comme suit :

V} = span {&j,k (t)}kEZ et V} = span {(Pj,k (t)}kEZ .
Définition 69 (Projéctions biorthogonales) Soit f(t) € L*(R) et soient V; et 17j deux

espaces doubles. les projéctions de f (t) dans V; et ‘N/] sont domnées par :

fi(t) = Prj(t) = > ajrp;r (1)
keZ
et

fi(t) =Py (t) = kgz’dj,k%,k (t).

avec,

ajr = (f ), 0% @) etajr=(f(1),p;% 1))

Dans le théoréme suivant nous allons donné une relation importante entre les co-
efficients du filtre {hz} et {hj} lorsque nous avons des fonctions doubles satisfaisant les

équations de dilatation.

61



Théoréme 70 (33)Supposons que o (t) et ¢ (t) satisfairent les équations de dilatation

sutvantes :

P =V2Y mp@t—k) et o(t) =v2> hpp (2t — k). (1.69)

keZ keZ

Alors, ces fonctions sont des générateurs doubles si, et seulement si, pour tout k € Z :

Zzlhlf% = 01,0 (1.70)
lez

La formule des filtres Ek sera donnée dans la définition suivante.

Définition 71 Soit n un entier positif, on définit le filtre h de longueur n+1 de la spline

par

( Y n+1 N
2 - n+1 n+1 _
ﬁCn_g , k=— 5 0 g , St M Impair
F e
k= 2 57" n n , ,
on+1 n2+1 , k:_§""’§+1’ st n pair
\ 0, ailleurs,
. m!
ot O = o = 1"

Exemple 72 Trouvez les filtres de spline associés a 31 (t+ 1), By (t+1) et B (t+1).

Solution 73 e Pour 8, (t+ 1) on an =1 impair donc,

V2

hi =

Ci % k=-1,0,1.

C’est-a-dire

e (i o ) = (202



e Pour 5 (t+ 1), n =2 pair, on a :

Iy = ‘fcg““, k=-1,0, 1, 2.

Donc

hm (s, o T @);(ﬁ V2 3V2 ﬁ)

e Pour 5 (t + 1), n = 3 impair,

V2

7 2—k
hk:ﬁcll ,I{;:—Q,—1707172.

Cela veut dire que

L (BB aE VB VB
h—<h—2, h_1, ho, hi, hz)—<16, 1 3 1 .

Proposition 74 Le filtre h est symétrique c’est-a-dire :

hp = h_g, sin impair
hi = h1i_g, sin pair.

Preuve. La preuve est facile, il suffit d’utiliser la définition de C!,. m

Dans la suit, nous présontons la relation entre la condition (1.70) de coefficient du

filtre et les symboles de fonction d’échelle H (w) et H (w).

1.11.1 Conditions de biorthogonalité pour les symboles et espaces des ondelettes.

Dans le théoréme suivant on va donner la condition du symbole de dualité.

Théoréme 75 (33)On considére les symboles

H(w) = \}5 the*ikw et H(w) = \;5 Zﬁkeﬂkw’

kEZ kEZ
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les symboles satisfaisont :

Hw)Hw)+Hw+m)HWw+m) =1, (1.71)

pour tout w € R, si est seulement si, pour tout k € Z :

Zﬁth—% = 0k,0- (1.72)
l€Z

Proposition 76 (Construction G (w) et G (w)) Supposons H (w) et H (w) safisfaisons(1.71).

Si G (w) et G (w) sont donnés par :

Gw)=—e“Hw+m) et Gw)=—e“H (w+m). (1.73)

Alors :
GWGW+Gw+mGw+r) = 1 (1.74)
HWGW+Hw+mGw+r) = 0 (1.75)
HwGW +Hw+mGw+r) = 0 (1.76)

Preuve. On utilise (1.71) et (1.73) pour prouver (1.74), on a donc :

Gw)G (W) +Gw+m)G(w+m)

— AT (e H ot n)) + (< CE T 2m) (—e e ok 2m))

= Hw+mH w+7)+e “H (w)e“H (w)

= Hw+mnH (w+mn)+ H(w)H (w) =1.

Démontrons (1.75), on a :

H(w)Gw)+Hw+m)Gw+m)

= —¢“H(w)H (w+m)+e“H (w+r) H(w) = 0.
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De méme on trouve :

H(w)G W)+ H(w+m) G (w+m)

— —ei“’H(w)H(w+7T)+ein(w+7r)H(w) =0.

Une fois que nous avons les symboles G (w) et G (w), nous pouvons déterminer les

coefficients de filtre associés, comme on va voir dans la proposition suivante.

Proposition 77 Les coeifficients des filtres G (w) et G (w) sont données par :

Ge = (1" hi_y, et g = (=1)" ha_p. (1.77)
Preuve. On a: H (w) = % >~ hpe~*« donc :
keZ

Gw) = —e™“Hw+n)

1 "
P heet (w+m)
\/52 k

kEZ

—iw 1 k tkw
= —e ﬁz<_1) hke

kEZ

1 k1 —i(1—k)
= LS e,
ﬂkez

on pose 1 — k = m on trouve :

Dol : G = (—=1)™ hi_p, Cest-a-dire G = (—1)" hi_p.

De meme méthode on trouve que g = (—1)*hy_;. =

e Dans le théoréme 75 nous avons appris I'interaction entre les symboles H (w) , H (w)
et les filtres d’échelle h et h. Des relations existent également pour les symboles G (w) et

G (w) dans la proposition suivante.
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Proposition 78 Pour toutk € Z on a :

Hw)Gw+Hw+m)Gw+m) = 0= hjoug; =0, (1.78)
€7
et !
GHwW+Gw+mHw+m) = 0= Y Giarh; =0. (1.79)
JEZL

En outre, si H (w) et H (w) satisfaisant le théoréme 75, alors pour tout k € Z on a :

G GW+Gw+mGw+m) =1+ Figj—ar = 0ro. (1.80)
JEZ

Preuve. Aprés un calcul simple on trouve que :

H(w)Gw)+Hw+m)Gw+m)

_ é S Dgge it 4 % SO gy (— 1) itk

keZ jez keZ jeZ
1 ~ ke i\ —i(k—i

= 320D gy (14 (~)FT) e,
keZ jeZ

on pose m = j — k on trouve :

H(w)Gw) +H(w+7)G(w+m)
- % DN hjmg (L4 (1)) ™. (1.81)

JEZ mEL

Si m pair, alors 1+ (—1)" = 2, sinon 1+ (—1)™ = 0. Le remplacement de m par 2m

dans (1.81) et interchange de 'ordre des sommations donne :

H(w) Gw) +Hw+m)G(w+m)

_ Z Z ’;Lj72mgj gi2mw ’

meEZ \JEZ
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supposons que H (w) G (w) + H (w + 7) G (w + 7) = 0 donc il résulte

Z Z%j_gmgj ei?mw =0. (1.82)

meZ \JEZ

Nous considérons (1.82) comme une série de Fourier avec des coefficients de Fourier
> hj_omgj. Puisque la série de Fourier est nulle, il faut étre que les coefficients sont nuls,
JEL
cela veut dire ) hj_2,9; =0. &

JEL

De méme maniere (1.79) et (1.80) seront démontrées.

De ce qui précede, nous pouvons maintenant définir les fonctions @E (t) et ¥ (t).

Définition 79 Soient ¢ (t) et o (t) les fonctions définies dans (1.69), les fonctions 1 (t)

et ¢ (t) sont définies comme suit :

V() =V2Y G (2t —k) et (t) =V2Y grp(2t—k). (1.83)

keZ keZ

O les coefficients gy et g sont donnés dans la proposition 77.

Exemple 80 On prendre (voir exemple 89)

;

V2 V2
(h—27 h—1> h'07 h17 h2) = <_

)

w
4;%

)

ﬂﬁ)

8 4 © 478
et

= oy (V2 V2 2

(. o h1>—<47 2 e )

on utilise les formules gy = (—l)k hi_i et g = (—1)kﬁl,k on trouve :
(

(G, Go. G0 o T) = [ Y2, V2 3V2 V2 V2
9-1, 9o, 91, 92, 93) = 8’ 4 4 0 40 ]

et

V2 V2 V2
(90, 91, 92) = ( -, 4)~

4’ 2
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Donc le symbole G (w) est donné par :

_ 1 k=3
Gw) = — gre ik
V2,2
1 ; 1 3 1
— ge—?ﬂw + 16_2%) _ Ze—zw + W

le module du G (w) est ’é’ (w)’ tel que :

- 2
‘G(w)‘ = \8[\/40033m — 8cos2x — 20 cos x + cos 4z + 23.

D’autre part on a :

3
V() = V2 ) Gp(2t—k)

k=—1
1. 1. 3. 1.
= - o2t+1)+=-p2)—-p2t—-1)+-p(2t—2)+
4 2 2 2
De méme on trouve que :
1

et

2
|G (w)] = \4[\/cos2at —4cosz + 3,

et :

k=2
P(t) = V2) gre(2t—k)
k=0

= o) - @1+ g2 -2).

Finalement : ) )
H(w)= —Zcos2w+ icosw—i—%
et

1 1
H(w):icosw—&-g
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‘(N? (w)’ et ‘I;T (w)’ sont tracés sur (Fig 19), |G (w)| et |H (w)| sont tracés sur (Fig 20)
et ¢ (t) sur (Fig 21).

G-tilde(w), Hw) , f | /]
0% H “/:
08 » o

o4 // .

0z &

/ :
]

Q 1 4

Qg

Fig 19 : ‘é(w)‘ ligne continue,

‘E’ (w)‘ ligne discontinue.

G, H) | o~ [

i v

]
AR
[ A i
™
frf/ !

]
Q 1 1 3

Fig 20 : |G (w)| ligne continue,

|H (w)]| ligne discontinue.
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Bei-pildedtt /\
o

Z 4 as ] 1 E

Fig 21 : La fonction 1 ().

Définition 81 (Les fonctions QZM (t) ety (t)) Soient ¥ (t) et (t) les fonctions définies

dans (1.83), pour tout entiers j,k on définit les fonctions ;Zj,k (t) et k() par :

Dig (8) =220 (278 — k) et o, (1) =239 (2t — k). (1.84)

On peut maintenant définir les espaces Wj et Wj.

Définition 82 Soient j, k des entiers, alors les espaces Wj et W; sont définies comme
sutt :

W; = span {;bj,k (t)}j . et Wi = span {¢; (t)}j.’k . (1.85)

)

La relations d’orthogonalité pour les fonctions d’échelle et d’ondelettes est donnée

dans le théoréme suivant :

Théoréme 83 (39) Pour touts entiers j, k, | et m on a :

(0 ®),05 (1)) =0 (1.86)
(Pjr (£) 10, () =0 (1.87)
(B34 (1) g () = Djmis (1.88)
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Corollaire 84 (33) (Orthogonalité des espaces) On a :

Vi LW, et V; LW; (1.89)

Dans le résultat suivant nous devons prouver la décomposition des espaces V1 et

Vi,
Théoréme 85 (33)On a :

Vili=V;+Wj et ‘7}+1 = ‘N/J + /V[\?j (1.90)

Définition 86 Si les deux fonctions ¢ (t) et ¢ (t) vérifiants la condition de biorthogona-
lité (1.68), peuvent étre construires via les équations de dilatation (1.69), et satisfont le

théoréme 75, alors on dit que @ (t) et ¢ (t) sont les fonctions d’échelle biorthgonales.
Définition 87 (Analyse multirésolution biorthogonale) Supposons que {Vj}jez et {f/j}jez
deux multirésolutions de L* (R), on dit que {Vitjez €t {f/j}jez forment une analyse muti-

résolution double ou une analyse mutirésolution biorthogonale de L* (R), si {¢ (t — k)} ez

et {¢ (t — k)}peq sont des bases de Riesz de Vo et Vo respectivement.

Définition 88 On dit que h et h sont une paire de filtres biorthogonaux si

HwHw +Hw+m)H(w+m) =1,

avec

71



Exemple 89 Choisissez h comme filtre de la fonction linéaire B—spline & (t)=p5,(t+1)
et trouvez une filtre symétrique h de longueur 5 tel que h = (ha, hi, ho, hi1, h2) de sorte

que h et h soient biorthogonauz.

~ 2 ~ 2 ~ 2
Solution 90 On sait de l'exzemple 72 que h_1 = \4f’ hy = \2[, hy = \4[, d’aprés le

théoreme 70 on a :

Z huhy oy, = 0k,0,
ez

c’est-a-dire

Opo = h_1h_1 ok + hoh_ap + h1hy oy,
V2 V2 V2

= —h ~—h ~—hi_
1 1+2k + 9 2k + 4 -2k

On obtient donc :

V2 V2 V2

vy ye Yo =1

4h1+2h0+4h1
\[hoJrf o,

de la condition H (0) =1 on trouve :

1 — A
%theﬂko = 1:>h_2+h_1+h0+h1+h2:\/§
k=-2

- 2h2+2h1—|—h0:\/§.

La solution du systéme :

V2 V2

7]11 + 7]10 =

V2 V2

Tho + Thl =0
2hs + 2h1 + ho = V2,
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donne :

ha

S

2
hO:3j4/77 hl

g

8

V2
T

Donc, nous avons un paire de filtres biorthogonaux symétriques

B

Qui est souvent appelé pair

V2 V2 3V2 V2 V2

)

)

8 4 4 4’ 8
et
(V2 V2 V2
N4 27 4 |-

de filtres spline (5, 3) biorthogonaux.
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II. Analyse Multirésolution et ondelettes non stationnaires

L’analyse multirésolution non stationnaire est un ensemble des sous espaces d’ap-
proximations emboités et invariants par translation, ol chaque fonction d’échelle différente
génére un sous espace, ce concept est encarté par C. de Boor, R.A. DeVore and A. Ron
(5). Dans ce chapitre on va présenter une étude sur l’analyse multirésolution non station-
naire, les B—splines exponentielles et le lien entre eux. On termine ce chapitre par quelques

exemples sur les B— slpines exponentielles 3.

Définition 91 Soit {V;}, ., une suite des sous-espace fermés et emboités de L% (R), on
dit que {Vj};oz est une analyse multirésolution non-stationnaire (AMNS) de L% (R) si,

pour tout j € Z tel que 7 < jo, jo €Z on a :
(1) Vi C Vi,
(2) Uj<jo Vs = L* (R),
(3) Nj<joV; = {0},
“4) fle)eV,=f (a: — Z*jk) € Vj, pour tout k € Z,

(5) la famille {(pj (2jaz — k)}keZ est une base de Riesz pour Vj, c’est a dire : pour
chaque j < jo, il existe 0 < Aj < B; < 00, tels que pour tout c € 12(7Z) :

Ajllelliz@y <

> clklo; (. —k)

kEZ

< Bj el
L2(R)

ot Aj, la borne inférieure de Riesz et Bj la borne supérieure de Riesz.

Les fonctions (goj) sont appelés les fonctions d’échelle, dans le cas stationnaire

J<jo
P =P

Propriétés

e Comme V; C Vj;q alors il existe une suite (hg]) , de 12(Z), j < jo, vérifiée

ke
I’équation d’échelle suivante :
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0; )= 1oy (20— k). (2.1)
keZ

e Dans le cas fréquentiel ’équation (2.1) s’écrire comme suit :

o b (3 (3). o

ou; f est la transformée de Fourier d’une fonction f et

HV (W) = Z hg]e_m. (2.3)
kEZ

Convention Pour toute fonction ¢; on a :

/«pj (t)dt =, (0) =1, (2.4)

R

si on applique successivement (2.2), avec @; (0) # 0 (2.4), on obtient
P w
7w =TT 389 (57%) - (2.5)
k=0

avec w € Ret 57 < jg.
e D’aprés M. Unser (37), Le produit (2.5) converge pour chaque valeur de w.

e Quand @ € L* (R), les fonctions (;) L? (R) et

J<jo

H"Oj - SOHL2(R) - 0, loquue ] — +00.

e La convergence de ’analyse multirésolution est sur griace a La condition de la

densité (2) dans la définition 91.

e Les fonctions ¢;, j < jo, générent l'espace Vj, c’est a dire :
ij = span {90],16 (t) }j,kEZ ’ (26)
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ou,

i () =250, (28— k). (2.7)

e A chaque niveau j < jg, et pour tout (hm)kez C 1?2 (Z), il existe un pair (4;, B;) €
R?, (0 < A; < Bj < +00) tels que :

; (2.8)

4 HhmHn(z) < 1@l L2@) < B Hhm 2(2)

avec ® € Vj et hl] (e7™) = HU (w).

e A;, Bj sont les bornes de Riesz, dans le cas orthogonale on a A; = Bj et dans le

cas orthonormé A; = B; = 1.

e On dit que ¢, () et ¢; (. — k) sont orthogonales si, pour chaque j < jo, j € Z;

(0 (), 0j (. —k)) =dox, Yk €Z, (2.9)
ou
1, sik=0
dok =
0, si k #0.

2.1 Transformé en z

Les transformés en z des filtres d’échelle vérifiants ’équation

KUl (2) BT (2) + AV (=2) Wl (—2) =4, (2.10)
ou;
z=e"" et WVl (2) = Z hg]zk. (2.11)
keZ

2.2 Complément orthogonale
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Le complément orthogonale W) dans Vj;1 de chaque V; a chaque niveau j < jo est
défini comme suit

Vi =V, @ Wj, (2.12)

avec

Dj<joW; = L? (R). (2.13)

e Quand W; est orthogonale & V; alors

W, L Wi Vi # k. (2.14)

e Les sous-espaces W; n’a pas les méme propriétés d’emboités a celle V;, par contre

la conservation des propriétés d’échelle et 'invariance par translation est garantie.

Définition 92 (Ondelette non-stationnaire) A partir des fonctions d’échelle non-stationnaires
®j, pour chaque niveau j < jo, j € Z on définil la fonction ondelette non-stationnaire v,

de L? (R) comme suit

V()= g0 (20— ), (2.15)
keZ
ot
gl = (=1)Fnll (2.16)
et
Vi (1) = 230 (2t — k) (2.17)

telles que ;1. sont les fonctions dilatées et translatées et de plus elles engendrent Wj.

e La stabilité des bases d’ondelettes non-stationnaire {wj’k, 7 <jo, k€ Z}, n’est

pas imliquée par la fonction d’échelle, M. L. Mazure et K. Melkemi (29).
° {¢j,k, Jj<jo, ke Z} Forme une base de Riesz pour l'espace @<, Wj.

e La famille

L= {@jort U{¥ir O}, kez (2.18)
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est une base de Riesz pour L? (R), R.Q. Jia, Y. J. lee (19, 23)

e Pour chaque fonction f € L?(R), sa décomposition on ondelette a niveau jo, est

définie comme suit

= chgf‘)]sojo,k + Z Zy,[f]d}j,m (2.19)

kEZ 1<jo kE€Z

avec

w2 = (f, ion) et vl = (f, ) (2.20)

2.8 Construction d’analyse multirésolution non-stationnaire a travers les B-splines expo-

nentielles

A travers les B—splines exponentielles, il est possible de construire une analyse multi-

résolution non-stationnaire (V) les B—splines exponentielles sont utiles aux plusieurs

Jj=jo’
applications comme; la forme géométrique, l'interpolation d’un signal, N. Dyn, M. Unser

(14, 37), la préservation d’ajustement d’une courbe,..., sans oublier leurs importance dans

la construction des ondelettes.

Définition 93 (Espace de Chebyshev géneralisé) On considére l'opérateur différentiel li-

néaire d’ordre n, n € N*; a coefficients constants, défini sur C* (R) par :

n

=] (D -~1). (2.21)
=1

D; Dopérateur de dérivation et I est l'identité.

Le noyau de cet opérateur différentiel

B} =ker T, (2.22)

est un EC (espace de Chebyshev géneralisé), Y. J. Lee (22), sur R.

e Pour tout entier on utilise la notation 1% au lieu de 7, ...n (6—fois).

78



e Il est possible de trouver une permutation o, de {1,...,n} telle que

<%(1),...,a(n)> = (77[1n1}7-~-7 7[3“]> ;

ou 7y, ...,n, sont des réels distincts et nq, ..., n, des entiers positives, tels que : n1 +

Tt Ny =n.

e On peut construire une famille des fonctions
e xe® .z

cette famille forme une base pour I'espace B"[in,] telle que BY = @leB"["n.].
m; ‘ n; ¢

e Si on suppose que ¥ = (71, Y2, V3, 74) = (0, 0, a, —a), on peut écrire v =

(17[12},77[2”,77?]) avec 1, = 0, 7y = a, n3 = —a. Cela signifié¢ que la base est : €%, 1e0%, ¢

e % c’est a dire 1, x, e, 77,

e Il est logique d’adopter de nouveau choix de bases dans cette espace. Pour cela, nous

)

, 1 =1,...,n; qui satisfait les conditions
(717 (s} ’Yz)

désignons par f; I’élément de 'espace B
initiales;
F00=0,s1j=0, .., i—2et [V (0) =1, (2.23)

]

les fonctions fi, ..., f,, ainsi définies, forment une base de 5.

En particulier, si v, = 0 pour tout 7 = 1, ..., n, la base précédente est la base (f1, ..., fn)

de polynoéme P,,_1, définie par :
l,i—l
i = ; 2.24
@) = 5, (22

les fonctions; f, fn(.+1), ..., fn (. +n — 1) forment aussi une base de l’espace BY.

Définition 94 (espace des splines cardinales de Chebyshev) L’espace des splines cardinales

de Chebyshev associé a lopérateur T est lespace ST défini comme suit

S,TYL = {S S C’n,Z (R), SWC, k+1[ S B,TYLW€7 k+1[ ke Z} . (225)
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e Pour n = 1 : dans ce cas, nous pouvons exprimer les éléments de S}/ a partir des

translatées entiéres de la fonction ,6’% qui définie par

ﬁ}, () =" X, 1, ® ER, (2.26)

avec v = v; € R. En effet, si S est un élément de S}/, nous connaissons une suite

(ar) ez telle que :
S(z)=are™, z €k, k+1[, k€Z, (2.27)

donc, S peut s’écrire sous la forme;

S(x) =Y apl(x—k), R, (2.28)

kEZ

ou

cp = age’”, Vk € Z. (2.29)

Dans la suite, on va donner la définition de la fonction Green associée & 'opérateur

.

Définition 95 La fonction Green G% associée & l’opérateur Twl, est définie par :

G# (z) = " Ao, 400] (7). (2.30)

e Dans ce cas on peut écire la fonction B,ly par la formule suivante
ﬁ% (x) = G# (x) — evGi (x—1), z€R. (2.31)

Définition 96 Pourn € N*, la fonction de Green G7) associée o l'opérateur 17, est définie

comme suit
fn(z), > 0;
G- (x) = (2.32)

0, x <0,
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o, fn € B2, avec les conditions :

fz‘(j) (0)=0,8i j=0,....i — 2 et fi(i—l) (0) = 1.

e Siy; = 0 pour tout i = 1,...,n, alors G7) (z) est définie par

n—1

Gl (z) = ﬁ r € R, (2.33)

avec, x4 = max (z, 0).

Dans la définition suivante, on utilise 'opérateur aux différences A7, Y. Meyer (31),

pour généraliser la notion de B—spline.

Définition 97 Pour tout n € N* et pour tout v = (v1,...,7,) € R", Uopérateur aux

différences Ay, est défini par :

A" = AL oAl
v 'Yn (717'~-77n)7

ou, pour tout réel p et pour tout fonction f définie de R dans R :
Aif(x) =f(x)—elf(z—-1), xeR
Proposition 98 La fonction B définie par :
By = AL.GY, (2.34)

est un élément de l’espace 5’? des splines associées a l’espace BY pour tout v = (V15 ooy ) €

R™ et pour tout naturel n non nul.

Preuve. Par la définition méme de 'opérateur aux différences A%, /BZ est une com-
binaison linéaire des n + 1 fonctions GI (. — k), k = 0,...,n. L’invariance par translation
de Vespace B2 et le fait que la fonction G2 € C"~2(R), GZ (x) = 0 pour tout z < 0 et
T3GY (z) = 0 pour > 0 donc T3 37 (z) = 0, d’ou B € BY. m
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Remarque 99 (30, 38)

Sous la convention > ¢Vt = 1 pour k = 0, et pour tout fonction
1<ir<..<ip<n
h:R — R, on se donne la relation :

A"h (z) = i (=1 Y T |z —k), z€R, (2.35)

¥
k=0 1<i1<...<ip<n

de (2.34) et (2.35), 87 peut s’écrire comme suit

n

B (x) = (-1)" Yoo T | Gl (@ k), (2.36)

k=0 1<i1 <. < <n

donc (2.36) montre que :
e Siz <k, alors 37 (z) =0,
esix >k, cest a dire x — k > 0 pour chaque k = 0,...,n. On applique I'opérateur

A% & une fonction de I'espace B} pour calculer 37.

Dans la suite on va donner quelques définitions et qulques propriétées concernant les

B—splines.

Définition 100 La fonction 37 est appelée la B—spline de Chebyshev d’ordre n associée

a lopérateur T7'.

Proposition 101 (36) Pour tout v = (vy1,...,7,,) € R" on a :

Bl = ,1“ * ok }Yn, (2.37)
et .
5 (z) = /e%yﬂ?v_imﬁnﬂ (x —y)dy, pour tout n > 2. (2.38)

0
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Preuve. On pose 7 = (’yl, ...,’yn_l) et on suppose que n > 2. De la défintion de la
B—spline d’ordre n on a :

gy =nn (A 6n), (2.39)
telle que

1 n n n
AL GY(z) = GY(z)—emGl(z—1)
y z—1
= /eV"ngl (x —y)dy — /0 eVn(yH)Ggfl (x —1—y)dy.
0

Si on pose t =y + 1 la deuxiéme intégrale devienne comme suit
’Y'ﬂ n p—
/1 e G7 (x —t)dt,

donc

T

1
1 n _ ntom—1 _ ntm—1 _
AL GY () = /67 tGV (z t)dt—{—/x e GET (z —t)dt
0

1
_ ntrm—1 o
= /0 e GLT (v — t) dt,

cela veut dire que

1 m(y _ gl n—1
AL GY () «GI (2.40)

P

De la définition du produit de convolution et de la définition 97, il est facile de vérifier

que pour tout réel v, et toutes fonctions f, g telles que :
A}Y(f*g) = fx* (A}Yg).
D’aprés cette remarque et d’aprés (2.39) et (2.40) il résulte que :

gy =8, = 057 (657).
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Si on suppose montré que
m—1 n—1\ _ pl 1 1
AV (G7 ) - ’Yl*ﬁ’Yz*"'*’B’Yn—l’

on trouve que :

n _ pl 1
67_ L R

. B,lyi (x) > 0 pour chaque ¢ € {1,2,...,n} et pour tout = € ]0;1[, dans le cas des

B—splines d’ordre n on a le résultat suivant :

Corollaire 102 (28) Le support de la B—spline 37 est [0; n|. De plus 85 (x) > 0 pour

tout x appartient o lintérieur de [0; n].

Corollaire 103 On considére le vecteur v = (v1,...,7,) € R™, alors pour tout entier

kel[l, n—2],o0na:

k n—1 YN n—k
T(’Ylv""'Yn) ('Ylv"':’Yn) B A('er"'v’)/n)ﬁ(’yk+1,...,’yn). (241)

Preuve. Soit une fonction définie de R dans R, on a
1
(31 + ) @ = [ s @t

on pose x —t =y on trouve
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Par dérivation on obtient :

-1

(e ) @ = (e [ emrwa) + [ @ et -]
- vl/x EDf (g dy + f (@) — N f (2 — 1)
x—1
= (B )@+ @ - fe-1), 2R

C’est-a-dire :
(8,5 8) @) = (8L 1) @) = f (@) = f (2= 1),
cela équivalent a

7§1<§1*f)::A;f(xy (2.42)

n—1
(Y25 Y3s++5m

B—spline d’ordre n — 1 soit continue, autrement dit si n > 3. On obtient la formule (2.46)

On peut appliquer la formule (2.42) avec la fonction f = 8 ) telle que la

avec 7 = 1.

On utilisant le fait que 7. 71 et A% commutent et par récurrence on obtient I’égalité

(2.41) dans le cas général. m

Proposition 104 (30) Pour tout spline S € SY, il existe une unique suite (cx)cy de

nombre réels tell que:

S(z) = chﬂ,’; (x—k), zeR. (2.43)
kEZ

Définition 105 (La B—spline adjointe) Soit T7} l'opérateur définit dans (2.21), la B—spline

T

adjointe de B7, notée 37+,

est la B—spline associée a Uopérateur T7*. Ou :
v

7y = (-]

7

(D +,.1). (2.44)
1
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e L’espace adjoint des splines de Chebyshev 57+ associé a 'opérateur 17+, est définit

comme 'espace des splines cardinales associées a T7'.

e Si B0 = ker T, 'espace S§* définit par :

S’:L* = {f60n72 (R), f|[k, k+1[ EBZyl*a keZ }7

e On obtient de I'égalité (2.44) que
By =By

e Soit

Bl (x) = e " A (z), © €R,

on utilisant (2.38) :

1

T . —Ypt (n—1)= .
By (w) = /e ﬁ(’yl’m,%_l) (x —t)dt, v € R.
0

Dans la proposition suivante on va voir le lien exact entre 37 et 5.

Proposition 106 Pour tout entier n > 2 et pour tout vecteur v appartient ¢ R™, on a :

n

By (r) =e kz::lykﬂg (n—z), x €R. (2.45)

Pour n =1, la relation (2.45) valable uniquement sur R — {0, 1}.

Preuve. La preuve sera fait par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, on a, pour tout

réel x,

ﬂi*l () = e M A (z)

— 6771671(17$)X[071[ (z),
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c’est-a-dire,

ﬁ}y’; (x) = e Nen(l=2) = e*VIﬂ}h (1 —z), pout tout =z # 0, 1.

Supposons que ’égalité (2.45) vraie pour n — 1 et démontrons qu’elle est vraie pour

n,on a:

n—1
- § Tk

L P k=1 n—1 1
(’yl’""’yn_l) (:L') ¢ 5(717"'7771—1) (n m) '

En utilisant (2.41) et la relation précédente, on peut écrire :

1
g (z) = /0 A (ot dt

(717"'7711—1)

n—1
*Z’Yk 1
= e k=1 / e_’Yntanl ) (n —1—z+ t) dt,
0

(’Ylv"'v’Yn—l

a l'aide du changement de variable s = 1 — ¢, 87 (x) s’écrire comme suit :

(n—x—s)ds

—Z% 1 L
Tl x — e k=1 e_’y'n, e"/ns n—
v ( ) 0 B ’717"'7771—1)
n—1
D w

- 1
— 1 — Y,S pn—1 o d
6 6 TL/()Y 6 ! B(’Yl?"'7’yn—1) (n $ S) S

n
*Z’Yk 1
= e k=1 / emspn—l (n—x—s)ds
0

(717"'7777,71)

d’ou

En déduire de I'égalité (2.45) que :

n
e Si kzl v, =0, s (BZ) = (34" ou s est la symétrie par rapport a I'axe z = 3.
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e Sivy, =0,k=1,..,n (cas polynomial), on trouve que ﬁg* = Z, ce qui preuve que

. P NED _n
la B—spline est symétrie par rapport a 'axe v = 5.
e De plus, elle nous donne une condition nécessaire et suffisante sur 'opérateur 77’

pour que la B—spline associée soit symétrique.

Corollaire 107 (30) La forme des opérateurs différentiels d’ordre n o coéfficients réels
constants dont la B—spline associée est symétrique, (par rapport & l'axe x = 5 ), est la

sutvante :
-

DOQ H (D2 . 77221—)91 ,
i=1

0t Ny, oy Ny € R* avec n? # 77]2 pour © # j, de plus, 8y € N et 01, 02, ..., 0, € N* vérifiant :

00+2i0i:n.
=1

La B—spline exponentielle, est une généralisation d’'une B—spline polynomiale.

La transformée de Fourier d’'une B—spline est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 108 Soit v = (y1,...,7,) € C", alors, la transformée de Fourier de la
B—spline 37 est donnée par

/\ n

By (@) = [ F (o — i), (246)

k=1

ou, F' est une fonction définie sur C, par

L six # 0,
F(z) = (2.47)

1six=0.

Preuve. En utilisant la proposition 101, puis on applique 'une des propriétés clas-

—

siques de la transformation de Fourier, u*v = u.0 (récursivement). Alors pour prouver
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(2.46) ;il suffit de verifier que, pour k =1,...,n

En effet, on a

+00
/1\ _ 1 —iwr
T (w) = / B, (x)e dx

! (v —iw)x 1
= /e(wk_iw)gcdx = [e " . ]
Ve — W
0 0

eYE W 1 eV .
= — — — = . = F (v, —iw).
Vg — W Y — W Ve — W

e Le cas v = 0, correspond & la B—spline polynomiale.

e Dans le domaine temporel, on obtient la fonction ,6’2 € L%(R) dont son support
compact est [0, n], I. Boggess (4), De plus, cette fonction est (n — 2)-fois contintiment
différentiable, I. daubechies (12). D’autre part, sur chaque intervalle [k, k +1]; 87 coincide

avec une fonction dans GTYL.

e Les translatées de 57 sont linéairement indépendants si et seulement si

Ve — 4 & 2miZ — {0}, Vk, j € Z. (2.48)

En outre, lorsque nous conservons la condition (2.46), chaque f € G7, peut étre

exprimée comme une combinaison linéaire des translatées de 37.

D’autre part, de la définition de la transformée de Fourier de 87 nous avons :

n .
— eVe—iw _ 1
Bl = ] ——
el ")/k — W
’Yk .w T W

n n o V5
e2 2 +1 e2 2 -1
= |[]——— —— | (2.49)
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— W
le second facteur sur le coté droit de (2.49) est reconnu en tant que B (5) , et donc

2

B (w) = Ay (W) BY (2 2.50
B (w) = 1(w)ﬁl 9) (2.50)

2 2

avec A,; est un polynome trigonométrique de période 47 définit par
Ve W

n e?ilg +1

A, w) =]] — (2.51)

Notons que E%\ (%) ; représente la transformée de Fourier de la fonction 26% (2z) du

2
n
support [O, 5} , de plus, elle est par morceaux dans G7, (avec des points de discontinuités

a des demi-entiers).

Nous fixons le vecteur 7, et définissons les espaces Vj, dans lesquels engendrés par
¢j, avec

¢; =Bl (27.), (2.52)
les générateurs ¢;, alors satisfaire aux équations de raffinement non-stationnaire

6 (W) = 24, 551 (;’7) i1 (W) (2.53)

w

Nous observons que 24551 (2—]> gi)/j; (w), peut étre écrite comme

n
_ - i\ ikwo—i—1
2 "E Ok (e%'Q ey €2 )e thw2 ,
k=0

o, 0k (1, ..., xy) : est le polynome homogene symétrique de degré k.

Alors, nous pouvons, considérer les espaces invariants par translation V;, définis par :

v = { F@)y=>"nlgr, (2 —a); nfl e (Z)} . (2.54)

keZ
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Si nous voulons normalisée la base ¢;, c’est a dire quj = 1, et d’aprés les

HLl(]R’)

définitions précédent en peut réécrire :
2—J 2—J 2—J
;= p; (e NG ke B K ke %51) , (2.55)

telle que 8 indique la B—spline de premier ordre, c’est & dire :

1si0<z <1,
B1 (@) = Xjo, 1( (z) = (2.56)

0, ailleurs,

et p; : est le facteur de normalisation, M. Unser (37).

Une facon pratique de représenter une B—spline exponentielle d’ordre n, est avec le

polynéme de Laurent comme suit :

N |

. A "1 i
I (2) =S Ak = o, I (1 Femw? 1z> 5> o, (2.57)
kEZ k=1

ou, u; est le facteur de normalisation définie par :

- 2
-1 (), 25

k=1
La relation entre la reproduction des polynomes exponentiels par ¢;, et les zéros du
polynéme de Laurent HU! (z) correspondants, est bien détaillée par M. Unser (37).

Par convention on a

W_oo = ﬂV]> (2'59)
J

et obtenir de cette facon, la décomposition :

L?(R) = ©—oogj<+oo W (2.60)
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est valable pour la décomposition en ondelette, sur la base de toute B—spline expo-

nentielle.

Un probléme intéressant et important dans le cadre des bases d’ondelette non sta-

tionnaire, est le probléme de la stabilité. En effet ;
Soit, 9; la fonction d’ondelette & support compact, associée a ¢; = :_Tj (2j ) .

Alors, 'espace des ondelettes W, définit par :

Vi =V & W, (2.61)

est un espace invariant par translation, relative a la dilatation 277, généra par Y,
D’apres (2.55); et (2.57) et C. de Boor (5) nous pouvons en déduire que, pour chaque

J 2 Jo, les translatées entiéres de ¢; sont linéairement indépendants si et seulement si :
(ve — ) ¢ 2T miZ, pour vy, # v, k1 =1,...,n, (2.62)

d’autre part, d’aprés T. Lyche (25) un concept li¢ I'indépendance linéaire, avec la

notion de la stabilité de ¢, c’est-a-dire;

Si les translatées entiéres de ¢;, sont linéairement indépendants, la stabilité de ¢,,
est immeédiate. Autrement dit que { :.2,]- (2j. — k) , k€ Z} , est une base de Riesz pour
Vj.

La densité des B—splines exponentielles, dans les espaces L? (R), est prouvé par O.

Christensen (7).

Dans la suit on donne des exemples sur la construction des graphes de quelques

B—splines exponentielles 37.

Exemple 109 La B—spline

e si0<x<l1

0, ailleurs
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pour n=1ety € {—}1, %, —%, %, -1, 1} (Fig22).

(=~

=
e
»'Er
b

o
e

\\\\

) -y
- <
O.5

Fig 22 : 8! (), v=—-%,-3,-1,0,%, 3,1 (De bas

en haut)
Exemple 110 Pourn =2 ety = (v1, 7;) € R?, avec v, € {—é—i, é—i, — %, %, -1, 1}.
On a [33 (x) = ’1Y1 (x) * 5#1 (x) d’aprés un calcul simple on trouve que :
ze’? si0<x <1
2 (0) =

(2—z)en® sil<az<2

Pour v, € {—3, 1, — 1, &, —1, 1} (Fig 23).
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B {gamal}(s) . |

4
X
Fig??’:B?yl(x)771:_ia_%7_1a0 14 1

s 49 Q0
(De bas en haut)

En particulier si y; = 0, on obtient la B—spline de second ordre, fonction triangle

z,si0<xr <1

ANz)=< 2—z, sil<z<?2,

0, ailleur.
telle que :
,% (.’13) = x.X[m 1] (Jf) + (2 — x) 'X[L 2 (%) .

Exemple 111 Pourn =3, v = (0, ia, —ia) on a

B () = B3, (2) B3, (2) * By, (2)
= /3(1) (x)*ﬁzla (x)*ﬁl—za (x)
= (ﬂ[l) ([E) *lea (.’I,')) *61—2'(1 ($)7
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c’est a dire :

1—
o (92) iz e, 1]

a

z(m): cos(ax—2a)+cos(aa:—a)—ZCosa, saell, 9

a2

1 — cos (az — 3a)
2

, stz e 2, 3.
a

On va tracer maintenant la fonction Bi (z) pour les valeurs suivantes de 7 : 4.3, 3.8,

m et 2.5 (Fig 24).

B {gama}ix)

EN

i

Fig 24 : La B—spline
B3 (x),v =4.3,3.8,7,2.5 (De bas en haut)

La droite d’équation x = % est un axe de symétrique.

Le cas : a =m, v = (0, iw, —im)la B—spline 52 définie par :

1 — cos (7x)

— , stz €]0,1]
2
3 .
W($) = 2 six € [1,2]
1
Hoisz), sizell3.
T
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III. Construction d’une ondelette non stationnaire & partir de la solution positive

de ’équation de Bézout

Dans ce chapitre, on propose une nouvelle technique de conception d’ondelettes non
stationnaires selon les travaux réalisés par M. Unser (38). A partir de ’ensemble des solu-
tions de I’équation de Bézout et en considérant la solution la plus courte, nous construisons
une solution positive sur U'intervalle [—1, 1], en utilisant les polyndémes de Bernstein, nous
approchons cette solution dans le but d’effectuer la factorisation spectrale. Pour ullistrer

notre idée on va donner un exemple a la fin de ce chapitre.

8.1 Définitions de base et propriétés de l’analyse multirésolution non stationnaire

Dans ce contexte, nous nous intéressons a la structure fondamentale proposée par C.

de Boor (5).

Définition 112 (Analyse multirésolution non stationnaire) : Soit j un entier et soit

(¢; (t))j<j0 une suite de fonctions dans L? (R), on cnsidére le sous-espace V; comme suit
V= span{cpj’k = V27, (277.-k)/ ke Z} ,

on dit que V; définit une analyse multirésolution non-stationnaire si, et seulement si :
e pour tout j < jo, ¢; (t) engendre une base de Riesz;
e pour tout j < jo, Vj41 C Vj;
« UV,=L2®) et N V;={0}.
J<Jo J<Jjo

e La suite des fonctions ((pj (t)) est appelée la fonction d’échelle.

J<Jjo
Notons que, dans le cas classique multirésolution stationnaire, S. Mallat (26), les

fonctions (<pj (t)) sont indépendants de l'entier j.

J<jo
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La condition Vj+1 C V; imlique I'éxistance d'une suit h; € I2 (Z) telle que

Pj+1 (Qf(jﬂ)t) =Y hilklg; (277t — k), (3.1)
keZ

le coefficient h; est appelé le filtre d’échelle. dans le domaine fréquentiel, la relation
(3.1) équivalente a :
20511 (2w) = H; (¢*) §; (w), (3.2)
ol p (w) est la transformée de Fourier de ¢.

Pour simplifier, nous notons dans la suite :

win(t)=V2ip, (279t — k).

3.2  L’ensemble du z—domaine et banc de filtres

Dans cette section, nous nous concentrons sur la conception des fonctions d’échelle
¢; (t) qui générent une mutiresolution non stationnaire (V;). D’aprés S.Mallat (26), la

propriété suivante donne une condition de I'orthogonalité pour les filtres d’échelle.
Propriétés

e Supposons que la fonction d’échelle (cpj) . engendre une analyse multiresolution,

J<J
de valeurs réelles et de support compact. Alors, pour tout j < jg — 1, le filtre d’échelle

h;j [k] a une longueur finie et leurs transformées en z satisfont 1'égalité suivante :

Hj(2)Hj (—27") + Hj (—2) Hj (—27') = 4. (3.3)

Par conséquent, nous pouvons construire le filtre d’ondelettes a partir des filtres
d’échelle comme suit

Gj(2) = 2" H; (=271,
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ou m; € Z. Par suite, I'ondelette correspondante est donnée par

¢j+1 (t) = Zgj K] P (2t — k).

kEZ

e Les fonctions de base 9, , (t) sont obtenus par dilatation et translation de 'ondelette

¢, comme suit :

Wik () = V2770, (2771 — k),

et :

W; = span {wj,k = \/ﬁzpj (277'. —k)/ ke Z} )
e La contrainte d’orthogonalité implique que :

Vi =Vjt1 & Wjya;
Wip1LVjq.

3.8  B—Splines Exponentielles et Multiresolution

Comme proposé par M. Unser (38), nous pouvons construire une multirésolution non
stationnaire & travers la B—spline exponentielle. Dans cette section, nous allons montrer

quelques définitions et propriétés liées a la B—Spline.

Soit ¥ = (Y1, ...,7a7) € CM un paramétre-vecteur complexe, la B—spline exponen-

tielle correspondante est définie par la transformée de Fourier comme suit :

1—em—w

iw_’ym .

R M
B, w) =]

m=1

Propriétés

oﬂ7CL2(R);
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e Supp(B=) = [0, M];
e Si ¥ = 0 dans C", alors la B—splines exponentielle tend vers la B—splines

classique.
Corollaire 113 Soit Bv la fonction définie dans (3.4), alors :
2B2j+17 (2&)) = 21_MR23'7 (ei‘“) 32j7 (w) 5 (35)

ol

M
H 1+6’sz )
m=1

Preuve. on a :

M 21+1’ym721w

~ 1-—
262j+17 (20.1) = 2 H
m=

L 2w — 20+,

M
1 —_— 62 777L27'w 5 .
_ 9l-M H ( > (1+e2ﬂvme—zw)
s iw— 2y

1— €2j7m2iw

M
- 2] (1 e ) T 5 g
m=1 m

m=1

= 217MR2J'7 (e™) sz;’ (w)-

Si on suppose que ¢; (t) = Byi= (t) et Hj(z) = 21_MR2J-7 (z), on peut définir la
suite des sous espaces {V;} qui représente la structure de multiresolution non stationnaire

telle que :
V; =span{By= (277.—k)/ keZ},

V; est appelé I'espace emboité de décalage invariant.

La fonction Sy, (t) engendre une base de Riesz, si et seulement si, 7 n’a pas de

composants purement imaginaires distincts v et 7 tels que
27 ('y — 'y') =27k,
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pour certains k € Z.

Proposition 114 (21) Les B—spline exponentielles sont dense dans L? (R).

3.4 Probléeme de conception des ondelettes non stationnaires en utilisant [’équation de

Bezout

Dans cette section, nous serons intéresse par la construction des filtres d’échelle non

stationnaires H; (z) en utilisant I’équation de Bézout. Comme montré par M. Unser (38),

a partir de la condition d’orthogonalité (3.3), le probléme de conception se présente sous

la forme suivante :

A un niveau fixe j, trouvez les plus courts filtres Q; (2) tels que :

Hj(z) = Ry (2) Q; (2) -

~—

Dans la proposition suivante on va donner une équation équivalente au (3.6)
Proposition 115 L’équation (3.6) équivalente a l’équation de Bézout suivante :
Dj(2)Cj(Z)+ D;j(=2)Cj (=Z) =2.
De plus il existe un réel positif c; tel que :
M -1
z2 Ryj= (2) = ¢jRyig (2) Royj (Z ) )

o
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Avec C; <Z+§_1> est un polynéme de Laurent symétrique et

z—i—z*l

260, (215 ) =0 Q ().

Preuve. Démontrons (3.7), on a

Hj(2) = Ryiw (2) Q5 (2)

on reporte Hj (z), H; (271), H; (—z) et Hj (—z~!) dans (3.6) on obtient

Ry (2) Qj (2) Ry (271) Qj (27") + Ry (—2) Qj (—2) Ry (=27 1) Q; (—27)
Ryiw (2) Ryg (277) Qs (2) Qj (+71) + Ry (—2) Ry (—271) Qs (=2) Qj (—271)

Ry (2) Ry (1) = jjcj (2) et Q5 (2)Q; (=) = 2¢;,D; (2)

donc la relation au dessus devienne comme suit :

1 1
G (2)2¢;D; (Z2) + G (=Z)2¢;Dj (—2) =4,
J J

d’ou

Ci(Z2)D; (2)+ Cj(=Z)Dj (—=Z) = 2.
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Reste & démontrer (3.8), on a :
M N N odar 1 N _2iek 4
22 Ry (2) = 2 H<1+e z )H I+e

z
N g\ B [ 2 1) 9 Ziak
= z H 1+4+e z H e z H 14+e z

m=1

Remarque 116
e La résolution de I’équation (3.6) a conduit aux deux étapes suivants :
Etape 1 : Résoudre pour D; (Z) I'équation (3.7).

Etape 2 : Effectuer la factorisation

z—l—zil

260, (215 ) =0 Q ().

e Concernant la premiére étape, le théoréme de Bézout affirme que I’équation (3.7)
a une solution si et seulement si C; (Z) et C; (—Z) n’ont pas de racines communes, ce qui

équivaut a dire que 7 ne contient des éléments v et 4 tels que :

2 (y=+)=i(2k+1)m,Vj < jo— 1,Vk € Z,

I’ensemble des solutions pour I’équation (3.7) est caractérisé par :

{Doy(Z2)+2®(2%)C(-2), ®(Z2*)eR[Z]}. (3.10)
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e Dy (Z) est appelée la solution de Bézout la plus courte obtenue par la résolution
d’un systéme linéaire. En effet, soeint Z; = —ch (2j ozk) , k=1,...,M sont les racines de
C(Z) c’est a dire C (Zy) = 0, de plus, Do (—Zy) C (—Zx) = 2 implique que Do (—Z) =
ﬁ, tel que C' (—Z) # 0, ce qui prouve que Dy (Z) est polynome d’interpolation de la
fonction f (Z) = % dans les points —Zy, k =1, ..., M.

La deuxiéme étape est possible si la solution de I’équation (3.7) D; (Z) vérifier le

lemme (Fejér-Riesz) suivant :

Lemme 117 (12) Etant donné un polynome S [Z] € R[Z], il existe un polynome Laurent

Q (z) avec des coefficients réels tels que :

s ( +2Z_1> =Q(2)Q (27, (3.11)

si et seulement si S (Z) > 0 pour Z € [—1,1].

Dans notre cas, S (Z) = 2¢;D; (Z) ot ¢; > 0.

e Si la solution Bézout la plus courte Dy; (Z) est non positive sur [—1,1], nous
essayons de construire une solution de degré supérieur selon (3.10) sur la base du résultat

suivant :

Proposition 118 Soit P (Z) une fonction polynomiale, si P (Z) a des racines hors l’in-

tervalle [—1,1] et P (0) > 0 alors P (Z) est positive sur l'intervalle [—1,1] .
Ce qui considéré comme I’idée clé de notre approche proposée.

Preuve. 1l est facile de démontrer graphiquement cette proposition (Fig25).
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Fig 25 : Polynme P (Z).

3.5 Méthode d’obtention d’une solution positive de I’équation de Bézout

Dans cette section, nous avons 'intention d’expliquer notre idée concernant la métho-
dologie pour déterminer la solution positive de 1’équation (3.7), qui est facile & mettre en

ceuvre dans différentes applications comme : Le traitement du signal, traitement d’image,...
etc.
Si Cj(Z) € R[Z] satisfait les conditions de Bézout, alors il existe un polynéme

D; (Z) € R[Z] sous la forme :

D;(Z)=Dy; (Z)+ 2% (Z*) C;(-2), @(Z°) e R[Z].

Qui vérifie la condition suivante

D;j(2)Cj(2) + D;j(=2)Cj(=2) = 2;
et
D;(Z)>0 pour Z € [-1,1].
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La condition suffisante pour la positivité de D; (Z) sur [—1,1] est donné dans le

lemme suivant :

Lemme 119 (2) Soit D; (Z) une solution de l’équation (3.7) telle que :

D;j(Z) =Dy (2)+ 2% (2%) C; (-2), ®(2%) eR|[Z],

si Dj (0) > 0 et ® vérifié la condition suivante :

2| < [Poj (2)]
@ (2%)] < i (=2) (3.12)

alors D; (Z) est positive sur [—1,1].

Preuve. Soit Zj une racine de D; (Z) alors :

Doj (Zo) + Zo® (23) Cj (=Zo) = 0 Dyj(Zo) = —Zo® (Z5) C; (—
= |Doj (Zo)| = | Zo® (Z5) C; (— ZO)|
= 1Dy ()] < 120 (P (<)
= [Z| = 1,

donc, les racines de D; (Z) sont hors U'intervalle [—1, 1] et D; (0) > 0 (voir annexe), ce qui

prouve la positivité de D; (Z) sur [-1,1]. =

Afin de construire une solution positive de I’équation (3.7) sur [—1, 1], notre idée est

basée sur la proposition suivante :

Proposition 120 (2)Soit

ol




Alors
K;(Z)=Dyj (Z)+ 2V (Z*) C; (-2),

est une solution positive de l’équation (3.7).

Preuve. Il est clair que K (Z) est une solution de I’équation (3.7), le reste de la
preuve en ce qui concerne la positivité de K; (Z) sur [—1,1] est basé sur le Lemme 119,

donc, il suffit de démontrer que ¥ (Z?2) vérifi¢ la condition (3.12) et K; (0) > 0. On a :

Dy, (Z)Cj (—Z2) Do (—2)C;j (Z)
(Do; (2))* + (C; (—2))* (Do; (—2))* + (C; (2))°
Dy; (2)C;(=Z2) Dy (=2)C;j (Z)

v (Z2%) =

LGE

(Do (2))” +(C5 (=2)7| | (Do; (=2)7 + (C; (2))
<|D0j (2)||C; (—Z)|> 1 ((Pos (=2 + (€5 (2))?)
- (@20 ) \2 (0w (-2 + (€5 (2)7)
2 [Do; ()]
= A= g 2

et K;(0) = Dy; (0) > 0 (voir appendix), d’aprés le lemme 119 K (Z) est positive sur

I'intervalle [—-1,1]. m

Proposition 121 (2)( Approzimation de la solution K;(Z) ). Basé sur le théoréme de
Weierstrass et les polynomes de Bernstein (voir annexe), on approxime sur l'intervalle
[—1,1] la fraction F (Z) par les polynémes de Bernstein By, (F) (Z) tel que, nous obtenons
la solution polynomiale D;(Z) de l’équation (3.7) avec les mémes propriétés de K; (Z),
St om pose :

B, (F)(2) = L Y cir <fl> (1421 —-2)"*, (3.14)

alors :



Est une solution positive de l’équatuion (3.7).

Preuve. En utilisant la condition (3.12) et le théoréme suivant, on peut prouver que

D; (Z) est une solution polynomiale positive de I’équation (3.7) sur [—1,1]. =

Théoréme 122 (2) Soit f une fonction continue sur lintervalle [—1,1] et soit h une
fonction positive sur lintervalle Dy, ot Dy, est 'ensemble de définition de la fonction h,

B, (f) (Z) est Uapprozimation polynomiale de la fonction f. si :
lf(Z2)| < h(Z) pour tout Z € [—1,1]. (3.15)

Alors :
|B, (f)(Z)] < h(Z), pour tout Z € [—1,1]. (3.16)

Preuve. On a :
By (1)(2) = 5 S Chf (5 ) (1 2 - 2,

alors :

n

20 () 0ot
n f <f‘;> ‘ . (3.17)

Comme f est continue sur le compacte [—1,1], alors |f| est égallement continue sur le

1 —k
SO Ch(L+2)F(1-2)"

k=0

IN

meéme intervalle, donc, il existe une constante ¢ € [—1, 1] telleque : |f (¢)] = sup |f(Z)],
A

équivalent & : |f(Z)] < |f(c)], VZ € [-1,1] en paticulier |f (£)| < |f(¢)], Vk €

{0, 1, ..., n}, d’ou, la relation (3.17) devienne comme suit :
1Ba (N)(2)] = oo (Z 1+2)" )nk> 1f ()]
= 2Ol <h(2).

107



Finalement :

Corollaire 123 (2) Pour tout Z € [—1,1], on pose :

W @DGD )
Do 2 +(C; (2 B A =15 )

Si v (ZZ) satisfaire l’inégalité suivante ‘\Il (Zz)‘ < h(Z), alors, ® (Zz) aussi satisfaire

|®(22)| <h(Z).

Preuve. Ona: |¥(22)| = |f(2)f(~2)| < h(Z) alors |f(2)] < 7y tel que
f(=Z) # 0, on utilise (3.15) et (3.16) on obtient :

par conséquent,

h(Z)
|f(=2)]

1B (£)(Z) B (f) (=2)] < [Bn (f) (=2)] < h(Z2).

Si f(Z) # 0, de méme maniére, nous obtenons :
1Bn () (Z2) Bn (£) (2)] < h(Z).
Finalement, on conclure que : si |\IJ (ZQ)} < h(Z) alors
|®(2%)| < h(Z). (3.18)
L’inégalité (3.18) montre que les racines du polynéme :

D;j (Z) = Do; (Z) + Z® (2%) Cj (=Z)
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sont hors I'intervalle [—1, 1] et avec D; (0) = Dg; (0) > 0, on déduire que D; (Z) est positive

sur [—1,1]. =

Pour illusterer notre idée, on consider ’exemple suivant.

3.6 Exemple illustratif

Sion prendre « =0, a1 =0, N =1, j =1, n =1 on trouve

C(Z)=4+8Z+477, Dy(2) = = 5%

(1 - 12) (4—8Z +42?)

F(2)= 2 ,
<4—82> +(4—8Z+422)?
U (Z*)=F(Z)F(-Z2),
K(Z):%—%Z—FZ\I/(ZZ)(4—SZ+4Z2).

C’est a dire :

(i - ;z) (482 4 42?) (1 n ;z) (4487 4 42?)

11
K(Z2) = —g%+2 (4—-8Z+427),

1 1.)\° 1 ?
(4 - 8Z> +(4—8Z +422)* Z+§Z + (4487 +422)*
est une solution positive de I’équation de Bézout sur [—1, 1] ( Fig 26).
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Fig 26 : La solution K (7).

Il reste d’approximer cette solution par les polynémes de Bernstein. On a :
1S k
_ k k 1—k
B (F)(Z) = 2;0011? <1> 1+2)"1-2)

Bl(F)(Z)=*(F(O)(l—Z)JrF(l)(lJrZ))=%(1—Z)

2
@ (22) = By (F) (2) By (F) (-2) = 5o (1 - 2) 5= (14 7)
®(2%) = 666(;149 - 666§49 z
D(2) =~ 37+ 7% (2%) (4~ 82 +47%)

1 1 64 64
DZ)=-—--Z2+Z —
() 4 8 * (66049 66 049

Z2> (4—8Z+42%),

D (Z) = —0.003925 4 0.0077Z* — 0.007722 — 0.1211Z + 0.2500

z—{—z_l

7 = :
2

110



il est clair que D (Z) est positif sur [-1,1] (Fig 27)

D@ T
i.:
————
11 " 1 ]
il
41

Fig 27 : Solution polynmiale
D(Z).

Donc on applique le lemme de Fejér-Riesz on obtient

Q () = 0.47942* — 0.12172% — 0.00562% + 0.0019z — 0.0005,
mais H(z) = Ryjw (2) Q (2) c’est-a-dire

H(z) = (14+:71)°Q(2),
H(z) = 0.47492z% +0.837123 + 0.23042% — 0.1310z — 0.0023 4 0.0009z~* — 0.0005z 2,

donc les coeficients de la fonction ¢ sont donnés par :

h_y = 0.4749, h_3 = 0.8371, h_s = 0.2304, h_1 = —0.1310, hg = —0.0023, hy = 0.0009, hy = —0.0005

k=2
remarquant que Z hi, = 1.4095 ~ /2.
k=—4
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d’ot les filtres d’onde mére résulte de la relation suivante gy = (—1)" hy_, c'est-a-dire

k=5

On a: Z gr = 0, on applique maintenant 1’algorithme de

k=—1
figures 28 et 29.

20

15

10

%1073

;

g_1 = —hy = 0.0005

go = h1 = 0.0009
g1 = —ho = 0.0023

go = hfl = —0.1310
g3 = —h_y = —0.2304

| g5 = —h_4 = —0.4794.

La fonction echelle phi

g4 = h_3 =0.8371

cascade on obtient les
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Figure 28 : La fonction d’echelle .
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Onde mére Psi

Figure 29 : L’onde mere 1.
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Quelques exemples sur les ondelettes de Daubechies

La fonction echelle db3
1.4 T T T T T T T T
h

1.2 i\
A
1 III'I,I
IlIII

0.8 \

\

/ n,

0.6 /

IIII

0.4 / N

/ :

0.2 ,u"lll III".I'II
/ *. 5
D I|II /-L\__J/ o B e T
IIII /.'
N2r i
ll", , }r
0.4 i i i | i i i i i
] 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

Fig 30 : La fonction echelle db3
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1.5 H

05+ / \

Fig 31 : Onde mere db3
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1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Fonction échelle db2

0.5

Fig 32 : Foction echelle db2
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1.5

0.5

Onde meére db2

Fig 33 : Onde mere db2
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3.7 Application & la compession d’images

La compression d’image est basée sur le nombre de zero, puisque si on a dans une
information le nombre de zero est élevé I'opération du codage donne un bonne résultat

c’est-a-dire, on peut coder I'information avec un peut de coeflicients.

3.7.1 Résultas obtenus.  On éffectue une simulation sous-Matlab dans le but de
calculer le nombre de zéro obtenu aprés la décomposition d’une image par la transformée
on ondelettes. Dans notre cas nous avons utilisé I'image Lena 512 et nous avons comparé
notre résultas avec un ensemble d’ondelettes connus (ondelette de Daubechies), surout la
bior4.4 qui a utilisée beaucoup par la communauté des ingénieurs dans le domaine de la
compression. Les résultats du tableau ci-dessous clarifié la domination de notre ondelette
non stationnaire.

Ondelette dbl db2 db3 db4 db5  bior4.4 mnotre ondelette
Nombre de zéro 106645 105679 105842 106234 106831 106813 107023
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3.7.2  Figures de la décomposition.

Image originale

Fig 34 : Image originale
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Image decomposée par | ondelette non stationnaire
—

Fig 35 : Image dcompose par l'ondelette non stationnaire.
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Conclusion

Dans ce travail, une conception d’ondelettes stationnaires et non stationnaires a
été présentée. La nouvelle technique utilisée dans ce travail est la suivante : a partir du
Pensemble des solutions positives sur intervalle [—1, 1] de ’équation de Bézout, nous avons
fourni une méthode d’une construction d’une ondelette non stationnaire et nous avons
utiliser les polynémes de Bernstein pour approcher cette solution avec la préservation de
la positivité sur l'intervalle [—1,1]. Les coefficients du filtre d’échelle sont obtenus d’aprés
I'utilisation d’une factorisation spectrale. En raison de la simplicité dans 'implémentation,
la procédure proposée peut étre adoptée dans différents domaines de 'ingénierie tels que

le traitement du signal et de I'image.
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1v. Anneze
Démonstration que D; (0) > 0:

On a D; (0) = Dy, (0) et Dg; (0) C; (0) =1 d’autre part on a

M
Ci(Z)=cj H <1 1+ 2¢¥e7 4 e2j+1°‘> ,

m=1

=

et comme C} (0) = ¢; (1 + 62j+1"‘> > 0 alors D; (0) > 0.

m=1

4.1 Théoréme de Weierstrass

Théoréme 124 (33) : Supposons que f est une fonction a valeurs réelles et continue
sur [a,b]. Pour tout € > 0, il existe un polynome p(x) tel que pour tout x dans [a,b], on a

| f(x) —p(x)| < e, ou de maniére équivalente, la norme supremum || f —p|| < e.

4.2 Les polynomes de Bernstein

4.2.1  Famille des polynomes de Bernstein. Pourn € Net 0 < k < n on appelle

polynoéme de Bernstein By, ,, le polynome

1 _
Bi () = 50k (1+2) (1 = 2)" 7,

|
L Ok n! .
U T i — k)

Propriétés

e Le degré de By, égale a n,

°
k

n
By () =1 pour tout = € [-1,1],
=0

e By, est positif sur [—1,1],

122



® B, =0pour k<0ouk>n,

e By, atteint son maximum sur [—1,1],

o (Bin) (2) =1 (By_1n-1(2) = Bno1 (2))

/

o (Bisint1) () = (1 —2) (Br1n) (2) + 2 (Bra) ()

Théoréme 125 Pour toutn € N, les polynomes (By, ) forment une base de R,, [X] .

0<k<n

4.2.2  Polynoémes de Bernstein associés a une fonction.

Définition 126 Soit f une fonction continue sur lintervalle [—1,1] pour tout entier non

nul n, le polynéme de Bernstein associé o f est définit par :
1= k
B (£ (@) = 5 3 C4F () () 1=y
k=0

on dit que la suite B, (f) est une approximation polynomiale de la fonction f sur

Pintervalle [—1,1].

Théoréme 127 Soit f une fonction continue sur [—1,1], alors la suite By, (f) converge

uniformément vers f sur [—1,1].

Proposition 128 Soit f une fonction admette une dérivée second sur l’intervalle [—1,1],
alors ’erreur d’approximation par les polynomes de Bernstein est donnée par la formule

sutvante :

Vo€ [=11]: B (2) = Balf()) = [(@) = o= (1 =) f (x : 1) .

Pour plus des détailles sur les polynémes de Bernstein voir D. F. Walnut (39)
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Résumé

Ce travail a présenté une étude sur les ondelettes stationnaires et non
stationnaires ainsi des concepts sur I'analyse multirésolution stationnaire et non
stationnaire avec l'utilité des B-splines exponentielles dans la construction des
ondelettes non stationnaires. Une présentation d'une nouvelle technique de
construction une ondelette non stationnaire a partir de I'ensemble des solutions
positives de I'équation de Bézout a été donnée. Par la suite nous avons
approximé cette solution par les polynémes de Bernstein avec l'intention de
réaliser une factorisation spectrale par laquelle les coefficients d'ondelettes sont
déterminés.

Mots clés : Ondelettes stationnaires, ondelettes non stationnaires, analyse
multirésolution, équations de Bézout, B-splines exponentielles.

Abstract

This work presented a study on stationary and non-stationary wavelets as well as
concepts on stationary and non-stationary multiresolution analysis with the
utility of exponential B-splines in the construction of non-stationary wavelets. A
presentation of a new technique for constructing a non-stationary wavelet from
the set of positive solutions of the Bézout’s equation was given. Subsequently
we approximated this solution by Bernstein polynomials with the intention to
perform a spectral factorization by which the wavelet coefficients are
determined.

Key words: stationary wavelets, non-stationary wavelets, multiresolution
analysis, Bézout's equation, exponentials B-splines.
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