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Introduction générale

L’objectif de la théorie de commande est I’analyse et la résolution des problémes de
commande qui émanent de I’environnement industriel. Des raisons économiques et de
sécurité, conduisent alarecherche d’une loi de commande de plus en plus performante afin de
garantir I’efficacité et le rendement de production. Les méthodes de commande avancées
développées par d’éminents théoriciens (régulateur adaptatif, commande prédictive,
commande robuste...) permettent de répondre aux exigences d’un certain nombre de ces
systemes fortement non linéaires. C’est dans ce méme créneau que les méhodes de

modélisation et de commande floues se positionnent.

La méthode la plus utilisée pour éudier un systéme ayant un comportement non linéaire
est de I’approximer par un seul modele linéaire (linéarisation autour d’un point d’équilibre).
L’inconvénient d’une telle approche est son aspect uniquement local, le modéle linéaire n’est
qu’une description locale du comportement du systeme. Une approche globale basée sur
I’utilisation de plusieurs modeles autour de différents points de fonctionnement a été élaborée
ces derniéres années. L’interpolation de ces modeles locaux a travers des fonctions
d’activation normalisées permet de modéliser le systeme global non linéaire. Cette approche
s’appuie sur I’utilisation de modeéles flous de type Takagi-Sugeno (TS) [1], connus pour leur
propriété d’approximation universelle.

Le concept de stabilité des systémes non linéaires a fait I’objet d’une riche littérature
depuis le siecle dernier (Kraokovski, Lasalle, Poincaré). Par rapport a des méthodes comme
les méthodes géométriques ou celles basées sur les normes vectorielles et les systemes de
comparaison, la stabilité au sens de Lyapunov est une approche largement utilisée pour
I’étude des problemes de stabilité. Ces derniéres années, de nombreux travaux concernant la




Introduction générale

stabilité/stabilisation de modele floue de type Takagi-Sugeno ont été publiés. La plupart de
ces travaux se sont inspirés des techniques de commande rencontrées dans la littérature. C'est
dans ce sens que des études utilisant I'approche de Lyapunov, |'approche géométrique, le
critére de Popov, le critere du cercle..., ont été développées.

Les lois de commande couramment utilisées pour ce type de modéles sont de type retour
d’état non linéaire statique appelé commande PDC (Parallel Distributed Compensation) [2].
Ce type de loi de commande utilise les mémes fonctions non linéaires permettant d’interpoler
les modeles linéaires des modeles TS. L’étude de la stabilité et de la stabilisation de ces types
de modeles fait appel, dans la grande majorité des cas, a la deuxieme méthode de Lyapunov
(méthode directe). De fagon quasiment généralisée, c’est une fonction de Lyapunov de type
guadratique qui est utilisée. Cela est di principalement au fait de pouvoir résoudre les
conditions de stabilité/stabilisation. Effectivement, I’une des principales difficultés est de
pouvoir écrire ces conditions sous la forme de contraintes LMI (Linear Matrix Inequalities)
[3]. Les LMIs, s’il s’avere qu’elles admettent une solution, peuvent étre résolues a I’aide

d’outils issus du domaine de 1’optimisation convexe [4].

Cependant, si théoriquement il est toujours possible de représenter la dynamique d’un
systtme non linéaire affine en la commande par un systeme flou, en pratique cette
représentation peut aboutir a 1’obtention d’un trés grand nombre de régles floues. Une
manicre de réduire le nombre de régles floues est de considérer certaines non linéarités
comme des incertitudes dans les parametres du modele flou. L’objectif étant d’obtenir un
modele flou comportant un nombre fini et raisonnable de régles fixé a priori. En revanche, la
synthése de lois de commande pour de tels modeles s’avére plus difficile. Dans ce contexte,

plusieurs approches de relaxation des LMIs ont été proposées dans la littérature [5]-[8].

L’objectif du travail réalisé dans ce mémoire est I’étude de la stabilisation des systémes
non linéaires via des model es flous de type Takagi-Sugeno incertains, le mémoire est organisé

comme suit ;

Le chapitre 1, commence avec une présentation genérale des systemes flous et plus
particulierement le type de Takagi-Sugeno. On y trouve une présentation des différentes
méthodes d’obtention d’un modele flou TS. Ensuite, nous présentons également I’outil LMI
et les différentes techniques d’analyse de stabilité et les transformations matricielles. Aussi,

nous donnons des rappels sur les définitions de la stabilité au sens de Lyapunov.
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Dans le chapitre 2, nous présentons certains résultats d'analyse de la stabilité du modéle
flou de type TS. Quelques théoremes donnant des conditions garantissant la stabilité et la
stabilisatin par retour d’état via la commande PDC d’un modele flou TS obtenues en utilisant

la seconde méthode de Lyapunov sont rappelés, L’estimation d’état est étudiée ensuite.

Le chapitre 3 présente un certain nombre de théorémes concernant la stabilisation des
modeles flous de type TS incertains, sans et avec prise en compte de certaines performances
de la boucle fermée via un taux de décroissance prédéfini ou le placement de pdles dans des

régions LMI. Ensuite, les conditions de stabilisation avec un observateur d’état sont données.

Dans le chapitre 4, la loi de commande utilisée pour 1’étude de la stabilisation du
modele flou TS incertain sans et avec un observateur, est obtenue par commutation entre des

lois de commande locales.

Enfin, la conclusion générale présente le bilan de ce travail et les perspectives

envisagées.
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Chapitre 1 Concepts de base et outils mathématiques

1.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions et outils utilisés dans ce travail. Ce
chapitre sera structuré comme suit : Nous présentons d’abord les deux types du modéles flous
et les différentes techniques d’obtention d’un mode¢le flou TS et nous donnons un exemple
d’illustration sur la méthode la plus employée pour y aboutir. Ensuite, la seconde partie est
consacrée a la présentation des inégalités matricielles linéaires, les techniques d’analyse, les
transformations matricielles utilisées dans ce travail. Enfin, nous donnons des rappels sur
guelques concepts fondamentaux concernant la stabilité au sens de Lyapunov des systémes

dynamiques, et les fonctions de Lyapunov les plus utilisées dans lalittérature.

1.2. Systémesflous

Si d’un point de vue mathématique les systemes sont classés selon la nature des
équations qui les caractérisent (linéaires, non linéaires, ...etc.), les systémes flous sont quant a

eux répertoriés selon leur nature structurelle [9].

On distingue classiquement deux grandes familles de modéles flous :

e Modeélesflous a conclusions symboliques (modél es flous de Mamdani).

e Modeélesflous a conclusion fonctionnelle (modél es flous de Takagi-Sugeno) [1].
Ces deux types de modeles flous sont basés sur une collection derégles « S ... Alors ». Dans
les deux cas, les prémisses de régles sont exprimées symboliquement. Seule I’expression des
conclusions de regles permet aors de dissocier les deux familles de modéles. Les modéles de
Mamdani utilisent des conclusions symboliques de méme nature que les prémisses alors que,
dans les modéles de Takagi-Sugeno, les conclusions sont des fonctions ordinaires des
variables des prémisses. Il est a noter que les modéles flous relationnels peuvent étre
considérés comme une généralisation du modele flou de Mamdani, ou un seul terme prémisse

peut étre associé a plusieurs termes de la conclusion par une relation floue.

1.2.1. Modéeflou de Mamdani

La forme générale d’une régle dans le modele flou de Mamdani est de la forme :

R': S xest Aet..x et A, Alorsy est B’
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ou x;(j =1..., p)sont les variables des prémisses représentant les entrées du systeme flou,
y est la variable conséguence représentant la sortie du systéme flou, A} (i=L..r.j=1..,p)

et B'(i =1,...,r) sont respectivement les ensembles flous des prémisses et les ensembles flous

des sorties.

La relation entrée-sortie du systeme flou est réalisée par le mécanisme d’inférence flou.
Etant donné une base de régles et une valeur de I’entrée, il délivre la valeur de sortie
correspondante. Puisgue les valeurs traitées a I’entrée et a la sortie sont des valeurs non
floues, aors le systeme flou doit étre équipé par des mécanismes de conversion appelés
fuzzificateur et défuzzificateur.

1.2.2. Modéeflou de Takagi-Sugeno (TS)

Le modéle flou TS a été introduit en 1985 par Takagi et Sugeno [1]. Il peut étre

représenté par une collection de régles de laforme suivante :
R': 9 xest Aet..x,estA) Alorsy =B (X,...X,)

ou la conséguence fonctionnelle prend, généralement, la forme suivante:
B (Xyee X )= 8o + @ X, + 85X, + .o b ALK
Dans ce cas, le modéle flou est dit & conséquences affines, si par contre la conséquence
est delaforme:

B (Xpse Xp) = X + 85X, + .+ QX

le systéme est dit linéaire non affine.

Ce type de modéles flous est trés intéressant pour la représentation des systemes non
linéaires tels que les systémes é ectriques, mécaniques ou chaotiques. Dans ce cas les modéles
flous proposés par Takagi et Sugeno [1] sont décrits par des régles floues représentant des
relations entrées-sorties locales linéaires en différents points de fonctionnement d’un systeme.
Ces représentations locales, appelées « sous-modeles », permettent d’exprimer la dynamique
d’un systeme autour des points de fonctionnement particuliers de I’espace d’état. Le
formalisme flou intervient donc dans la détermination de la contribution de chacun de ces

sous-modél es dans la représentation du systeme global [10].

Les modéles flous TS représentés dans I’espace d’état sont décrits par des regles de

type:
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Cas desmodeles TS continus (MFC) :

i i X(t) = Ax(t) + Bu(t) -
Sz(t)estF et...etzp(t)estFpalors{y(t):Cix(t) i=12,..,r (1.0
Cas des modeles TS discrets (MFD) :

i i Xt+D=Ax{t)+Bu(t) . _
Sz(t)estF et..etz (t)estF, alors{y(t):cix(t) i=12,..,r (1.2

ou r est le nombre de regles, x(t) e R" représente le vecteur d’état du modéle, u(t) e R™ le

vecteur des entrées et y(t) e R? le vecteur des sorties. A e R™ ,B € R™™,C, e R*" sont

respectivement la matrice d’état, la matrice des entrées et la matrice de sortie de la i°™
regle, z(t),..., z,(t) sont les variables des premisses, Fj‘(j =1..., p)sont les sous
ensembl es flous des prémisses.
Les systémes (1.1) et (1.2) peuvent étre réécrits sous une forme unique :
: | | 8 x(t) = Ax(t)+Bu(t)
Sz(t)estF et..etz (t)estF alors i=12,..,r (1.3)
y(t) = Cix(t)

ou dans le cas des modéles continus & représente |I’opérateur de dérivation et dans le cas des
modeles discrets I’opérateur d’avance.

A chaque régle i est attribu¢ un poids w, (Z(t))qui dépend du degré d'appartenance des
z;(t) aux sous-ensembles flous F|, notée F/ (z(t)).

La sortie du modéle global est obtenue par agrégation des r modél es locaux.

2w (ZONAX(®) +Bu(t)
S x(t) =2 r
2w (z(v)
ivvi(z(t))cix(t) (14)
y(t) ==
lewi(z(t))

avec :

w (z(t)) ﬁF]' (z(t)), of (1.5)
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On pose:

h (z(t)) = - 0) (1.6)

gllwi(z(t))

olih (z(t)) est la fonction d’activation du i*™ modéle local, et vérifie les conditions (propriété

de somme convexe) suivantes :

Zh (2(t)=1

0<h(z(t))<1 Vi=L1..r

(1.7)

Le mod¢le TS (1.4) s’écrit :
5 X(0)= Y h (ZO)AXD) + Bu@®)
- (1.8)
y(® = 2_h (0)Cx®

Remarque 1.1: Un ensemble C est dit convexe si une ligne joignant deux points C, et C,de

cet ensemble C reste dans cet ensemble. Ainsi quels que soient C, et C, eC et 0<A <1, on
aalors:
AC, +(1-21)C,eC (1.9

1.3. Construction d’un modele flou de Takagi-Sugeno

Pour obtenir un modele flou TS, trois méthodes distinctes peuvent étre employées :

e La premicere dite par identification, permet a partir des données sur les entrées et les
sorties, d’identifier les parameétres du modele local correspondant aux différents points
de fonctionnement. Cette méthode, est utilisée dans le cas ou aucun modéle de
connaissance du systéme n’est disponible.

e La deuxieme approche est basée sur la linéarisation d’un modéle non linéaire autour
d’un ensemble de points de fonctionnement judicieusement choisis. Dans ce cas il
s’agit de modéles locaux affines pour lesquels le modele flou est obtenu par
interpolation des mode¢les locaux avec des fonctions d’activation congues de manicre
judicieuse en fonctions des spécifications souhaitées (triangulaire, gaussienne,...etc.).
Cette fagon est plus proche des approches dites multimodeles et présente
I’inconvénient de ne pas représenter exactement le modeéle non linéaire.

e La troisiéme méthode est I’approche par secteur non linéaire, elle permet, a partir d’un

modele non linéaire, d’obtenir un modéle TS représentant de maniere exacte le
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modele non linéaire sur un espace compact des variables d’état [11]. C’est cette

troisiéme approche qui est utilisée dans la suite de ce mémoire.

I1 faut noter que dans les deux derni¢res approches, on suppose la disponibilité d’un
modele mathématique non linéaire. Notons aussi que pour un systéme donné, 1’obtention d’un

modele TS n’est pas unique.

Pour obtenir des mod¢les flous TS a partir d’une non linéarité, on utilise le lemme

suivant [11].

Lemme 1.1: S Vxe[-b,a], a,be R", f(X): R— R bornée sur[-b,a], aors il existe deux

fonction w,(x) et w,(x) ains quedeux réelsa et B tel que:

f(X) =0 - W, (X)+ B - W,(X) (1.10)
W (X)+W,(X) =1, w,(X)>0, w,(x)=>0 (2.11)
Preuve:

En considérant une fonction f(x) bornéetelleque f < f(x) < f , on peut toujours écrire :
F(X) =0 - W (X)+ B - w,(x)
avec :

(1.12)

Remarque 1.2 : le nombre de modéles linéaires augmente exponentiellement avec le nombre

k de fonctions non linéaires [12]. 11 est de2.

Exemple 1.1 : Soit le modéle non linéaire sous forme de représentation d’état suivant :

5 (1) -9 - ;2 0 ,
Xz(t) = —1+ 2(t)+xz(t) —8 Xz(t) + —3(m+1] U(t)
X, (t) 5 % ? X, (t) 1
S| 0 -5 4
L L+ (t) |
(1.13)

Les non linéarités du modele (1.13) sont :
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1 1
1+ X7 (t) 1+ X2 (t) + %2 (t)

Ces non linéarités étant bornées pour tout x, (t), X, (t) € R, on peut appliquer le lemme 1.1 et

N, (% (t))= e o] et N,(x,(t), %, (1)) = el (114

le modele TS obtenu sera valable dans tout I’espace des variables d’état :

1 1
N, (%, () =1- 12 (0) +0-(1— 1+X12(t)j (1.15)
Nz(xl(t)’ Xz(t))zl' 2 . 2 T O'(l_ 2 . 2 j (1.16)
1+ (1) + %3 (1) 1+ () + %3 (1) '

F2 (% (1), % (1)) F2(% () %,(1))

Un modele flou TS représentant exactement le modéle non linéaire (1.13) est ainsi composé

de4 régles:
R': S x,(t) est 0 et x,(t) est 0 alors x(t) = AX(t) + Bu(t)
R?: S x,(t) est O et x,(t) est o alors x(t) = A x(t) + B,u(t)
R®: S x,(t) est oo et x,(t) est 0 alors x(t) = Ax(t) + B,u(t)
R*: S x,(t) est o et x,(t) est oo alors x(t) = A, x(t) + B,u(t)
avec .
X(t) =[x, (1), % (), %, (O] (117)
-9 -12 0 -9 -12 0 -9 -12 0
A=l0 -10 1|,A=|0 -8 1|, A=A=/0 -8 1
-1 0 -5 -1 0 -5 1 o -5/ (119
3 3
B, =B,=|3|, B,=B,=|-3
4 4

1.4. Lesinégalitésmatricielleslinéaires (LMI)

Depuis quelques années, de nombreux problémes, concernant 1’analyse et la synthése
des systemes dynamiques, ont été résolus par l’intermédiaire de problémes convexes,
notamment, la programmation semi définie (SDP) [4]. Parmi ces méthodes, on distingue la
méthode du point intérieur développée initialement par Karmakar (1984) [13] pour la
résolution de problemes de programmation linéaire qui a été étendue ensuite par Nesterov et
Nemirovski (1994) [14] pour le cas de la programmation convexe dans I’espace des matrices

définies positives. En automatique, cette approche est connue sous le nom de LMI (Linear
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Matrix Inequalities) [3], cette méthode est 1’'une des méthodes les plus appliquées dans le
domaine de la commande grace a I’existence de méthodes de résolution numérique efficaces
[15].

Dans les paragraphes suivants nous allons présenter le principe de base de cette
approche, puis les différents lemmes permettant de manipuler les inégalités matricielles de les

rendre lin€aires par rapport aux inconnues quand cela est possible.

1.4.1. Principe des LMI
Une inégalité matricielle linéaire (LMI) est une inégalité de la forme [3]:

F(x):FO+ixiFi >0 (1.19)

ou x:[xl,xz,...,xm]T € R"™ est la variable et les matrices F,i =1..., m sont des matrices
symétriques connues de dimension nxn. La satisfaction de I’inégalité (1.19) signifie que la
matrice F (X) est symétrique et définie positive, c'est-a-dire :

Z'F(x)z>0, Vvz#0, zeR", (znonnul) (1.20)

Notons que puisque le cone des matrices définies positives est convexe et que la

matrice F(X) est une fonction affine de X, la contrainte F (X) est une contrainte convexe en x

que I’on appelle aussi contrainte LMI.

L’équation (1.19) est une LMI stricte. Si F(x) est seulement semi définie positive (non
négative) la LMI est dite non stricte. La LMI stricte est faisable si I’ensemble{x:F(x) >0}
n’est pas vide (une définition similaire s’applique aux LMIs non strictes). N’importe quelle
LMI non stricte faisable peut étre réduite a une LMI stricte équivalente qui est faisable en
éliminant les contraintes d’égalité et puis en réduisant la LMI résultante en enlevant n’importe
guel espace nul constant [16]. Notons que I’on peut regrouper plusieurs contraintes LMIs en

une seule contrainte LMI bloc diagonale :

F(x) = diag(F ® (x),F @ (x),...F P (x))> 0, avec F®(x)>0,..,F®(x)>0  (1.21)

1.4.2. Techniques d’analyse et de transformations matricielles

En général, les conditions sur la stabilit¢ ne sont pas données sous forme de LMI
directement. Pour cela, elles nécessitent quelques transformations matricielles pour permettre

une mise en forme de LML

10
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Certaines inégalités matricielles non linéaires peuvent étre reformul ées en terme de LMI

a I’aide du complément de Schur [3] d’écrit dans le lemme suivant.

Lemme 1.2 (Complément de Schur) : Soient trois matrices R(X) = R™ (x), Q(x) = Q" (X) et Y(X)
affines par rapport alavariable x. Alorslacondition LMI:

{ Q) S(x) } 0

S'(¥) R(¥) (1.22)
est équivalente a:
Q(X)-S(X)R*(X)S'(x)>0, R(X)>0 (1.23)
ou encore
R(X)-S"(X)Q ' (X)S(x) >0, Q(x)>0 (1.24)
Preuve:

Ladémonstration se fait facilement en multipliant (1.22) adroite par :

e 1]
B . (1.25)
-R7(X)S' (X) I

et a gauche par la transposée de cette derniere matrice. On obtient alors :

{Q(X)—S(X)R‘l(X)ST(X) 0 }0

) R (1.26)

Remargue 1.3 : Le lemme et encore valide en changement le sens desinégalités [17] .

Enfin, les différents lemmes suivants seront également utilisés dans ce mémoire.

Lemme 1.3 (congruence) : Soient deux matrices P(X) et Q(x), si P(X) est définie positive et si
Q(X) est de rang plein en colonne aors laquantité Q(X)P(x)Q' (x) est définie positive.

Lemme 1.4: Soient A P, X, Y et Qdes matrices de dimensions appropriées. Les propriétés

suivantes sont équivalentes[12] :

1. APA-Q<0, P>0 (1.27)

_ T

2{;3 AF'j<o (1.28)
- AT X

3.3x| © <0, P>0 (1.29)
XTA —X-X"+P
—Q+A'YT +YA ~Y+A™X

a3xy|™ % <0, P>0 (1.30)
YT+ XTA ~X-XT+P

11
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Preuve:

(1.27) < (1.28) : Complément de Schur (lemme 1.2)
(1.28) = (1.29) et (1.30) : Il suffit de choisir X=P et Y=0
(1.29) et (1.30) = (1.27) : Par congruence avec [| A']

Lemme 1.5: Soient A, P, X, Y et Qdes matrices de dimensions appropriées. Les propriétés

suivantes sont équivalentes [18] :

1. PA" + AP+Q<0, P>0 (1.31)
XAT + AXT + P—X+AY

2.3X,Y Q <0, P>0 (1.32)
P-XT+YTAT -Y-YT

Preuve :

(1.32) =(1.31) : Par congruence avec [I A']
(1.31) =(1.32): Sl PA" + AP+Q < 0 est vérifiée, 3¢ >0 tel que:

PAT+AP+Q+%ATA<O (1.33)

PA" + AP+Q €A
eA — 2l

En utilisant le complément de Schur, (1.33) <:>[ <0.Le résultat

s’obtient en choisissant X =P et Y =¢l .

Lemme 1.6 : Soient X et Y deux matrices de dimensions appropriées, un scalaires >0, et une
matrice S=S' >0 aorsles deux propriétés suivantes sont vérifiées:

XTY +YTX <eXTX +e Y'Y (1.34)
XTY +YTX < XTSX +YTSY (1.35)

Preuve:
(134): (Ve X - (Ve) Y] (Ve X - (V&) Y )=eX X +2 Y'Y Y X - X"Y 2 0
S XTY+YTX <eXTX +8 YT

(135): S>0=(X-Y)'SHSX-Y)=XTS'X+Y'SY-X'Y-Y'X>0
SXTY+Y'TX < XTSTX +YTSY
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1.5. Placement de pblesdansdesrégionsLMI

L’idée est de pouvoir construire de fagon systématique n’importe qu’elle région convexe
du plan complexe a partir de I’intersection de régions convexes élémentaires (demi-plan,

bandes, cercles, cones ...) appelées régions LMI.

Dé&finition [19] : Un sous ensemble D du plan complexe est dit une région LMI s’il existe une
matrice symétrique oo € R™" et unematrice p € R™ telleque:

D=zeC:f,(2<0 (1.36)

avec f (z)=a. + 2B + 2B " . La notation z désigne le conjugué de z et f,(2) est appeléela

fonction caractéristique de larégion LMI D.

Les valeurs propres d’une matrice A sont placées dans une région LMI D du plan

complexe[20], si et seulement g, il existe une matrice symétrique P > 0 telle que:

M, (AP)=a ®P+p ®(AP)+B" ®(AP)" <0 (1.37)
avec ® représente le produit matriciel de Kronecker.

Considérons N sous-régions LMI D, D,,..., D, du plan complexe. Lesvaleurs propres
de la matrice A appartiennent a la région LMI D, "D, n...nD, avec des fonctions
caractéristiques f,(2), fy,(2),...et f(2) respectivement, s et seulement si il existe une
matrice symétrique P > 0 solution des inégalités suivantes:

My (AP)=a, ® P+, ® (AP)+B' ®(AP)" <0 i=12,...,N (1.38)

Une région LMI a la propriété d’étre convexe et symétrique par rapport a I’axe des
abscisses. De plus, I’intersection de régions LMI est une région LMI. Dans le cadre des
modeles TS, 1’idée est de caractériser des régions dans le demi plan complexe gauche [19]
avec une fonction de Lyapunov en terme de problémes LMI. Pour ce faire, on définit un

domaine R par [I’intersection de trois régions LMI intéressantes pour la commande de

systémes [31] :
e Ledemi-plan Re(z) < %:
fo(2)=A+2z+2<0 (2.39)

e Lecercle derayon p centré en (0,0) :

fo(2) = [_zp _Zp} <0 (1.40)
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e Lecone issude I’origine et d’angle 29 :

z+2)sin(8 Z— z)cos(9
f(2)= (_+ )sin@)  ( _).S() <0 (1.41)
(Z—2)cos(9) (z+2)sin(9)
L’intersection de ces trois régions définit larégion R représentée sur lafigure 1.1.
Alm
L]
12
Re
P
\
Figure 1.1 : Définition d’unerégion R
Dansle cas du modéle linéaire suivant :
X(t) = Ax(t) (1.42)

Les valeurs propres de la matrice d’état A sont situées danslaréegion R s’il existe une matrice
P >0 telleque[20] :

AP+ PA+AP <0 (1.43)
. T

PPAPI (1.44)
| PA —pP

[cos(8)(ATP+ PA)  sin(3)(-ATP + PA) 0

_ ; . (1.45)
| SiN(©)(ATP—PA)  cos(9)(ATP + PA)

14
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1.6. Stabilité au sens de Lyapunov

Le principe de stabilité selon Lyapunov repose sur le comportement du systéme
dynamique du point de vue de son énergie totale. Si cette énergie, représentée généralement
par une fonction scalaire, est continliment dissipée, on parle alors de systéme dissipatif. Dans
ce cas, on peut espérer que le systéme tende vers un point d’équilibre. En I’occurrence, en
¢tudiant la variation de cette fonction scalaire, nous pouvons éventuellement conclure sur la

stabilité¢ du systeme étudié.

Dans ce mémoire nous ¢tudions la stabilité plus particuliérement grace a la méthode de
Lyapunov, proposé¢ en 1892 [21] dans le cadre de I’é¢tude de la stabilit¢ des systeémes
mécaniques. Il s’agit de construire une fonction V(x) de 1’état x du systeme telle que les signes
de cette fonction et de sa dérivée temporelle dans un certain voisinage du point d’équilibre

donnent une information sur la stabilité du systéme.

1.6.1. Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

Considérons tout d’abord le systéme non linéaire en régime libre (non command¢)

suivant :

X(t) = f(x(t)) (1.46)
avec X(t) représente I’état du systéme et la fonction f(x(t))e C*,x(t):R" — R" représentela
dynamique du systeme. Lafonction f décrit les dynamiques du systéme et peut étre modélisée

par des équations algébriques classiques et/ou un mode¢le flou.

Le systéme (1.46) est dit en équilibre autour X, si, en I’absence d’influence externe, son

état ne varie pas au cours du temps, x,est alors appelé point d’équilibre.

Définition 1.1: Le point x, € R" est dit point d’équilibre du systéme (1.46) si :

f(%)=0vt>0 (1.47)

Dans ce travail, on considére que le point d’équilibre du systeme (1.46) est I’origine
(%, =0) de I’espace d’état. Cette supposition est assez générale et ne change rien a 1’étude de
la convergence de 1’état du systéme, car si X, = 0est un point d’équilibre du systéme (1.46)

aors x, = 0est un point d’équilibre du systeme [22]:
2(t) = f(z(t) +x,) (1.48)
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La stabilité au sens de Lyapunov est basée sur I’utilisation des fonctions de Lyapunov

dont la définition est comme suit :

Définition 1.2: La fonction V : R" — Rest une fonction de Lyapunov, s €elle satisfait les

deux conditions suivantes :
1 V(x) est continue et sesdérivées partielles V, (x) (V,(x) =22 ) existent et sont
|
continues pour tout i =1,...,n.
2. V(x)>0 pour tout x=0 et V(0)=0.

3. V(x) <0 pour tout x=0.

I existe de nombreuses définitions de la stabilité de Lyapunov dans la littérature et nous
ne présentons que les plus utilisées dans [’étude de stabilité des modéles flous TS. Pour cela,

la définition d’une certaine classe de fonctions est nécessaire.

Définition 1.3 : Une fonction continue o (r):[0,a) —[0,) appartient a la classe k s elle est

strictement croissanteeta.(0)=0.S a=o et lima(r) =, lafonction est ditedeclass k .
r—o0

Théoréme 1.1 : Soit une fonction scalaire V(x(t)) e C* telle que :
a, (X(1)) <V (X(t)) < o, (x(1)) (1.49)
V|| < d olia,(.) et o, (.) sont des fonction de classe k définie sur [0,d), d € R™

S —6Vaf(x) f(x)<0, V|x|<d alors le point d’équilibre (x, =0) de (1.48) est localement

stable. 1/ est globalement stable si de plus d = o et les fonctions o, (.) €t a,(.) sont de

classek .

- S %(XX) f(X) <—o,(|X]), V|X| < davec o,() fonction de classe k définie sur [0,d),
alors le point d’équilibre de (1.48) est localement asymptotiquement stable.

- S %X) f(X) <—ao(|X), VX(d =c) avec a,(.) et les fonctions ay() eta,() de

classe K, alors le point d’équilibre de (1.48) est globalement asymptotiquement
stable.

g 6\/a§(x) f(X) < —ao(|X]), X(d = 00) avec les fonctions o, () , o (.) €t o, () sont des

fonctions de classe k, delaforme:
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o ([X])=2alq" oo ([X])=b[X|" o[ )= ] (1.50)
telles que a,b,c>0, p>1, alors le point d’équilibre de (1.48) est globalement

exponentiellement stable.

Dans le cadre de ce travail, on s’intéressera a la stabilité asymptotique globale du point

d'équilibre du systéme dynamique (1.48).

1.6.2. FonctionsdeLyapunov usuelles

En géneral, il n’existe pas de méthodes systématiques pour trouver les fonctions
candidates de Lyapunov. Dés lors, lathéorie de Lyapunov conduit a des conditions suffisantes
de stabilité dont le pessimisme dépend de la forme particuliére imposée & la fonction V(x(t))
et de la structure du systéme. Cependant, il existe des familles de fonctions de Lyapunov
souvent utilisées et dont I’adoption dépend de la nature du systeme a étudier (Systémes
linéaires, systémes continus par morceaux, systemes a retard, systémes linéaires incertains...).

Parmi ces fonctions on distingue les formes suivantes :

a)- Fonction de Lyapunov quadratique : Une classe de fonctions candidates de Lyapunov
quadratiques que ’on utilisera tout au long de ce travail peut étre décrite sous la forme
suivante :
V(x(t))= x" (t)Px(t), P=P" >0 (1.51)
Cette fonction est définie positive si la matrice P est une matrice symétrique définie
positive, P=P" >0. Ce type de fonctions s’avére étre une fonction de Lyapunov du
systéme car elle satisfait tout les conditions de la définition 1.2. Dans ce cas, le systéme (1.46)
est dit stable quadratiquement s’il existe une matrice P=P" >0 telle que la dérivée de la

fonction de Lyapunov quadratique soit négative.

De trés nombreux travaux utilisent ce type de fonctions pour 1’étude de la stabilité.
Notamment dans le cas des systémes incertains, des systémes linéaires ainsi que dans celui
des modeles TS [23]. L’atout majeur de cette fonction dans le cas des modeles TS est que la
formulation convexe du probléme permet aisément I’extraction d’une telle fonction
lorsqu’elle existe. L’inconvénient de cette fonction réside dans 1’obtention des conditions de
stabilités trés conservatives comme on le verra dans les chapitres 2, 3 et 4, d’ou I'intérét de

chercher des conditions qui sont beaucoup moins conservatives (conditions relaxées ou
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relachées). Une autre variante de ces fonctions candidates peut étre exprimée de la forme

suivante :

V(x(t))=x" (t)iai Px(t), P>0 (1.52)

avec P >0 eta, e R™. Ces fonctions quadratiques sont utilisées dans le cas des systémes

interconnectés et dans les modéles TS.

b)- Fonction polyquadratique : Cette fonction est delaforme::
V(x(), z(t))= X" ()Y h (z(t)Rx(1), R >0 (153)
i=1

ou les hi sont les fonctions d’activation définies précédemment. Ce type de fonction, est plus
général dans le sens ou il inclut le cas quadratique, car il suffit de choisir P = P, pour se
ramener au cas des fonctions quadratiques. Il est aussi intéressant de noter que, par apposition
a la méthode quadratique, ce type de fonction tient compte de la vitesse de variation des
variables de décision du modele TS continu ce qui explique la réduction du conservatisme de

la méthode. Plusieurs travaux ont utilisé ce type de fonctions que ce soit dans le cas continu

[11] [24], ou bien dans le cas discret [11] [22] [25].

¢)- Fonction affine paramétrique : Cette fonction est de la forme suivante :
V(x()=x" ©)PO)x() (1.54)
avec P@©O)=PR,+0,P, +...4+6,B, >0 est souvent utilisée pour éudier les systéme linéaires a

parametres incertains variants dans le temps.

d)- Fonctions continues par morceaux : Ce type de fonctions est donné par la forme :
V(x(t)) = max(Vy (X)) ..V, (x(D),-., V., (x(1))) (1.55)

avec
Vi (x(®)=x" ©Px(t), R >0 (1.56)
Ce type de fonctions présente I’avantage d’€tre moins conservatif que les fonctions
quadratiques. Il a été ’objet d’étude dans le cas des systémes linéaires variant dans le temps
(LTV) [3], puis adopté pour I’analyse de stabilit¢ des systémes dynamiques hybrides
notamment les systémes a commutations [26]. Récemment, ce type de fonctions a été utilisé

pour I’étude de la stabilité des systemes flous [22].
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1.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté |es outils fondamentaux utilisés dans ce mémoire,
asavoir, le modele flou de type Takagi-Sugeno, les déférentes méthodes pour I’obtention des
modeles flous et les inégalités linéaires matricielles (LM1). Nous avons présenté également la
notion de stabilité au sens de Lyapunov et les types des fonctions condidates de Lyapunov les
plus utilisé.
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Chapitre 2 Sabilité et stabilisation des modéeles flous de Takagi-Sugeno

2.1. Introduction

Depuis plusieurs années de nombreux travaux se sont intéressés a la stabilité et la
stabilisation des systémes non linéaires décrits par des modéles flous de Takagi-Sugeno.
L’analyse de stabilité des modéles flous est souvent étudiée par la technique de Lyapunov
guadratique qui impose des exigences restrictives et donne des conditions de stabilité
suffisantes. La stabilité dépend de I’existence d’une matrice commune, symétrique et définie
positive, qui garantit la stabilité de tous les modéles locaux. Ces conditions de stabilité
peuvent étre exprimees en utilisant desinégalités linéaires matricielles (LMI).

Dans ce chapitre, nous présentons quel ques théorémes donnant les conditions suffisantes
de stabilité et stabilisation des modéles flous de Takagi-Sugeno. L’ approche proposée tout au
long de ce chapitre repose sur les fonctions de Lyapunov. Il s’agit de chercher une matrice
symétrique et définie positive et sa fonction de Lyapunov associée telles que certaines

conditions simples garantissent |es propriétés de stabilité.

2.2. Stabilite desmodeles Takagi-Sugéeno

L’étude de la stabilité des modeles Takagi-Sugeno s’effectue principalement en utilisant
la méthode directe de Lyapunov. Cette méthode implique le choix d’une fonction candidate

de Lyapunov qui est le premier €lément dans I’étude de la stabiliteé.

2.2.1. Stabilité guadratique

Les modéles flous de Takagi-Sugeno sont composés d’un ensemble de modéles linéaires
interconnectés par des fonctions non linéaires vérifiant la propriété de somme convexe. Ils

peuvent s’écrire en boucle ouverte sous laforme suivante :

(0= Y0 (Z0)AXO) 2.

Dans cette section, nous présentons les conditions suffisantes de stabilité quadratique

utilisant I’approche le Lyapunov.

Lafonction candidate de Lyapunov la plus couramment utilisée est définie par :

V(x(t))=x" (t)Px(t), P=P">0 (2.2)
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a) Casdesmodéeles TS continu

Le modéle de Takagi-Sugeno en régime libre dans le cas continu est :

(t) = Zh (2()AX®) (2:3)
La stabilité quadratique s’étudie en calculant_ la dérivée de la fonction (2.2) :
%V(x(t)) ( (OPx())= X" (t)Px(t) + X" (t)PX(t) (2.4)
De (2.3) et (2.4) on obtient :

Ly (xw) [ih. 2(1) Ax(t)] Px(t) + X" (t)P[ih(z(t))Ax(t)J
dt i i=1 (25)

=X (t)(z h (z())|ATP + PA }jx(t)

Puisgue les fonctions h sont toujours positives, I’étude de la stabilité quadratique revient

donc arésoudre |e probléme résumeé dans le théoreme suivant :

Théoréme 2.1: Le modéle flou continu (2.3) est globalement asymptotiquement stable, s’il
existe une matrice commune définie positive P = PT > 0qui satisfait la condition suivante:

ATP+PA <0 Vi=12,..r (2.6)

b) Casmodeles TS discret
Le model e de Takagi-Sugeno en régime libre dans le cas discret est :
X(t+1) = 21: h (z(t))A x(t) (2.7)
La stabilité quadratique s’étudie en calculant la variation de la fonction (2.2)
AV(x(t)) =V (x(t +1)-V(x(t)) = X" (t +Px(t +1) — x" (t)Px(t) (2.8)

De (2.7) et (2.8) on obtient :

V(x(t)) (Z h (z(t))A X(t)J (Z h (z(t))A X(t)] - x" (t)Px(t)
= (2.9)

= X' (t)(Z h(z(t))A"PA ~ ij(t)

L’étude de la stabilité quadratique revient a résoudre le probleme résumé dans le théoreme

suivant :
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Théoréme 2.2: Le modéle flou discret (2.7) est globalement asymptotiquement stable, s’il
existe une matrice commune définie positive P = PT > 0 qui satisfait la condition suivante :

APA -P<0 Vi=12,..r (2.10)

2.2.2. Stabilité non quadratique

Les conditions nécessaires (2.6) sur I’existence d’une matrice symetrique définie positive
P commune aux r modéles locaux montre clairement le conservatisme de la méthode. C’est la
raison pour laquelle certains systemes sont stables alors qu’il n’existe pas de matrice
symétrique définie positive commune.

Dans cette section nous éudions la stabilité d’un systeme TS par I’approche non
guadratique ou la fonction de Lyapunov du modele global, construite par agrégation de
fonctions de Lyapunov quadratiques relatives a chaque modeéle local, est dépendante de I’état.

Un certain nombre de travaux [25] [27] proposent également des fonction de Lyapunov

non quadratique (dite aussi polyquadratique) de laforme:

V(x(t)) = x" () P(x(t))x(t) (2.12)

avec la matrice symétrique définie positive.

r

P(x(t)=> h(z®)PR, R=R">0 (2.12)

i=1

et h(z(t)) a les mémes propriétés des fonctions d’activation (1.7), et aussi continiiment

dérivable.

On peut vérifier quelafonction (2.11) est une fonction candidate de Lyapunov :

x| <V(x(®) < ¢, x| (2.13)
avec
¢, = MaX(hyo (R))> 0, €, =min(,y,, (R))>0 (2.14)

On note que Iutilisation de ce type de fonctions suppose que les fonctions

d’appartenance du modéle TS sont dérivables et que leurs dérivées sont bornées.

Considérons la dérivée, par rapport au temps, de lafonction candidate de Lyapunov (2.11) :

V(x(t)) = X" (t)P(x®)X(t) + X" (t)P(X(®))X(t) + X" (t) P(x(t))X(2) (2.15)
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Ona:
P(x(t)) = Zh z2t)P,, P, =P >0 (2.16)

En remplagant (2.15) dans (2.16).

V(x(t))= i h, (z(t))x™ (©)P, x(t) +i h(z))X @PX®) + X OPXM)} (217
DANCOCLED
S Z h (z@)h, (20X ©{ATR + R A, Jx(t) (2.18)

i=1 j=1
On peut écrire (2.18) comme suit :

x(t) = Zr:hp z(t) X" OP x(t)

r

Zr:hl (z)h, (2K OATR + R A + ATP, + P A x(t) (2.19)

i=1 j=1

1
+ J—
2
Supposons que les dérivéees des fonctions d’appartenance sont bornées par :
A, z®) <6, p =121 (2.20)

L’inégalité (2.20) implique que :

r r

V(x(t) <ZZhI z(t) )h, (z(t))x" (t)

r (2.21)
X{Z(I) P += (A +PA + AP, +PA)}x(t)

Le théoréme 2.3 donne les conditions assurant la stabilité du systéme TS (2.3).

Théoreme 2.3: Supposons que les dérivées des fonctions d’appartenance sont bornées
par (2.20). Le modele flou (2.3) est stable s’il existe des matrices symétriques définies

positivesP =P" > 0,i =12,...,r tellesque:

Z¢ppp+ (ATP+PA +A'P +PA)<0, <] (2.22)
p=1

On note qu’il est difficile de déterminer les bornes des dérivées des fonctions

d’appartenance¢,. Dans ce cas les conditions précedentes peuvent étre relachées en
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présentant une approche étendue de stabilité en considérant la propriété des dérivées des

fonctions d’appartenance suivante [27].
Z;hp (z(t))=0  Wvz(t) (2.23)
oo

Selon la propriété, nous avons :

I—.

h, (z(t)) = th z(t)) (2.24)

p=
Alors (2.19) devient :

r-1

V(x(t))=>"h, (z®)x" ()P, x(t) + h, (z(t))x" (t)P, (t)

p=1

r (2.25)
+;ZZh 2)h, (Z)X AP + PA + AP +P A Ixt)
En remplagant (2.24) dans (2.25) :
V(x(t))= Zh 2(t) X" (t)(P, —P,)x(t)
o (2.26)
+§22h| 2t))h, (z()X" OATP + PA + AP, + P A Ix(t)
L’inégalité (2.20) implique que:
V(x0)< XY h (2O, (Z0)X 1)
= (2.27)

{riq) (P -P)+= (ATP+PA +AP+PA)}x(t)

Le théoreme 2.4 [27] donne les nouveaux conditions qui assurer la stabilité du systeme
TS(2.3).

Théoréme 2.4: Supposons que les dérivées des fonctions d’appartenance sont bornées
par (2.20). Le modéle flou (2.3) et stable s’il existe des matrices symétriques définies
positivesP =P" > 0,i =12,...,r tellesque:

P 2P, p=12..r-1 (2.29

r-1
zd)p(Pp_Pr)+%(ATP|+PIAJ+ATPJ+PIA)<O’ <] (229
p=1
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2.3. Stabilisation des modeles Takagi-Sugeno

L’une des premiéres idées de stabilisation de modéles flous de Takagi-Sugeno consiste a
utiliser des retours d’état linéaires. Ces derniers ont vite été supplantés par une loi de
commande, qui permet de prendre en compte les non linéarités des modéles flous, connue
sous le nom de PDC ( Paralel Distributed Compensation ).

Le principe de cette méthode illustrée par la Figure 2.1, est de construire un régulateur
par retour d’état pour chaque modeéle local. La loi de commande globale est obtenue par

I’interpolation des lois de commande linéaires locales.

[ Loi de commande locale ]
Regle 1 \ 4 > Régle 1
Regle 2 Y > Régle 2
Regler Y Regler
Systéme flou Régulateur flou

Figure 2.1 : Principe de la commande PDC

L’avantage majeur de cette loi de commande est de respecter la méme structure de
découpage des non linéarités que celle utilisée pour I’obtention du modéle TS. Dans le cas ou
le modele TS est obtenu par découpage exact, cette loi de commande est donc valable quelque

soit le point du sous espace compact de I’espace d’état [15].

2.3.1. Stabilisation des modéles TS continus

Soit le modéle TS continu suivant en boucle fermée :
X(t) = 2 h (ZO) (A X(E) + Bu(t) (2.30)
i=1

Les regles du controleur PDC peuvent étre écrites sous la forme :
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S z(t) est F) et...et z,(t) est F, alorsu(t) =—Kx(t) i=12..,r (2.31)

Laloi de commande PDC globale obtenue par interpolation des lois de commande linéaires

locales est delaforme:
u(t) = Y0 (20K X (2.32)

ol K,:i=1,..,r est le gain de retour local relatif au i*™ modéle, avec les mémesh (z(t))que
ceux du modéle flou.

En combinant (2.30) et (2.32). La représentation du modéele global en boucle fermée avec une

loi de commande PDC est donnée par :

r

X(t) = ZZh, z(t))h, (z(t) (A - B K,)x() (2.33)

i=1 j=1

Théoreme 2.5: Le modéle flou continu (2.30) est globalement asymptotiquement stable via

la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie positive P=P" >0
qui satisfait les inégalités matricielles suivantes :

(A-BK)"P+P(A-BK,)<0 Vi j=L..r (2.34)

On peut écrire (2.33) comme suit :

X(t) = Zh z(t))h, z(t))G“x(t)+22h z(t))h z(t){

i<j

Gy jx(t) (2.35)

avec :
G, =A-BK, i<j<r (2.36)

Théoréme 2.6 : Le modéle flou continu (2.30) est globalement asymptotiquement stable via

la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie positive P = P" >0

qui satisfait les conditions suivantes :

GIP+PG, <0 Vi=L.,r (2.37)
T
[_(Gu il )j Py p[—(G” ;Gﬁ)] <0 i<j<r (2:38)
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On remarque que I’inégalité du théoréme 2.6 n’est pas linéaire en les variables P etK,,
en multipliant I’inégalité (2.37) et (2.38) a gauche et a droite par P, et en définissant une
nouvelle variable X = P, puisen tilisant le changement de variableM, =K, X, i=1,...,r,
on obtient les LMIs suivantes par rapport aux variables X etM; :

X>0

XA" + AX-BM, -MB' <0 Vi=1..,r (239

X(A+A) +(A+A)X-(BM,;+BM)-(BM,+B;M,)" <0 i<j<r

Théoréme 2.7 : Soient le modele flou continu (2.30), la loi de commande PDC (2.32). La

boucle fermée est globalement asymptotiqguement stable s’il existe une matrice symétrique
définie positive X = X" >0 et des matrices M,, i =1,...,r telles que les LMIs définis en

(2.39) soient vérifiées. Les gains de retour d’état sont donnés par :

K. =M, X% i=1..r (2.40)

Exemple 2.1 :
On considére le systéme mécanique non linéaire masse-ressort-amortisseur (figure 2.2)

qui peut étre représenté par le systeme d’équations différentielles suivantes[28] :

{Xl(t) = —0.1125x, (t) — 0.02x, (t) — 0.67C (t) + u(t) (2.41)

X, (1) = %, (1)

K B
ressort amortisseur

Figure 2.2 : Systéme masse-ressort-amortisseur
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oU X,(t) est le déplacement du ressort et x,(t) = X, (t) . Leterme —0.67x;(t) représente la
non linéarité du ressort, dans cet exemple, nous supposons quex,(t) e[-11.5], la limite

inférieure est la longueur minimum que le ressort peut prendre, cette limite non linéaire peut

étre exprimée selon le lemme 1.1 comme suit :
—0.67%3(t) = —W, (X, (£) O X, (t)) — W, (X, (t) (1.5075- X, (t)) (2.42)
avec:

X; (t)
2.25

et w (o ()="20 (2.43)

Wl(Xz(t))=l— 2 o5

Le systéme masse-ressort-amortisseur peut ére modéisé par le modde flou de Takagi-

Sugeno suivant :

Lesréglesdu modele:
Reglel: 9 x(t) est ' Alors x(t) = A x(t) + B,u(t)
Regle2: S x,(t) est F? Alors x(t) = A x(t) + B,u(t)

avec .

[-01125 -0.02 [ -01125 -15275 5 _p _ 1 (2.4
A= 1 o [ A = 1 o | * 2 |o '

Pour stabiliser le systéme, on utilise un contréleur PDC avec les régles suivantes :
Reglel: S x(t) est F' Alors u(t) = —K,x(t)
Regle2: S x (t) est F? Alors u(t) = —K,x(t)

La résolution des LMIs (2.39) pour ce systeme a donné les résultats suivants :

7.2697 55713
= (2.45)
55713 7.2697
K, =[3.7565 3.9451] K,=[3.7565 2.4376] (2.46)

Les figures 2.3, 2.4 et 2.5 présentent les réponses X, (t), X,(t) et la commande u(t)du

systéme commandé par une commande PDC pour [’état initial X(0) =[0.8,0]" .
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4 ) g 10
temps

Figure 2.3 : Evolution de I’état x,(t)

R[] S R E R A—

0.1 pf-mmm e mees e RGLEDE CECEEDELPEEEES EEPEEEPERERES [EECECEREREEEE

% 2(1)

0.05

o N
[y ) SRR
o —---

-0.05
a 10

temps

Figure 2.4 : Evolution de I’état x, (t)

a 2 4 ) g 10
temps

Figure 2.5 : Evolution de lacommande u(t)
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2.3.2. Stabilisation des modéles TS discrets
Soit le modele TS discret en boucle fermée suivant :
X(t+1) = Zl h (z(t) A x(t) + B u(t)) (2.47)
Laloi de commande PDC globale est :
u(t) = —21: h (z(t) K, x(t) (2.48)

On remplace I’équation (2.48) dans I’équation (2.47), la représentation du mod¢le global en

boucle fermée avec une loi de commande PDC est donnée par :

X(t+1) = ZZh 2()h, (z®) A - B K, )x(t) (2.49)

i=1 j=1

Théoréme 2.8: Le modée flou discret (2.47) et globalement asymptotiquement stable via la

loi de commande PDC (2.48), s’il existe une matrice commune définie positive P=P" >0

qui satisfait les inégalités matricielles suivants :

(A-BK,)"P(A-BK,)-P<0  Vi,j=L..r (2.50)

On peut écrire (2.49) comme suit :

X(t+1) = Zh z(t) ), (z(t) G”x(t)+22h z(t))h z(t))[ jx(t) (2.51)

avec :
G, =A-BK, i<j<r (2.52)

Théoréme 2.9: Le modele flou discret (2.47) et globalement asymptotiquement stable via la
loi de commande PDC (2.48), s’il existe une matrice commune définie positive P qui satisfait

|es conditions suivantes :

G/ PG, -P<0 Vi=1..,r (2.53)
[(Gij ;Gji)j P((Gij ;Gji)]_ P<0 i<j<r (2.54)
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On utilise le méme changement de variable que dans le cas des modéles continus. Les
conditions de stabilité des modeles TS discrets dans le théoréme 2.9 peuvent étre réécrites

sous forme de LMIs en utilisant le complément de Schur [29]:

X>0
_ « T
(AX-BM,) <0 Vi=1..,r
(AX-BM,) X
- (2.55)
X +A)X =N, J
((A ) ”) <0 i<j<r
(A +A)X-N, X
Telleque N;; est donnée par :
N, =BM, +B,M, (2.56)
Les gains de retour d’état peuvent étre déterminés par :
K.=M X" i=1..,r (2.57)

Le probléme fondamental qui se pose lors de la synthése de commande du type PDC est
celui du conservatisme des conditions sur les gains de retour. Dans la section suivante, on
présente des nouvelles conditions de stabilité, qui améiorent le conservatisme des résultats

précédents.

2.3.3. Conditions de stabilité relachées

Les conditions de stabilité obtenues dans les théoremes précédents sont trés
conservatives puisqu’elles ne prennent pas en compte certaines caractéristiques des fonctions
d’interpolation non linéaires, elles ne peuvent étre que suffisantes. Aussi, pour obtenir ces
conditions on cherche une solution a un probléeme d’optimisation en considérant que, pour
gu’une somme soit négative, chacun des termes de cette somme doivent étre négatifs alors
que pour la somme entiére cette condition n’est pas nécessaire. En effet, il est évidemment

possible de chercher des solutions aux conditions 8V(x(t))< 0 qui autoriseraient certains

termes de la somme a étre positifs alors que I’ensemble restera négatif. Dans ce cas, on

obtient des conditions de stabilité dites « relachées », c'est-a-dire moins conservatives [30].

Par conséquent, dans le but d’avoir des résultats beaucoup moins conservatifs, des

conditions de relaxation ont fait 1’objet de plusieurs travaux notamment ceux développés dans
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[23] ou les auteurs se basent sur le nombre maximal de régles actives a chaque instant pour
réduire le conservatisme de conditions de stabilisation. Les auteurs dans [6] s’inspirent de ces
travaux, en introduisant des conditions supplémentaires. Dans [31], les auteurs proposent
d’utiliser des fonctions de Lyapunov multiples pour rechercher plusieurs matrices définies
positives au lieu de chercher une seule matrice commune, comme dans le cas de stabilisation
par la fonction de Lyapunov quadratique. Parmi les résultats de relaxation utilisant une
fonction de Lyapunov quadratique, nous pouvons citer des conditions de relaxations tres

pertinentes proposées dans [6] [23] et données dans le théoréme suivant :

a) Casdesmodeles TS continu

Théoréme 2.10[23] : Le modéle flou continu (2.30) est globalement asymptotiquement
stable via la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice définie positiveP = P" > 0,

et une matrice semi définie positiveQ = Q" > 0, vérifiant lesinégalités suivantes

G/P+PG, +(s-1)Q<0 vi=l..r (2.58)

(Gij +GJi) ! (Gij +Gji) P
(Tj P+P[TJ—QSO I<j=r (2.59)

ou s est le nombre de regles qui peuvent étre actives simultanément.

Les conditions de théoréme 2.10 se réduisent a celles de théoreme 2.6 lorsque Q = 0.

Théoreme 2.11 [6] : Le modéele flou continu (2.30) est globalement asymptotiquement
stable via la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice définie positiveP = P" > 0,

et des matrices symétriques Q, = Q; et des matricesQ; :QUT, qui vérifient les inégalités

suivantes :
G/ P+PG, +Q, <0 Vi=1,..,r (2.60)
GP+PG; +Q; <0 P<j<r (2.61)
Qu Qo - Q
Qu Qp - Qy >0 (2.62)
Qi Q: - Q.
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b) CasdesmodéesTSdiscrets

Théoréme 2.12[23] : Le modéle flou discret (2.44) est globalement asymptotiquement
stable via la loi de commande PDC (2.45), s’il existe une matrice définie positiveP = P" > 0,

et une matrice semi définie positiveQ = Q" > 0, qui Vérifient les inégalités suivantes::

G, PG, +(s-1)Q<0 Vi=1..r (2.63)
(@] P(@J—P—Qso i<j<r (2.64)

Avec s est |le nombre de regles qui peuvent étre actives simultanément.

Les conditions de théoréme 2.12 se réduisent a celles de théoreme 2.9 lorsque Q = 0.

Théoreme 2.13[6] : Le modéle discret (2.44) et globalement asymptotiquement stable via la
loi de commande PDC (2.40), s’il existe une matrice définie positive P=PT >0, et des

matrices symétriques Q; = Q; et des matricesQ; = Q;, qui Vérifient les inégalités suivantes:

G/PG, -P+Q. <0 Vi=1..r (2.65)
G/ PG, -P+Q, <0 i<j<r (2,66
Qu Qu - Q
Qu Q2 - Qa >0 (2.67)
Q: Q. - Q

Remarque:

1- Pour prouver lesthéoremes (2.10) et (2.12) on utilise la propriété suivante:

3 (D) -3 20 (20)h, (2(1) = 0

i=1 _li<j

r

Y h(z(t)=1 h(z(1)=0

i=1

En effet, ona:
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r

3 h? (1)) ——ZZh 2(t)h, (z(t)) = Z{ (z())-h, (z() >

i=1 I<] I<J

2- La preuve des théorémes (2.11) et (2.13) est détaillée dans I’annexe A.

2.4. Observateursflous de Takagi-Sugeno

Dans toutes | es sections précédentes nous avons considéré que les états sont disponibles
pour la mesure. Cependant, on sait que la mesure de toutes les composantes du vecteur d’état
n’est pas possible dans plusieurs cas pratiques. Dans ce cas on utilise des observateurs pour
estimer les valeurs des états non mesurables. Les regles de I’observateur flou sont basées sur
les regles du modéele flou utilisé.

Les modéles flous utilisés sont ceux décrits par (2.30) dans le cas continu, et par (2.47)
dans le cas discret, les observateurs flous continus et discrets sont définis par les régles

suivantes :

S Z(t) est F/ et...et 2,(t) est F} alors

{6 X(t) = AX(t) + B u(t) + L, (y(t) - 9(t)) 12 %
J(t) = CX(t) o
La sortie de I’observateur peut étre réécrire sous laforme:
5 %(1) = 0 (2O)AR + Bu) + L, () - 50))
=t i=12,.,r (2.69)

9@=ih@MQM)

ou X(t) et Z(t) représentent respectivement 1’état estimé de 1’observateur flou et le vecteur de
prémisse reconstruit, et L, les gains de ’observateur. L’erreur d’estimation d’état est définie

par I'équation suivante :

e(t) = x(t) - X(t) (2.70)

On distingue deux cas, le premier est le cas particulier ou toutes les variables utilisées
dans les prémisses sont supposées mesurables, |e deuxieme cas concerne le cas général, ou les

variables utilisées dans les prémisses ne sont pas mesurables.
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2.4.1. Casdesvariablesde prémisse mesurables

L'expression de laloi de commande PDC peut sécrire dansce cas:
u(t) = - h (z(t))K;x(t) 2.71)
i=1

A partir du régulateur flou (2.71) et de 1’observateur flou (2.69), hous obtenons les équations

suivantes;

Cas des modéles TS continus :

x(t) = ZZh ), (z)){(A - BK, x(t)+ BK e(t)} @.7)
&(t) = ZZh zt))h, (zH))A - L,C, Je(t) (2.73)

Le systeme complet dont le vecteur d’état se compose de 1’état du systéme et de I’erreur

d’estimation, peut étre décrit par les équations suivantes :

x,(0) = X3 (20)h, (2(0)G, %, 1)
e G (2.74)
- Y R(E0)6 %0+ 22 h (z)h z(t))( : jxa(t)
avec .
xa(x){x“)}, G, {A‘_B‘K" B } 279
e(t) 1o A-LC,
Casdes modéles TS discrets :
X(t+1) = ZZh zt)h, (z0) (A - B K, x(t) + BK et)] (2.76)
et+) =Y Y h(z0)h, (ZO)NA - LC, )e) 277

i=1 j=1
Le systeme complet dont le vecteur d’état se compose de 1’état du systéme et de I’erreur

d’estimation, peut étre décrit par les équations suivantes :

X, (t+1) = ZZ“ z(t) )h; (z(1))G; x, (t)
= (2.78)

r

=2 W (zv)G, a(t)+22h z()h Z(t))(

i=1 i<j

G.iJ
X, (1)
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Ainsi, la syntheése d’un tel observateur consiste en la détermination des gains locaux L, afin

d’assurer la convergence vers zéro de la dynamique de I’erreur d’estimation. Les conditions

de synthése d’un observateur flou sont duales de celles d’un controleur flou.

Pour tirer les conditions de stabilité, on applique les théorémes 2.6 et 2.9 respectivement
a(2.74) et (2.78).

Etant donnée que toutes les variables de prémisse sont mesurables, on peut appliquer le

principe de séparation [32] (voire I’annexe B). On peut donc déterminer les gains K, a partir
des conditions du théoreme 2.6 et les gains L, a partir des mémes conditions appliquées au
probléme dual, i.e ; avecG; = A" —C[ L . En effet, la propriété de séparation utilisée pour les

systemes linéaires est également valide dans le cas des modeles TS dont les variables de

décision sont mesurables mais n’est pas toujours trivial a déterminer [32].

2.4.2. Casdesvariablesde prémisse non mesurables

Dans ce cas z(t),..., z, (t) ne sont pas mesurables. L'expression de la loi de commande

PDC peut sécrire comme suite :

u(®) = -Y 0 (2O &) (2.79)

L e systéme augmente peut étre mis sous laforme :

Cas des modéles TS continus :

r

%, (t) = ZZZH z(t))h, (2()h, (2(t) )Gy, (t)

i=1 j=1 s=1

(2.80)
c
—ZZh(z(t) (z())G,, a(t)+2ZZh 2(t))h; (2(t)n (z(t))( ; jx ()
Casdes modéles TS discrets :
X, (t+1) = ZZZh (1)), (2t) h, (2(1)) Gy x, (1)
e (2.81)

_ZZh z(t))n?(2(1))G,, a(t)+222h z(t))h, (2(t)h (z(t))[ ;G ]x (t)

i=1 j=1 i=1 j<s
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Avec :
X [A-BK,  BK,
Sl:}-sz(A _Aj)_(Bi _Bj)Ks+Lj(Cs_Ci) (283)

S, =A -L,C,+(B -B))K, (284)

ijs

Pour tirer des conditions de stabilité, on applique les théoremes 2.6 e 2.10
respectivement a (2.80) et (2.81).

Dans ce cas, le principe de séparation ainsi que les conditions relachées ne sont plus
utilisables, il est donc nécessaire de calculer les matrices de gains de commande et

d’observation par itérations successives.

Exemple2.2:
Pour illustrer les résultats obtenus dans les paragraphes précédents on présente
I’exemple du pendule inverseé sur un chariot mobile (figure 2.6). Le modéle dynamique de

I’ensemble chariot-pendule peut étre décrit par |les équations suivantes [ 32] :

%, (1) = %5(t)

Xz (t) = 10

[(M +m)(J +ml?)—m’l?cos® x,(t)]
—m?1%x (t)sin x, (t) cosx, (t) + f,mix, (t) cosx, (t)
+ (M +m)mgl sin x, (t) — ml cosx, (t)u(t)]

X3 (1) = X, (t)

X4 (t) =

[_ fl(M + m)xz(t)

(2.85)

10
[(M +m)(J +ml?)—m??cos® x,(t)]
+ (I +m M) SN () - fo (I +m2)x, (t)
—m?gl?sinx,(t) cosx, (t) + (I +ml ?)u(t)]

[ f,mix, (t) cosx, (t)

ou x(t) est I'angle (rad) du pendule, X,(t) est la vitesse angulaire (rad/s), X,(t)est le
déplacement (m) du chariot, x,(t) est la vitesse (m/s) du chariot, g=9.81 m/s’ est la

constante de gravité, m est la masse (kg) du pendule, M est la masse (kg) du chariot, f, estle
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coefficient de frottement (N/m/s) du chariot, f, est le coefficient de frottement (N/rad/s) du

pendule, | est la distance (m) entre le centre de rotation et le centre de gravité de la tige, J

est le moment d’inerté (kgm?) du pendule autour de son centre de masse, et u(t) la force (N)
appliquée au chariot. Nous avons utilise M =1.3282 kg, m=0.22 kg, f, =22.915 N/m/s,
f, = 0.007056 N/rad/s, | =0.304m, J =0.004963 kgm?>.

s
2 Yl

X3

»
>

A

A B

JA'

I v U
O w O

Figure 2.6 : Pendule inversé

L’objectif de la commande est d’equilibrer le pendule inversé autour dex, =0. Pour

utiliser I’approche de PDC, on doit avoir un modele flou qui représente la dynamique du
processus non linéaire. Par conséquent, nous représentons d’abord le systeme (2.87) par un
modéle flou de Takagi-Sugeno. Pour réduire au minimum la complexité de conception, on

utilise le moins de régles possibles. Nous approximons |e systéme par les régles suivantes.

Lesréglesdu modele:

X(t) = AX(t) + Bu(t)
yl(t) = Clx(t)

X(t) = t) + B,u(t
Régle2: S x,(t) est Autour de +n /3 Alors {X() AX() + BoU()
Y (t) = C,x(t)

Reglel: S x(t) est Autour de O AIors{

avec:
0 100 0
a, a, 0 0 b, 1000
A = f Bl = f l =
0 0 01 0 0010
a, Q4 0 a43 b4
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0 100 0
a, a, 0 0 b, 1000
A2: 21a22 ,82: 2,C2:
0 001 0 0010
an a, 0 b,

a,=(M+mmgl/a, a,=-f(M+m)/a, a,="fm/a
a, =-m’gl’/a, a,=fm/a, a,=-"f,(J+m?))/a
b,=-ml/a, b,=(J+ml?%/a
a=(M+m)(J+ml?)—m?l?

ay, =—3£/§(M +mmgl/a’, a, =-f,(M+m)/a’, a, = f,ml cos(60°)/a’
T
a, = ——3;/5 m?gl? cos(60°)/a’, a,, = f,ml cos(60°)/a’, a,, =- f,(J+m?)/a’
T

b, = —ml cos(60°)/a’, b} =(J +ml?)/a’
a’ = (M +m)(J +m?)-m? ?(cos(60°))*

Lesréglesdu contréleur PDC :

Reglel: S x(t) est Autour de O Alors u(t) = —K x(t)
Régle2: S x(t) est Autour de +r /3 Alors u(t) = —K,x(t)

Les regles du I’observateur :

Réglel: S x,(t) est Autour de O Alors {)A((t) = AR() + Bu(t) + L, (y(t) - 9(t))
91(1:) = Cl)z(t)

Regle2: S x,(t) est Autour de +x /3 Alors {i‘“) = AXO +Bu(t) + L (y(®) - (1))
Y (t) = C,X(t)

Les fonctions d’appartenances représentées sur la figure 2.7 des regles sont :

wl(xl(t))={1— . } :

1+ e—7(x1(t)—n/6) 1+ e—7(x1(t)+n/6)

WZ(Xl(t)) =1- hl(xl(t))
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wi(t)

Figure 2.7 : fonction d’appartenance

La résolution des LMIs a donné les résultats suivants :

0.3546 0.0697 0.0211 0.0468
0.0697 0.0186 0.0045 0.0124
°7|0.0211 00045 0.0034 0.0036
0.0468 0.0124 0.0036 0.0110

0.3251 -0.0948 0.0087 -0.1304
-0.0948 0.0494 -0.0050 0.0727

° 0.0087 -0.0050 0.1334 -0.0096
-0.1304 0.0727 -0.0096 0.3590

Les gainsdu contrdleur et de I’observateur sont :

K,=[-723182 -10.6766 -2.9444 -29.5252]
K, =[-111.8125 -16.7902 -4.6353 -33.1695]

449759 0.8388 444168  2.6327
130.7733 5.2982 119.0838 82127
1=| 01026 425037| 7| -1.9283 426123
-12.8838  0.5685 -3.8024 0.9267

Les figures 2.8 a 2.12 représentent les états et les états estimés(x,(t), % (t)),
(X, (1), %, (), (X;(t), X5(t)), (X, (t),X,(t)), € la commande u(t) respectivement, avec les

conditionsinitiales x(0) = [- 60,0,0,0]" et %(0) =[0,0,0,0] .
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B0 T T T -
: : 5 X, (t)
i —— x(®
a0 i i i i
0 2 4 b 8 10
temps
Figure 2.8 : L état x, (t) et I’état estimé X, (t)
GO0 T T T
: ; : X, (t)
i i i — — Xt
400 f{----------- oenn e joommm oo fornnoennoo SR 201}
ZJN[I]| 7 SR SSceseoeee JEosscencesee JeScescanoeosE Seesescnce
0f- I I I I
2200 | | | |
0 2 4 4 & 10

temps

Figure2.9: L’état x, (t) et |I’état estimé X, (t)

temps

Figure 2.10: L état X,(t) et|’état estimé X,(t)
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temps

Figure2.11: L’état x,(t) et |’état estimé X, (t)

a0

-a0

-100

uit)

=180 F

-200

0 i i i i
0

temps

Figure 2.12 : Lacommande u(t)
2.5. Conclusion

La stabilité des modeles Takagi-Sugeno est souvent étudiée en utilisant une fonction de
Lyapunov quadratique en recherchant une matrice unique stabilisant simultanément chacun

des modéles locaux, ce qui est souvent trés conservatif.

Dans ce chapitre nous avons étudié la stabilité des modeles TS en régime libre, puis
nous avons présenté les conditions de stabilisation par retour d’état via la loi de commande
PDC, et dans la derniéere section nous avons introduit I’observateur flou de TS pour les deux

cas des variables de prémisse, mesurables et non mesurables.
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Chapitre 3 Stabilisation des modél es flous de Takagi-Sugeno incertains

3.1. Introduction

Théoriquement il est toujours possible de représenter la dynamique d’un systéme non
linéaire par un systéme flou. En pratique cette représentation peut aboutir a 1’obtention d’un
trés grand nombre de régles floues. Une extension possible du modéle flou permettant de
réduire le nombre de régles floues est de prendre en compte certaines non linéarités du
modele au sein d’incertitudes inhérentes a la modélisation, on se place alors dans le cas de la
modélisation par des systemes flous TS incertains. L’objectif est d’obtenir un modele flou

comportant un nombre fini et raisonnable de régles fixé a priori.

Dans ce chapitre nous présentons les modeéles flous TS incertains et leur stabilisation en
utilisant la loi de commande PDC. Ensuite nous présentons |es performances de stabilisation a
travers le taux de décroissance et le placement des péles des sous modéles linéaires bouclés.

Finalement on s’intéresse au probléme de la commande en utilisant un observateur flou.

3.2. Modéleflou de Takagi-Sugeno incertain

Le modéle flou de Takagi-Sugeno incertain est obtenu par I’agrégation d’un ensemble
de systémes linéaires incertains. Dans [18] les modéles TS incertains ont été utilisés avec
deux buts différents. Le premier but est évidemment la prise en compte des incertitudes de
modélisation ellessmémes et d’améliorer les résultats existants dans la littérature. Le
deuxieme, et peut-étre le plus important, est d’utiliser les incertitudes pour réduire le nombre

de régles du modele.

Le modéle TS avec incertitudes paramétriques s’écrit d’une maniére générale comme

suit [33]:

R': Sz(t)estF/ et..etz (t)estF,
Alors{8 X(t) = (A +AA)X(®)+(B +AB)u(t) i=12..,r (3D

y(t) = (C +AC)x(t)

On peut écrire (3.1) sous laforme:

5 x(1) = YN (2O)(A + AA)XM) + (B, + AB )u(D)}
= (3.2)

YO = X1 ZOXC, +AC)XY)
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On peut réduit (3.2) comme suite :

S X(t) = (A, + AA)X(t) + (B, + AB,)u(t) 33
(O = (C, +AC, )X 59
avec:

r

Ahzzhi(z(t))pﬁ’ Bh :

i=1 i

r

hi (Z(t))Bi’ Cp = Z hi (Z(t))Ci

i=1

I
M-,

Il
JuN

r

AAn:zhi(Z(t))AA’ AB, _

i=1 i

h(ZO)AB, AC, = Yh(z®)AC

i=1

I
Mﬂ

Il
=

3.3. Stabilisation desmodéles TSincertains

On suppose que les matrices des incertitudes AA et AB, sont bornées avec la structure :
AA =HaAa (t)Ea, AB, =HbADb (t)Eb, AC, =HcAc, (t)Ec (3.4

ou les matrices constantes Ha,,Hb,Hc ,Ea, Eb, Ec de dimensions appropriées sont

prédeterminées, et les incertitudes Aa (t), Ab (t), et AC, (t) sont bornées dans le temps de la
facon suivante :

Aa' ()Aa (t), <1, Ab' (t)Ab (t), <1, Ac (t)Ac(t), <1, (3.5)

En utilisant une loi de commande floue de type PDC (2.32), la boucle fermée du

systeme devient :

r r

x(t) = Y. Y h (zO)h, (ZO)A + A - (B, +AB)K, jx(1) (36)

i=1 j=1

Dans |la suite de ce travail, on utilise les notations suivantes :

T (A)=A+A", T (A)=A"-A (3.7)

Théoréme 3.1[15] : Le modele flou TS incertain (3.2) est globalement asymptotiquement

stabilisablevia la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie
positive P = P" >0 et desscalaires ¢ a; >0 et e b; >0 telsque:
vy <O Vi=12,..r (3.8)
yij+yji<0 i<j<r (3.9

avec .
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> (AX-BM,)+caHaHa  +cb HoHE' *
Yy = Ea X —eq,l 0 (3.10)
EbM, 0 -ehl

X=P*'etM, =K P™, ol le symbole * indique la quantité transposée dans une matrice

symétrique.

Preuve:

Soit la fonction candidate de Lyapunov quadratique suivante :
V(x(t))= x" (t)Px(t) (3.11)
La stabilité de la boucle fermée est assurée s sa dérivée le long des trgectoires du
modéle TS incertain (3.2) est strictement négative. Ce qui revient avérifier que:
(A +AA —(B +AB)K, )" P+P(A +AA — (B, +AB)K,)<0, i=1..r (3.12)

avec laloi de commande PDC :
(D) = Y0 (ZOK X0 = K, X0 (3.13

Apreés la congruence avec P, on fait le changement de variable X = P~ puis M, = K, X
(3.12) s’écrit :
XA" + AX =MTB’ —M,B + XAAT + AAX —MABT —ABM, <0 (3.14)
En remplacant (3.4) dans (3.14) on obtient :
XA"+AX-MB" —M B + XEa'Aa/ (t)Ha' + Ha Aa (t)Ea X (3.15)
~MEb"Ab" (t)Hb" —Hb Ab (t)EbM, <0
En appliquant la propriété (1.34) et en considérant les bornes des incertitudes (3.5) une
condition suffisante pour que (3.15) soit vérifiée est :
XA" + AX-MB' -M,B +¢ca,HaHa" +¢ a;'XEa Ea, X (3.16)
+eb HoHb" +eb*M,Eb'EbM, <0

En utilisant le complément de Schur pour les termes : € a;* XEa' Ea, X, ¢ b;*"M . Eb" Eb M,

on obtient ’expressiony ; <0, avec :

XA" + AX-MB' -BM, +¢a,HaHa" +¢ b;HbHb' * *
v, = Eai)( —88.”| 0
Eb M, 0 —ehbyl

(3.17)
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Exemple 3.1: Soit I’exemple 1.1 présenté précédemment dans le chapitre 1. On ajoute des

incertitudes bornées A, (t), A, (t) et A,(t) e[-1, 1] dans la matrice d’état :

. —9+2-A,(t -12 2-A,(t
X, (1) | = 0 - 5 s —~—8 1 X, (t)
. 1+ x7(t) +x5(t
X3(t) 2 X:L ( ) 2( ) Xs(t)
— 1+2-A -5+2-A A
O O ° Pr2al)r Z(t)_ (3.18)
3
2
-3 | ———+1||u(t
+ [1+xf(t)+ j u(t)
4
On suppose que ces incertitudes sont identiques pour tous les 4 sous modeles TS:
101 At) O 0 002
Ha=|0 0 Of, Aa(t)=| 0 A1) 0O ||, Ea=|001 (3.19)
111 0 0 A,(t) 200

Pour illustrer I’intérét de la prise en compte de ces incertitudes dans la synthese de la
loi de commande, on utilise la loi de commande obtenue a I’aide du théoreme 2.6 (synthétisée
sans incertitude). Il en résulte que certaines incertitudes provoquent la divergence du modele
en boucle fermée (figure 3-1).

Les conditions du théoréme 3.1 sont donc utilisées afin de prendre en compte les
incertitudes du modéle dans la synthése de la loi de commande. La matrice définie positive et
les gains obtenus en utilisant ces conditions sont :

1.9587 1.2346 -0.4810

P=| 12346 55034 -0.8156
-0.4810 -0.8156 1.7000

K,=[0.1218 -1.5846 1.6103], K,=[0.1023 -1.7086 1.6136]
K,=[05962 0.3020 1.3702], K, =[05962 0.3020 1.3702]

Les résultats de simulation sont représentés dans les figures de 3.1 a 3.4, avec les
conditions initiales x(0) =[8,8,8]" et les incertitudes sont constantes pendant toute la

simulation: A;(t) =1 A,(t)=0.1et A,(t) =0.9
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a0 : T T H r ] 0
! ! ! ! ! - (1]
! — —2(t)
1] s et loescoaes booomooe- pomeeees V== [
- - T

a 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
temps

Figure 3.1 : Les états du modeéle incertain sans prise en compte de I’incertitude dansla

synthése de loi de commande

= : : : ' : : :

AL TEEEE EERERRRRERERRERE e REnt St IETEE 1 O N &
L e e e Xs(®)
o LR o P
E | i i
0 0.5 1 1.5 2

temps

Figure 3.3 : Les états du modele incertain
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_____________________________________________________________________

0.4 1 1.5
temps

Figure 3.4 : Lacommande du modéle incertain

Remarque 3.1 :
Comme indiqué dans le chapitre 2, pour obtenir les conditions de la stabilité relachées,

on peut utiliser un des deux théoreme 2.10 ou 2.11.

3.4. Autresconditionsde stabilité

Plusieurs travaux [33]-[40], proposent des nouvelles conditions de stabilité, avec

I’utilisation des différentes propriétés et transformations matricielles, en supposant que les

matrices des incertitudes AA et AB, sont bornées avec la structure suivante :

[AA,AB]=H A ()[Ea,Eb], avec A (t)A, ()< (3.20)

Alors les conductions principales pour la stabilité asymptotique globale du modéle floue TS,

avec des incertitudes paramétriques, sont récapitulées dans les théoréemes suivants :

a) Casdesmodeles TS continu

Théoréme 3.2[33] : Le modéle flou TS incertain (3.2) est globalement asymptotiquement

stabilisablevia la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie
positive P=P" = X >0 et des scalaires ¢, (i, j =1,...,r) tels queles LMIs suivantes sont
verifiées:

0. * *

)|Ea X -EbM, -g;1 * |<O, i=12..r (3.21)

H' 0 -l
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B Ej * * * * N
EaX—-EQM, -——L| * *
2
)|Eax-EbM, 0 —%I » « l<0,  i<jsr (322)
HY 0 0 gt *
HT 0 0 0 —&t
avec :
@, =X (AX)-2*(BM, ) (3:23)
L :Y((A +A1)X)_E+(BiMi +BJMi) (3:24)
Preuve:

En remplacant (3.20) dans (3.12) on obtient :

ATP+PA —K'B/P-PBK; +PH A, (t)(Ea —EbK;)+(Ea —EbK)" AT () H'P <0
(3.25)
En appliquant le lemme 1.6 (la propriété (1.34)) a(3.25) :

ATP+ PA — KiTBiTP— PB K, +siPHiHiTP+ai‘1(Ea1. —Eb Ki)TATi A, (t)(Ea, —EbK,)
< ATP"' PA _KiTBiTP_ PBiKi +8iPHiHiTP+8i71(Ea1 - EbIKi)T(Eai _EblKi)
(3.26)
Alors:

A'P+PA -K'B'P-PBK, +¢,PH,H'P+¢*(Ea —EbK,)" (Ea —-EbK,) <0 (3.27)
Aprés la congruence avec P, on fait le changement de variable X =P puis M, = K; X
(3.27) s’écrit :

XA" + AX-BM, -MB" +¢,HH' +&*(Ea —EbK,)" (Ea, —~EbK,) <0 (3.28)

En appliquant la propriété de complément de Shur sur (3.28), on obtient laLMI (3.21) définie
dans le théoréme 3.2.
Ladeuxiéme LMI peut étre obtenue par |le méme procédé avec :

2
+P[A +AA - (B +AB)K; + A + AA — (B, +AB))K,
2

(A +AA —(B +AB)K, + A +AA (B, +ABj)KiJTP

(3.29)

]<O I<)<r
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Puis en utilisant les borne des incertitudes des matrices AA et AB, définies dans (3.20) et la

propriété (3.5) :
A(t) 0 ][Ea-EbK,
@ +[PH, PH ] © % :
' "1 0 A()]|Ea -EbK,
(3.30)
Ea —EbK 1 [a(@) o T
N J ® [PH, PH,]" <0
Ea, - EbK, 0 A)
avec ©
¢; =A'P+PA +A'P+PA —-K/B'P-PBK, -K/B/P-PBK,. (3.31)
et:
At 0 TTA(®) O
(1) (1) < (3:32)
0 AM]L O A
En appliquant le lemme 1.6 :
At 0 ][Ea-EbK,] [Ea -EbK, TTa@ o T
@ +[PH, PH ]| ! + ' [PH, PH ]
‘ L0 A@M]|Ea-EbK,| |Ea,—EbK, || 0 A )
PH. PH J[PH. PH J7e | & K "[Ea -EbK; T
<O . . . . "
<@y +[PH; PH][PH; PH] ¢, Ea ~EbK, | |Ea ~EbK, (3.33)
Alors:
PH PHTPH. PH TTe =Y ERK, '[Ea -EbK, 0
(Pij+[ i j][ i j] €jj Eaj—Eiji Eaj—Eiji < (3.34)

On fait la congruence avec P, puis on applique le complément de Shur pour trouver la
deuxieme LMI.

b) Casdesmodeles TS discret

Dans cette section on va traiter le probléme de stabilisation des modeles flous TS a

temps discret avec des incertitudes paramétriques.

La représentation dans I'espace d'état du systeme flou TS incertain et de son contréleur
en boucle fermée peut étre décrite comme suit:
xt+1) =Y Y h(zt)h (ZONA +AA - (B, +AB)K, [x() (3.35)
i=1 j=1

Les conditions de stabilité sont données dans | e théoréme suivant :
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Théoreme 3.3 [35] :

stabilisable, s’il existe une matrice commune définie positive P =P’

scalaires g, (i, ] =1,
=X
AX-BM,
EaX—-EQM.
0

—4X
(Ax—an

2)| EgX —EQM,
Ea X-EbM,
0
0

avec: M, =K P (i=

j_x * * * *

+AX-BM

Le modéle flou TSincertain (3.35) est globalement asymptotiquement

..,I) telsqueles LMIs suivantes sont vérifiées :

%k %k %k
—X * * )
0 —&l = <0, 1=12...,r
Hi 0] —sii_ll_
3k 5k 5k 5k 3k ]

0 -—¢l * * * |<Q,
0 0 -—&.l * *
H" 0 0 —¢&ll *

i ij

H' 0 0 0 —gl

]

i<j<r

1,2 ..,r1).

=X1>0 et des

(3.36)

(3.37)

Prouve:

Soit lafonction candidate de Lyapunov :

V(x(t))= x" (t)Px(t)

La variation de lafonction candidate de Lyapunov est donnée par :

AV (x(t)) =V (x(t +1)-V(x(t))
= x(t +1)T Px(t +1) — x(t)" Px(t)

r

I
EM

i=

X

=

=

X

-th
M-

Il
JUN

" 33" h (z)h, (2, (2)h (2()x)'

r
1 k=1 1=1

A +AA — (B +AB)K, ' P(A +AA - (B, +ABK,)-P

$3 h (2O, (2O, (ZO)h ZOXO

k=1 =1

M-,

Il
=

j

+AA —(B +AB)K, + A +AA —(B, +AB)K,J P
x (A +AA — (B, +AB)K, + A +AA (B +AB)K, ) - 4Px(t)
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> h (2t (@0)x0"

<{A+AA (B +AB)K, +A +AA — (B, +AB,)K, ] P
x(A +AA —(B +AB)K, + A +AA —(B, +AB))K, )-4Px(t)
= Y Rz OfA +AA — (B +AB K, )T P(A + AA (B, + AB,)K, )~ PX()

i=1

+2Zh (1)), (z(t) )x(t)"

i<j

-th

V(x(t)<

{(A +AA —(B +AB)K, +A +AA — (B, +ABj)KijTP
2

x[A +AA - (B +AB K, +2AJ +aA (B, +48))K, ]—P}X(t)

La stabilité de la boucle fermée est assurée s |a variation de la fonction candidate de
Lyapunov est négative. Ce qui revient aveérifier que:

(A +AA —(B +AB)K;) P(A +AA — (B +AB)K,)-P<0 i<r (3.38)

[A +AA —(B +AB)K, + A +AA —(B, +ABj)KiJTP
2

X(A +4A - (B +AB)K, +2A; +AA - (B, +ABi)Kij_p<o i<j<r (339

Pour démontrer le théoréme 3.3, on procéde de la méme fagon que la démonstration
précédente, en utilisant I’inégalité (3.38) pour démontrer la premiere LMI et I’inégalité (3.39)

pour la deuxieéme LMI.

3.5. Stabilisation avec taux de décroissance preédéfini

Les conditions de stabilisation des théorémes précédents permettent de prendre en
compte certains types d’incertitudes intervenant sur les modéles. Cependant aucune
performance de la boucle fermée n’est prise en compte dans la synthése de la loi de
commande. L’une des solution possible est I’utilisation d’un taux de décroissance [18] [41],
qui permet d’agir sur les dynamiques (p0les) des sous-modéles en boucle fermée et consiste a
imposer un taux de décroissance 200 a la décroissance de la fonction de Lyapunov. La

condition de stabilité devient alors :
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V(x(t)) < —2aV(x(t)) (3.40)
Dans le plan complexe, cette condition revient a faire un placement arbitraire des poles
des sous-modeles dans le demi plan gauche avec les parties réelles de ces derniers qui soient

inférieuresou égalesa (-a) .

-
+,\§

N@I es des sous modéles

Figure 3.5 : Effet du taux de décroissance sur les pbles des sous modeles en boucle fermée

Le théoréme suivant donne les conditions de stabilité du systeme flou TS incertain avec

un taux de décroissance spécifié [18].

Théoréme 3.4:Le modele flou TS incertain (3.2) est globalement asymptotiquement
stabilisablevia la loi de commande PDC (2.32), s’il existe une matrice commune définie

positive P=PT = X et des matrices ®, ,®a ,Pb,¥,,¥Ya ,¥b,Q. >0,Q =Q/, et des
i a1 ( i al I ii ij ij

scalairese a, >0, eb > 0telsqueles LMI du théoreme 2.11 soient vérifiées avec:

Yij * * * * *
~da' +WVa'Ha' cal-¥Ya -Ya' 0 0 0 0
Ea X 0 —eal 0 0 0
Gij = T T T T
—®bT +¥bHb 0 0 ebl-¥Yb-¥b O 0
EbM, 0 0 0 —ebl 0
X 0] +PIA 0 0 0 0 -¥ - |
(3.41)
Y, ==*(Ha ®a’ + Hhdb' —BM, )+ ® AT + ADT + 20X (3.42)

oU o >0 est le taux de décroissance.
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Preuve:
On considére la fonction de Lyapunov (3.11) avec un taux de décroissance o > 0. Pour
aboutir a la stabilité asymptotique formulée dans le théoréme 3.4, la dérivée, par rapport au

temps, de lafonction de Lyapunov doit satisfaire la condition suivante :
V(x(t)) < =20V (x(t)) (3.43)
En utilisant une loi de commande floue de type PDC (3.13), la boucle fermée du systéme

devient :
X(t) = (A, +AA —BK, —AB, K, )X(t) (3.44)
De (3.11), (3.43) et (3.44) on obtient :
X" (){(A, + AA, - B,K, —AB,K,)" P+ 20PX(t) < 0

(3.45)
Aprés la congruence avec P, les changements de varidble X =P etM, = K, X, (3.45)
devient :

XA + A X —MTBI —B,M, + XAAT + AA X —MTAB] —AB,M, +20X <0 (3.46)
En remplacant (3.4) dans (3.46) :

XAT + AX-MIBI =B M, 547
+ XEa] Aa] Ha] + Ha, Aa, Ea, X — M Eb/AbT Hb — Hb, Ab, EB, M, + 20X <0
En appliquant le lemme 1.6 (propriété (1.34)), avece a, >0, b, >0, on obtient :

XAl + AX-M!B] -B,M, +¢a ' XEal Aa] Aa, Ea, X (3.48)
+¢a,Ha, Ha' +¢ b *MTEbTAbTAb, Eb, M, +& b Hb Hb! + 20X <0

Avec Aa] (t)Aa, (t) <1 et Ab, (t)Ab, (t) <1, I’inégalité (3.48) est équivalente a:

XAl + AX -M!BT —B,M, +¢ a;*XEa/ Ea, X

(3.49)
+ea Ha Ha' +eb "M Eb Eb,M, +&b Hb Hb +2aX <0

En utilisant le complément de Schur pour les termes ¢ a;'XEa, Ea, X, ¢ b, *"M EbEb M,
le lemme 1.4 (propriété (1.30)) pour lestermes ¢ a, Ha, Ha, et ¢ b, Hb, Hb, et lemme 1.5, on

obtient I’expression de G,;,, <0 :
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Y. * * * * *
-®al +¥Ya'Ha! ¢a,l -Ya,-¥Ya, O 0 0 0
. - Ea, X 0 —gayl 0 0 0
" | —obl +¥b HO 0 0 ebl-¥b-¥h O 0
Eb M, 0 0 0 —ehl 0
X -+ A 0 0 0 0 -V, -Y¥ |
(3.50)

3.6. Placement de pélesdansdesrégionsLMI pour desmodéles TS

| ncertains.

Une extension de I’approche précédente est le placement de pdles des sous modeles
linéaires, appelée D-stabilité [19], qui permet de placer les pbles des sous-modéles dans la

région LMI R définie dans le chapitre 1.

Nous considérons les trois régions LMI définies dans le chapitre 1, I‘obtention de
régions LMI pour les modéles TS incertains ce fait de fagon directe, en remplacant le modéle
linéaire (1.42) par celui de (3.6). Le but est alors de pouvoir obtenir des LMIs qui garantissent
la D-stabilité pour le modéle TS incertain (3.6) ; nous donnons des conditions suffisantes afin
de satisfaire le placement de p0le pour le demi-plan gauche, le disque et finalement le cone

issu de I’origine.

En appliquant directement les inégalités (1.43), (1.44) et (1.45) sur le modele TS en

boucle fermée (3.6), on obtient :

s*(PA, — PB,K,) + =" (PAA, — PAB,K,)+ AP <0 (3.51)
P ' ° “l<o 2
P(A-BK,) —pP|T|P(aA -aBK,) O (3.52
[cos(9)z* (PA, - PB,K,) *
| sin(9)z"(PA, —PB,K,) cos($)*(PA, - PB,K,)
{cos(g)zwmph ~ PAB.K,) * }
. ) . <0 (3.53)
sn(9)S " (PAA —PAB.K,) cos(9)S"(PAA, — PAB.K,)

Pour gque les inégalités (3.51) (3.52) (3.53) soient des LMI, on suit les étapes suivantes :

P* 0
> Fairelacongruence par X = P pour (3.51) et par { 0 Pl} pour (3.52) et (3.53).
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> Puis effectuer le changement de variableM, =K, X qui rend la partie sans

incertitude des expressions précédentes linéaire :

T (AX-BM,)+Z"(AAX-AB,M, ) +AX <0 (3.54)
axaw, x| Tlaax amu, o

+ <0 (3.55)
| AX-BM, -pX| |AAX-ABM, O
cos(8)Z" (A, X —B,M,) *
| SIN@)Z (A X-B,M,) cos(3)Z" (A, X -B,M,)
N {C(.:)S(S)Zt (AA X —AB,M,) * } 0 356)

Sn(8)X (AAX-AB,M,) cos(8)x" (AA, X -AB,M,)

On remarque que les premiéres parties sans incertitude sont des LMIs en X et

M, i=12,..,r et sont notées dans la suite par(-). Il reste donc & traiter les parties

incertaines. En utilisant I’expression des incertitudes (3.4), les inégalités précédentes

s’écrivant :

()+2*(Ha,Aa, (t)Ea, X — Hb,Ab, (t)Eb,M ) <0 (3.57)
- 0 ,

0+ | Ha,Aa, (t)Ea, X — Hb,Ab, (1) Eb,M, o} <0 (3:8)

O+ 'cos(9)= " (Ha, Aa, (t)Ea, X) *
| sin(8)X" (Ha,Aa, (t)Ea, X) cos(8)X" (Ha,Aa, (t)Ea, X)
. cos(3)X" (—Hb, Ab, (t)Eb,M,) * <0 (359)

sin(9)Z " (—Hb,Ab, (t)Eb,M,) cos(8)* (—Hb, Ab, (t)Eb,M ) '

» Mise sous forme LMI de I’inégalité (3.57)

En appliquant la propriété (1.34) et en considérant les bornes des incertitudes (3.5), I'inégalité
(3.57) devient :

(~)+8%XEaI Ea, X +¢ aj Ha, Hay +8b%|v| +Eby Eb, M, +¢ b{yHb, Hb, <0  (3.60)
hh hh

En utilisant le complément de Schur pour les termes L XEa; Ea, X etL M ,Eb, Eb,M,

1) (1)
€ ay, e by,

on obtient I’expressiony ) <0 définie dans le théoréme suivant :
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Théoréme 3.5 : S’il existe une matrice symétrique définie positive X = P, des matrices M,

et desscalaires e af” > O et e b > 0 telsque:

¥ <0 i =12, (3.61)
vO4+y® <o i<j<r (3.62)
avec .
> (AX-BM,)+ca?HaHa' +cb®HOHET —AX *
7= Ea X —eall 0 (3.63)
EbM, 0 -ehfl

alors, les pdles du systeme en boucle fermé (3.6) appartiennent & la région LMI définie par

(1.43) et les gains de la loi de commande PDC sont donnéspar: K, =M X

> Mise sous forme LMI de I’inégalité (3.58)
En utilisant I’inégalité (1.34) les bornes des incertitudes (3.5), I’inégalité (3.58) devient :

(-)+%XEa;EahX +%MhEb§Ethh 0
€ a, e by <0 (3.64)

0 e aPHaHa" +¢ b HbHb'

L’utilisation du complément de Schur pour les termes % XEa Ea, X, % M, Eb Eb M,
¢ ay e b

permet d’obtenir 1’expression linéaire y? < 0 définie dans |e théoréme suivant

Théoréme 3.6 : s’il existe une matrice symétrique définie positive X = P, des matrices M,

et desscalaires e ai” > 0 et e b(® > 0 telsque:

7 <0 i=12,..,r (3.65)
v +y P <0 i<j<r (3.66)
avec .
- pX * * * 7
o |AX-BM; —pX+e ai?Ha;Ha/" +¢ b{® Hb Hb| 0 0
v = (2) <0 (3.67)
Ea X 0 —ea;” | 0
Eb M, 0 0 —eh®I
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alors, les pbles du systeme en boucle fermé (3.6) appartiennent & la région LMI définie par

(1.44) et les gains de la loi de commande PDC sont donnéspar : K, =M, X .

> Mise sous forme LMI de I’inégalité (3.59)
L’inégalité (3 .61) peut étre écrite de laforme [15]:

()4 [ Ha, Aa, (t) 0 }[ cos(9)Ea, X sin(S)EahX}
| 0 Ha, Aa,(t) || -sin(8)Ea, X  cos(9)Ea, X
[cos(9)XEa]  sin(3)XEa |[Aa (t)Ha/ 0
" |sin(9)XEa;  cos(9)XEay H 0 Aa] (t)Ha, }

‘HbAb(t) O —cos(9)Eb.M, —sin(8)EbM,
0 HbAb(@) || Sn©)EbM,  —cos(9)EbM,
.| ~Cos(8)MEb  sin(8)M By }[Abh(t)th 0 } (368)

<0
_—sin(S)M;Eb; —cos(9)M, Eb] 0 AR (t)Hb,!

En utilisant la propriété (1.34) et en considérant les bornes des incertitudes (3.5), I’inégalité
(3.68) devient :

0 a(g)_HahHag 0 | 1 [XEalEa, X 0
)+e +—
"l 0 HaHa | eaf 0 XEa] Ea, X
r T ] T T
v eh® Hb, Hb; 0 N 13 M!EaEa, M, O “o (369)
| 0 HbHb | &by 0 M EalEa,M,

L utilisation du complément de Schur permet d’obtenir I’expression linéaire v\? <0 définie

dans le théoréme 3.7:

Théoréme 3.7 : s’il existe une matrice symétrique définie positive X = P, des matrices M,
et desscalaires e af” >0 et ¢ b¥ >0 telsque:

yi(i3)<0 i=12,..r

72 +y P <0 i<j<r

avec .
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S XEa' M[Eb’ II, 0 0
Ea, X —eall 0 0 0 0
, |EbM, 0 -¢eblI 0 0 0
v = <0 (3.70)
I, 0 0 S, XEa' MEb'
0 0 EaX —eal’l 0
0 0 EbM, 0 —e bl
avec

S, =cos(8) X (AX —BM )+¢ a®Ha Ha' +& b®Hb Hb
m, =sin@)X (AX-BM,)

alors, les pbles du systeme en boucle fermé (3.6) appartiennent & la région LMI définie par

(1.45) et les gains de la loi de commande PDC sont donnéspar: K, =M X™

Le théoréme 3.8 donne les conditions de stabilité du systéme TS (3.6) pour que tous les

poles des sous-modéles TS soient situés danslarégion LMI R définie dans le chapitre 1.

Théoréme 3.8 [41] : Le modéle TS (3.6) est quadratiquement stable et a tous les pdles des

sous-modeles TS situés dans la région LMI R, s’il existe une matrice symétrique définie

positive X = P, desmatrices M, et desscalaires & a\

y® <0 i=12,.,r
10+ <0 i<j<r
kefl,23}

>0eteb( >0telsque:

Les gains dela loi de commande PDC sont donnéspar: K, =M X

Exemple3.2:

Le systeme chaotique de Lorenz peut étre décrit par les équations suivantes [ 17] .

%, (t) =6 X, (t) +0 X, (t)
X () | =] T X (1) =% () = X () %5 (1)
X, (t) X, (£)%; () — b, (t)
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Les valeurs nominales (c,r,b) sont (10, 28,8/3), le systéme chaotique de Lorenz peut
étre écrit souslaforme:
X, (t) -0 © 0 X, (t)
@) = r -1 —x/(t)] X (t) (3.71)
X, (t) 0 x() -b J[x(t)
S on suppose quex, (t) e [-d, d], Alorsx, (t) peut étre écrit sous la forme :

C(x®+d) (dox)
Xl(t)‘d( 2d Jd( 2d ]

Le systéme (3.71) peut étre écrit comme :

X(t) = w, (%, (1)) A X(E) + W, (%, (1) A, X(t)

avec .
X(t) = %, (1), %, (1), %, )]
et
_x® 1 _1ox(@®)
My (o (0) =02+ et My(q(0)=5 -
-6 © 0 -6 © 0
A=lr -1 —-d|,A=T1 -1 d
0o d -b 0 -d -b

Prenant M, (x,(t)) et M,(x,(t)) comme des fonctions d’appartenance ( figure3.6 ), le
systeme chaotique de Lorenz peut étre représenté exactement par le modéle flou de Takagi-
Sugeno suivant :

Reglel: S x,(t) est autour de M, Alors x(t) = AX(t)
Regle2: S x(t) est autour de M, Alors X(t) = A, X(t)

A W(t)

W2 (t) L 10 Wl(t)

(0
d 0 d

Figure 3.6 : Fonctions d’appartenance
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On suppose que les paramétres (o,r,b) sont incertains, varient autour de leurs valeurs
nominales(c ,,r,,b,) avec:
6 =6,+Ac, r=r,+Ar, b=Db,+Ab
ou:
Ac =pu(t)o,, Ar=pn(t)r,, Ab=pn(t)b,
|u(t)| <05
On utilise la matrice d’entrée incertaine B avec :

B=B,+AB
avec .
B, =[10,0]", AB=pn()B,

Le systéme chaotique de Lorenz incertain peut étre décrit par le modéle TS incertain
suivant :

Réglel: S x(t) est autour de M, Alors x(t) = (A + AA)X(t) + (B, + AB,)u(t)
Regle2: S x,(t) est autour de M, Alors X(t) = (A, + AA,)X(t) + (B, + AB,)u(t)

avec .
—-Ac Ao 0
AA =AA, =| Ar 0 0
0 0 -Ab

AA, AA,, AB, et AB, peuvent étre écrites sousla forme:

AA =Haa (t)Ea,, AA, =Ha,Aa,(t)Ea,
AB, = Hb,Ab, (t)Eb,, AB, = Hb,Ab, (t)Eb,

avec:
1 0 0
Ha, = Ha, = Hb, = Hb, =030 1 0
0 0 1
u@) O 0
Aa, (t) = Aa,(t) = Ab,(t) = Ab,(t)=02| O () O
0 0 u()
-6, O, 0 1
Ea, =Ea, =| 1, 0 O |, Eb=Eb,=| 0
0 0 -—h 0
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Le but de la synthése de la commande de cet exemple est de placer les pbles en boucle
fermée dans la région LMI définie par : A =15, p =45, 93 =1.3rad. La matrice définie

positive et les gains obtenus en utilisant le théoréme 3.8 sont :

4.4992 0.8695 0.0000
P=]0.8695 0.9938 0.0000
0.0000 0.0000 0.9036

K, =[11.7566 15.9562 -3.6030]
K, =[11.7566 15.9562 3.6030]

Les figures de 3.7 a 3.9 représentent la trajectoire de phase, les repenses et la

commande PDC du systéme chaotique de Lorenz avec placement de pbles dans des régions
LMI. Pour les conditions initialesx(0) = [10,-10,—10]" . La commande est appliquée a
t =10s, pour t €[0,10] le systéme est en régime libre. On remarque que le comportement est

chaotique avant I’application de la commande et dés I’application de la commande les états

du systeme stabilisent et convergent vers zéro.

Figure 3.7 : Trajectoire de phase du systéme chaotique
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0 i i i
0 o 10 15 20

100 T T T

¥2(t)

-0 | | |
0 ] 10 15 20

100 T T T

¥3(t)

A0 | | |
0

5 10 15 20
temps
Figure 3.8 : Evolution des éats X (t), X, (t) et X,(t)
250 : ; :
200 : : '
150
=100
a0
a
n | | i
0 o 10 15 20
temps

Figure 3.9 : Evolution de lacommande u(t)
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3.7. Commande avec observateur

Le principe de synthése de commande dans le cas des modéles flous TS incertains est
basé sur I’application de la loi de commande (2.32) au systeme (3.2) avec I’observateur flou
(2.69), les variables de prémisses sont supposées mesurables. En considérant la dynamique de
I’erreur d’estimation (2.70), le probléme revient alors a stabiliser le systéme augmenté

suivant :

A +AA —(B +AB)K, (B +AB)K, me

X(t) ~ roor
[é(t)}_;;h. 2(H)h, () A FLAC ~ABK. A -LC, +ABK. e(t)} (3.72)

Les incertitudes sont décrites de la méme fagon que précédemment (3.5).

Ainsi, en ce qui concerne la commande avec observateur flou pour les modeles TS
incertains et en se placant dans le cas ou le théoréme de séparation [32] est applicable, dans le
cas contraire dans [18] on introduit les non linéarités qui dépendent des variables de prémisse
non mesurables dans les matrices contenant les incertitudes. Dans [18] une méthode basée sur
le couplage des parties commande et observateur est proposée, puis le probléme est résolu

d’une fagon séquentielle grace a deux problémes LML

Théoreme 3.9 /18] : Soient le modéle flou TSincertain (3.2), la loi de commande PDC (2.32)
et I’observateur flou (2.69), le systeme augmenté (3.72) est globalement asymptotiquement

stable, s’il existe des matrices définies positivesP, et P,, des matricesK, et L,, et des

scalaires positives ea,, b, ec, u;, v, 1=1..,r telsque:

>*(P,A, — P.B,K, )+ 2ea,Ea] Ea, +¢b, (1+1 * K] Eb] Eb,K,
+¢,Ec] Ec, + P, (ca;"Ha, Hal +eb;"Hb, Hb! + ;M )P, <0 (3.73)

=*(P,A, - P,L,C, )+ K/ (eb, (1+1 )Eb] Eb, + 1, B B, K,
+P (sathahHah +el;*Hb, Hb! +¢¢;*L, He, Hel LT )P, <0 (3.74)
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Preuve :

Le systeme augmenté (3.72) peut €tre réécrit sous la forme :

)] (= ~ {x
_ 3.75
{e(t)j| (Ahh +Ahh )_e(t)} ( )
avec
~ Ah_BhKh BhKh ¢ N __ AA‘_ABhKh ABhKh
M0 A-Le T T Tlaa s Lac —aBK, aBK,

Notons que Zhh peuvent étre écrites sous laforme::

LAY e el Lo

Soit la fonction candidate de Lyapunov quadratique suivante :

V(X(t))= X ()PX(t) (3.76)
avece
[ x() s 5 |RO
X(t)_[e(t)} e P=P {o FJ>o (3.77)

La stabilité du systéme augmenté (3.72) est assurée si la dérivée de la fonction
candidate de Lyapunov est négative. Alors:

V(X)= XTPX + XTPX

= )(T{(;thFZhh)TlsJr 5(Ehh+ghh)}x (3.78)
R PV YN I VN L —
. AP+ PA, +|: 0 0 }P+P|:AAH 0}—# ; :l[ABh AB, ]P

X 5@2:}[_ K, K+ {Agﬁ }[o P+ 5:_ H[Ach 0]

En considérant les bornes d’incertitude (3.4), alors (3.78) devient :
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ALP +PA,

+"Ea; 0] Aal Aal | Ha, © 5, 5| A% 0] AA, O] Ea, 0

| 0 0| 0O O 0 Ha] Aa, O|AA, Ol O O
V(X)=X"{ [—KTED Hb! 0 |~ ~[Hb, O TaAb X
x) T TN P " [- Eb,K, Eb,K,]

K Eb 0 Hb 0 Hb, | Ab,

= T ~ [ 0 Ec, O

o o O1AG s her B4 P [ac, O] "

0 0] o ~ L, He, 0 0

= XT{ATP + PA, + £ (AA)+ £ (AB)+ £ (AC)[X

avee ©

[Ea] TAal | Hal 0 |~ <[Aa, O][AA O] Ea, O
£(rA)= Ea, 0| Aa, Aa, h 5. B A% A, h

0 0/ 0 0| 0 Ha Aa, O|AA 0O 0 O

[~ KTEbD Ho! 0 |~ ~[Hb, 0 T Ab
£(aB)=| " lApT ABT] T P+P[ " }{ “}[— Eb, K, Eb,K,]

| Ky Eb] 0 Hbl 0 Hb, | Ab,

Ec. Ac] ~ ~ O Ec, O
e(ac)=|Fn 1A% o _per B4 P [ac, 0] "

0 0]o ~ L, Hc, 0 0

En appliquant e lemme 1.6 (propriété (1.34)), avec e &, >0, eb, >0 ,ec, >0 onobtient :

| 2Eal Aa] Aa,Ea, 0
i 0
—K]Eb/
| Ky Eby

Ec. Ac/Ac,Ec, O seciP
0 0

Al P+PA, +£(AA)+ £ (AB)+.£(AC)<0

L(AA)<cea,

+ealP
o} " {

£ (AB)<¢h,

0

£(AC)< gch[ 0

Alors V(X)<Osi:

h

~ = =~ 2Ea’Ea, O
= AhThP+PAhh+sa{ Oh " O}H:a
" KTEbTEb.K, —KJEb'Eb.K,
|~ KJEblEbK, K{Eb EbK,
EclEc, 0

A O
+ec, P
0 0 0

+¢eb

=2

- L, Hc,

}Abg Ab, [- Eb, K, Eb,

-1

Ha, Ha'
0

0
Ha, Hal

P

|

Hb, Hb/
0

0
Hb, Hb,

}5

Kh]+8b,:1|3{ ]F;
0
—L,Hc, He! L]

Ha, Ha'

5{ ‘
}sb

H; Lﬂ

0
Ha, Ha'
Hb, HbY
0

P

}0

Hb, Hb!

hlP[

P<0O

(3.79)

}5
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En utilisant la supposition (3.77), la condition (3.79) peut étre réécrire sous laforme :

X" (D) Qx(t) +e' (t)Q et)+e' (t)K, B! Px(t) + x' (t) P.B, K, &lt)

_ T =" T L= (3'80)
ey, (€ ())K [ BT Eb, K, x(t) + X" (1)K, Eb; Eb, K, &(t))< 0

avee ©

Q. =3"(P.A -PB,K,)+2ea,Eal Ea, +¢b K Eb Eb K, +&c, EcEc,
+ Pc(ga,;lHahHa; +eb*Hb, Hb, )PC

Q, =2"(P,A -PL,C,)+eb K Eb Eb K,
+ P, (ea;*Ha, Ha] +eb;*Hiy, Ho! +ec; 'L, He, Hel LL )P,
X' (1) Qx(t) +€" () Q,e(t) + (P.B, K e(t))" x(t) + X (t) (P.B,Kelt))
b, ((K; Eby Eb, K,.e(t)) x(t) + X" (t)(K Eb] Ethhe(t)))< 0

En appliquant le lemme 1.6 (propriété (1.34)), avecp, >0, © >0, aors (3.80) est vérifiee
S:

X" (1) (Q, + ;P2 +1 e, K] Eb! Eb, K, Jx(t) <0

T ; T TRt (3.81)
e’ (t)(Q, + 1, K! Bl B,K, +7 eb, K Eb] Eb, K, Je(t) < 0
On peut réécrire (3.81) sous la forme :
. t)((AJ ~K!B! )P, + P,(A, - B,K, )+ 2a,Eal Ea, +¢b, (L+1 K Eb; Ethth(t) .
<
+ ¢, Ec] Ec, + P.(ca;"Ha, Ha] +eb;*Hb, Hb! + ;1 )P, (3:82)

-ClLi )P +P ~L,C,)+ K/ (eb, (1+7)ED! Eb, +p, BB, K

el (t) (Ah h h)o o(Ah h h) h( h( T) h EBy + Ly By h) h et)<0 (3.83)
+ P, (ea;*Ha, Ha] +eb;*Hb, Hb[ +&c; L, He, Hel LL )P,

En utilisant la notation (3.7), on obtient les conditions (3.82) et (3.83) correspondants aux

conditions du théoréme 3.9

Remarquons que les conditions de stabilité dans le théoréme 3.9 ne sont pas des LMIs,

dans la suite lesinégalités (3.73) et (3.74) seront mises sous forme des LMIs.
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» Mise sous forme LMI de I’inégalité (3.73)

Aprés la congruence avecP*, on fait les changements de variables X, =P* et

M, =K, X,, i=1..,r,I'inégalité (3.73) s’écrit:

> (A X, —B,M, )+ea;*Ha, Ha +&b;*Hb, Hb! + 'l +2ca, X _Ea] Ea, X,

T A\ TehT (384)
+e¢, X Ecl Ec, X, +eb, (1+7 M Ebl Eb, M, <0

En utilisant e complément de Schur pour les termes : 2:sa, X Ea/ Ea, X, , ec, X Ec! Ec, X,

et sbh(1+r ’1)M;Eb,f Eb. M, , Iinégalité (3.84) peut étre réécrire sous laforme:

(A X, -B,M, )+ea,Ha,Ha! +&b, Hb, Hb + ;| x * * ]
Ea, X, & 0 0
2
Eb,M, 0 —sbh(r—]l 0
T+1
I Ec, X, 0 0 ~2¢c, | |
(3.85)

Remarque 3.2 : On remarque que 1’inégalité (3.85) est une LMI si on fixe les valeurs de

Tety,.

» Mise sous forme LMI de I’inégalité (3.74)

L’inégalité (3.74) s’écrit avec le changement de variables N, =P.L;, i =1,...,r :

>*(P,A, —N,C,)+¢ea,'P,Ha, Ha] P, + &b, "P,Hb, Hb P, +&c, "N, Hc, HcI N/ (3:86)
+eb, (1+7)K Eb/ Eb K, + K B/ B,K, <0

On applique alors sur 1’inégalité (3.86) le complément de Schur pour les termes :

ea,'PHa,Ha P, , eb'P.Hb Hb'P,, e, "N, Hc, He! N/, eb, (1+7 K| Ebl Eb K, et

1Ky B BK,,
TRA-NG)
Hal P, —ea,l O 0 0
Hb' P, 0 -eb! O 0
Hc! N/ 0 0 -el O <0 (3.87)
okt
Eb,.K, o o o P, o
1+t
| BK, 0 0 0 0wl
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Remarque 3.3 : On remarque que 1’'inégalité (3.87) est une LMI si on fixe les valeurs de

T,ebetp,,.

Exemple 3.3 : Pour illustrer les résultats obtenus dans le théoréme 3.9 on présente I’exemple
du pendule inversé sur un chariot mobile présenté dans I’exemple 2.2 (figure 2.6), avec
incertitude AA dans la matrice d’état. Alors le systéme incertain peut étre décrit par le
modéle TSincertain suivant :

Lesreglesdu modéle:

X(t) = (A +AA)X(t) + Bu(t)

y1(t) = Cyx(t)

X(t) = (A, + AA)X(t) + B,u(t)
Y2 (1) = Cox(t)

Réglel: S x(t) est Autour de O AIors{

Regle2: S x(t) est Autour de £m /3 Alors{

Lesréglesdu contréleur PDC :

Réglel: S x,(t) est Autour de O Alors u(t) = —K X(t)
Régle2: S x,(t) est Autour de +n /3 Alors u(t) = —K,X(t)

Les regles du I’observateur :

Reglel: S x(t) est Autour de O Alors {)A((t) = (A + AA)X() + Bu(®) + L (y() - (1)
91(t) = C1)A((t)

Regle2: S x(t) et Autour de +n /3 Alors {)A((t) = (A, + AA)X() + Bou(t) + Ly (y(1) - 5(0)
92 )= Cz)A((t)

AA et AA représentent les incertitudes paramétriques bornées, les ééments de AA et

AA, représentent a 30% des valeursnominalesde A et A, :

03 0 0 O

Ha — Ha. — 0 03 0 O
&= ha, = 0 03 O
0O 0 0 03
15 0 0 O 0
0 15 0 O 0
2 2 lo 0 15 O b, 210
0O 0 0 15 0
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La résolution des LMIs (3.85) et (3.87) nous a donné:

03126 00598 00447 00707
00598 00116 00086 0.0136
°~| 00447 00086 00085 00105
00707 00136 00105 00164

7.7403 -06015 -02872 -15449
-06015 00873 00181 01912
-02872 00181 33811 01587
-15449 01912 01587 05838

P, =10’

Les gains du controleur et de I’observateur sont :

K, =10°[-10610 -02050 -01441 -0.2524]
K, =10°[-10381 -0.2007 -01394 -0.2459]

148985 61804 86078 -55449
5193583 832311 L - 136.0979 -1425010
46396  0.7001 > | -03687 -10630
-1195064 -2.7686 -16042 288714

. =

Les figures de 3.9 a 3.13 représentent les états et les états estimées(x,(t), % (t)),
(%, (1), X, (1)), (X5(1), X5(t)), (X,(t),X,(t)), € la commande u(t) respectivement, avec les

conditionsinitiales x(0) = [- 60,0,0,0]" et X(0) = [0,0,0,0]".

— %()
—— %)

=) I S S R 1

100 | | | |
o 2 4 B g 10
temps

Figure 3.10 : Evolution de I’état x,(t) et de I’état estimée X, (t)
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1000 | .

a00 ------------- ------------- ----------- —%(0) |

B0 ------------- ------------- ----------- — %O

P4 S WU SN NS S

200 f - A ------------- ------------ .
: |

-200 T RCETEITEELRTE ------------ =

g é ai 10

temps

a 2 4 ) g 10
temps

5 I I ! I
i X (1)
R o _)24('[) W
1 l
B g 10

temps

Figure 3.13 : Evolution de I’état x,(t) et de I’état estimée X, (t)
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100

-100
Pl | et s SSCEEEREEe oo =

uit)

Ee] S SR AR SR AR 1
400 fr--eome e T et It bemoonioaies S =
-A00 p---meemeee-- s OEEoHECEnoNE SRR CHOCECENDoRCE -

-RO0 | | | |
0

temps

Figure 3.14 : Evolution de lacommande u(t)

2.8. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la stabilisation par retour d’état des modeles TS
incertains via la loi de commande PDC, puis nous avons présenté les performances de
stabilisation a travers le taux de décroissance et le placement des pbles des sous modeles
linéaires bouclés, et dans la derniére section nous avons introduit I’observateur flous pour

I’estimation des états non mesurables dans le cas des variables de prémisse mesurable.
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Chapitre 4 Commande Multi-Contréleurs Linéaires

4.1. Introduction

Dans les parties précédentes, laloi de commande a été obtenue par interpolation des lois
de commande linéaires locales dont e nombre de ces lois de commande locales est égal au
nombre de régles. Dans ce chapitre, nous introduisons une autre méthode de la synthése de
commande dite multi-contréleur pour les modéles flous TS incertain, ou laloi de commande

globale est obtenue par commutation entre des |ois de commande locales.

4.2. Représentation d’un modele flou de Takagi-Sugeno incertain par un

ensemble de systémesincertains

Pour surmonter les difficultés d’analyse et de commande résultants des interactions non

linéaires entre les regles de modele flou TS (3.2), on peut représenté le modéle flou de TS

incertain par un ensemble de systémes linéaires incertains. L espace d’état global S e R"est

peut étre décompose en r sous espaces, chague sous espace est défini comme::
S, ={S|h(z(1)>0, 1=1,...r} (4.1)

Ces sous espaces ont |es propriétés suivantes :

S =S (4.2)
Si lesreglesi et | peuvent étre actives en méme temps, alors:

5;NS; #¢ 4.3
Si lesreglesi et j ne peuvent pas étre actives en méme temps, aors:

5;NS;=¢ (4.9

Dans chague sous espace, le modéle de TS incertain (3.2) peut étre écrit sous laforme:

X(t) = {A +AA + YR (Z)A - A +AA - AA )}x(t)

Re®

+ {B, +AB, + > h(z(t)(B, - B, +AB, - AB, )}u(t) (4.5)

ReR,

y(t) = {Q +AC, + z h(zt))C, -C, +AC, - AC, )}X(t)

R eR,

avec |
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Z h (Z(t)) =1-h (Z(t)) (4.6)

R eR,
eR,,l=12,..,r, est un sous ensemble de R ={R,R,,..,R } contenant les régles qui

peuvent étre actives en méme temps avec larégleR .
R, = {R 3t h| (Z(t))hi (Z(t)) # 0} (4.7)
On peut réécrire (4.5) souslaforme[17] :

X(t) = { A +AA +(1-h (z0)(aA + A ) jx©)

+{B + B +(1-h (z()))AB, +AB, ) ju(t) (4.9)

y® = {C, +AC, + (1 (z®))AC, +AC, ){x(t)

avec :
AR = Y H(ZONA -A)  AA = Y h(2))NAA -2A)
R e, R efR,
AB, = zhi’(z(t))(Bi -B )’ Agl = zhi’(z(t))(ABi _ABI)
ReX, ReR,
A(: = zhi’(z(t))(ci -G )' Aél = Zhi'(z(t))(ACi _ACI)
ReR ReR,
et
’ _ hi (Z(t)) ' _
h (Z(t))_r(z(t)) avec ngmhi (z()=1

4.3. Structure dela commande multi-controdleurs

Dans les deux chapitres précédents, nous avons utilisé un contréleur flou dont la sortie
est obtenue par I’agrégation des lois de commande locales. Dans ce chapitre, on suppose que
le systeme flou TS (3.2) est localement contrélable, et I’approche utilisé est basée sur
I’utilisation d’un contréleur a chaque région de I’espace d’état, le signal de commande est

obtenu par commutation entre les différents controleurs commeiillustré dans lafigure 4.1.
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4 N\
r . Sélection du
q K U contréleur
> 1 \
. \ . L
> K, . (1) Systeme >

I R

Figure 4.1 : Structure de la commande multi-controleurs

Laloi de commande multi-contréleurs peut étre décrite par [8]:

u®) = =3 o (ZOK X0 9)

avec:

1 x(t)eSe

_ (4.10)
0 ailleurs

S0, ot0) -1, a.<z<t>>={

avec S €S, est la sous région dans laquelle la commande est générée en utilisant le retour

d’état local K, aconcevoir.

Remarque 4.1: On peut remarquer que (4.9) est une combinaison linéaire der, retours
d’états linéaires, le nombre de contréleurs r. peut ére different du nombre de réglesr. A

chaque instant, seulement un des retours d’états linéaires est sélectionné pour générer le

signal de commande.
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4.3.1. Condition derecouvrement de stabilité

Définition 4.1 : soient S R" I’espace d’état et la valeur minimaleh, : {vt h(z(t))>h, },

on definit la sousrégion S, comme:
5 = {S| h (Z(t))> o I=1..r }
et S7c S est:

St ={S|h(z))=h, 1=1..r}

On dit que la condition de recouvrement de stabilité [5] est satisfaite s :

[Jss =5
1=1

4.3.2. Nombrede controéleurs

On peut distingue trois cas possibles comme le montre lafigure 4.2

(4.11)

> Le premier cas ou plusieurs ou toutes les valeurs minimales h, :1 =1,2,...,r sont

nulles, le nombre de sous régions qui veérifient la condition de recouvrement de

stabilité (4.11) peut étre plus petit que celui des régles, dans ce cas le nombre de

controleurs est inférieur au nombre de regles.

» Le nombre de sous régions nécessaires pour vérifier la condition de recouvrement de

stabilité (4.11) est le méme que celui des regles(r, =r), dans ce cas le nombre de

contréleurs est égal au nombre de regles.

> la condition de recouvrement de stabilité (4.11) n’est pas satisfaite, (r, >r), le

systeme globale peut étre instable, dans ce cas deux solutions sont possibles, soit on

utilise un autre modéle flou de Takagi-Sugeno avec un nombre plus élevé de regles,

soit on gjoute de nouveaux contréleurs sans changer de modéle, dans ce cas e nombre

de contréleurs est supérieur au nombre de regles.
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A W(t)
w;(t) ” W, (t)
W
z(t)
d d g
K, |
Ks “2 (r<n
Kl
% . =0
K — K
3 | 2 (rc>r)
K, K.
Fammmmmee ] be2emmaees

Figure 4.2 : Cas possibles du nombre de contréleurs

4.4. Stabilisation par retour d’état
On peut réécrire (4.8) souslaforme:

%) = {A +H,A, (0B, +(1-h (z)H,A, ()Ea + A,A, (1)Ea ) Ix(t)

OO (4.12)
+{B, +H,A, (0B + (1 h (zt)(H, A, ()Eb, + A, A, (1) ) ut)
avec .
[AA (z(0) AB (z(0)]=H,A ()[Ea,  Eb]
[AA (z(t)) K z(t)] H,A t)[Ea, Eb] (4.13)
AA (z() A ]:ﬁZ »[Ea, Eb|
et
H =[H, .. H,1, At =daghA,{t) .. h A, ®)], Ea =[Ea, .. Ea,]
H =[H, .. H,1, A(t)=diag[hA, () .. hA, @] Ea =[Ea, .. Ea, ] (4.14)
Eb =[Eb, .. Eb, ], Eb =[Eb, .. Eh,]
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Avec A, (t) et Zl (t) ayantsles mémes propriétés que (3.5).

En utilisant une loi de commande floue multi-controleurs (4.9), pour x(t) €S, laboucle

fermée du systéme devient :

X(t) = {A - B| K| + H|A| (t)(Eai - Ebl K| )"'(1_ h| (Z(t)))[ﬁ

)(Ea, ~EbK, )
((Ea1 Eb K, )] Ix(t)

A, (t (4.15)
+H,A

Théoreme 4.1 [17] : Le modele flou TS incertain (4.15) est asymptotiquement stable, s’il

existe une matrice symétrique définie positiveX, =R >0,

e des scalaires

positivese,, £,, €,, &t 0< h, <1 telsquel’inégalité matricielle suivante est satisfait :

¢. £
Ea X, —EoM, ¢l 0

€

Ea X, -EpM 0 -
a X, —EQM, Ih

Ea X, —-EbM, 0O

avec .

sk

0

0

gl
1-h

<0 (4.16)

b = X, AT+ AX, ~MTBT —BM, +&H H +@1-h )& A AT +&H AT]

La valeur minimale h, :{vt h(z(t))>h, }peut ére déerminée par le programme de

minimisation suivant :

Minimiser h,
X, M,,g,,8,€

Pour P =P" >0,
LMI (4.16)

€,€,¢ >0,

=12,...,r

Preuve:

Pour prouver ce théoréme, on utilise lafonction candidate de Lyapunov :

avec B, 1=12,..,

V, (x(t) = x" (©)P (1)

r est une matrice symétrigque définie positive.

(4.17)
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Pour assurer la stabilité asymptotique formulée dans le théoreme 4.1, la dérivée, par
rapport au temps de la fonction de Lyapunov (4.17) est strictement négative. Ce qui revient a
vérifier que:

X" ()P x(t) + x" ()P x(t) <0

V(x(t))= X" t){ A -BK, +H A, )(Ea —EbK,)+(1-h)H A 1)(Ea - EbK,)
+A,A, (0)(Ea - EbK, )| Px(t) + X @R {A - BK, +H,A, (t)(Ea — EQK,)
+ (1_ h )[ql& (t)(Ea| -EbK, )"' H~|K| (t)(EaI - Eb| K| )]}X(t)
=X (A -BK)TR +R(A -BK,)+(Ea ~EbK) AT ()HP
+PH,A, (t)(Ea, ~EbK,)+(1-h)[(Ea - EnK,)T A ©)H] P
+PH,A, (t)(Ea, —EbK,)+(Ea —EbK,)"AT(t)HP
+RHAA ()(Ea - EbK,)]Ix(t)

En appliquant le lemme 1.6 (la propriété (1.34)) et en considérant les bornes (3.5) :

V(x) < x" A ~BK,)"R +R(A -BK,)+&,PHHP
e (Ea, ~ EnK,)" (Ea ~ERK,)+ (1-h ), RA,HTP
+&*(Ea —EbK,)"(Ea —EbK,)+&PH,H P
+&7(Ea, - EbK,)" (Ea - EbK,)] x(t)

V(x(t))<0= (A -BK,)"R+R(A -BK,)+¢&,RH HR +5*(Ea —Eh K,)"(Ea —EbK,)
+(1-h )& RAHTR +&*(Ea ~EhK,)" (Ea ~EnK,)+5RHA,AR
+&7(Ea ~EK,)" (Ea —EbK,)]<0 (4.18)

Apréslacongruence avec P, on fait le changement de variable X, = P~*puis M, =K, X,

(4.18) s’écrit :

XIAT+AXI _MlTBlT_B|M| +8|H|H|T+(1_h|)[8_|ﬁ|ﬁ|T+g|H~|ﬁlT]
+&,"(Ea, X, —~EQM,)" (Ea, X, —EbM,) +(1-h )[g—(l(an X, -EbM,)" (Ea X, -EbM,)
+&*(Ea X, —~EbM,)" (Ea X, —EbM)]<0 (4.19)

En appliquant la propriété de complément de Shur sur (4.19), on obtient :
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(I)I % *
Ea X, —EbM, —g,l 0 0
Ea X, - EbM, T 0 |<0
1-h
- - &l
Ea X, -EbM, 0 0 L
] 1-h |

avec .

¢, = X|AT +AX, _MlTB|T -BM, +“3|H|H|T +(1_h|)[8_|ﬁ|ﬁ|T +é~||_|~||_|~|T]
Alors s le systéme local incertain (A +AA, B, + AB,) est contrdlable, il existe une valeur

minimale h, tel que pourh, < h (z(t))<1 et laLMI (4.16) est toujours faisable.

4.4.1. Stabilitéglobale

On définit une nouvelle partition de I’espace d’état comme :

S = {SI ‘ h (Z(t))S h|c}1 h'zh, let

USf =S

le
avec | et, ={1,2,..r} est un ensemble contenant les indices des sous régions séectionnées
pour former la nouvelle partition de I’espace d’état, S| < S; est la sous région dans laquelle la
commande est générée en utilisant le retour d’état local K, & concevoir et h®>h, défini les
frontiéres de chaque sous région S; associée au retour d’étal linéaire K, :

oSt = 15¢ [ (z(t) = h¢}, e,

Remarque 4.2 [17] : les valeurs de hf etlei, sont choisies tel que la condition de
recouvrement de stabilité (4.11) soit vérifiée et n’importe quelles sous régions adjacentes

S; et S5 verifient la condition suivante :

S Sj =057 N GS‘;

Soient t.,i=212,...,N lesinstants pendant lesquels I’état du systeme atteint la frontiére

d’une sous région Sy, | €1, .
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Théoréme 4.2 [17] : On suppose que I’état du systéeme est continu pendant les instants de
transitionst,, i =12,...,N :

X(@i)=x(;)=x@)
Alors, le systeme flou TS incertain (4.5) est globalement asymptotiquement stable s le
nombre de transition est finie et la condition de recouvrement de stabilité est verifiée.

A partir le théoréme 4.2, le théoreme suivant permet de tester la stabilité globale du
systeme flou (4.15).

Théoréme 4.3: s’il existe une matrice symétrique définie positive X, =P >0, et des
scalaires positivese,, ,, €, | €1, et h; <h® <1 telsque:

1- La condition de recouvrement de stabilité est vérifiée:

Jse=s

let,

¢| * * *
Ea X, —EbM, gl 0 0
2- EaX,—-EbM, 0 - | 0 |<0
1-he
~ - &l
Ea X, -EbM, 0 0 -
I 1-he

avec .

¢| = X|AT +AX| _MlTB|T _B|M| +8|H|H|T Jr(l_h|c)[8_|ﬁ||'_||T +5||'~|||:||T]
3- P <Py, pour toutes les transitions d’etatsx(t ") € S;, X(t ") € 5,

Alorsle modéle flou TSincertain (4.15) est global ement asymptotiquement stable

Exemple4.1:
Cette méthode a été appliquée pour la stabilisation du systéme chaotique de Lorenz de

I’exemple 3.2, prenant wl(xl(t)) et wz(xl(t)) comme des fonctions d’appartenance figure 4.3.
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A W(t )
W, (t) 10 w, (t)
X, (t)
éO zlo :ILO 0 1|0 2|0 :«'30
} A |
| “ |

Figure 4.3 : Fonctions d’appartenance

Le systeme chaotique de Lorenz incertain peut ére décrit par le modele TS incertain
suivant :

Reglel: S x,(t) est autour de M, Alors X(t) = (A + AA)X(t) + (B, + AB,)u(t)
Régle2: S x,(t) est autour de M, Alors x(t) = (A, + AA)X(t) + (B, + AB,)u(t)

Le modéle flou peut étre décomposé en deux sous Systemes :

» Soussystemel:

X(0) = | A +AA +(1-h 1)NAA + AR ) [x(t) + | B, + AB, +(1- h()AB, + AB, ) ju(t)
AR =P, (t)(A,~A),  AB =h,(t)(B,~B)

-10 10 0 -10 10 0 1
A=|28 -1 -30 |, A=|28 -1 30 |, B=B,=0
0 30 -267 0 -30 -267 0
0O O 0 0
AA =h,(t) 0 0 60|, AB =|0
0 -60 O 0
AA HEai 1 0 O] B 0O O 0 B
} H,=|0 1 0| Ea=/0 0 60|, Eb=0
AB HEbl 0O O 1_ 0 -60 O
AA =y (1)(AA, - AA),  AB, = hy(1)(AB, - AB)
AA=H, 1(t)Eai}:H ~0, Ea =0, Eb =0
AB, = H,A, (t)Eb,
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> Soussystéme?2:

%(t) = { A, + AA, + (1- by (1) AR, + AA, ) Ix(t) + | B, + AB, + (1— hy (1) AB, + AB, ) u(t)
AA, =R (t)(A-A), AB,= h(t)(B, - B,)

0O 0 0 0
AA,=h(t))0 0 -60|, AB,=(0

0 60 O 0
o 1 0 O] 0O 0 O
Aézz'iQEa?}:ﬁfo 1 0| Ea=/0 0 -60|, Eb=0
AB, = HEb, 0 0 1 0 60 O

AA, =h(t)(AA - AA,),  AB, =h/(t)(AB, - AB,)
A’Kz = |;TzZz(t) Eaz

2 2Tl H,=0, Ea, =0, Eb,=0
AB, = H,A, (t)Eb,

Les résultats obtenus aprés la résolution du programme de minimisation (4.16) :

» Soussystemel:

h, =0, & =5475204, &, =46360x10", ¢, =1.6268x10"
04028 01270 —-0.0351
P=| 01270 00843 -00066| K, =[205.6344 77.9079 —19.1495]

—0.0351 -0.0066 0.0436

» Soussysteme?2:

0, ¢,=5475204, ¢&,=46360x10°, &,=1.6268x10"

{0.4028 0.1270 0.0351

h, =
P,=[01270 00843 00066 | K, =[205.6344 77.9079 19.1495]

0.0351 0.0066 0.0436
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Le systeme chaotique de Lorenz peut ére commandé en utilisant un retour d’état
seulement u(t) = K x(t) ou u(t) = K,x(t). Les figures 4.4 a 4.6 représentent la trajectoire
de phase, lesétats et la commande du systeme chaotique de Lorenz pour [I’état initial

x(0) =[10,-10,-10]". Le temps de simulation est 20s et la commande a été appliquée a

t=10s.
]
1500 : : :
1000 === eeeemmn SR —— S .
S S .
0 ' S
=00 i i i
0 3 10 15 20
temps

Figure 4.5 : Evolution de lacommande u(t)
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40 i i i

100 : : :

- i i |
1] 5 10 15 20

i : : :

= | i i
a
Figure 4.6 : Evolution des états

4.5. Maximisation dela marge de stabilité quadratique

L’idée essentielle proposee dans [17], est de concevoir des contrdleurs locaux assurant

la maximisation de larégion de stabilité quadratique de chague modéle local en boucle fermé.

Définition 4.2 [3] : Les marges de stabilité quadratiques donnent une mesure de diffusion
d’un ensemble d’incertitudes autour d’un centre dans lequel le systéme incertain est

guadr atiquement stable.

X(t) = (A+AA[))X(),  AA(t) e h(t)Co{A, A,,.... A} (4.20)
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Nous définissons la marge de stabilité quadratique comme la plus grande valeur non

négative de h(t) pour la quelle il est quadratiqguement stable. Cette valeur peut étre

déterminée par la résolution du probléme généralisé de valeur propre GEVP (Generalized

Eigen Value Problem) suivant pour P et h :
maximiser h
pour P=P">0,h>0
ATP+PA+h(ATP+PA)<0, i=12..r (4.21)

45.1. Marge de stabilité quadratique d’un sous systeme flou incertain

Lorsque larégle R est active, le systéme flou incertain non forcé peut étre écrit sous la

forme:
X(t) = {h. (A +AA)+(1-h (t))%hi'(z(t))(/\ +AA )}x(t) (4.22)
avec:
h (t) = % (4.23)

Selon ladéfinition 4.2, la valeur minimale h, pour laquelle le sous systéme flou (4.22)
associé a laregle R est quadratiquement stable, peut étre déterminée par la résolution du

probléme GEVP suivant pour P et h :

minimiser h,
pour P=P">0 0<h <1

teisque h, {A +AA) R +R(A +4A)f+(1-h }{A +AA) P +P(A +44)j<0,
R e®, (4.24)

Alors, lamarge de stabilité quadratique est donnée par :

B =1-h, (4.25)
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Le programme de minimisation (4.24) peut &re mis sous laforme [17]:
minimiser h,
pour P=P">0 Q >00<h <1
tels que (A +AA)' R +R(A +AA)<-Q

(A+AAT R +R(A +A4)<

1-h

Q. Re¥HR (4.26)

avec Q € R™ est une matrice symétrique définie positive.

45.2. Synthésedeloi de commande

Le sous systéme flou incertain associé a laregle | du systeme flou TS incertain (3.2),
peut étre représenté comme :

X(t) = {h. (O(A +4A)+ 1= (1) D N (ZONA +AA )}x(t)

ReR,

+ {h, (t)(B +AB)+(@-h (1) D h(zt))B +AB )} u(t) (4.27)

ReR,

Théoréme 4.4: S’il existe des matrices symétriques définies positivesX, = X, >0,
Y, =Y," >0 , des scalaires positifs ¢, >0, R € R,, et un scalairey, > Otels que les LMIs

suivantes sont vérifiées:

D, +Y * *

eHT  —el 0 |<0 (4.29
Ea X, —Eb M, 0 -—gl
i D —wY * *

g H' —gl 0 <0, ReR, il (4.29)
Ea X, —Eb M, 0 —gl

P = XA +AX, -M[B' -BM,
alorsle sous systéme flou est quadratiquement stable et le retour d’état local est donné par :

K, =M X™* (4.30)
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Preuve:
Soit lafonction candidate de Lyapunov :
V(x(®) = x" ()R x(t) (4.31)

Ladérivée delafonction (4.29) est dors:

V=x"®{h([A+2A -BK -aBK P +R[A +AA -BK, -ABK,])
+1-h) TR EON[A +2A -BK, -2BK, T R

ReX,

+P|[A +AA - BK, _ABiKI])}X(t)

—x' (t){ S () ([A +2A -BK, -ABK,J R +R[A +AA ~BK, -~ABK,])
ReR,
+(1_ h| )([A +AA -BK, _ABiK|]TP| + P|[A +AA -BK, _ABiK|])}X(t)
(4.32)

Le systéme est stable s’il existe B telle que:

£(R)=A'R+RA +AA'R +RAA —K'B'R -RBK, -K'AB'R -RABK,

+1;1h—(ATFT+F7A+AATFT+F?AA—K.TB.TF?—F?B.K. ~KAB'R - RABK,)

£(R)=[A -BK [ R+R[A-BK ]+[Ea ~EbK ['AT(OHR
+ P|H|A|(t)[Ea| _Eb|K|]+1;]—hl{[A - BiKI]TPI + PI[A1 _BiKI] (4.33)

+[Ea, —Eb K, ['AT(®HR + RH A, (t)[Ea, - EbiKI]}< 0

En appliquant le lemme 1.6 (propriété (1.34)) :

L(R)<[A-BK [ R+R[A-BK]+&RHHR

+¢*[Ea —Eb K, [ Al (A, ()[Ea, - EB K, ]+ 1;]h|

{lA-BK TR
+ P|[A -BK, ]+8Ii RHH'R +8Ii_1[Eai - EbK, ]TATi (DA, (t)[Eai - EbK, ]}
(4.34)

PuisqueA| (A, (t) <1, (4.32) sera:
£(R)<[A-BK]R+R[A-BK]+¢RHHR
“HA-BKTR+RIA-BK]

+e,RHH'PR +8n_l[Eai - EbiKI]T[Eai - EbiKl]}

+¢*[Ea —Eb K, | H/[Ea - EBK, ]+
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Aprés la congruence avecP ™, et le changement de variable X, =P etM, =K, X,, on

obtient :

X AT +AX, -MB -BM, +& H H +¢*[Ea X, —EbM, [ [Ea X, —EbM ]

1-h

+ X AT+ AX, ~MTBT —BM, +g,H,H

|
+e;'[Ea X, —EbM,T[Ea X, —EbM, ]}<0
Lasupposition que :

XA +AX -M/B' ~BM, +g HHS
+¢'[Ea X, —EoM, [ [Ea X, —EbM, ]+Y, <0

donne:
%{X,AT +AX, ~MTB’ ~BM, +g,HHT
+e;'[Ea X, —EqM, T [Ea X, —EbM, ]|<Y,
On pose:

alors (4.37) devient :

XIAT +AX, _MITBiT -BM, +8IiHiHiT
+8|?1[Eaix| _EbiM|]T[Eaix| _Eb|M|]_ WY, <0

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

En appliquant le complément de Schur a(4.36) et (4.39), on obtient les LMIs données dans le

théoreme 4.2 :
_XIAT_'_AXI_MITBIT_BIMI_'_YI * *
g H/' —¢g,| 0 |<O (4.40)
Ea X, — Eb M, 0 -gl
(X, A" +AX -M[BT -BM, Y, * *
e H/' —-¢g;l 0 |0, ReR, izl (441
Ea X, —Eb M, 0 -—gl
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Pour déterminer le gain K, de fagon a maximiser la marge de stabilité quadratique du
sous systeme flou incertain (4.27), on résoudre le programme de minimisation suivant :
Minimiser p,

suyet a X, =X >0,Y,>0,¢,>0,¢,>0, u, >0

q)ll—I—Y| * *
g H/ —g,l 0 |<0
EaX,~EbM, 0 —gl
- - (4.42)
P — Y, * *
g H/' —g;l 0 <0, Re®R,, izl
EaX,~EbM, 0 —g

(Dn = XlAT +AX| _M|TBiT _BiMI
Le retour d’état local donné par :

K| :M|Xfl

Théoréme 4.5: s’il existe des matrices symétriques définies positives X, = P >0,
Y, =Y," >0 et desscalaires positivese, >0, e1_ et h, <h° <1 telsque:

1- La condition de recouvrement de stabilité est vérifiée:

Jse=s

le,

2-
q)Il—l_YI * * —‘
g H/S —g,l 0 |<O
| Ea X, —Eb M, 0 —&l]
TR T * Y
g H/' —g;l 0 (<0, ReR,, i=l
Ea X, —EbM, 0 -gl
avec .

®, :X|AT+AX| _M|TBiT_BiM|

hlc > EI

_1+E|

3- P <P;, pour toutes les transitions d’étatsx(t ") S, X(t ) € 5,
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Alorsle modéle flou TSincertain (4.15) est global ement asymptotiquement stable

Exemple4.2:

Soit I’exemple du systéme chaotique de Lorenz donné dans la section précédente, les

résultats obtenus apreés la résolution du programme de minimisation (4.42) :

» Soussystemel:

p,=0=h =0, &,=20058, &,=1.9030
215.1648 3.9660 -0.1592
P =| 39660 1.6742 -0.0039
-0.1592 -0.0039 1.6063
K,=[241.5945 14.7360 -0.2955 ]

» Sous systemel :

p,=0=h, =0, £, =20058, &, =1.9030
2151648 3.9660 0.1592

P,=| 39660 1.6742 0.0039
0.1592 0.0039 1.6063

K, =[241.5945 14.7360 0.2955 |

Les valeurs obtenuesh, = h, =0, impliquent que le systeme chaotique de Lorenz peut
étre commandé en utilisant seulement un retour d’état u(t) = K x(t) ou u(t) = K,x(t). Les
figures de 4.6 et 4.7 représentent la trajectoire de phase et I’évolution des états pour |I’état

initial x(0) = [10,—10,—10]T, le temps de simulation est 20s et I’application de la commande
at=10s.
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Figure4.7 :
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Figure 4.8 : Evolution des états
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4.6. Stabilisation par retour desortie

La commande par retour d’état suppose la disponibilité compléte des variables d’état du
systeme, ce qui n’est pas toujours possible. Nous sommes donc amenés a considérer des
problémes ou la commande dépend uniquement de la sortie mesurée du systeme. Dans ce cas,

laloi de commande multi-contrdleurs peut étre donnée par :

) = -3 (2O, Y00 = - s (20K, OO (4.43)

avec:

o, (2(1) =1 a.(z(t))={ L x®esy

0 ailleurs

(4.12) peut étre réécrire sous laforme :

%(t) = {A ~BK,C+H,A (1)(Ea - EbK,C)+ (- h(z1)[H 4, (t)(Ea - EbK,C) (444)
+A,A, )(Ea - EqK,C)|}x(t)

Théoréme 4.6 : Le modele flou TS incertain (4.44) est asymptotiquement stable, s’il existe
une matrice symétrique définie positive X, = P, une matriceW, = K,CX, , et des scalaires

positivese,, £, €,, &t 0<h, <1 tels que I’inégalité matricielle suivante est vérifiée

AI * %k %
Ea X, -EbW,  —¢l 0 0
EaX,-EbW 0 —18'h | 0 [<0 (4.45)
— L
Ea X, - EbW, 0 0 _aly
I a A, I 1_D| |
avec .
A| :X|AT +AX| _VV|TB|T_B|VV| +8|H|H|T+(1—D|)[5|ﬁ|ﬁf+é7|:|||:||T]
et

La valeur minimale h, :{vt h(z(t))>h, }peut ére déerminée par le programme de
minimisation suivant :

Minimiser h,
X, W.g,,8,,&
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PourR =R" >0, &,&,¢g >0, 1=12,..,r
LMI (4.45)

Exemple4.3:
Considérons I’exemple du systéme chaotique de Lorenz illustré dans I’exemple 3.2, on
suppose que seul I’état x,(t) est mesurable, Le systéme chaotique de Lorenz incertain peut

étre décrit par le modéle TSincertain suivant :

X(t) = (A + AA)X() + (B, + AB u(t)
y(t) = C,x(t)

X(t) = (A, + AA)X(H) + (B, + AB,)u(t)
y(H) = C,X(1)

Reglel: S x,(t) est autour de M, AIors{

Regle2: S x(t) est autour de M, Alors{

avecA, A, B, B,, AA, AA,, AB, et AB, sont données dans I’exemple 3.2 et
C,=C,=[010]

Les résultats obtenus aprés la résolution du programme de minimisation (4.45):

» Soussystemel:

h,=0, ¢ =180519, & =29803x10°, &, =641.0313
62912 1.1184 -0.5179

P,=| 11184 009830 -0.0587| K, =[13.5415 15.3454 —2.0036|
~0.5179 -0.0587 0.7802

» Soussysteme?2:

h,=0, ¢,=180519, §&,=29803x10°, &, =641.0313
6.2912 11184 0.5179

P,=| 11184 009830 0.0587 | K, =[13.5415 15.3454 2.0036]

05179  0.0587 0.7802

Les figures 4.9 et 4.10 représentent la trajectoire de phase et les états du systéme

chaotique de Lorenz pour I’état initial x(0) =[10,—10,—10]", le temps de simulation est 20s

et I’application de la commande a t =10s.
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w20t - w1 ()
Figure 4.9: Trajectoire de phase du systéme chaotique de Lorenz
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Figure 4.10 : Evolution des états
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4.7. Commande avec observateur

La dynamique globale du systéme avec observateur peut étre écrire sous laforme :

X(t) = {h. O(A +AA -B K, —AB K, )+(1-h (1) X h(z()(A +AA -BK, -ABK, )}x(t)

R eR,

+{h. OB, +AB K, + (- @) S H(ONE + A8 >Kl} )

ReR,

&t) = {h. (t)(AA —ABK, +LAC )+ (1-h () > W (zt)(AA -~ ABK, + L AC )}x(t)

ReR,

+{h. OA +L,C, +ABK, )+ (1-h ) SHOXA + LG, + ABK, )}em

R eR,
(4.46)
avec: L, est le gain d’observateur local.

e(t) = x(t) — X(t) est I’erreur d’observation

La théoreme 4.7 permet de déerminer les controleur K, et les gains d’observateur

locaux L,de fagon a maximiser la marge de stabilité quadratique du sous systeme flou

incertain avec observateur (4.46) :

Théoréme 4.7 : Le modele flou TSincertain complet (4.46) est asymptotiquement stable, s’il

existe des matrices symétriques définies positivesX,, = B.*

Ic 1

><Io = P_l

lo ?

chetYlo’ et deS

matrices M, = K, X,. et N, = B,L,, et des scalaires positivesea, ,eb, ,eC, ,€a;,eb. ,eC, &, T, , €t

u, tels que I’inégalité matricielle suivante est vérifiée :

(=" (A X, -BM,)+ea Ha Ha' . . ]
+eb Hb Hb'" +&7'1 +Y,,
Ea X, —&q, | 0 0 .o (4.47)
T
Eb M, 0 —eq(T +1j| 0
i Ec, X,. 0 0 —&¢ 1 |
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_Z+(P0A _N|C|)+Y|o * * * * *
Ha P, —eal 0 0 0
Hb'P, 0 -—ehl 0 0
Hc™ N/ 0 0 —egl 0 <0 (4.48)
_ -1
Eb K, 0O o0 GG
1+7
I B K, 0 0 0 0 gl
Z+(Axlc_BiMl)+8aiHaiHaiT N * *
+eb Hh HB' +&71 — Y,
Ea X, —eal 0 0 <0 R e®,
Eb M, 0 —sb( ! ]| 0 (4.49)
T+1
i Ec X, 0 0 &G |
_E+(P0A - NICi)_“IYIo * * * * * ]
Ha P, —eal 0 0 0 0
Hb' P, 0 -ebl O 0 0
Hc N/ 0 0 -—scl 0 o |<O R e%,
—gh™ 450
EbK, 0o 0 o =, (4.50)
1+7
I BK, 0 0 0 0 e |

programme de minimisation suivant :

h

Minimiser h,
XY eaebeclr T

Pour les matrices symétriques définies positives X

ea,,eb ,&C ,eq,,eb ,eC ,§|,T,

LMIs (4.47)-(4.50)

Le retour d’état et le gain d’observateur local sont donnés par :

La valeur minimale h, =L:{Vt h(z(t))>h, }peut ére déerminée par le

Y,, et desscalaires positives

XiosYics

Ic lo?

(4.51)

K| =M [ Xlgl
(4.52)

I-| = X|oN|
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Preuve :

Le systéme augmenté (4.46) peut étre réécrit sous la forme :

[;‘8} _ {h, (A +8,)+ 1=K O) TREONA +, )H:((t‘))} (4.53)

avee |
[A-BK, BK, . AA —ABK, AB/K,
A= 0 A+LC | " |AA-ABK, +LAC, ABK,

A-BK, BK AA - ABK AB K
A- — (| it A — it [
' 0 A+LC | " |AA -ABK, +LAC, ABK,

On peut écrire A, et A, souslaforme:

gL s e
S U

Soit la fonction candidate de Lyapunov quadratique suivante :

V(X(1)=XT(t)RX(1)

X(t):[x(t)} ) ﬁzﬁT:[Rc 0}0
e(t) 0 R,

avee ©

La stabilité du systéme augmenté (4.45) est assurée si la dérivée de la fonction
candidate de Lyapunov est négative, aors:

- XT{h, (t)z+((AI +A, )§)+(1— h (t)) Zh’(Z(t))Y((Ai +AH)F~’|)}X

ReR,
avec .

2+((AI +A||)ﬁ|): (A| +A||)T 5| + ﬁ(Al +A||)
2+((Ai +A|i)5|): (AI +Ali)T 5| + |S|(A| +Ali)
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h(O(ATR +RA)+1-h 1) Y N (ZOXAR +RA)
V(X)= X" _ R _ _ X
+h ()(ALR +RA,) +([1-h (1) D W (z(t) (AR +RA,)
ReR
h(O(ATR +RA)+@A-h (1) Y H(ZONATR +RA)
ReR
" a){“ ARl OH‘K'T }[Asr v
0 0 AA O] | KT
_[AB,
_ X7 +P[ }[—Kl K, |+ [ } { }AC o}
AB,
+1-h®) T h (z(t)){[AA AA' } , { } { }[ABT AB" R
ReR,
_[AB ACT 0
+P'[ABJ[ K, K, |+ { }[o L]P+PLJ[AQ o]}

En considérant les bornes d’incertitude (3.4), alors (4.54) devient :

h((AIR +RA)+1-h 1) X N(z)XAR +RA)
ReR

S (e el [P L el |

0 0 Hal Ag 0

- KTE [AbT Abf{ }5 _H(? :q

[ o e o#] &, o of

0 L, He,

Ea' 0| Aa’ Aa/

[ o]

0 Hb'
'Ec’ 0
0 O
Ha' 0 |~
U R
0 Ha'
Aa O]Aa O[Ea 0] |-K/Eb'
a'l a1 a'l + | I [AbIT AbiT
|Aa; 0jAa; O] O O | K'Eb'
'Hb 0 | Ab | T T
i }|: i [_ EbiK| Ebl KI]_F{ECI Oj||:ACI
| 0 Hb 0 0/O
0
}[Aci O{
Ci

Ab |
Ec, O
LH 00

Ag
Ag,
A

I:

Aa] Aa/
0 O

_'UI

_l_

L
—

+ (1_ hl (t)) Z hi,(z(t)

¥

+
O

| —

o

P

{

Ea O

oo o

b
b

0
0

}[— K, EDK]

)

Hb' 0
0 Hb'

F

o vy

(4.54)
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h©£ (A )+2-h®) X hzD)e (A)
ReX,
V(X): X" +h (t){Bn (AA)+ £, (AB)"' £, (AC)} X
+ (1_ h (t)) Z hr(z(t)){ﬁn (AA)"' L (AB)"' Ly (AC)}
ReR,
avec
AT KB 0 |~ =[A-BK, BK,
£||(A|): A TT T TR '{A - }
. K/'B A -C'L 0 A -LG
‘eli(Ai): AT_K|TBiT 0 ~|+|5{A1_BiKI BK, }
| KB AT-CL 0 A-LCG
3 (AA):_Ea'T O}FQT Aa‘T}{Ha,T 0 }—P:JFIBI{AQ O}{Aa O}Fal O}
0 0]/ 0 0 | 0 Ha Aa, 0| Aa 0] 0 O
L (A|3)=__K'TEb'T [AbT Al Ho' 0 I5+~[Hb' 0 }[Ab'}[—EbK EbK, ]
I ] KlTEb,T 0 HblT | 0 Hb | Ab (AN [
200|504 o wruri Al D s of )
0 o] o L, He 00
£ (s A)z_Ea: O}[Aaf AaT }{Ha: 0 F@{Aa o}{Aaﬁ o}{Eaﬁ o}
0O 0f 0 O 0 Ha/' Aa, OfAa O 0 O
—KEb' Hb'™ 0 |~ =~[Hb 0 Tab
£,(08)- fpw w{' %+e{' INECED
K Eb' 0 Hb' 0 Hb | Ab
a00)- % 01 o nerur ] e of 5 )
0 oo L, Hc, 0 0

En appliquant le lemme 1.6 (propriété (1.34)), avece , >0, ¢b, >0, ¢c, >0, €q, >0,

o] F

Ha, Ha/
0

eb, >0, ec, >0 onobtient :

Ha Ha/
0

0
Ha Ha/

0
Ha, Ha/

F

Ea'Aa'Aa Ea 0

£, (AA)<ea, [ 0

N

< +ea,'R

Ea'Ea 0
0 0
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—KEb’ ,~|/HBHR" O ~
£, (AB)Ssb“{ KTlEb,T }Ab,TAq [_ Eb K, Eh K|]+8b||1P||: 0 HoHb R
|
- K/Eb' ~|HBHB' O ~
geh{ KTIEk::I }[— Eb K, EQK.]+sh.‘1F{ qoq HQHb,T}P'
|
T AT _lo 0 _
£, (AC)SSCH [ECI AG §CI =6 0} Scﬂlpl[o L He H TLT}PI
(G ARG L
T ~[0 0 ~
<€y =6 Eq 0 +e¢,'R -
0 0 10 LHcgHcq L
Ea’Ea ~[HaHa' 0 |-
Bli(AA)Sgaﬂ EaIOEa] 8}+ga1?l|:)l Oa1 s Ha H T:lpl
L L ana
£.(AB)<eh - KD [-EbK, EbK,]+eb'R HbHET 0 s
S € — ] ] en;
li I_ KITEt)IT | | | O Ht)l HbIT |
TEc ~| 0 0 ~
'Bli(AC)SSCIi =G e 0 +3C|T1P| S
0 0 0 LHcHc L

alors :

£, (A
i 0 ~KTEb'Eb K, KTEbTEbK, 0

~| _|HaHa' 0 L/HBHB" 0 L0 0 ~
R:eaq, + &b, +&C, _—
0 Ha Ha' 0 Hb, Hb' 0 L,HcHc L

Ea'Ea 0 e K'Eb'Eb K, —K Eb'EbK, Ec'Ec, O
€d,; i i
' 0] "|-K'Eb'EbK, KEb'EbK, ! 0

~| HaiHaiT 0 a HbiHblT 0 4|0 0 ~
Req; +ehy; + &Gy T R
0 Ha,Ha' 0 HbHb' 0 LHcHc' L

[EafEa, o} [K,TEb,TEb,Kl —KlTEblTEblKI} {chEcl o}
) <ea, +¢b, +&C,

avec .

Alors V(X)<O0si:

h (t){£u (AI )+ £, (AII )}+ (1_ h (t)) z hi’(z(t)){ﬁn (AI )"‘ £, (Ali )} <0 (4.55)

ReR,
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En appliquent le programme de minimisation (4.26), I’inégalité (4.55) peut étre mis sous la

forme:
minimiser h,
pour P=P">0, Y >00<h <1
tels que £, (AI )+ £, (Au )< _V| (4.56)
h  ~
‘Bli(Ai )+£u (An )S 1:|h Y, Re®R, (4.57)
2
avec:
Vi ch 0
Y =
0 Y,
» Mise sous forme LMI de I’inégalité (4.56)
ca,Ea' Ea, +¢eb K, Eb' Eb K, +ec,Ec/ Ec,  —eb, K| Eb Eb K,
(4.55) <
—¢b, K] Eb' Eb K, eb, K Eb' Eb K,
P. (ca;"Ha, Ha + £y "Hb, Hiy" )P, 0
+
0 P, ea;*Ha Ha] + el *Hby HiT +&6;'L, He, He LT )R,
{(A ~BK)'R.+PR(A-BK)  BK HY.C 0 }0
K'B'  (A-LC) R, +R(A-LC)| LO Yo
(4.58)
on peut écrire (4.58) sous laforme:
;
Pﬂ 621} <0 (4.59)
®21 ®22

©,, = (A ~BK,)"P, +P.(A ~BK,)+PR,(ea,"Ha Ha| +eb,*Hb HO' R,
+ea,Ea' Ea, +¢b, K EQ' Eb K, +¢c, Ec/ Ec, +Y,

0, = K|T BIT —ehy, KITEbIT Eb K,

0, =(A - L|C|)T P. + B (A —L,C)) +¢b, K|T EblT Eb K,
+ Ro(sﬂTlH& Ha' +eb,*Hb Hb' +ec;'L Hg He' Ly )Plo +Yo

De la méme maniére que dans la partie de |la commande avec observateur de chapitre 3,

on peut réécrire I’inégalité (4.59) sous forme des LMIs suivantes :
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Chapitre 4
=" (A X, —BM,)+ea HaHal N * *
+eb Ho HO™ +&'1 +Y,,
Eb M, 0 —sb{ t jl 0
T+1
| Ec X, 0 0 —-&¢ | |
Z(RA-NC)HY, *x o ]
Ha' P, —eal 0O 0 0 0
Hb' P, 0 -ebl 0 0 0
Hc N/ 0 0 —ecl 0 o |<0
-1
EbK, 0o 0 B
1+1
i B K, 0 0 0 0 &
avec:
E.’I >0,‘E >0, ch = P|(:ly M| = K|X|c! N| = P|0L|
» Mise sous forme LMI de I’inégalité (4.57)
Delaméme fagon que I’inégalité (4.56) en trouve les LMIs suivantes
> (A X, —BM,)+eaHaHa' . . .
+eb Hh Hb' + &7 — )Y,
Ea X, —eal 0 0 1.0 R e®,
Eb M, 0 —eb,( ! j| 0
T+1
i Ec X, 0 0 &G |
_Z+(P0A - NICi)_HIYIo * * * * * ]
Ha'P, —eal 0 0 0 0
Hb' P, 0 -ebl 0 0 0
Hc N/ 0 0 —ecl 0 o |<O R e%,
_ -1
Eb K, o o o =, o
1+t
i BK, 0 0 0 0 &7l |
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Exemple 4.4:
Considérons I’exemple du pendule inversé sur un chariot mobile présenté dans

I’exemple 3.3 (figure 2.6).

Les résultats obtenus apres la résolution du programme de minimisation définie dans le

théoreme 4.7:

» Soussystemel:

h, =0, ea, =9.7310x10°, &b, =4.0191x10°, &a, =8.1099x10°, cb, = 4.0212x10°
0.1438 0.0275 0.0198 0.0324
n _|00275 00053 00038 00062
10,0198 0.0038 0.0036 0.0046
0.0324 0.0062 0.0046 0.0075

1.3308 -0.0922 0.0903 -0.2427
-0.0922 0.0157 -0.0111 0.0278
0.0903 -0.0111 0.5556 -0.0049

-0.2427 0.0278 -0.0049 0.1092
K, =10° x[-1.0457 -0.2023 -0.1369 -0.2484]
11.7865  3.1783
_|195.1535 29.3832

Ll
2.1077  0.9970
-3.0263  6.2930

R, =107 x

» Soussysteme?2:

h,=0, ea, =88112x10°, &b, =3.8325x10°, ¢a,, =8.0152x10°, b, =3.8457x10°
0.1733 0.0335 0.0224 0.0375
5 _ 0.0335 0.0065 0.0043 0.0073
" 10.0224 0.0043 0.0038 0.0050
0.0375 0.0073 0.0050 0.0083

1.6598 -0.0977 -0.1437 -0.3959
10° -0.0977 0.0293 0.0041 0.0691

= X
° -0.1437 0.0041 0.8829 0.0506

-0.3959 0.0691 0.0506 0.2263
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K, =10°x[-1.1872 -0.2316 -0.1459 -0.2692]
3.9011 1.3981
. 186.8471 43.9076
2 1.8320 1.1092
-26.9696 -6.5151

Les valeurs obtenues sont h, =0, h, =0, un seul retour d’état u(t)=Kx(t)
ou u(t) = K,x(t) et un seul gain d’observateur L, ou L, sont suffisants pour la stabilisation
du pendule inversé. Les figures 4.11 a 4.15 représentent les états et les éats estimés
(X, (1), %, (1)), (X,(1), %, (1)), (X5(t), X5 (1)), (X, (t),X,(t)), €t la commande u(t) respectivement,

pour les conditionsinitiales x(0) =[-60,0,0,0]" et X(0) =[0,0,0,0[" .

: : : — x(t)
] LSRR A SR —— %0 L
o :
N et REEEETEE il SEEESERRLERED e —
1m0 i i i i
0 2 4 5 g 10
temps

Figure4.11 : Evolution de I’état x,(t) et de I’état estimée X, (t)

1000 : : : :

i T S O T
3 U N S M A
P N O S N A—
193 S N D N B

1 N

01Y 8 1 SR N S S — S .

-400
a

temps

Figure 4.12 : Evolution de I’état x,(t) et de I’état estimée X, (t)
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1 T T T T
- %)
"""""" s S S S ()
l l
] g 10

temps

10 : : : '
5 5 5 X, (t)
- )A(4 (t)
|
g 10

temps

200 : : : :
ol B B R

: | | |
Ll
1) A T P REGRCEREE ------------ ------------- ------------ -
B — S U
o — R S S— S i

o : | | :
a 2 4 ] g 10

temps

Figure 4.15 : Evolution de lacommande u(t)
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4.8. Concluson

Le modéle flou incertain est représenté comme un ensemble de systémes linéaires
incertains et une loi de commande local est congue telle que la région de stabilité du sous
systeme loca correspondant est maximiseé. Cette approche permet I’optimisation du nombre
de contréleurs qui peut étre plus petit que celui des regles.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons abordé |e probleme de la synthése de lois de commande
pour la stabilisation des systémes non linéaires décrits par des modeles flous incertains de
type Takagi-Sugéno. Les conditions de stabilité sont formulées sous forme de LMIs pour une

meilleure exploitation numérique des résultats.

Dans la premiere partie, apres une étude de la stabilité en se basant sur des fonctions de
Lyapunov, nous avons détaillé le principe de la commande PDC, les principaes lois de
commande qui en découlent avec la mise en oeuvre d'observateur TS dans le cas des valeurs
de prémisses mesurables et dans le cas des valeurs de prémisses non mesurables, ainsi que

guelques résultats concernant la relaxation des conditions de stabilité.

Dans la deuxiéme partie, nous avons étudié les modéles flous de Takagi-Sugeno avec des
incertitudes bornées et présenté des résultats sur leur stabilisation viala commande PDC. Les
approches se sont principalement basées sur I’utilisation des différentes propriétés
matricielles. Pour prendre en compte certaines contraintes concernant les performances du
systeme en boucle fermée, de nouvelles conditions de stabilisation de modéles flous incertains
ont été définies. Elles concernent la stabilisation avec taux de décroissance prédéfini et le
placement des pbles des sous modéles TS dans une région convexe pré-spécifiée du plan

complexe.

Dans la derniére partie, une approche de synthese, de loi de commande par commutation
pour les modél es flous de Takagi-Sugeno incertains a été étudiée. Le modéle flou incertain est

représenté comme un ensemble de systémes linéaires incertains et une loi de commande
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locale est concue telle que la région de stabilité du sous systéme local correspondant est
maximiseée. Cette approche permet I’optimisation du nombre de contrdleurs qui peut étre plus

petit que celui desrégles.

L'efficacité des méthodes étudiées a été montrée en utilisant plusieurs exemples de

simulation.

Dans ce travail, nous somme limité a la stabilité, la vitesse de convergence et le
placement de pdles dans une région LMI comme criteres de performances, comme suite a ce
travail nous proposons |'utilisation des méthodes d'optimisation multicritéres pour I'intégration
d'autres criteres de performances, ainsi que I'utilisation d'autres fonctions non quadratiques
comme fonctions candidates de Lyapunov afin de réduire le conservatisme des méthodes
actuelles.
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Annexe A

Preuve des Théoremes (2.11) et (2.13)

La boucle fermée du systeme non autonome avec I’utilisation de la loi de commande

floue de type PDC représenté par le modéle flou TS suivant :

r r

x(t) = 33 h (zt)h, (z0) XA - BK, x®) (A1)

i-1 j=1

Théoreme A.1[6] : Le modele flou (A.1) est globalement asymptotiquement stable, s’il existe

une matrice définie positive P=P" >0, et des matrices symétriques Q. = Q. et des

matricesQ;, = Q; , qui vérifient lesinégalités suivantes :

G/ P+PG, +Q, <0 Vi=1..,r (A.2)
G/ P+PG; +Q; <0 I<j<r (A.3)
Qll le b Qll’
Qu Qp - Qy 50 (A.49)
er QrZ er

avec :
G, =A -BK,




Annexe A

Preuve:

Soit la fonction candidate de Lyapunov quadratique suivante :
V(x(t)) = x" (t)Px(t) (B.5)
La dérivée delafonction candidate de Lyapunov est donnée par :
V(x(t)) = X" (t)Px(t) + X" (t)Px(t)
+G; ji
j}X(t)

G;
X(t)

i<j<r

=2x" (t)P{Zh (z)h (z))G; x(t) + 2> h (z(t)h z(t))(
= ¥R (0 (20) O] +PG)xX(0)

G, +G; G, +

+22h z(t))h z(t)){xT(t)((%J P4 p[ i 5

<=3 h (2O (20} 0 X0 -2 X h (20, (20X OO, X0

i<j<r

hx) (Qu Qz - Q )(hx
3 h,x Qun Qp . Qy h,x

th er Qrz er th
=X"HT (-Q)Hx (A.6)

La stabilité de la boucle fermée est assurée s dérivée de la fonction candidate de

Lyapunov (A.6) est strictement négative.

De la méme maniére, on peut trouver les conditions de stabilité moins conservative du

modeéle flou TS discret.




Annexe B

Théoréme de séparation

En utilisant une loi de commande floue de type PDC, La boucle fermée du systéme non
autonome et la dynamique de I’observateur représenté par des modeéles flous TS sont

données par :
() = ZZh 2()h, (z()(A - B.K, X() B.1)
o) = Y. " h (2 (20)A - L,C, Jet) (B.2)

Les conditions de stabilité de la boucle fermée du systéme et la dynamique de

I’observateur sont donnés respectivement par les deux théoremes suivants :

Théoreme B.1: Le modéle flou (B.1) est globalement asymptotiquement stable, s’il existe une

matrice commune définie positive P, = P” > 0 qui satisfait les conditions suivantes :

G/P.+PG, <0 Vi=1..,r
G +G.)\ G +G. (B.3)
(EECH) PRRCRE:S)

avec :
G, =A -BK,
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Théoreme B.2 : Le modéle flou (B.2) est globalement asymptoti quement stable, s’il existe une

matrice commune définie positive P, = P| > 0 qui satisfait les conditions suivantes::

HTP, +PH, <0 Vi=l..r
Ho+H.)Y H +H. (B.4)
M P0+POM£O i<j<r
2 2
avec .
H, =A-LC,

La boucle fermée compléte composée de I’état du systéme et ’erreur d’estimation,

permet d’écrire le systéme augmenté suivant :

Xt) | &< A +BK; BK; [ x(t)
L(t)} 2 IZ_;, h (z(t))h, (z(t)) 0 A-LC, Me(t)} (B.5)

Théoreme B.3: le systeme augmenté décrit par I’équation (B.5) est globalement

asymptotiquement stable s’il existe une matrice définie positive commune P=P" >0tes

que:
ATP+PA, <0 i=1..,r
T~ g . . (B’G)
(Aj+A;) P+P(A; +A;) <0 I<j<r
ou A; peut étre definie comme suit :
-BK, BK
A, | A5 | ®7)
0 A -LC,

Si on peut prolonger la propriété de séparation observateur/contrleur d’un systéme
simple au cas de (B.5). On montrera dans la prochaine section, que dans le cas de (B.5), on a
en effet la propriéte de séparation, et on a deux ensembles de LMI séparés pour I’observateur
et le contréleur.
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Propriété de séparation

Pour prouver que la propriété de séparation [29] est solvable, on doit montrer que Pla
solution commune définie positive des inégalités dans (B.6), est une matrice diagonale, avec
AP, et P, en tant qu’eéléments diagonaux, ou P, est la solution définie positive des inégalités
dans (B.3), A est une constante positive, et P, est la solution de (B.4). On peut exprimer la

propriété de séparation dans |e théoreme suivant [29] :

Théoréme B.2 ( Théoréme de séparation pour les systemes flous TS) : Le systeme (B.5) est
globalement asymptotiquement stable si les inégalités dans (B.3) et (B.4) sont satisfaites
indépendamment.

Preuve

On choisis P comme matrice diagonale avec AP, et P, comme éléments diagonaux, c’est-

adire, onacequi suit :

| O B.8
S ©9

On montrera qu’il existe toujours un A >0 tel que P satisfait les inégalités (B.6). En

rempl acant P et A dans (B.6) on obtient I’inégalite suivant :

A[(A -BK)TP.+P(A -BK,)] AP.(BK,)

<0 (B9
»(BK)"P, (A-LC)'P,+P(A-LC)

En utilisant le complément de Schur, (B.9) est définie négative s et seulement s les

conditions suivantes sont satisfaites :

(A -BK)TP +P.(A -BK)]<0
AP.(BK)|(A -LC) P, +P(A -LC)[(BK)'P,
-[(A-BK) P +P.(A-BK,)]>0

(B.10)

Puisque (B.3) est satisfaite, la premiére inégalité d§ja vraie. La deuxiéme condition est
satisfaite pour tout A > 0 tel que:
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A min

I<i<r

> Maxv ;

“' <i<r

avec .

=R P KOIA LGB, + R (A - LC)I (B KR
Vi = (A ~BK)T R+ R(A -BK))]
ou A, €t A, sontlesvaleurs propres minimales et maximales. Comme (B.3) et (B.4) sont

d§asatisfaites, untel A > 0existe toujours.

En utilisant le méme argument, on peut également montrer que la seconde partie des
inégalités (B.6) est satisfaite. Par conséquent, les deux ensembles d’inégalités peuvent étre

résolus indépendamment, et la séparation est valable.




