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RESUME

Notre thése traite de la formulation et 1’évaluation de deux éléments finis de plaque basés sur
I’approche en déformation, devenue, actuellement trés répandue dans la littérature. Le premier
élément est de forme rectangulaire appelé : SBRPK (Strain Based Rectangulaire Plate
Kirchhoff), pour I'étude de la flexion des plaques rectangulaires minces. Le deuxieme élément
étant de forme secteur circulaire délimité par deux rayons et deux arcs, baptisé : SBSPK (Strain
Based Sector Plate Kirchhoff), pour I'étude de la flexion, cette fois ci, des plaques circulaires
minces avec ouverture. Les éléments développés, posseédent chacun quatre nceuds, avec la
nécessité d'avoir trois degrés de liberté par nceud(w, 6,, 6,,), une translation transversale suivant
I’axe vertical et deux rotations autour des deux axes horizontaux afin de représenter tous les
mouvements spécifiques a la flexion des plaques. La validation de ces deux éléments, est
réalisée en comparant les résultats obtenus aux résultats analytiques trouvés dans la littérature
ainsi que ceux donnés par d’autres éléments flexionnels connus. A partir de quelques
applications numeriques, nous avons montre les bonnes convergence et performance des

présents éléments avec I'utilisation d’un maillage trés réduit.

Mots-Clés : Eléments finis, Approche déformation, Flexion des plaques, Elément

rectangulaire, EIément secteur, Intégration analytique, Plaques minces.
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Abstract

The thesis deals with the formulation and evaluation of two plate bending finite elements based
on the strain approach. The strain based approach is currently become widespread used in the
literature. The first element is a rectangular in shape baptised SBRPK (strain based rectangular
plate Kirchhoff), for the numerical analysis of thin plate bending. The second element is a sector
one delimited by two rays and two arcs baptized SBSPK (Strain Based Sector Plate Kirchhoff),
for the numerical analysis of circular thin plate bending. Each developed element has four nodes
and three degrees of freedom per node (3 d.o.f./node), namely w, ©x and Oy, transverse
displacement with the normal axis, two rotations about x and y axis respectively. The Validation
of the two elements is carried out by comparing their results obtained with the analytical
solutions given in the literature as well as those given by other bending elements. From several
numerical examples, it is shown that good convergence can be achieved with the use of only a

small number of finite elements.

Keywords: Finite elements, strain based approach, plate bending, rectangular element, sector

element, analytical integration.



NOTATIONS

[ke] Matrice de rigidité élémentaire

[k] Matrice de rigidité globale

[B] Matrice de deformation

(ko] Matrice de rigidité

[A] Matrice des coefficients correspondant aux coordonnées de 1’élément
ddi Degrés de liberté

a, b, h Dimensions et épaisseur de 1’élément

d; Vecteur de déplacement nodal
E Module de Young
v Coefficient de poisson

[F] Vecteur de force

u,v,w, by, 0,,0, Déplacement et rotation d’un point quelconque

X,Y, Z Coordonnées du repére global
Ex) Ey) & Déformation directes suivant X, y et z respectivement
&, €5, Eg Déformation directes suivant r, z et 8 respectivement
j Intégrale
[ ] Matrice
[ 17 Matrice transposé
[ 11 Matrice inverse
Yays Yyzs Yz Déformation tangentielle

Yrz Yr6, Yoz Déformation tangentielle
CT Cisaillement transverse

M.E.F Méthode des éléments finis
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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Aujourd’hui, les élements finis sont utilisés dans la plupart des domaines de l'ingénierie, depuis
les calculs du rayonnement électromagnétique des antennes jusqu'a 1’interaction fluides
structures entre la mer et un voilier. C'est dans le cadre de la mécanique des structures que la
méthode des éléments finis (MEF) a été découverte et, encore aujourd'hui, c'est dans ce domaine

qu'elle est la plus utilisée et ou la quantité de travaux de recherche est la plus importante.

La méthode des éléments finis connait un développement fulgurant accompagnee par les
progrés de I’informatique. Avec ce progres, le nombre d’éléments utilisés pour I'analyse des

structures est facilement gérable, ce qui a amené le succes de la méthode et sa puissance.

Le principe de base de la MEF consiste a remplacer le domaine réel par un ensemble d’éléments
discrets, puisque ces éléments peuvent étre réunis de plusieurs manieres et employés pour

représenter les formes les plus complexes.

Les applications de la méthode des éléments finis se scindent en trois catégories, selon la nature
du probleme a résoudre. Dans la premiere catégorie, on y trouve le probléme d’équilibre qui
s’inscrit dans le domaine de la mécanique des solides, ou on a besoin de connaitre les
déplacements, les déformations et les contraintes pour un chargement mécanique ou thermique
donné, dont on trouve la majorité des applications de la MEF. Dans la deuxieme catégorie, on
retrouve les problémes des valeurs propres, ceux-ci, sont des problémes stationnaires dont la
solution nécessite souvent la détermination des fréquences naturelles et les modes de vibrations
des solides et des fluides. Dans la troisiéme catégorie, le facteur temps est intégré aux problémes
des deux premicres catégories, les domaines d’application de la MEF s’étendent a toutes les
disciplines de I’ingénieur, mais reste que les ingénieurs en génie civil, mécanique et spatiaux

sont les utilisateurs les plus fréquents de cette méthode [MAAL 07].

La méthode des éléments finis a essentiellement été mise au point pour fournir des solutions

approximatives de l'analyse de milieu continu. Comme c'est souvent le cas avec les
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développements originaux, il est plutét difficile de citer une date précise a laquelle I'élément
fini a été inventé, mais les racines de la méthode peuvent étre retracées a deux groupes distincts,
les mathématiciens appliqués et les ingénieurs. Cette méthode, telle que nous la connaissons
aujourd’hui a été présentée en 1956, Hy Turner, Clough, Martin et Topp [TUR 56] , a été d'abord
appliquée a I'analyse les problémes structurels d'aéronefs, qui sont considéré comme I'un des
principales contributions a I'élaboration de la méthode des éléments finis. Numériquement, il
avait été noté que la méthode d'élément fini méne souvent a des résultats convergents comme
le nombre d'éléments est augmenté. Les premiéres études de convergence de la méthode des
éléments finis ont été signalées par Melosh [MEL 62], dans lequel il a élaboré un critére pour
assurer la convergence monotone [MEL 63]. Zienkiewicz et Cheung [ZIE 65] et Visser [VIS
65] depuis 1965 ont été les premiers a appliquer la méthode aux problemes généraux, telle que
la conduction du transfert de chaleur. Motivés par la formulation spécifique des éléments pour
contrainte plane, une grande variété d'éléments ont été élaborés, y compris les éléments de
flexion, des éléments courbés et le concept iso paramétrique ont été introduits [FEL 66, IRO
68]. Une fois ces avait été établie aux fins de I'analyse élastique statique linéaire, I'attention s'est
tournée vers les phénomeénes spéciaux tels que : la réponse dynamique,le flambage et la non-
linéarité des matériaux. Ces événements ont été suivis par une période de "développement
plutot intensif d’objectif général " programmes informatiques destinés a mettre les capacités de
la méthode dans les mains du praticien. Avec le développement des ordinateurs haute vitesse,
I'application de la méthode des éléments finis a aussi progressée a un taux tres impressionnant.
Par la suite dans une décennie, les potentialités de la méthode pour la solution de différents
types de problemes de génie et sciences appliquées ont été reconnues et de nombreux ouvrages
ont été écrits sur la méthode des éléments finis, les quatres éditions des livres rédigés par
Zienkiewicz [ZIE 88], recu la diffusion dans le monde entier. Au cours de la méme période un
certain nombre de revues ont consacreé la plupart de leurs pages a la méthode des éléments finis.
Sur le cOté développement de nombreux chercheurs continuent d'étre préoccupés par le
probleme de la formulation de nouveaux éléments et la poursuite du développement
d'algorithmes améliorés pour les phénomenes spéciaux. Dans le méme temps, une nouvelle
approche des eléments a été developpée a I’université de Cardiff (U.K), dénommeée I'approche
en déformation lequel des informations sera donnée tout au long de cette thése. Au sein de tous
ces progres, la méthode des éléments finis est aujourd'hui considérée comme I'un du bien établis
et des outils d'analyse commodes par les ingénieurs et scientifiques appliqués. Les programmes
pour l'analyse des éléments finis sont maintenant largement dispersés dans la pratique. La
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disponibilité de ces programmes a un co(t modeste des comptes d'acquisition pour I'abondance
de I'application pratique de la méthode.

Objectifs de la these

L’analyse numérique des plaques minces en flexion par la méthode des éléments finis a connu
ces derniéres années une évolution considérable. La formulation des éléments ne se limite pas
a l'utilisation du champ des déplacements, mais a I’utilisation, deés le départ du champ de
déformation, il s’agit bien stir de I’approche en déformation. Nos objectifs dans cette thése sont
le développement de nouveaux éléments basés sur I'approche en déformation, 1’un rectangulaire
baptisé SBRPK (Strain Based Rectangulaire Plate kirchhoff), I’autre secteur, le SBSPK (Strain
Based Sector Plate Kirchhoff) pour I'étude de la flexion des plaques minces respectivement

rectangulaires et circulaires avec ouvertures.

Plan de la thése

Pour aboutir a ces objectifs, on structure notre travail en cing chapitres. Le premier chapitre est
consacré & une présentation genérale de la M.E.F. Le second chapitre concerne la présentation
des théories des plaques. Le troisieme chapitre présente une synthése bibliographique des
éléments finis non conformes de plaque. Le quatriéme chapitre présente la formulation d’un
nouvel élément rectangulaire basé sur I'approche en déformation pour I'étude de la flexion des
plaques minces, la prise en considération de 1’effet du cisaillement transversal, avec la
présentation des tests de validations et quelques applications. Le cinquieme chapitre décrit un
nouveau ¢lément fini, 1’élément secteur flexionnel (SBSPK), dans cette partie nous avons
développé la formulation de 1’é1ément pour la modélisation des plaques minces circulaires avec
ouvertures, basé sur I’approche en déformation, avec la présentation des tests de validations. A
la fin de cette thése, une conclusion générale et recommandation liées a l'extension de

I'approche utilisée.
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Chapitre 1

Apercu général sur la méthode des éléments finis

1.1. Concept de la méthode des éléments finis

Le concept de base de la méthode des éléments finis est la subdivision du modéle mathematique
a des composants disjoints de géométrie simple appelés « EIéments finis », le comportement de
chaque élément est exprimé en terme d’un nombre fini de degrés de liberté, le comportement
(réponse) du modele mathématique est considéré, approximativement, celui du modéle discret

obtenu par connexion ou assemblage de tous les éléments [ZIE 91].

1.2. Principes de la méthode des éléments finis

e Laméthode des éléments finis (MEF) est basée sur une idée simple : subdiviser (discrétiser)
une forme complexe en un grand nombre de sous-domaines élémentaires de forme
géométrique simple (€léments finis) interconnectés en des points appelés nceuds

e Nous considérons le comportement mécanique de chaque élément séparément, puis nous
assemblons ces ¢léments de telle fagon que 1’équilibre des forces et la compatibilité des
déplacements soient satisfaits en chaque nceud.

e La MEF utilise des approximations simples des variables inconnues dans chaque élément
pour transformer les équations aux dérivées partielles en égquations algébriques.

e Les nceuds et les éléments n’ont pas forcement de signification physique particuliére, mais

sont basés sur des considérations de précision de I’approximation.

1.3. Etapes du calcul par éléments finis

Les étapes de 1’étude d’un probléme aux limites sont toujours les mémes.
1. Définir les nceuds et les éléments (Créer le maillage).
2. Pour chaque élément, établir la matrice de rigidité élémentaire [ke] reliant les degrés de

libertés (déplacements) nodaux {ue} et les forces {fe} appliquées aux nceuds :

[ke] {ue} = {fe}
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3. Assembler les matrices et les vecteurs élémentaires en un systéme global [K] {U} = {F}de
maniére a satisfaire les conditions d’équilibre aux nceuds.

4. Modifier le systeme global en tenant compte des conditions aux limites.

5. Reésoudre le systeme [K] {U} = {F} et obtenir les déplacements {U} aux nceuds.

6. Calculer les gradients (flux de chaleur, déformations, déplacements et contraintes) dans les

¢léments et les réactions aux nceuds sur lesquels les conditions aux limites sont imposées.

1.4. Taille des éléments finis

En général, plus le maillage est fin plus les résultats obtenus sont meilleurs, mais en méme
temps un grand effort de programmation est requis. Le nombre d’¢léments utilisés sera en
fonction du type de la structure a analyser, généralement dans les régions ou les contraintes
varient rapidement les éléments requis sont plus importants que dans les régions ou elles varient
graduellement. Cependant pour les éléments complexes, les maillages grossiers donneront des

résultats aussi bons que ceux des maillages fins ayant des éléments simples.

1.5. Type d’éléments finis

La sélection de 1’élément sera fonction du type de probléme a résoudre, généralement : ils sont
groupés en quatre classes [BAT 90] :
1- les contraintes planes ; les déformations planes ; axisymétriques (probléeme a deux
dimensions).
2- la flexion des plaques.
3- les coques.
4- ’analyse des solides tridimensionnels.
Les différents types d’éléments finis suivant leur géométrie. Plusieurs classes d’éléments finis

peuvent étre distinguées :

v Les éléments unidimensionnels (1D) : Sont utilisés de fagon individuelle ou associée

a des plaques pour modélise les raidisseurs. Exemple : barre, poutre rectiligne ou courbe.

v' Les éléments bidimensionnels (2D) : Elasticité plane : (déformation ou contrainte
Plane). Exemple : plaque en flexion, coques courbes de forme triangulaire ou

quadrangulaire.
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v' Les éléments tridimensionnels (3D) : élément de volume, ou coques épaisses

(Tableau 1.1)

v' Les éléments axisymétriques : qui constituent une classe bien particuliére : tores a

section triangulaire ou quadrangulaire, cogues conique.

Tableau 1.1 : Types d’éléments finis [BAT 90]

] o paraboliques
Elements Linéaires )
(quadratiques)

Cubiques

Unidimensionnels /
—2 .,

bidimensionnels A Q @

23
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1.6. Choix des éléments finis

Les élements doivent s'adapter a la nature du probleme a traiter, c'est-a-dire respecter les
hypotheses et se conformer aux caractéristiques de la modélisation. Certains programmes
offrent un choix tres vaste, d’autres trés limité. Il convient donc de passer en revue les
particularites essentielles des éléments disponibles [FRE 01] :

- Modele (déplacement, équilibre, mixte, ...) ;

- Convergence (criteres et taux) ;

- Degré (des divers champs) ;

- Neeuds et inconnues aux divers nceuds ;

- Compatibilité des éléments les uns avec les autres ;

- Performances et limitations.

1.7. Qualité d'un élément fini

Un bon élément fini doit réunir les propriétés suivantes :
- Aucun défaut de base.
- Convergence rapide.
- Bonne précision.
- Qualités de convergence et précision conservée pour une distorsion raisonnable.
- Vecteurs forces consistants.
- souplesse d'emploi.
- Connexion (conforme) possible avec d'autres modéles.
- Dérivation théorique simple et claire.

- Programmation claire et efficace.

1.8. Discrétisation d’une structure

L'opération de discrétisation implique essentiellement deux choix : I'un porte sur le type de
grandeur a discreétiser, soit plus explicitement sur le type d'elément fini a utiliser, l'autre sur la
finesse de cette discrétisation en liaison avec le maillage [BEL 00].

Le choix d'un maillage adapté a une structure particuliere doit étre, dans la mesure du possible
basé sur les résultats des expériences antérieures. Si cela n'est pas possible, alors il faudra

étudier la structure pour différents maillages pour tester le taux de convergence.
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De plus, le type d'élément utilisé dans la modélisation a une considérable sur la précision de la

solution, il doit étre choisi avec précaution.

Les élements les plus utilisés en pratique sont illustrés sur la figure 1.1.

¢lément de coque 2D
(minces ou épaisses)

Ebéton

= P
e s e,
//1/]//\//

_ I
\_element de plaque 2D

(minces ou épaisses)

élément colonne Z

I

L Eacier o o ) X
¢lément tridimensionnel
(relative au matériau béton) Y

VA a

L
7 7 7 77 777 7 7
d /

éléments 3D
(relative au sol)

T 7

Ebeton
/////////// /Z/

Contour encastré

LI77777T777 7777777 7TT77777 ////////\<

Figure 1.1 : Structure type en génie civil et sa discrétisation [BAT 90]
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1.9. Modéles d'éléments finis

1.9.1. Modéle déplacement

Ce modeéle est le plus connu, le plus développé et le plus populaire. Les éléments finis dans
cette catégorie sont basés sur une interpolation du champ des déplacements, étendue a tout
I'éelément. Donc les déplacements sont déterminés de maniere détaillée et unique dans la
structure, alors les contraintes ne peuvent étre connues que par certaines moyennes et ne sont

pas continues aux frontiéres.

1.9.2. Modele équilibre

Le modele en équilibre n’a pas connu le méme succés que le modele en déplacement.
Contrairement au précédent, un tel élément est construit a partir d'une approximation du seul
champ des contraintes. La connaissance des contraintes est alors détaillée, celle des
déplacements est par contre sommaires.

Ce modéle est rarement employé en pratique, car il conduit en général a qualité égale a un plus

grand nombre d'inconnues que le modéle déplacement.

1.9.3. Modéle mixte

Si on combine les deux modéles précédents, on peut avoir des champs mixtes (déplacement,
déformation, contrainte) qui sont consideérés ici, ce qui rend la formulation, ou la mise au point
longue et couteuse ; mais en contrepartie les éléments qui en découlent sont d’excellente qualité,

on utilise parfois ce modéle pour corriger certains défauts du modéle de déplacement.

1.9.4. Modele hybride

Ce Modeéle qui peut étre défini par deux interpolations indépendantes, 1’une portant sur le
champ intérieur de I’élément, 1’autre sur le champ décrivant la frontiere, les parametres
inconnus du champ intérieur sont exprimés en fonction des parameétres nodaux de champ de
bord, on cherche a minimiser la différence entre les deux champs, ces dernier peuvent étre du
méme type (déplacement - déplacement) ou de types différents (déplacement - contrainte). En
général ce modéle donne des résultats meilleurs que le modele déplacement surtout au niveau

des contraintes.

11
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1.9.5. Modéle en déformation

1.9.5.1. Définition

Un ¢élément basé sur le modéle en déformation signifie que sa formulation s’obtient en intégrant
un champ de deformation défini auparavant, dont les fonctions sont indépendantes. Cette idée
qui a, fait sa gloire est basee sur un calcul exact des termes représentant les modes rigides, les
autres composantes du champ de déplacement sont basées sur 1’intégration de présumées

fonctions indépendantes de déformation et le tout Vérifie les équations de compatibilités :

0%e;; | 0%e  D%ey  O%eji
axkxl- axiaxj axiaxl axiaxk -

(1.1)

Les termes des polynomes des champs des déplacements sont d’un ordre élevé malgré la non
introduction de degrés de liberté supplémentaires ni de nceuds intermédiaires. Les éléments
basés sur la dite approches sont non-conformes mais conduisent généralement a des résultats
tres encourageants. En plus, la convergence obtenue est rapide, lorsque les résultats sont
compares avec ceux donnés par des éléments bases sur le modele en déplacement ayant le méme

nombre de d.d.l.

1.9.5.2. Criteres de convergence

Un des critéres principaux pour qu’un ¢élément fini soit validé, pour une application générale
dans la mécanique des structures, est qu’il soit en mesure de représenter les modes de corps
rigides et ceux des déformations constantes, la représentation adéquate de ces modes est une
condition nécessaire pour qu’on ait une bonne précision et des propriétés de convergence.

Donc, lorsqu’une théorie imprudente est employée pour le développement d’un élément fini,

de faux modes de corps rigides et de déformation peuvent apparaitre.

1.9.5.3. Avantages du modele en déformation

L’utilisation du modéle en déformation apporte de nombreux avantages en termes de
comportement des structures, en effet, on tire profit des bonnes adaptations pour la description
exacte des mouvements : corps rigides et déformations constantes. Ainsi, les éléments
développés permettront d’augmenter la performance des résultats, avec seulement un nombre
limité d’¢éléments, les avantages des ¢léments a modéle en déformation sont [BEL 99], [HAM
06] :

12
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o Satisfaction plus facile des deux principaux critéres de convergence, liés directement aux
déformations (mode de déformation constante et mode de corps rigide).

e Découplage plus facile des différentes composantes des déformations (un champ de
déplacements découplés engendre des deformations couplées).

e Possibilité d’enrichir le champ des déplacements par des termes d’ordre élevé sans

I’introduction de nceuds intermédiaires ni de degrés de liberté supplémentaires

1.9.5.4. Eléments finis a modeéles en déformation existants

L'approche en déformation a été appliquée par Sabir et Ashwell [ASH 71], pour développer une
nouvelle classe des éléments pour les problémes d‘élasticité plane dans des coordonnées
cartésiennes, ensuite un élément fini de coque cylindrique par Ashwell (1972). L’efficacité de
cet élément a été testée en 1’utilisant pour I’analyse d’un cylindre pincé court a bords libres. Les
résultats obtenus ont montré une convergence rapide aussi bien pour le déplacement que pour
les contraintes [ASH 72].

Sabir (1983) a appliquée I’approche en déformation pour développer une nouvelle classe
d’éléments pour les problémes d’élasticité générale en coordonnées cartésiennes [SAB 83a].
Dans la méme période, la grande innovation a I'époque était I'introduction de la rotation dans le
plan (drilling rotation) par Sabir et Chow et pour I'analyse du flambement des panneaux plans
avec ouverture circulaire et carrée [SAB 83 b]. L’année suivante, Sabir a utilisé les mémes
éléments pour lI'analyse des voiles avec des ouvertures [SAB 84]. L’attention s'est focalisée
ensuite sur le développement et I'amélioration des éléments rectangulaires et triangulaires
(SBRIEIR, SBTIEIR), ayant des rotations dans le plan au niveau des nceuds et les résultats
obtenus sont tres satisfaisants avec un nombre réduit d'éléments [SAB 85a]. Durant la méme
année, 1’analyse des structures présentant des formes circulaires et des éléments secteurs en
coordonnées polaires sont aussi développés [SAB 85b]. En suite, et toujours avec les éléments
secteurs présentant deux dégres de liberté par nceud (2 d.d.l.) et pour I’analyse des problémes
en elasticiteé plane utilisant les coordonneées polaires [SAB 86]. Durant la méme annee, Bouzrira
a développe un élément secteur avec incorporation des rotations dans le plan (12 ddl/ élément)
[BOUZ 86]. Cet élément fut modifié et amélioré par Djoudi [DJOU 90].

Belarbi et Charif ont développé un élément fini secteur basé sur le modéle de déformation avec
la rotation dans le plan [BEL 98], I’année suivante, ces mémes auteurs ont développé un

élément fini hexaedre « SBH8 » et basé sur I'approche en déformation [BEL 99]. Cet élément

13
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composé de huit nceuds avec trois degrés de liberté par nceud (u, v et w) a été utilisé pour 1’étude
des plaques minces et épaisses et les résultats obtenus sont trés encourageants.

Les nouvelles générations s’occupant de ce modele se sont vus frayer des chemins [DJO 03]
dans les domaines non linéaires et ceux des vibrations des couques cylindriques [DJO 04a],
Dans la méme période, Djoudi et Bahai se sont ensuite intéressés a I’analyse des vibrations des
panneaux cylindriques avec ouvertures et I’influence de ces derniéres sur le comportement
dynamique des structures citées [DJO 04b]. Belarbi et Maalem ont développé un nouvel
élément avec une condensation statiqgue pour 1’élasticité plane [BELA 05]. Belounar et
Guenfoud ont formulé un nouvel élément pour la flexion des plaques épaisses [BELO 05], et
dans la méme année Belarbi et Bourezane ont développé un élément secteur pour I’analyse des
problémes d’élasticité plane. Apres cela, en 2007, A.l. Mousa et M.H. EI Naggar ont développé
un nouvel élément fini rectangulaire sphérique basé sur la formulation des coques surbaissées
[MOU 07], les résultats obtenus sont intéressants. Apres trois années, Hamadi et Maalem [HAM
10] travaillent sur le développement des éléments tridimensionnels avec condensation. Les
performances de 1’approche en déformation se multipliérent et avec elles les performances des
éléments tridimensionnels furent résumées par Maalem [MAAL 11]. En 2011, Bourezane a
développé un élément pour la modélisation des coques [BOU 11]. Profitant des bonnes
performances de la technique de condensation statique appliquée aux éléments de 1’approche
en déformation et durant la méme année, Himeur et Guenfoud ont développé un elément fini
flexionnel triangulaire doté d’un quatrieme nceud fictif basé sur I’approche en déformation
[HIM 11]. En 2013 Rebiai et Belounar ont développé un nouvel élément fini avec rotation dans
le plan pour les problémes statiques linéaires et non linéaires. L’année 2014, Belounar et
Guerraiche ont développé un nouvel élément fini 3D & 9 nceuds basés sur I'approche en
déformation, formulé pour I'analyse linéaire de la flexion des plaques minces et épaisses [BELO
14].

Ensuite, en 2015, I’utilisation de la fonction des contraintes d’Airy par Himmeur et .al [HIM
15] a permis I’apparition d’un nouvel élément triangulaire possédant un nceud fictif et une
rotation dans le plan pour la modélisation des poutres en flexion [HIM 15].

Récemment, en 2016, Hamadi et al ont développé deux éléments ; le premier élément fini pour
I’analyse linéaire des structures en coque mince [HAM 16a], et le deuxieme pour les problémes
de I’élasticité plane [HAM 16b], ces éléments sont trés performants. Et la méme année,
Meguelatti et Maalem ont aussi développé un nouvel élément rectangulaire avec quatre nceuds
au coin et possedant deux nceuds fictifs, chaque nceud a deux degrés de liberté de translation,

en tenant compte de I’utilisation de la technique de double condensation statique [MEG 16].
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1.9.5.5. Procédure de développement des éléments finis basés sur le modéle en
déformation [HAM 16b]

Pour illustrer la procédure de développement des éléments finis basés sur le model en
déformation, en exposant comme exemple 1’élément Q4SBES5 [HAM 16b], qui est un élément
quadrilatére avec quatre nceuds d'angle et un nceud central, chaque neeud dispose de deux degrés
de liberté. Ainsi, le champ de déplacement devrait contenir dix constantes indépendantes. La
figure 1.2 montre la géométrie de I'élément "Q4SBE5™ et les déplacements nodaux

correspondants.

» X, U

A

Figure 1.2 : Coordonnées et points nodaux de I'élément quadrilatére ""Q4SBE5"

Les trois composants du champ de déformation a un point quelconque sont donnés par

I'équation (1.2)

au
(&, =2
av
& =% (1.2)

|, _ou av
b/xy_ay 0x

U, V : Les composants des déplacements respectivement dans les directions X et Y.

Les équations (1.2) doivent au minimum représenter le mouvement d’un corps rigide.

Donc, on peut écrire :
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& =0
& =0 (1.3)
Vxy = 0

L’intégration de (1.3) permet d’obtenir une solution particulicre :

U=a; —azy
{V =a, + azx (1.4)

Les déformations dans 1’équation (1.2) doivent satisfaire une équation additionnelle appelée

I’équation de compatibilité :

azgx aZEy _ azyxy _
dy? dx2 axdy

(1.5)

L'éguation (1.3) donne les trois composants qui représentent le champ de déplacement

correspondant au mouvement du corps rigide et exige trois constantes indépendantes

(a,a3,a3).

Ainsi il reste sept constantes (ay,as ... ... aip) pour représenter approximativement la

déformation dans I'élément.

Ces sept constantes indépendantes sont réparties comme suit :

& = a4 + asy + aox
&y = Qg + a7X + Aq0y (1.6)
Yxy = —AsXR —a;yR + ag —agHy — a oHx

2 . 2v

Avec .  H = i = )

Ces déformations données par les équations (1.6) satisfont I'équation de compatibilité (1.5) et

les équations bidimensionnelles d'équilibre (1.7 a) et (1.7 b)

aO'x aTxy _
ot =0 (L.72)
00y | O0Tyxy
2+ =0 (1.7b)
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En intégrant les équations (1.6) nous obtenons :

2 _174,2
U= a,x + agxy — a;y* (R;rl) + agg + agw
5 (R+1) x (y2-Hx?) (1.8)
V =—asx —  tasytazxy+ag;ta,ec——fF—

Le champ de déplacement final pour I’élément Q4SBEDS est obtenu par I’addition de 1I’équation
(1.4) et (1.8) come suit :

(R+1)
2

(x2-Hy?)

(2 rx?) (1.9)

2

U=a, —azy+ a,x + asxy — a,;y> +a8§+a9

2 (R+1)
2

V =a,+azx —asx +a6y+a7xy+a8§+a10
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Chapitre 2

Apercu géneéral sur la théorie des plaques

2.1. Introduction

Les plaques sont des structures tres utilisées dans les constructions courantes (ponts, toits de
batiments,....), dans I’industrie sous-marine, aérospatial, dans la conception industrielle
(turbines, piéces de mécanique, carrosserie de voiture,...), et méme dans le monde du vivant
(arteres, bronches, ....), etc. tous ces domaines sont stratégiques et économiquement tres
importants. C’est pour cette raison que les plaques ont fait ’objet de trés grand nombre de

travaux depuis plus d’un siecle.

2.2. Généralité sur les plaques

Il existe différentes configurations de plaques. Dans la littérature, les plaques sont trés souvent
classées selon leur géométrie (plaque rectangulaire, circulaire), selon les sollicitations subies
(charges ponctuelles, réparties), mais également selon leur comportement type (membrane,
flexion) et la prise en compte ou non du cisaillement transverse. Pour ce dernier aspect, on
distingue les plaques sans cisaillement (souvent minces et homogénes dans leur épaisseur), dites
plaques de Love-Kirchhoff, et les plaques prenant en compte le cisaillement (souvent épaisses

et/ou hétérogenes dans leur épaisseur), dites plaques de Hencky- Mindlin [DRA 10].

2.3. Définition d’une plaque

On appelle plaque tout corps plan ou prismatique de hauteur "h™ (épaisseur) plus petite en
comparaison avec les deux autres dimensions longueur "L" et largeur " b" (Fig. 2.1).

En fonction de la configuration du plan, les plaques se distinguent en rectangulaire, circulaire,
annulaire, triangulaire etc. Si le matériau constituant la plaque ayant les mémes propriétés
mécaniques dans toutes les directions, alors la plaque est dite isotrope, par contre si les
caractéristiques mécaniques des matériaux constituant la plaque sont différentes selon les
directions, la plaque est dite anisotrope (Fig. 2.2).

Dans une plaque on trouve :
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Le plan moyen "plan médian, ou feuillet neutre” : plan situé a équidistance entre les faces
d'équation z = 0 (équivalent de la ligne moyenne des poutres).
La fibre normale : ensemble des points situés sur une normale au plan médian ou a un endroit

(x, y) donné, elle a pour direction z.

Figure 2.1 : Description géométrique d’une plaque

Figure 2.2 : Plaque anisotrope (orthotrope)

2.4. Plaque circulaire

Les plaques circulaires sont courantes dans de nombreuses structures telles que les couvertures
de buses, les fermetures d'extrémité dans les récipients sous pression, membranes de pompes,
les disques de turbine, et les cloisons dans les sous-marins et avions, etc. Lors de I'analyse des
plaques circulaires, il est commode d'exprimer les équations différentielles régissant, en
coordonnées polaires. Cela peut étre facilement accompli par une transformation de
coordonnées [TIM 61].
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2.5. Classification des plaques

- La théorie de Henky-Mindlin relative aux plaques épaisses s’applique quand les rapports
dimensions-épaisseur sont compris entre 4 et 20 (4<L/h <20).

- La théorie de Kirchhoff relative aux plaques minces, est applicable lorsque le rapport de la
plus petite de leurs dimensions sur 1’épaisseur est supérieur ou égal a 20 (L/h > 20).

L : est une longueur caractéristique dans le plan (x-y).

h : est I’épaisseur de la plaque

L/h : est le facteur d’¢lancement de la plaque

2.6. Théorie des plaques minces

La théorie des plaques minces énoncée par Love [LOV 88] sur les hypotheses de Kirchhoff

s’inspire de celle des poutres minces de Euler-Bernoulli.

2.6.1. Hypothéses

Les hypothéses cinématiques adoptées pour les plagues minces par Kirchhoff généralisent
celles a deux dimensions adoptées pour les poutres sans déformation sous I'effort tranchant.
(Fig.2.3)

* La plaque est d’épaisseur petite devant les autres dimensions. Elle posséde un plan moyen
appelé plan neutre.

* Les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et normales a celui-
ci. La déformation en cisaillement transverse est donc négligée.

* Les termes non linéaires du déplacement sont négligés, en particulier, I’inertie de rotation est
négligée. Seul le déplacement transversal w est considéré.

* La contrainte g, dans la direction transversale est nulle. Elle doit en effet s’annuler sur les
faces extérieures, du fait que la plaque est mince, il est naturel d’admettre qu’elle est nulle

quelque soit z.
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Figure 2.3 : Cinématique de love- Kirchhoff

2.6.2. Champs de déplacement

Les composantes des champs de déplacements pour cette théorie des plaques minces

s’expriment comme suit :

{ua (%1, X2, %3 = 2) = ug (X1, %) — z.Wg (21, X3) a=1,2 2.1)
uz (xq,x2, %3 = 2) = w(xq, x3)
Avec :
u, . Le déplacement de membrane dans la direction
w : La fléche de la plaque
w,, . La rotation due a la flexion (sans cisaillement)
D’autre part, les rotations sont données par :
ow
Bx = T ox
_ow (2.2)
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Dans ce cas, le champ de déplacement est défini uniquement par une variable, c’est le

déplacement transverse.

((u= —Z(Z—‘:
— @3)
kw =W(x,y)

2.6.3. Champs de déformation

D’apres la définition du tenseur des déformations, les équations des deformations sont données

comme suit :
(g ou @ _ 22w
X T oax T “oax dx2
ov 96, 22w
gy =—=2z—=—
Yooy dy ay?
0
&, = a—‘: =0
< . . 2.4)
xy Xy 2\ay  ox 2\ dy ox " 9xdy
1/0u ow 1
28 =Vxz = 5(5-'-6_) =E(9y - Y) =0
1[/dv ow 1
(28yz = Vyz = 5(5"‘3) =2(=0,+6,) =0

D’autre part, les relations déformations-contraintes sont réesumées comme suit :

(

Ex = %(O-x - VO'y)
! gy =7 (0y — v0y) (2.5)

1
Yy = ETxy

L’équation précédente peut s’écrire sous forme matricielle suivante :

Oy i 1 v 0 &y
<o'y) == v 1 ) 0 < gy ) (2.6)
Txy 0 0 -(A-v)]|\Vxy

23



Chapitre 2 : Apercu général sur la théorie des plaques

2.7. Théorie des plaques épaisses

Lorsque 1’épaisseur de la plaque ne permet plus de vérifier les hypothéses de Kirchhoff quant
a leur mouvement de flexion, une théorie plus compléte basée sur celle des poutres de
Timoshenko est nécessaire.

Rayleigh en 1877 [RAY 45] puis Timoshenko en 1921 montrent que la prise en compte des
effets d’inertie de rotation et de cisaillement affecte les fréquences propres de flexion des
poutres [TIM 21, TIM 22]. Ces deux effets tendent a diminuer les fréquences de résonances
calculées en raison de la croissance de I’inertie et de la flexibilité du systéme.

Une extension de la théorie des plaques a I’effet de cisaillement est proposée par Reissner en
1945 dans le cas statique [REI 45]. Une premiére théorie pour le cas dynamique, incluant les
effets du cisaillement et de I’inertie de rotation est proposée par Uflyand en 1948 [UFL 48].
L’article de Mindlin [MIN 51] a été publié trois années plus tard.

2.7.1. Hypotheses

Les hypothéses de Mindlin, reprennent les points 1 et 4 de celles de Kirchhoff. Les points 2 et
3 des précédentes hypothéses ne sont plus retenus afin de prendre en compte les deux nouveaux
effets (Fig.2.4)

F 3

Figure 2.4 : Cinématique de Reissner-Mindlin
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2.7.2. Champs de déplacement

Dans la théorie des plaques épaisses, ou théorie de Reissner et Mindlin, la fibre normale reste
toujours rectiligne, mais n’est plus nécessairement perpendiculaire au plan moyen, si 6, et 6,,
désignenet les angles que fait la fibre normale avec 1’axe z, ils ne correspondent plus a

I’inclinaison du plan moyen, on a donc :

{ua (1, %2, %3 = 2) = ud (X1, X3) + 2. Do (X1, X3) a=1,2 2.7)
uz (X1, X2, x3 = 2) = w(xy, x2)
D’autre part, les rotations sont données par :
ow
ﬂx =T
OX (2.8)
ow
B =-=
oy

Donc, les variables cinématiques indépendantes sont :
U, - Le déplacement de membrane dans la direction
w : Le déplacement transversal

B (6,):1a rotation du plan xy autour de y

By (—6,):1a rotation du plan xy autour de x

Avec ce choix de la forme des champs de déplacement, les déformations transversales sont
constantes en z. Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes. Cette description oblige
a introduire des coefficients correcteurs pour mieux prendre en compte, dans 1’écriture de
I’énergie, les effets de cisaillement transversal. Les résultats obtenus dépendent essentiellement
du choix empirique dans des situations complexes des coefficients correcteurs.

Donc, le champ des déplacements s’exprime alors en fonction des trois variables par la relation

suivante :

vix,y,z) | =| vix,y) By(x,y) (2.9)

u(x,y,z) u(x,y) (ﬁx (x, y))
+z
w(x,y,2) w(x,y) 0
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2.7.3. Champs de déformation

Concernant le champ de déformation, les termes gardent leur forme générale :

(¢ = 7%
Sx VA ax
Y
Y ay (2.10)
e =0
aﬁx aﬁy
282y = Yay = Z(EJFE)

Et par ailleurs, ¢, et €, ne sont plus nuls :

ow
264, = Vxz = Bx + ™

M (2.11)
2gyz =Vyz = .By + %

On ne peut donc négliger le cisaillement. Le vecteur des courbures ne peuvent plus se

simplifier et restent comme suit :

%
ox \‘
- (2.12)

2 =
1 aey aex /
2 6y )
99y l(aﬂ _ aﬁ)
_ ax 2 -0y x
k = 106, 06, " a6, (2.13)
2 ( ay ox ) dy
Et I’on a toujours
Ex  Txy _
(e, &) =2k (2.14)
gx
<5y ) =zX (2.15)
Txy
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» Efforts résultants de membrane :

h h h

Ny = f_zﬁO'de, Ny = f_zﬁo-xdy' ny = f_Eﬁo-xde (2.16)
2 2

2

> Moments de flexions :

h h h

Mx = f_zﬂ O-deZ’ My = f_gﬁ O-yZdZ' Mxy = f_zﬁ O-xyZdZ (217)
2 2 2
> Efforts tranchants :

h h

T, = f_EE Ox2dz, Ty = f_EE 0y,dz, (2.18)
2 2
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CHAPITRE 3

SYNTHESE BIBLIOGRAPHIQUE
SUR LES ELEMENTS FINIS NON
CONFORMES DE PLAQUE
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Chapitre 3

Synthese bibliographique sur les éléments finis non conformes
de plaque

3.1. Elément fini rectangulaire basé sur ’approche en déplacement (ACM) pour I’étude

de la flexion des plaques minces [MEL 61], [ROC 79]
3.1.1. Introduction

On présente dans ce paragraphe la formulation de 1’¢lément finis « ACM », utilisé pour
I’analyse numérique des problemes de flexion des plaques, basé sur le modele en déplacement.
Les fonctions d’interpolation sont tirées des termes du triangle de Pascal (pyramide de Pascal
en 3D), donc le nombre total des constantes indépendantes est égal au nombre de degré de

liberté de I’¢lément.
3.1.2. Calcul de la matrice de rigidité de ’élément rectangulaire

Le calcul de la matrice de rigidité de I'élément rectangulaire suit les sept étapes bien connues

en élément finis.
v Etape 1 : choisir un systéme de coordonnées convenables et numéroter les nceuds.

Le systeme de coordonnées et la numérotation des nceuds pour la flexion des plaques sont

représentés sur la figure 3.1.

Figure 3.1 : Systéme de coordonnées et numérotations des nceuds
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L'axe des z ayant été pris normal au plan de la plaque. Dans le cas de la flexion des plaques,
I’élément a trois degrés de liberté en chaque nceud, c'est-a-dire deux rotations et la fleche
transversale. La déformation latérale est représentée par w, la rotation autour de I'axe des x par

Ox et celle autour de I'axe des y par 6y.

Les directions positives de ces rotations sont définies selon la regle du tire-bouchon.

L’élément a alors un total de douze degrés de liberté (Fig. 3.2). Les moments et les forces
correspondantes consistent en deux moments Mx et My et une force de cisaillement Fz en

chaque nceud. Les déplacements au neeud 1 peuvent étre écrits de la fagon suivante :

9)(1
3.1
)=10, G
Wl
De méme pour les forces et les moments correspondant au nceud 1 :
M x1
Fi=iM, (32)
le

Figure 3.2 : Déplacements nodaux
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<
<

F22

Figure 3.3 : Forces nodales

De telle sorte que les vecteurs complets des forces et des déplacements pour I'élément

s’écrivent :

(0x1) (My1)

By1 My1

W1 FZl

exz xxz

@y | F |

2 z2

{6¢} = (02} =<y {F¢} = {{Fz}l =< e p (3.3)
{65} {F3}

6y e ) e

4 ey3 My3

W3 FZ3

eX4 Mx4—

9y4 My4-
\ W, J \F,, /

Puisque chacun de ces vecteurs contient douze termes, la matrice de rigidité de 1’élément est

carrée d'ordre 12.

[Fe]=[K°}is°} (3.4)
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v Etape 2 : Choisir la fonction de déplacement f(x, y) qui définit le déplacement
d(x, y) en chaque point de I'élément.

Dans le cas de la flexion des plaques ou les fleches sont petites ; 1’état des déplacements en

chaque point de I'élement peut étre représenté par trois composantes :

0)(
{5()(’ Y)} = ey

(3.5)
Les deux pentes 6x et 6y sont reliées au déplacement latéral w par les expressions :
ow ow
9x=+$ et 9y=—a (3.6)

Puisque I'élément a douze degrés de liberté, on doit avoir douze coefficients indéterminés dans

le polynéme qui représente w. L'équation suivante donne une fonction convenable.

W= agtayx tagy + agx? + asxy + agy? + a;x3 + agx?y + agxy? + a0y +

a11x3y + 0512}’3 (3.7)

La fonction de déplacement donne les expressions suivantes pour les rotations :
d
0, = +% = (a3 + asx + 2agy + agx? + 2asxy + 3a10y? + a;1x3 + 3a,xy?) (3.8)

0, = —g—: = —(ay + 2a4x + asy + 3a,x% + 2agxy + agy? + 3ay,x%y + a;,y3 (3.9)

Il faut maintenant vérifier que cette fonction assure la continuité des fleches et des pentes de la
solution. Considérons un bord de 1’élément. Par exemple le bord 1-2 ou x est constant et égal a
zéro.

Le déplacement latéral et les pentes en chaque point de ce bord figure (Fig. 3.4), Sont donnés a

partir de I'équation 3.10 par :

W=a, +ay+azy’ +a,y’

0, = —(053 + 20,y +3ay, yz) (3.10)
6’y =a, +a5y+a9y2 +0(12y3
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v
>

3

Figure 3.4 : Les rotations suivant les deux axes

En considérant les conditions aux extrémités de ces bords, c'est-a-dire aux neeuds 1 et 2 quand
y =0 (nceud 1),

wW=w, =¢,
6. -6, ——a, (3.11)

6?y =¢9y1 =a,

Et quand y = b (nceud 2),

w=w, =a; +asb + agh? + a;,b3

0, = 0,, = —(az + 2agh + 3a,0b?) (3.12)
0y = 0y, = a; + asb + agh® + a;,b>

Ainsi on dispose seulement de six équations pour obtenir les huit coefficients inconnus (a1, a2,
a3, 05, O, 09, 010, 012,) qui ne peuvent donc étre déterminés. Cependant un examen approfondi
montre que w et #x contiennent quatre coefficients identiques (a1, as, as, a1o) tandis que Oy

contient les quatres autres coefficients (az, os, a9, a12).

Puisque quatre des conditions sur la frontiére se rapporter a w et £x, on a un nombre suffisant
d'équations pour calculer les coefficients reliés a ces quantités et on peut exprimer w et x en
fonction des déplacements nodaux. Les deux équations restantes ne suffisent pas pour
déterminer les quatres inconnues dans #y. Bien gu'il soit clair que le déplacement latéral w et la
rotation le long du bord #x sont complétement definis par les mouvements des extrémités, la

rotation normale au bord 6y n'est pas définie de fagon unique. Puisque les mouvements des
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extrémités sont compatibles, cela signifie que la continuité de w et 6 est assurée le long des
bords ou x est constant, mais d'autre part, il est discontinu le long de ces bords.

On a seulement considéré ci-dessus le cas du bord 1-2 ou x=0. Cependant, la conclusion est
généralement vraie et une discontinuité de la pente normale peut exister le long de n'importe
quel bord. A cause de cela, la fonction choisie n'est pas ideale et est appelée «fonction non
conforme». Les équations (3.7), (3.8) et (3.9) sous forme matricielle donnent 1’équation (3.14)

qui peut étre résumée par I’équation générale suivante :

{6(x y)=[P(x, y)er} (3.13)

0, 001 0 x 2y 0 x* 2xy 3y* x* 3xy
0,t=[0-1 0 -2x -y 0 -3x*-2xy -y* 0 -3xy -y’
W

2 3

1 xy x2 xy y> xX* xy xy* y¥ xy xy

(3.14)

3

Etape 3 : Exprimer I’état des déplacements {5(X, y)} dans I’élément en fonction des
déplacements nodaux {J, |

En remplagant les coordonnées nodales dans I’équation {5(x, y)} =[P(x, y){e} et en cherchant
{a}solution ; cela nous méme & la formation de la matrice [A], c’est-a-dire {5, }=[Al{a}.

Puisque dans le cas présent 1’¢lément a un total de douze degrés de liberté, [A] est carré d'ordre
12 et ses coefficients sont donnés par 1’équation (3.16). On doit maintenant inverser cette

matrice et la relation cherchée est donnée par 1I’équation générale suivante :

{5, y)=[P(x y)[A 6. } (3.15)
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001 0 -a 20 0 a’® 2ab 32 a° 3ap? ||noeud
0-10-2a -b 0 -3%-2ab -b®> 0 -3a’h -b° X:Z
1 ab a* ab b* a°® a’h ab® b° ah  ab® ||V
_________________________________________________ noeud2
X=a
comme au - dessus mais on utilise (a,~b) 1
y=-
[A]=|-mmmm e e e e
(3.16)
noeud3
comme au- dessus mais on utilise (-a,~b) .
X=—
—b
comme au- dessus mais on utilise (-a,b)
noeud4
X=-a
L dly=b

v’ Etape 4 : Relier les déformations {¢(x, y)}en chaque point aux déplacements {5(x, y)}

et donc aux déplacements nodaux {d, }

Dans le cas d'un probléme de flexion des plaques, I'état des déformations en chaque point peut
étre représenté par trois composantes : la courbure dans la direction des X, la courbure dans la
direction des y et la torsion. La courbure dans la direction des x est égale a la variation de la
dérivée par rapport a x et est égale a :

- (a—w) = -2 (3.17)

dx2
On remarque que cette expression correspond a celle donnée pour 1’élément de poutre.

De méme la courbure dans la direction des y est égale a :

a (0w 9%w
E(E) = -7 (3.18)
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Enfin la torsion est égale a la variation par rapport a x de la dérivée par rapport a y, c'est-a-

dire :
i("’—W) = 2w 3.19
ay \ox/) oxy (3.19)

Les courbures et la torsion seront multipliées par les moments internes en vue d'obtenir le travail
interne effectué. Les signes des expressions ci-dessus correspondent a ceux definis pour les

moments internes dans I'étape suivante.

Les moments internes Mx et My agissent chacun sur deux cotés de 1I’élément ; il en est de méme
pour les moments de torsion Mxy et Myx, mais puisque Mxy est égal a Myx, on peut considérer
gu'un des deux, par exemple Mxy, agit sur les quatre c6tés, cela en doublant le terme de torsion

dans le vecteur des déformations.

L’¢état des déformations dans 1’élément peut ainsi €tre représenté par :

02w |

Ox?
o*w

e y)f=1- 2y ( (3.20)

oW

OXOY |

Et en remplagant w par sa valeur a partir de 1’équation 3.7 on obtient 1’équation 3.21
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000-20 0 -6x -2y 0 0 -6xy O
{e(x,y)}=[0 00 00-2 0 0 -2x -6y O -6xy
000 02 0 0 4x 4y 0 6x° 6y’

(3.21)

Qui peut étre écrite :

e(x y)i=[Cle} (322)

De fagon a définir la matrice C pour le cas de la flexion des plaques.

La relation cherchée entre déformations et déplacements nodaux est obtenue par :

{e(x y)i = [Blis*}

avec: [B]=[C]A]" (3.23)

A cause de la taille des matrices considérees, la matrice [B] ne sera pas développee

explicitement. En pratique cela peut étre fait avec I'ordinateur.

v Etape 5: Relier les contraintes internes {o(x,y)} aux déformations et aux

déplacements nodaux {5, |

Dans la résolution des problémes de flexion des plaques, les contraintes internes sont en vérité
les moments de flexion et de torsion et les déformations, les courbures et les torsions. Ainsi
I’état des contraintes peut étre représenté par les trois composantes Mx, My et Mxy comme cela

est indiqué par I’équation 3.23.
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M

X

(X y)i=1M,
M

Xy

(3.24)

Mx et My sont les moments de flexion internes par unité de longueur et Mxy est le moment de

torsion interne par unité de longueur. Les relations entre contraintes et déformation, ¢’est-a-dire

entre moments et courbures, sont données par la théorie de la flexion des plaques.

0w 0w
M, =— D, PV + D, ayz
2 2
My:_ Dy5\2V+D15\£V
oy OX
2
M. =2D. 9W
Xy XYaXay

(3.25)

Ces relations sont écrites en termes généraux pour une plague orthotrope, c'est-a-dire une

plaque ayant des propriétés élastiques différentes dans deux directions perpendiculaires, une

tole ondulée étant un exemple type. Dx et Dy sont les rigidités de flexion dans les directions x

ety respectivement, D1 est une rigidité de couplage ayant un effet du type coefficient de Poisson

et Dxy est la rigidité de torsion.

D'autre part, une plaque isotrope a les mémes propriétés élastiques dans toutes les directions et

dans ce cas particulier on a

Les équations 3.24 et 3.25 peuvent s’écrire alors sous forme matricielle :
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(_ o’w |
2
M.| [D, D, O OX
J o*w
lo(x,y)}=4M, +t=/D, D, O Y . (3.26)
M,| |0 0 D, o
OXOY |

C’est-a-dire :
{o(x, y)} = [DRe(x, y)} (3.27)

Définissant ainsi la matrice (D), en prenant la valeur de {(x, y)}, on obtient la relation cherchée

entre les contraintes de 1’é1ément et ses déplacements nodaux :

{o(x, y)} = [D]BJs* | (3.28)

v Etape 6: Remplacer les contraintes internes {o(x,y)} par des forces nodales
statiguement équivalentes {Fe}, relier ces forces nodales aux déplacements nodaux

{59} et de 1a obtenir la matrice de rigidité de I’élément {Ke}

En faisant égaler le travail interne et le travail externe, produits pendant les déplacements

virtuels {5, } nous obtenons :

o] [kl s} ={5°) ( J [8] [D][B].dV{s® }J (3.29)

Puisque I'égalité ci-dessus (principe des déplacements virtuels) est valide pour n'importe quels
déplacements virtuels nodaux {5, jet pour n‘importe quels déplacements réels nodaux {5, } on

obtient la matrice de rigidité élémentaire [K€]:

[Ke] = [, [B]".[D].[B].dv (3.30)

[Ke] = [° /2 [BI".[D]. [B]. dxdy (3:31)
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3.2. Elément fini hexaédrique simple basé sur le modéle en déformation pour I'étude des
plaques minces et épaisses

3.2.1. Introduction

Afin d'éviter l'utilisation des éléments tridimensionnels (hexaédriques et prismatiques) d'ordre
élevé pour I'étude de la flexion des plaques, Belarbi et Charif ont développé un nouvel élément
hexaédrique simple a huit nceuds avec trois degrés de liberté par nceud (U, V et W) « SBH8 »,

basé sur le modele en déformation [BEL 99].
3.2.2 Formulation variationnelle de I’élément SBH8

Pour une théorie linéaire ou les déformations unitaires sont faibles, il existe six composantes de

déformation intervenant en analyse complétement tridimensionnelle :

Exx = U,x ny = U,y + V,x
Eyy = V,y sz = V,z + W,y (332)
€2= W,z Yoz = W,x + U,z

U, Vet W : sont les déplacements suivant X, Y et Z respectivement.

Les équations (3.32) doivent représenter la condition du mouvement de corps rigide (MCR).

Donc on peut écrire que :

g =0 (3.33)
yij = 0 (3.34)
L'intégration de (3.33) et (3.34) permet d'obtenir une solution particuliére :

U=a +a,y + agz

V=a—ax—asz (3.35)
W= az +asy — agx

Les equations (3.35) représentent le champ de déplacement correspondant au mouvement du
corps rigide (MCR).
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Le présent €lément est un hexaedre a huit nceuds avec trois degrés de liberté (ddl) par nceud
(Fig.3.5). Donc, le champ de déplacement doit contenir vingt-quatre constantes indépendantes,
six d'entre elles (a4 , a, , ..ag) sont déja utilisées pour représenter le MCR, il en reste donc dix-
huit constantes (a,, ag , .. a,4) pour représenter de facon approximative la déformation dans

1I’élément, tout en vérifiant les six équations de compatibilité le champ de déformation est:

Figure 3.5 : Géométrie de I’élément SBH8

Exx = A7 + agy + a9z + agyz

Eyy = Q11 + Q12X + 13z + AguxZ

€7 = Qs + QX + a7y + aigxy (3.36)
Vyz = Q9 + QX

Yxz = Q21 T QY

Yxy = Q23 t Qp4Z
Comme on peut le constater, le découplage des différentes composantes du vecteur de
déformation, peut étre facilement assuré, ce qui n'est pas le cas si on adopte le modéle de

déplacement.

En substituant (3.36) dans (3.33) et (3.34), et aprés intégration nous obtenons :
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U= a;X + agxy + agxz + a;oxyz — 0.5a;,y% — 0.5a,4¥%z — 0.5a,4 2% — 0.5a,gy2% +

0.5a,1z+ 0.5a,3y + a,,yz

v = —0.5agx? — 0.5a,0x%z + ay1y + 12Xy + a13YZ + ay4xyz — 0.5a;,2% — 0.5a,gxz> +
0.5a192 + Ar0XZ + 0.5a23x (337)
w = —0.5a9x? — 0.5a;9x2% — 0.5a;3y?% — 0.5a14xy% + a152 + a16X2 + a17VZ + a1gxyz +

0.5a,9y + 0.5a5,x + a,,xy

Le champ de déplacement final sera obtenu par superposition de (3.35) et (3.37) :

U=a; +asy+agz+ a;x + agxy + agxz + a;oxyz — 0.5a,,y% — 0.5a,,y%z — 0.5a;¢ 2% —
0.5a;5yz% + 0.5a,,z + 0.5a,3y + ay,yz

vV =a, — ayx — asz — 0.5agx? — 0.5a,0x%z + ay1y + a12xy + a13Vz + aj4xyz — 0.5a,,2% —

0.5a,gxz% 4+ 0.5a19z + ay0xz + 0.5a,3x (3.38)

W =az+asy — agx — 0.5a9x? — 0.5a;0x% — 0.5a,3y% — 0.5a,,xy? + 415z + a;6Xz + a1,yz +

a1gxyz + 0.5a,9y + 0.5a,1x + az,xy

3.3. Elément fini rectangulaire basé sur I'approche en déformation pour I'étude de la
flexion des plagues minces et épaisses

3.3.1. Introduction

Cet élément, appelé SBRP (Strain Based Rectangulaire Plate) ; élément rectangulaire pour
I’étude de la flexion des plaques minces et épaisses possede quatre nceuds, avec la nécessité
d’avoir trois degrés de liberté pour représenter les mouvements possible pour chaque des

nceuds(w, By, By ), donc cet élément contient douze dégrés de liberte [BELO 05].

3.3.2. Les équations de base de Reissner-Mindlin pour la théorie des plagues

3.3.2.1. Champ de déeplacement

Le champ de déplacement dans n'importe quel point dans le systéme des coordonnés cartésien
est donné par :

U= u(x' Y Z) = Zﬁx(xJ }’) ’ V= U(X, Y Z) = Zﬁy(x' y) (339)

W=w(xyz)=wky) , {6}={W, BBy}
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z (W)

1 g >
/ / d [BrJ
2 3

x (B,

Figure 3.6 : Elément rectangulaire de plaque a quatre nceuds, avec W, 8, et B, les trois
degrés de libertés pour chaque nceud.

3.3.2.2. Champ de déformation

Les cing composantes du champ de déformation sont données par :
L

€ = Z—> (3.40a)
a
&y =2 aiyy (3.40b)
9Bx , 9B

Yay =2 (g + a_xy) (3.40c)
ow

Yoz = Bx + ox (3.40d)
ow

Yyz = .By + E (340 E)

Les courbures sont données comme suit :

_ 0Bx f _ 9y _ (2= 4 9By

Ky = ox 'Ky T oax’ ny - (6y + ax) (3.41)

Les déformations du cisaillement sont données par :
ow ow

Yaz = Bx + e Yz = ﬁy + 3y (3.42)

Les cing composantes du champ de déformation citées ci-dessus et données par les équations

(3.41) et (3.42) doivent satisfaire les équations de compatibilité suivantes :
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9°Ky | 0°Ky _ 0%Kxy
dy? 0x? 0xdy’

0%Vxz 62yyz OKyxy oK

— =2—= 4
0x0y 0x2 + 0x ay (3 3)
azyyz _ 0%Vxz n O0Kxy 2 0Ky
dxdy dy? ay dx

3.3.3. Dérivation des fonctions de forme de I'élément SBRP

Les déformations données par les équations (3.41) et (3.42) sont égales a zéro, l'intégration de
ces équations permet d'obtenir les expressions suivantes :

W=a —ayx—azy ,fxr=0a; ,fz=a3 (3.44)
Tout en vérifiant les équations de compatibilité (3.43) :

Les valeurs de : ky ; ky ; Kxy ; Vay; Vyz SONtrésumées comme suit :

Ky =a4,+asy K, =as+a;x Ky =ag

Yy = Qo + a10y — (azy?) (3.45)

Vyz = Q11 + Q12X — (a5x2)

Equation (3.45) est substituée en équations (3.41) et (3.42), et apres l'intégration, les fonctions

de déplacement sont obtenues comme suit :

2
x x y xy xy x Xy Yy Xy
W=—Q4——As——— Qg —a;———Aag— +aAg-+a190— +a115 +a12—
47, 575 6, 77, 87, 93 107, 115 127,
2
_ y Y, 4 y y
Bx = X + asxy —a; >+ ags + = +a105 — a1z (3.46)
x? x x |, a;; x
=—as—+tagyt+taxytag-—ayo;+ —+a;:
By 57 6y T A7Xy T Ag> — Q105 T 125

Le champ de déplacement final (w, By, B, ) pour I’élément SBRP sera obtenu par

superposition des équations du mouvement d’un corps rigide (3.44) et des termes de d’équation
(3.46) :

2 ny yZ xyZ x

x y x xy y xy
W=0a; —QX—aQy — Q5 —As— -~ 0¢ — A7~ —ag— tdo- + Ao+ a115 T a2

2
y? y,a y y
,Bx=a2+a4x+a5xy—a77+a85+79 +aj035 = G125 (3.47)

2 X aqq

X X X
By = as —a57+a6y+a7xy+a85—a105+ 7+a125

44



Chapitre 4 : Nouvel élément rectanqulaire pour |'étude de la flexion des plagues minces

CHAPITRE 4

NOUVEL ELEMENT
RECTANGULAIRE BASE SUR
L'APPROCHE EN DEFORMATION
POUR L'ETUDE DE LA FLEXION
DES PLAQUES MINCES
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Chapitre 4

Nouvel élement rectangulaire basé sur I'approche en déformation
pour I'étude de la flexion des plaques minces

4.1. Introduction

Dans 1'histoire de la méthode des €éléments finis, le développement d’éléments de flexion des
plaques remonte a longtemps. La plupart des formulations sont basées sur la théorie de
Kirchhoff (la théorie des plaques minces), qui néglige les effets de cisaillement transversal en
flexion. Un grand nombre de travaux de recherche ont étés orientés vers le développement
d'éléments bases sur cette théorie. En effet, elle est trés adaptée pour les plaques minces (dont
le rapport : Longueur / épaisseur> 10). Ce n’est certainement pas la premiere fois que I'on utilise
I'approche en déformation pour présenter une solution pour la flexion des plaques, un ensemble
d'éléments a déja été développé [BELO 05, BEL 99, HIM 11] et qui a donné de tres bons
résultats. Dans la littérature de I'ingénierie, des éléments finis non conformes sont fréquemment
utilisés, en particulier pour les problémes des plaques en flexion [ZIE 71], la précision des
solutions obtenues par leur utilisation est connue pour étre excellente. Dans ce chapitre, nous
allons présenter le développement d’un élément baptisé SBRPK (Strain Based Rectangular
Plate Kirchhoff) ; élément rectangulaire pour I'étude de la flexion des plaques minces, basé sur
le modele en déformation et possédant quatre neeuds, avec la nécessité d'avoir trois degrés de
liberté pour représenter les mouvements possibles pour chacun des nceuds(w, 6,, 6,,), donc

I'élément posséde douze (12) dégrés de liberte.
4.2. Les équations de bases de Kirchhoff pour la théorie des plaques
4.2.1. Champ de déeplacement

Le champ de deplacement dans n'importe quel point dans le systéeme des coordonnés

cartésiennes est donné par :

U=u(x,y, z)=zB(x,y) (4.1a)
V=v(xy2) =zBy(x,y) (4.1b)
W=w(xy,z)=w(xy) (4.1¢)
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Bp=-2 (4.1d)
ow
By=—7% (4.1¢)

-0
4 2/ \(B,)

o > X,U

Figure 4.1 : Elément rectangulaire de plaque a quatre neeuds avec w, 8, B,
(03d.d.l/nceud).

4.2.2. Champ de déformation

Les composantes du champ de déformation sont données par :

0B«

€x = Z—> (4.2a)
&y =252 (4.2b)
Yoy =2 (2 +22) (4.20)
Vxz = Vyz =0 (4.2d)
Les courbures sont données ci-dessous :

= % __ ZTW (4.33)
ky = % __ ZTW (4.3b)
hy =224 2= 2 20 (4.3¢)

4.2.3. Conditions de compatibilité cinématique

Ces conditions ont été établies par Saint Venant [Fra 98], leur satisfaction est obligatoire pour
garantir l'unicité des déplacements.
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0%ky | 0%ky _ 0%kyy

dy? ax2  9xdy (4'46')
0%y, 0%yy; 07 Kyy
0xdy 0x? T ox 2 dy (4'4b)
azyyz 62yxz 02 kxy
%0y 3y2 + 3y 2 ox (4.4c)

4.2.4. Les relations constitutives entre les contraintes et les déformations

Pour un matériau isotrope, les relations constitutives entre les contraintes et les déformations

pour la théorie de Kirchhoff sont données par :

Mx dll d12
M, [dlz da2 ] (4.5)
Mxy xy

Avec M,, M,,, M, représentant les moments de flexion

La matrice de rigidité [D] contient les valeurs d;;, qui sont définies par :

Eh3 vEh3 (1-v)

1201 =2 ' 12 T 11— p2y 1 B3 = dnn

di1 =dy =
11 22 2

Avec E le module d’Young, h I'épaisseur de la plaque, et v coefficient de poisson

4.3. Dérivation des fonctions de forme et matrice de rigidité de I'élément SBRPK

Les courbures sont données par I'équation (4.3) comme suit :

by = 22 (4.63)
)= % (4.6b)

ey = ‘;iy i (4.6¢)

Siona:

ky=0;ky,=0; ke =0 4.7)

Apres intégrations des termes de 1’équation (4.7), on obtient :

Bx = a; a,By = das (4.8)
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0
szzﬁx'l'%zo

On a aussi 5 (4.9)
VYyz = ﬁy + % =0
Apres substitution les valeurs de S, et £, dans 1’équation précédente, on trouve :
a2 + (Z_‘:: =
w (4.10)
a3 + E -
Aprés intégration de 1’équation différentielle (4.10) on obtient :
W=a; —a,x —asy (4.11)

Cette équation représente le mouvement d’un corps rigide (translation et rotation).

Le présent élément a quatre nceuds, avec trois degrés de liberté (ddl) par nceud, done 1’élément
posséde douze degrés de liberté, le champ de déplacement doit donc contenir aussi douze
coefficients indépendants, trois ont été utilisés (a4, a,, as) pour la représentation du MCR dans
I’équations (4.8 ; 4.11), il en reste donc neuf coefficients ,(ay, as, a, a;, ag, aq, a,g, A11, @12)
pour représenter de facon approximative la déformation dans I'élément, tout en vérifiant les

équations de compatibilité (4.4).

Les valeurs de :k,; k, ; k,, sontrésumées comme suit :

ky =a4+ asx + agy + a;xy (4.12a)
k, = ag+ agx + a;oy + a1 xy (4.12b)
kyy = Q15 + 2a¢x + azx* + 2a9y + a;1y? (4.12c)

En remplagant dans les équations (4.3) les courbures par leurs valeurs données par les équations

(4.12) et aprés intégration, nous obtenons les champs des déplacements suivants :

2 3

X X

x%y x3y y

w = —a47—CISF—GGT—a7T—(187—(197—6110?—(111?—(1127 (4133.)
= * x%y v v Y 4.13b

,BX—a4x+a57+a6xy+a77+a9?+a11?+a125 (4.13b)
_ x? x3 y? xy? x

,By - a67+ a7?+ agy + agxy+ a107+ a117+ alzz (413C)
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Le champ de déplacement final pour I'élément SBRPK sera obtenu par superposition des termes
des équations (4.8 ; 4.11) et celle de I'équation (4.13), on obtient donc :

xZ .X'3 ny x3y y2 xy2 y3 xy3
=a; — a,x — — Oy ——Ac— — Qg —— — A7 —— — Qg — — (g — — —— Qg — =
w=da —Aa; asy — as 5% 675 76 875 975 Q107 117
X
a2 (4.14a)
xZ x2y yZ y3 y
By = ay +asx + as + agxy + a; 5 + a97+ a1 + Q123 (4.14b)
x2 x3 2 xy? x
By =as+ As~ + a7+ agy + asxy + aloy?+ all% tag; (4.14¢)

Les fonctions de déplacement de I'élément développé SBRPK données par I'équation (4.14)
contient la représentation exacte des modes de corps rigide a travers les termes associés aux
constantesa,, a, et as, et satisfait aussi la compatibilité dans la présentation approximative de
la déformation dans I'élément. Les 12 degrés de liberté nodaux de I'élément sont exprimés en

termes de a4, a,, ... ...., @, constantes par la matrice de transformation [C].

{6¢} = [C].[4] (4.15)

Les vecteurs {6¢} et [A] sont donnés par :

{6} = {W1ﬂx1,3y1WzﬁxzﬂyzW3ﬁx3ﬁy3W4.Bx4ﬁy4}T (4.16)

{4} = {a,a,a;3 a4a5a6a7a8a9a10a11a12}T (4.17)

La matrice [C] de (12 x 12) éléments est donnée dans I'annexe A2. En suivant le procédé bien
connu pour les éléments finis de type de déplacement [ZIE 91], la matrice de rigidité [Ke] de
I'élément de plaque est donnée par :

(k€] =[C17"(J J [QI"[P1Qlds)[C]™" = [C] " [kol[C] ™" (4.18)

Ainsi la matrice de déformation est donnée par :
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0 0 0 1 x y xy 0 0 0 0 0
[Q] =| O 0 0 0 0 0 0 1 X y xy 0
0 0 0 0 0 2x x? 0 2y 0 y? 1

La matrice [k,] pour I'élément SBRPK est donnée dans I'annexe A2.

4.4. Validation et applications

La validation de I'élément formulé, est représentée par la comparaison entre les résultats
analytique indiqués dans la littérature et les résultats donnés par les autres éléments a travers
des tests similaires.

Pour les tests de validation, 1’¢1ément formuler SBRPK et programmer en fortran 77.
L’organigramme pour 1’étude de la flexion des plaques est donné dans I’annexe A2.

4.4.1. Plaque rectangulaire soumise a une charge concentrée

Le probléme a considérer est celui de la plaque rectangulaire soumise a une charge concentrée
a son extrémité libre. La figure 4.2 présente la géométrie de la plaque avec le dispositif de
chargement. Ce probléme a été traité par plusieurs chercheurs [BEL 99, GUE 93] pour tester
les performances des éléments de flexion. Le rapport entre la longueur et I’épaisseur est donné
par (L/h=1 a 100). La longueur L=10, la largeur b=1.0, le module d’élasticité longitudinal du
matériau E=1.2x10°, le coefficient de Poisson v=0.0, une charge concentrée est appliquée a
I’extrémité de la console P=0.1. Nous évaluons le déplacement vertical Wmax a 1’extrémité
libre de la plaque et nous le comparons avec les solutions analytiques rapportées dans la

littérature et d'autres résultats des eléments finis (maillage 2x5).

y
y
/ - ZEL
// > X
[ 1
L3 L > P

Figure 4.2 : plaque sous charge concentrée
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La solution analytique du déplacement vertical W a I’extrémité libre de la plaque est donnée

par :

3 2
w1
Ebh 2k \ L

Si on néglige I’effet de cisaillement transversal ; 1’expression du déplacement vertical de la

(4.19)

plaque devient :

4P
= Eor? (4.20)

Les résultats du déplacement vertical a ’extrémité libre de la plaque, sont présentés dans le
tableau 4.1 et la figure 4.3

Tableau 4.1 : Influence de I’élancement (L / h) sur la fleche maximale (k = 5/6)

L/h Wnax
1 2 3 4 5 10 100

ACM 0.6266417 | 0.8645161 | 0.9437500 | 0.9727273 | 0.9720930 | 1.0424242 | 1.0033003
R4 0.9943715 | 0.9677419 | 0.9583333 | 0.9545455 | 0.9069767 | 0.7272727 | 0.0234923
SBH8 0.9943715 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 0.9975998
SBRP 0.9943715 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 0.9975998
SBRPS 0.9981238 | 0.9870968 | 0.9916667 | 0.9954545 | 0.9837209 | 1.0060606 | 1.0003000
SBRPK 0.6247655 | 0.8580645 | 0.9375000 | 0.9681818 | 0.9674419 | 1.0090909 | 1.0000000
Solution 5.33E-07 | 3.10E-06 | 9.60E-06 | 2.20E-05 | 4.30E-05 | 3.30E-04 0.3333
Analytique | (1.000) (1.000) (1.000) (1.000) (1.000) (1.000) (1.000)

* R4 : Elément rectangulaire bilinéaire basé sur le model en déplacement.

Le champ de déplacement est donnée par :

W =a; +a,x +azy+ asxy

By = as + agx + a;y + agxy (4.21)

.By = a9 + ajoXx + ay1y + agxy
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1,0 - e
’ —=— ACM
0.8 - —e—R4
.3 —A— SBHS
= ] —v— SBRP
€ 06- —4— SBRPS
e | —«— SBRPK
c —»— Analy Sol
Q
= 0.4 4
Q
]
s -
)
D 0,2
0,0_ ‘
| ! | ! I ! I ! | ! | !
0 20 40 50 80 100

rapport L/h

Figure 4.3 : Présentation des résultants de la fleche maximale pour une console sous

charge concentrée

A partir du Tableau 4.1, on note que les résultats donnés par I'élément SBRPK (le seul)
coincident exactement avec la solution analytique pour L/h=100 (plaque tres mince). On note
aussi que pour L/h<10, le présent élément est tres convergeant malgré que sa formulation ne
prend pas en compte I'effet du cisaillement transversal. Avec ces résultats, le SBSPK démontre
une convergence suffisante comparée aux autres éléments pour la poutre console. Ceci montre
clairement que le nouveau élément peut rapprocher les solutions connues de flexion des plaques
avec difféerentes valeurs de I'épaisseur, I'élément est trés compétitif. On voit aussi que notre
élément est suffisamment robuste comparé aux autres éléments de la méme approche et

particulierement lorsque L/h>10.

Comme un exemple pour % = 10 (maillage 2x5), le fichier des données (données .dat), et les

résultats (résultats .txt) sont présenter dans I’annexe A2.
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4.4.2. Torsion d'une plaque carrée

Pour prouver I'applicabilité du présent élément, nous proposons une plaque carrée, (Fig.4.4)
simplement appuyé sur les trois coins (B, C et D), le quatriéme coin est soumis a une force
transversale de 5 Ib. La plaque est faite d'un matériau isotrope avec une épaisseur constante de
1,0in et lalongueur est de 8,0 in. Les propriétés du matériau sont considérées comme E=10,000
psi pour le module d"Young et v=0.3 pour le coefficient de Poisson. Les déplacements verticaux
et les contraintes aux points A et F sont évalués et comparés avec les solutions analytiques

rapportées dans la littérature et des résultats d'autres éléments finis (Tableau 4.2).

Figure 4.4 : Torsion d'une plaque carrée (point F au centre de la plaque)

Tableau 4.2 : Torsion d'une plaque carrée

Element fleches (in) Moments
Point A | Point F | Mx et My | Mxy (Ib-in/in)

SBRPK (1x1) 0.24960 - 0 2.5
SBRPK (2x2) 0.24960 | 0.06240 0 2.5
SBRP[BELO 05] (1x1) | 0.24960 - 0 2.5
SBRP[BELO 05] (2x2) | 0.24960 | 0.06240 0 2.5
Ref[YUA 88] (1x1) 0.24960 - 0 2.5
Ref[YUA 88] (2x2) 0.24960 | 0.06240 0 2.5
ACMICLO 66] (8x8) 0.24972 | 0.06244 - -
HTC[CLO 66] (8x8) 0.25002 | 0.06254 - -
DKT[BAT 80] 0.24960 | 0.06240 0 2.5
HSM[BAT 80] 0.24960 | 0.06240 0 2.5
Solution Analytique 0.24960 | 0.06240 0 2.5

[BAT 90]
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Pour les deux maillages, I'élément SBRPK (Tableau 4.2) donne exactement la méme solution
calculée analytiqguement pour les fleches et les contraintes. Les résultats donnés par les éléments
ACM (élément rectangulaire 12 d.d.l) et HTC ne coincident pas exactement avec la solution

analytique méme avec un maillage régulier de 8x8.

4.4.3. Flexion d’une plaque carrée avec diverses conditions

Le test de flexion d’une plaque carrée (Fig.4.5) est devenu de facto un test de convergence
standard pour le développement de nouveaux éléments [BELO 05, BEL 99]. La plaque
considérée a un rapport d'aspect équivalent a L / h = 100 avec des bords simplement appuyés

ou encastrés, soumise a une charge concentrée au centre ou a une charge uniformément répartie.

Pour simplifier la lecture, nous adoptons les notations suivantes :

- PSA_CU : Plague Simplement Appuyée sous Charge Uniforme
- PSA_CCC : Plaque Simplement Appuyée sous Charge Concentrée au Centre
-PE_CU : Plaque Encastrée sous Charge Uniforme

- PE_CCC : Plaque Encastrée sous Charge Concentrée au Centre

Les résultats sont comparés a la solution analytique donnée par Timoshenko [TIM 59] et avec
d'autres sources. Pour la géométrie (Fig.4.5) et les propriétés des matériaux nous avons : L=20,
h=0.2, P=1, =1, v=0.3 et E=10°.

Notre étude sera limitée a la modélisation d’un quart de la plaque pour des raisons de symétrie.
D : représente la rigidité de plaque, g et P sont les types de forces.

Il est inutile de préciser les unités a cause des rapports adimensionnels.

/ ,
[T /L
L Ll JT

h

Figure.4.5 : Géometrie de la plaque
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4.4.3.1. Plaque simplement appuyée sous charge concentrée au centre

Les résultats sont présentés dans le tableau 4.3 et la figure 4.6

Tableau 4.3 : Plague carrée simplement appuyée sous charge concentrée au centre,
convergence de la fleche maximale

Maillage Whax (Fleche maximale)
ACM SBH8 SBRP SBRPS SBRPK
2X2 0.93488793 | 0.22039655 | 0.1576207 | 0.1473448 | 0.8009569
4x4 0.98019828 | 0.73818966 | 0.7284138 | 0.7216552 | 0.9369569
8x8 0.99393966 | 0.9627069 | 0.9624224 | 0.8776638 | 0.98022414
10x10 0.99599138 | 0.98065517 | 0.9805172 | 1.0169569 | 0.9867069
Sol. Analytique 116.0
[TIM59] (2.000)
La solution analytique est donnée par I'équation suivante :
PSA_CCC : (wyo = 1161073 22)
1.0 < |
—
P —a— ACM
o —e— SBHS
o —A— SPRP
£ —v— SBRPS
g —&— SBRPK
o 054 /4 —<— Analy
5 //
S //
/
P
0’0 I | | I
2x2 4x4 8x8 10x10

Maillage

Figure 4.6 : Présentation des résultats de la fleche maximale (PSA_CCC)
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4.4.3.2. Plaque Encastrée sous Charge Concentrée au Centre

Les résultats sont présentés dans le tableau 4.4 et la figure 4.7

Tableau 4.4 : plaque carrée encastrée sous charge concentrée au centre. Convergence de
la fleche maximale

Maillage Wihax(Fléche maximale)
ACM SBHS SBRP SBRPS SBRPK
2X2 0.90469643 | 0.01925 0.019 0.0271071 | 0.90457143
4x4 0.96389286 | 0.43221429 | 0.4292679 | 0.4496964 | 0.94314286
8x8 0.98710714 | 0.91457143 | 0.9139821 | 0.8731607 | 0.96351786
10x10 0.99039286 | 0.95591071 | 0.9555893 | 0.9587857 | 0.97417857
Sol. Analytique
[TIM59] 56.0
La solution analytique est donnée par I'équation suivante :
. _ _a PL?
PE_CCC : (Wyer = 5.6 10 37)
1,0 5 | < — ——
P Z_t — - _f__—__TTT"':l
0,8 - —a— ACM
—e— SBH8
2 —a— SPRP
E 06+ —v— SBRPS
S —— SBRPK
E —<4— Analy
£ 04+
Q
‘@
=
@©
—
0.2 -
0.0 4
I | | I
2x2 4x4 ex8 10x 10

Maillage

Figure 4.7 : Présentation des résultats de la fleche maximale (PE_CCC)
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4.4.3.3. Plaque simplement appuyée sous charge uniformément répartie

Les résultats sont présentés dans le tableau 4.5 et la figure 4.8

Tableau 4.5 : plaque carrée simplement appuyée sous charge uniformément répartie,
convergence de la fleche maximale

Maillage Whnax(Fleche maximale)
ACM SBH8 SBRP SBRPK
2X2 0.93308715 | 0.21706056 | 0.1657558 | 0.8560315
4x4 0.98335795 | 0.76895618 | 0.7668882 | 0.9701132
8x8 0.99576563 | 0.97557853 | 0.9752831 | 0.9930084
10x10 0.99721812 | 0.98860167 | 0.9885032 | 0.995421
Sol. Analytique [TIM 59] 40.62
La solution analytique est donnée par I'équation suivante :
PSA_CU : (s = 4.062 1073 1)
1,0 1 . —
v —a— ACM
—e— SBH8
- / —4— SPRP
£ / v SBRPK
F / —4— Analy
E 05 4
c f;
D
//
= //
| iy
//
o/
A
0.0 T T T T T T T
2x2 4x4 8x8 10x 10

Maillage

Figure 4.8 : Présentation des résultats de la fleche maximale (PSA_CU)
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4.4.3.4. Plaque encastrée sous charge uniformement répartie

Chapitre 4 : Nouvel élément rectanqulaire pour |'étude de la flexion des plagues minces

Les résultats sont présentés dans le tableau 4.6 et la figure 4.9

Tableau 4.6 : plaque carrée encastrée sous charge uniformément répartie. Convergence

de la fleche maximale

Maillage Whax(Fleche maximale)
ACM SBH8 SBRP SBRPK
2X2 0.88619048 | 0.02166667 | 0.0214286 | 0.8257143
4x4 0.96507937 | 0.44626984 | 0.4431746 | 0.8862698
8x8 0.98793651 | 0.93626984 | 0.9356349 | 0.9644444
10x10 0.99087302 | 0.97246032 | 0.9722222 | 0.9761905
Sol. Analytique [TIM 59] 12.6 (1.000)

La solution analytique est donnée par I'équation suivante :

4
PE_CU : (Wyer = 1.26 1073215

La fleche maximale

I
2x2

I
4x4

|
8x8

Maillage

T
10x 10

Figure 4.9 : Présentation des résultats de la fleche maximale (PE_CU)

59




Chapitre 4 : Nouvel élément rectanqulaire pour |'étude de la flexion des plagues minces

Les fleches verticales normalisées au centre de la plaque montrées dans les tableaux (4.3, 4.4,
4.5, et 4.6) indiquent que le taux de convergence de I'éelément développé (a partir de la limite
inférieure a la valeur analytique) est plus éleve (quelgue soit le maillage) par rapport aux autres
éléments (2D et 3D) basés sur I'approche en déformation. Ceci, encore une fois, montre ses trés

bonnes performances.

4.4 .4 Effet du cisaillement transversal sur la fleche

L'effet du cisaillement transversal est vérifié a travers une série de tests qui consistent a évaluer
I’influence de I’¢lancement L/h (longueur/épaisseur) d'une plaque carrée sur la fleche au centre
Wec (les résultats sont donnés pour le maillage10 x 10 ), avec les dimensions géométriques et
les propriétés mécaniques suivantes: (L =20,h=0.244,P =1,Q =1,v = 0.3,E = 10°). Les
résultats obtenus sont donnés pour un maillage de (10 x 10 ) et présentés sur les tableaux 4.7,

4.8, 4.9 et 4.10 pour les différents cas de chargement et conditions aux limites.

4.4.4.1. PSA_CCC

Tableau 4.7 : fleche normée d'une plaque simplement appuyée sous charge concentrée
au centre

L/h 5 10 20 30 40 50 70 90 100

We/Wyer | 20948 | 1.9957 | 1.2272 | 0.9867 | 0.9867 | 0.9867 | 0.9867 | 0.9867 | 0.9867

4442 PSA_CU

Tableau 4.8 : fleche normée d’'une plaque simplement appuyée sous charge
uniformément répartie

L/h 5 10 20 30 40 50 70 90 100

We/Wyep | 2.0325 | 1.9536 | 1.1418 | 0.9954 | 0.9954 | 0.9954 | 0.9954 | 0.9954 | 0.9954

4.4.4.3. PE_CCC :

Tableau 4.9 : fleche normée d'une plague encastrée sous charge concentrée au centre

L/h 5 10 20 30 40 50 70 90 100

We/Wyer | 2.1864 | 2.0129 | 1.3538 | 0.9741 | 0.9741 | 0.9741 | 0.9741 | 0.9741 | 0.9741
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4444 PE_CU:

Tableau 4.10 : fleche normee d'une plaque encastrée sous charge uniformément répartie

L/h

5

10

20

30

40

50

70

90

100

WC/Wref

2.1023

1.9846

1

1661

0.9761

0.9761 | 0.9761

0.9761

0.9761 | 0.9761

D'apres les résultats obtenus ci-dessus, nous remarquons que la solution "Kirchhoff" est presque

atteinte et reste stable pour L / h =30 jusqu'a L/h=100 et ce pour tous les cas de conditions aux

limites et chargements appliqués. Cela confirme la robustesse de I'élément fini SBRPK basé

sur lI'approche en déformation.

4.4.4.5. Etude comparative entre les éléments ACM, R4, SBH8, SBRP et SBRPK

La fleche W¢ au centre de la plaque est calculée pour un maillage de (10x10), et cela pour les

différents cas de chargement et conditions aux limites. Les résultats obtenus sont compares avec

ceux obtenus par les éléments ACM, R4, SBH8 et SBRP et présentés sur les tableaux 4.11,
412, 4.13 et 4.14 et les figures 4.10, 4.11, 4.12 et 4.13. Les propriétés géométriques et
mécaniques sont: (L = 20,h=0.2a4,P =1,Q0 = 1,v = 0.3,E = 10%)

A/ PSA_CCC:

Tableau 4.11 : Plaque simplement appuyée sous charge concentrée au centre

L/h 5 10 20 40 50 100
ACM | 1.9866 1.8924 1.1391 0.9959 0.9959 0.9959
R4 1.8157 1.1937 0.9282 0.6334 0.5188 0.2096
Wc | SBH8 |1.688 1.226 1.05 1.004 0.9966 0.981
Wrer SBRP | 1.8167 1.2234 1.0548 1.0039 0.9964 0.9805
SBRPK |2.0948 1.9957 1.2272 0.9867 0.9867 0.9867
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—=— ACM
—e—R4
—A— SBH8
2. e —%— SBRP
:\- —4— SBRPK
*' A
\
\

—<— Réf Sol

Wc [/ Wréf

T T T T T T
0 20 40 60 80 100
L/h

Figure 4.10 : Présentation des résultats de ’effet de cisaillement transversal sur la fleche
(PSA_CCC)

B/ PSA_CU :

Tableau4.12 : Plague simplement appuyée sous charge uniformément répartie

L/h 5 10 20 40 50 100

ACM | 1.9866 1.8925 1.0402 0.9973 0.9972 0.9972

R4 1.3473 1.0872 0.9105 0.6413 0.5291 0.2171

Wc | SBH8 | 1.3079 1.122 1.037 1.005 0.9998 0.9886

Wrer SBRP | 1.3545 1.1215 1.0368 1.0049 0.9997 0.9885

SBRPK |2.0325 1.9536 1.1418 0.9954 0.9954 0.9954
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2,2+ i
] ;
2,0_ ti: _+_ SBRP
| e SBRPK
| x\:‘.‘.‘ — < Ré&f Sol
164
14 4 \"::"'-
- x‘f\i "\.II"-.
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0.4+
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| | l I I l
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L/h

Figure 4.11 : Présentation des résultats de I’effet de cisaillement transversal sur la fleche

(PSA_CU)

C/ PE_CCC :

Tableau 4.13 : Plaque encastrée sous charge concentrée au centre

L/h 5 10 20 40 50 100
ACM | 1.9864 1.8918 1.1346 0.9907 0.9906 0.9903
R4 2.4888 1.3256 0.9124 0.5550 0.4363 0.1583
We | SBHS |2.234 1.362 1.070 0.994 0.983 0.955
Wrer SBRP | 2.4835 1.3570 1.0691 0.9934 0.9826 0.9556
SBRPK | 2.1864 2.0129 1.3538 0.9741 0.9741 0.9741
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—=—ACM
—+—R4
—4A—SBH8
2.5 -
—¢ SBRPK
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Figure 4.12 : Présentation des résultats de I’effet de cisaillement transversal sur la fleche
(PE_CCC)

D/PE_CU :

Tableau 4.14 : Plaque encastrée sous charge uniformément répartie

L/h ) 10 20 40 50 100
ACM 1.9864 1.8919 1.1347 0.991 0.9906 0.9908
R4 1.7070 1.1188 0.8664 0.5411 0.4260 0.1545

Wc | SBHS 1.72 1.18 1.3 0.98 0.988 0.972

Wrey SBRP 1.7115 1.1795 1.0372 0.9980 0.9920 0.9720

SBRPK |2.1023 1.9846 1.1661 0.9761 0.9761 |0.9761
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—a— ACM
—e—R4
—A— SBHS8
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Figure 4.13 : Présentation des résultats de I’effet de cisaillement transversal sur la fleche
(PE_CUL)

D'apreés les résultats donnés ci-dessus, nous pouvons conclure que :

- Les éléments ACM et SBRPK basés sur la théorie de Kirchhoff, présentent une grande
performance, contrairement a 1’élément R4 qui se comporte trés mal dans le cas de 1’analyse
des plagues minces.

- Les éléments SBH8 et SBRP basés sur la théorie de Reissner-Mindlin présentent une bonne
performance pour 1’analyse des plaques épaisses, mais I'élément SBRPK les depassent lorsqu'il

s'agit des plaques trés minces (L/h=100).

4.4.5. Flexion d'une plaque carrée a deux bords adjacents encastrés aux deux autres libres

Dans cette partie, la plaque étudiée est discrétisee respectivement en différents maillages, il
s'agit de passer du maillage grossier au maillage fin pour montrer l'effet de la discrétisation
géométrique sur la réponse de la plague d'une part, et de prendre le maillage qui convient a la

présente analyse d'autre part.
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Dans ce cadre, nous avons effectué un calcul d'une plaque de coté L et d'épaisseur h, possédant
deux bords encastrés et deux bords libres, la plaque est soumise a deux types de sollicitations :

- Charge Uniforme (C.U)
-Charge Concentre au Coin libre (C.C.C.L)

Le maillage a été effectué avec des éléments rectangulaires (fig.4.14), il s'agit de quatre
discrétisations différentes : 4 éléments, 16 éléments, 64 éléments et enfin 81 éléments. Les
résultats obtenus sont présentés sur les tableaux 4.15, 4.16 et 4.17 et les figure 4.15, 4.16 et
4.17.

A Yy

/ A
/4

L

Figure 4.14 : carrée a deux bords adjacents encastrés et les deux autres libres
4.4.5.1. Flexion de la plaque carrée sous charge concentrée

Tableau 4.15 : plaque carrée a deux bords encastrés et deux autres libres.
Convergence de la fleche maximale (C.C.C.L ; L=10, h=0.4, P=100, v=0.3, E=3600)

Maillage Whnax (Fléche maximale)
ACM SBH8 SBRP SBRPS SBRPK
2X2 0.96857698 | 0.21782556 | 0.2155461 | 0.2624362 | 0.96836126
4x4 0.9930251 | 0.82440498 | 0.8224779 | 0.8224635 | 0.99309700
8x8 0.99805853 | 0.99618897 | 0.9958726 | 0.9959013 | 0.99784281
9x9 0.99805853 | 1.00266053 | 1.0023801 | 1.0012224 | 0.99841806
Sol.Analytique 139.07
[DER 90] (1.000)
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1,0 - = —
T —a— ACM
08 —e— SBHS
o —4— SPRP
E . —v— SBRPS
£ —o— SBRPK
£ 06- —<— Analy
o)
£
5 i
@
—
© 0.4-
0,2 -
I | | I
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Maillage
Figure 4.15 : Présentation des résultats de la fleche maximale (v=0.3)
Tableau 4.16 : plaque carrée a deux bords encastrés et deux autres libres.
Convergence de la fleche maximale (C.C.C.L ; L=10, h=0.4, P=100, v=0, E=3600)
Maillage Whax (Fléche maximale)
ACM SBH8 SBRP SBRPS SBRPK
2X2 0.97434672 | 0.19530752 | 0.1931724 | 0.2331899 | 0.97418738
4x4 0.99426386 | 0.79374602 | 0.7916985 | 0.8232951 | 0.99386552
8x8 0.99824729 | 0.99083811 | 0.9904637 | 0.9931485 | 0.99824729
9x9 0.99824729 | 0.99912365 | 0.998789 | 0.999761 | 0.99880497
Sol.Analytique 125.52 (1.000)
[DER 90]
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Figure 4.16 : Présentation des résultats de la fleche maximale (v=0)

Pour ces deux cas (Tableaux 4.15 et 4.16) avec la charge concentrée et un maillage de 9x9,
I'élément SBRPK est supérieur a I'élément ACM de point de vue convergence et meilleur (pour
v=0,3) que celle des autres éléments basés sur la méme approche (convergence monotone).
Pour v=0,0 les résultats sont presque les mémes au millieme pré. Ceci montre que le SBRPK

présente une tres bonne convergence pour la flexion des plaques minces.

4.4.5.2. Flexion de la plaque carrée sous charge uniformément répartie

Tableau 4.17 : plaque carrée a deux bords encastrés et deux autres libres.
Convergence de la fleche maximale (C.U ; L=10, h=0.4, g=0.9, v=0.3, E=3600)

Maillage Whax (Fléche maximale)
ACM SBHS SBRP SBRPK
2Xx2 0.97585837 | 0.20252146 0.2003755 | 0.8706545
4x4 0.99517167 | 0.79667382 0.7945815 | 0.9672747
8x8 0.9973176 0.97730687 0.9915773 | 0.9932403
9x9 0.99785408 | 0.99629828 0.9980687 | 0.9948498
Sol.Analytique 18.64(1.000)
[DER 90]
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Figure 4.17 : Présentation des résultats de la fleche maximale (C.U)

L’¢élément SBRPK pour le cas de la charge répartie montre de bonnes performances, les

résultats sont presque les mémes.

4.4.6. Plaque rectangulaire en porte-a-faux

Considérons une plaque en porte a faux, soumise aux deux conditions de chargement suivantes :

(a) deux charges unitaires appliquées au bord libre (Fig. 4.18a)

(b) une charge répartie le long du bord libre (Fig. 4.18b)
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(o)

(b)

= H -

Figure4.18 : Plague en porte a faux soumis a :
(a) deux charges unitaires, (b) charge uniformément répartie

Tableau 4.18 : Résultats de plaque en porte-a-faux---condition de chargement (a)
(Fig 4.18a): E =1000, v =0.0,t=0.1, L=9.00, H=3.00

Maillage Winax M,
[DER 90] SBRPK [DER 90] SBRPK
3x3 2054.48 1946.7 -6.00 -6.00
9x3 1959.49 1942.3 -6.00 -6.00
18x6 1950.83 1943.1 -6.00 -6.00
Sol.Analytique
[DER 90] 1944 -6.00
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Tableau 4.19 : Résultats de plaque en porte-a-faux--condition de chargement (b)

(Fig4.18b) : E = 1000, v =0.0, t = 0.1, L = 9.00, H = 3.00

Maillage Wnax M,
[DER 90] SBRPK [DER 90] | SBRPK
3x3 2052.0 1944.7 -6.00 -6.00
9x3 1956.0 1944.5 -6.00 -6.00
18x6 1947.0 1944.2 -6.00 -6.00
Sol.Analytique
[DER 90] 1944 -6.00

L’¢élément SBRPK a une convergence meilleure que celle [DER 90] vers la solution de
référence pour la fleche normee.

Les résultats représentés dans les tableaux (4.18 ; 4.19) montrent les bonnes performances de
I'élément SBRPK.

4.5. Conclusion

L’élément rectangulaire pour I'étude de la flexion des plaques minces basé sur le modeéle en
déformation possédant quatre nceuds avec trois degrés de liberté par nceud a été présenté dans
cette étude. Plusieurs exemples de plaques isotropes ont été illustrés. La présente formulation
donne des résultats précis pour la flexion des plaques minces. Les expériences numériques
montrent que de bons résultats peuvent étre obtenus. Les résultats pour les plaques trés minces
sont tres précis et en bon accord avec ceux des solutions analytiques des plaques minces et
d'autres résultats disponibles trouvés dans la littérature. Le présent element présente un bon
taux de convergence que ce soit pour les déplacements ou les moments (centre de la plaque et

aux bords libres).
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CHAPITRE 5

NOUVEL ELEMENT SECTEUR
POUR L’ETUDE DE LA FLEXION
DES PLAQUES MINCES
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Chapitre 5

Nouvel élément secteur basé sur I’approche en déformation pour
I'étude de la flexion des plaques minces

5.1. Introduction

Lors l'analyse des structures de formes quelconques et dans le but davoir des résultats
satisfaisants on utilise alors des éléments finis de géométrie typique, tels les éléments rectilignes
(triangles, rectangles, quadrilateres). Dans le cas de structures a bords incurvés, et pour avoir
des résultats suffisamment convergeant, on doit discrétiser ces structures en un tres grand
nombre d'éléments finis. Toutefois, dans certains cas particuliers ou les bords sont circulaires,
tels que des plaques annulaires et au voisinage des trous circulaires, il semble plus approprié et
économique d’utiliser les coordonnées polaires (r,0), pour analyser ces structures. Par ailleurs,
le succes de I'approche basée sur la déformation appliquée aux problémes de I'élasticité plane,
a incité les chercheurs a étendre leur travail aux autres types de structures de formes arbitraires
et aux structures a contours circulaires.

Dans la plupart des cas de modélisation de ces types de structures par éléments secteurs, les
résultats sont directement comparés aux solutions analytiques [FEL 13]. Dans la littérature de
l'approche en déformation, ce domaine n’est pas suffisamment couvert.

Nous allons présenter dans ce chapitre, le développement d'un nouvel élément appelé SBSPK
(Strain Based Sector Plate kirchhoff) pour I'étude de la flexion des plaques minces. L'efficacité
et la robustesse de I'élément développé ont été évaluées a travers des exemples disponibles dans

la littérature.

5.2. Modélisation des structures a contour circulaire par éléments finis secteurs

La modélisation par éléments finis dits secteurs des structures a contours circulaires a fait I'objet
de beaucoup de recherches. Raju et Rao [RAJ 69] ont présenté un élément secteur pour I'état
plan de contrainte avec deux degrés de liberté pour chaque nceud. En 1970, Olson et Lindberg
[OLS 70], ont développé des éléments finis de forme annulaire et circulaire pour les problémes

de flexion des plaques.
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Apreés cela, Raju, Krishna et Rao [RAJ 73], ont développé trois éléments secteurs, deux
pour les problémes de contrainte plane et un pour la flexion des plaques.

Durant I’année 1984, Avanessian [DER 84] a développé un élément secteur baseé sur le
modele en déplacement qui a été appliqué pour I'analyse linéaire et géometriguement non
linéaire des plaques en forme d'anneau. En 1986, deux éléments secteurs & modéle en
déformation ayant deux ddl par nceud ont été développés par Sabir et Salhi [SAB 86].

Durant la méme période, et vu le succes di a I'application de I'approche en deformation
aux problemes d'élasticité plane [SAB 86], ceci a encouragé I’extension de la recherche aux
développements des éléments secteurs en coordonnées polaires, ayant « 6z » comme degré de
liberté additionnel (DDLA). De tels éléments sont utilisés dans certaines applications
particuliéres ou ils s'adaptent bien a la géométrie du probléme, ainsi qu'aux structures
complexes (comme les buses ou les tunnels enterrés). La combinaison de ces éléments avec les
¢léments poutres (arcs) ayant trois ddl par nceud, nécessite 1'introduction d'un ddl additionnel
aux éléments plans bidimensionnels. Bouzerira [BOU 87] a développé un élément secteur avec
en plus des déplacements de translation comme degrés de liberté, une rotation autour de la
normale en se basant sur le modele en déformation, cependant les résultats obtenus en analysant
quelques problémes d'élasticité plane (cas de flexion pure) ont été non concluants a cause du
choix inapproprié du champ de déformation. Deux autres eléments secteurs dus & Djoudi [DJO
90] ont amélioré la qualité des résultats mais restent sensibles au rapport d'aspect.

Pour pallier a ces inconvénients, Belarbi [BEL 00] a développé un élément secteur
simple a quatre noeuds avec trois ddl par nceud, qui donne des résultats plus précis que les autres
éléments. Hamadi [HAM 06] a développé ensuite un nouvel élément secteur mixte baseé sur
l'approche en déformation avec quatre nceuds d'angle et un noeud central, chaque nceud possede
deux degrés de liberté, en utilisant la technique de condensation statique. Les résultats obtenus
sont en accord étroit avec la solution analytique et avec les résultats donnés par d’autres
éléments. Aghdam et al [AGH 07] ont présenté une solution approximative pour la flexion des
plaques circulaires minces en utilisant la méthode Kantorovich étendue. Bouzriba et Bouzrira
[BOU15] ont développé un élément secteur pour l'analyse des cylindres épais, exposés a la
pression et au changement de la température interne, avec deux degrés de liberté de translation,
ainsi que la rotation dans le plan. Cet elément peut prédire la contrainte et le déeplacement en un

point quelconque du cylindre soumis a une pression et a la température combinée.

74



Chapitre 5 : Nouvel élément secteur pour I'étude de la flexion des plagues minces

5.3. Déférentes approches utilisées pour le développement des éléments secteurs
Le developpement d'éléments finis secteurs en coordonnées polaires, peut étre obtenu par les

trois approches suivantes :

e La premiére approche : "Approche directe” ou approche de Raju [RAJ 69], c’est
d'utiliser les champs de déplacement obtenus en coordonnées cartésiennes en
remplacgant directement les variables cartésiennes "X, y" par les coordonnées polaires
llr.' ell-

e Ladeuxieme approche : "Transformation des coordonnées», est d'utiliser les champs de
déplacements obtenus en coordonnées cartésiennes, puis les transformer en

coordonnées polaires. Cette méthode a été utilisée par Sabir et Salhi [SAB 86].

e La troisieme approche : dite "Intégration directe”, c'est la formulation des champs de
déplacement et de déformation directement en coordonnées polaires. Pour I'approche en
déformation il suffit d'intégrer le champ des déformations pour obtenir celui des

déplacements. Cette méthode a été utilisée par Sabir et Bouzerira [BOU 87].

5.3.1. Elément de Raju et Rao [RAJ 69]

L’un des ¢léments finis les plus utilisés dans 1’analyse des problémes de 1’¢lasticité plane est
I’¢lément quadrilateére bilinéaire. En coordonnées cartésiennes les fonctions de déplacement

sont données par :
U= a1+ ax + azy + auxy (5.1a)
V= as+ agx + a;y + agxy (5.1b)

Raju et Rao ont développé un élément secteur PSL (Sector element with Linear displacement

variation) utilisant le champ des déplacements (5.1) soit :
U-= a1+ a,r + az0 + aur6 (5.2a)

Vg = as+ agr + a,0 + agr6 (5.2b)
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Cependant, 1’élément résultant PSL donne de mauvais résultats quand il s'agit d'étudier un

probléme plan de flexion pure (flexion pure d'un anneau semi-circulaire).

5.3.2. EIément de Sabir et Salhi [SAB 86]

Sabir et Salhi ont utilisé la deuxieme approche et ont développé un élément secteur basé sur
I'approche en déformations. Il a deux degrés de liberté a chaque nceud. Les systéemes des

coordonnées et les déplacements sont indiques sur la Fig.5.1.

Les fonctions de déplacement sont données par les équations suivantes :
U= a, - azy+ay,x+asxy + agy/2 —a,y?*/2 (5.33)

V=a,+ azx +agy+a,xy + 0.5agx — agx?/2 (5.3b)

(a) (b)

Figure 5.1 : les systémes des Coordonnes et les déplacements de I'élément secteur

Pour convertir les deux équations ci-dessus en termes de systéeme de coordonnées polaires, on

utilise les expressions suivantes :
x = rsiné (5.4a)
y = rcos@—R (5.4b)
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Ou R est le rayon de courbure de la ligne circonférentielle centrale de I'élément et les

coordonnées polaires r et 0 sont représentés sur la figure 5.1 (a).

U et V sont les deplacements en translation donnés par : "Fig.5.1 (b)"
U= U sind + Vcosd (5.5a)
V = Ucos@— Vsind (5.5b)

Les fonctions finales de déplacement sont données en termes de coordonnées polaires de la

facon suivante :

U = a;sinf + a,cos0 + azRsinb + a,rsin26 + asrsin26(rcos6/2 — R) +

azsin@(r2cos20—R?)

agcosB(rcosé — R) + >

+ agsinf(rcosf — g) (5.6a)

inn2
V = a;cos6 — a,sind + as;(Rcosd — r) + a,rsinfcosb + asrsind (rcosze + TS”; 9) +

a;(r?cos®0-R%cos8+2r2sin?0cos6-27R)
2

agsinf(R — rcosf) — ag(cos20 — Rcos6) /2 (5.6b)

5.3.3 Elément de Bouzerira [BOU 87]

Bouzerira a développé un élément secteur a douze degrés de liberté basé sur I'approche en
déformation, le champ de déformation propose est:

& = a4 +asl + agr
g =a; +agh + % + agr (5.7)

a119

Yro = Q19 + +a,r +agrod/2

r

Lors de I'analyse de certains problémes d'élasticité plane, cet élément s'avére insatisfaisant, en

particulier pour la convergence de la déflexion.
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5.3.4. Elément de Djoudi [DJO 90]
Djoudi a développé deux eléments secteurs:

Le premier élément est développé en utilisant la deuxiéme approche et en utilisant les fonctions
de forme de SBRIEIR développé par Sabir [SAB 86], le champ de déformation est :

& = Ay + agy + aoy? + 2a,,xy3

(5.8)
gy = Ay + agx — ay0x* — 2a;,yx>

Yxy = 205 + agX + agy + 2aqy + 2a,,x

Le deuxiéme élément est développé en utilisant la premiere approche et en utilisant les fonctions

de forme de I'élément Bouzerira [BOU 87], le champ de déformation est:
& = a4 +asb + agr
59 =day + age + % + a6T (59)

a119

Yro = Q10 + + a,r + a6T0/2

T

Ces deux éléments améliorent les résultats, mais restent instables pour le rapport d'aspect.

5.3.5. Elément de Belarbi SBS4 [BEL 98]

Belarbi et Charif ont utilise la méme approche que Raju et Rao [RAJ 69], et ont développé un
élément secteur basé sur lI'approche en deformation. Il possede trois degrés de liberté dans
chaque noeud. Les champs de déplacement en coordonnées cartésiennes proposés sont les

suivants:

2
U=a; —azy+ax+asy+agxy + a8y7 + agy? + ajoxy? + a1 x%y3

2
V =a,+azx+asx + ag x? + a;y + agxy — a;ox%y — a;1y*x3 + a ,x? (5.10)

0, = az — agy — 2a;0xXy — 3a,1x%y? + a;px
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En remplacant x et y par r et 8; le champ de déplacement serait:
2

0
U = a1 - a39 + a4T + a59 + a6r9 + a’87 + a992 + a10T92 + a117‘293

V=a,+a3r+asr+ a6 + a0 + agrd — a,;yr?0 — a1 y0°r3 + a,,r? (5.11)

HZ = a3 - a99 - 2a10x9 - 3a117'292 + alzr

Cet élément était plus precis.

5.4. Formulations d’un nouvel élément secteur basée sur I’approche en déformation pour

I"'étude de la flexion des plagues minces

L’approche directe mentionnée ci-dessus est utilisé pour développer un nouvel élément secteur
SBSPK (Strain Based Sector Plate Kirchhoff) sur la base des fonctions de forme de I'élement
SBRPK il posséde quatre nceuds et 12 degrés de liberté au total, destiné au calcul des plaques

minces de forme circulaire en flexion.

x? x3 x%y x3y y? xy? y® xy?
= A1 X — A3y — Ay — A5~ A ar — Qg — Ao~~~ Q107 — A1~
> (5.12a)
By =a, +asx + a5 + agxy + a7— + a97 + a11 + alzg (5.12b)
x2 x3 y? xy? x
By =as+ A6~ + ar— + agy + aqxy + A0 + A1~ + Q123 (5.12¢)
En remplacant x et y par r et 8, nous avons :
_ 12 r3 r20 r30 62 ro?2 63 r63
W =a; — apr — a39 —a4?— CI,SZ—(167—(177—6187—0.97—6110?—6111?—
0
a1y % (5.13a)
02 93 0
Br = a, +aur + a5—+ agré + a7—+ a9~ + a1+ a3 (5.13b)
762 r
ﬁg -_ a3 + a6 + a7 + a80 + a97‘9 + a10 - + all - + alz E (513C)
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Les relations déformation-déplacement en coordonnées polaires s’écrivent :

62
€ = —a—r? (5.144a)
10w . 1 90*w
€ = —(T 35, + Z302z (5.14b)
10w 1 0%w
Yro = ~(—z55 T 7928 (5.14c)

La matrice de rigidité élémentaire [k¢] de SBSPK, s’obtient ainsi en suivant les techniques

habituelles de la méthode des éléments finis.

(k] = (417 (S5, [ (BY(DIB] 7 dr dO)[A]™" = [A] " ko] [A]™" (5.15)

La matrice de déformation [B] s’obtient en substituant les équations (5.13) dans (5.14) :

2 3
[B] 0 1 0 1 r 0 ré lz 9__|_l % 9_+9 2
r 2 r 2r T r 6r r 2r
1 1 r 6 62
0 0 _r_2 0 0 E g _r_z 0 —m 0

La matrice [A] de 12 x 12 éléments, est donnée dans Appendix A3

La matrice [k,] pour I'élément SBSPK est donnée dans Appendix A3

Figure 5.2 : Géométrie de I’élément secteur SBSPK
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Pour un matériau isotrope, les relations constitutives entre les contraintes et les déformations

sont données par :

Mr d11 d12 0 kr
Mg | = |d1z  d2 0 ko (5.16)
Mre 0 0 d33 krG

Avec M,., Mg et M,.¢ qui représentent les moments de flexion

La matrice de rigidité [D] contient les valeurs d;;, qui sont definies par :

Eh3 vEh3 (1-v)

d11=d22=m'd12=m: 33 = dig >

Avec E le module d’Young, h est I'épaisseur de plaque et v coefficient de poisson.

5.5. Tests de Validation

Afin de valider I'élément proposé « SBSPK », des tests de convergence sont effectués sur des
plaques circulaires (fig.5.3) avec différentes conditions aux limites de chargements et d'appuis.

Dans les relations données ci-dessous :

e P :estlacharge par unité de surface exercée sur la plague.

h : est I’épaisseur constante de la plaque

E et v : sont respectivement le module de Young et le coefficient de poisson du mateériau.

D : représente la rigidité de plaque et a pour valeur :

Eh3

D= ——M
12(1 —v?)

R : le rayon extérieur de la plaque.

r : un rayon quelconque. r = o R avec 0 < 0. <1

81



Chapitre 5 : Nouvel élément secteur pour I'étude de la flexion des plagues minces

Figure 5.3 : Géométrie de la plaque Circulaire

5.5.1. Plaque annulaire avec charge répartie le long du cercle intérieur. Encastrement a
la périphérie

La plaque annulaire montrée dans la Fig.5.4 est soumise a une charge uniformément répartie
P = IN.mm le long du diametre intérieur et encastrée aux bords. Les propriétés géométriques
et mécaniques sont les suivantes:

h=0,2mm, R=40 mm, r=20 mm, E = 2x10°% v=0, 3.

P P
o
a=pR
r=oR N
R

1y

Figure 5.4 : Plague annulaire encastrée sous charge uniformément répartie le long du
cercle intérieur

La solution analytique du deplacement latéral W est donnée par Geminard et Get [GEM 71].
2

W=——
8D

[(1+42K,)(1 —a?) + 4K, loga + 2a? loga]

\ . _p2 1+(1-v)logB
Ou: K2=p 1-v+(1+v)B2
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Pour I'analyse numérique, le maillage de la forme est représenté sur la Fig.5.5. Les résultats
numériques du déplacement latéral Wmax sont donnés dans le tableau 5.1 et la courbe de

convergence est présentée sur la Fig.5.6.

Figure 5.5 : Exemple de maillage (2x2)

Tableau 5.1 : Convergence de la fleche pour la plaque annulaire a bords encastrés et
chargée uniformément suivant le cercle intérieur

Maillage Wmax (SBSPK)
1x1 0.03183
2x2 0.09322
3x3 0.2028
4x4 0.3791
4x5 0.4492
Solution Analytique 0.4391
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o o
S w & » ©
w v 1 U

0,25
—@— SBSPK

o
)

Sol Analy

o
il
(6]

Déplacement latéral (W, )
o
=

0,05
0 5 10 15 20 25

Nombre d'éléments

Figure 5.6 : Convergence de la fleche maximale pour la plaque annulaire a bords
encastrés

Les résultats représentés sur la Figure (5.6) montrent la bonne convergence de I'élémént

développé SBSPK vers la solution analytique ( convergence monotone).

Tableau 5.2 : Variation de la fleche pour la plaque annulaire a bords encastrés et

chargeée uniformément suivant le cercle intérieur

r (mm) Wmax Solution Analytique
20 0.4492 0.4391
24 0.356 0.367
28 0.263 0.284
32 0.173 0.194
36 0.085 0.098
40 0 0
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0,5
0,45

0,4

0,3

0,25
—8—SBSPK
0,2

Sol Analy
0,15

Déplacement Latéral (Wmax)

0,1

0,05

0 10 20 30 40 50
Rayon r(mm)

Figure 5.7 : Variation de la fleche maximale pour la plaque annulaire a bords encastres

5.5.2 Plaque annulaire, charge répartie le long du cercle intérieur. Appui simple sur la
périphérie

Dans ce test, nous avons utilisé la méme plaque que I’exemple précédent, mais les bords sont
simplement appuyés. La solution analytique du déplacement latéral W est donnée par Geminard
et Get [GEM 71].

Les résultats obtenus pour le déplacement latéral sont donnés dans le tableau 5.3 et la courbe

de convergence est présentée sur la Fig.5.8.

w

Pa® [3+4v-2k k
L(1-a?) +4—>

— 1 2a?1 ]
i R 1_posatzatloga

Oi: ky = (1+v) f;z logB

Les résultats sont présentés dans le tableau suivant :
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Tableau 5.3 : Le déplacement latéral Wmax pour la plaque simplement appuyée sous

une charge uniformément répartie le long du cercle intérieur

Maillage Wmax
(SBSPK)
1x1 2.6387
2X2 6.3017
3x3 8.0700
4x4 8.0344
5x5 8.0027
6x6 7.3333
Solution Analytique 7.2515
9
8
57
S
Zs
€, SBSPK
& Sol
§ 3 ol Analy
£,
1
0
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Nomber d' éléments

Figure 5.8 : Convergence de la fleche maximale pour la plague annulaire a bords
simplement appuyés

Dans la figure (5.8) on remarque que cet élément SBSPK converge rapidement vers la solution

analytique avec un maillage de 4 éléments.
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Tableau 5.4 : Variation de la fléche pour la plaque simplement appuyée sous une charge
uniformément répartie le long du cercle intérieur

r (mm) Wmax Solution Analytique
20 7.333 7.251
23.33 6.523 6.256
26.66 5.564 5.056
29.99 4.445 3.92
33.33 3.154 2.73
36.66 1.667 1.31
40 0 0
8
7
T
£
S
T_:; 5
e —8— SBSPK
% 3 Sol Analy
22
(a]
1
0
0 10 20 30 40 50

Rayon r (mm)

Figure 5.9 : Variation Convergence de la fleche maximale pour la plaque annulaire a
bords simplement appuyes
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5.5.3 Plague annulaire en console soumise & une charge concentrée

Le probléme considéré ici est celui d'une plaque annulaire en console (Fig.5.10) ; encastrée le
long du bord intérieur (r = b), et soumise a une charge concentrée P = 1N sur le bord extérieur
(R = a). La solution analytique pour ce cas est donnée par Timoshenko et Woinowsky-Krieger
[TIM 59]. Un élément fini secteur a été utilisé par Olson et Lindberg [OLS 70] pour étudier ce
méme probléme avec les propriétés géométriques et mécaniques suivantes : h = 0,2 mm,

R =150 mm, r = 100 mm, E = 2x10°, v = 0,3. Les résultats obtenus pour le déplacement latéral
sous la charge, sont donnés dans le tableau 5.5 et la courbe de convergence est présentée sur le
Fig.5.11.

o

Figure 5.10 : Plaque annulaire en console soumise a une charge concentrée

Les résultats sont présentés dans le tableau suivant :

88



Chapitre 5 : Nouvel élément secteur pour I'étude de la flexion des plagues minces

Tableau 5.5 : Le déplacement latéral W sous la charge concentrée de la plaque

annulaire en console

Maillage SBSPK Olson’s element
[Ols70]
1x6 0.017940 0.050896
2X6 0.032634 -
2x12 0.033968 0.051372
3x12 0.047662 -
3x18 0.050147 0.051027
3x24 0.050772 -
Solution Analytique 0.050718
0,06
X 005 v °
£
%— 0,04
£ 0,03 —@— SBSPK
% Sol Analy
;E'g 0,02 Olson's
=
3 0,01
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Nombre d'éléments

Figure 5.11 : Convergence du deplacement W sous la charge concentrée de la plaque
annulaire en console
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A partir du figure (5.11), on note que les résultats donnés par I'élément de Olson’s converge
rapidement vers la solution analytique avec un maillage de 6 éléments, mais le présent élément
« SBSPK » donne un bon résultat avec un maillage de 54 éléments et reste stable jusqu'a un

maillage de 74 éléments (en pourcentage 1.001).

5.5.4 Plaque circulaire soumise a une charge concentrée

Dans cette derniere application, la plaque est de forme circulaire, dont les bords extérieurs sont
encastrés (R = a) et est soumis a une charge concentrée P a une distance r = b (figure 5.12). La
solution analytique pour ce probleme est également donnée par Timoshenko et Woinowsky-
Krieger [TIM 59]. Avec les proprietés géométriques et mécaniques suivantes :
P=0.1IN,h=0,2mm, R =100 mm, r =50 mm, E = 2x10°% v =0, 3.

Les résultats obtenus pour le déplacement latéral sous la charge, sont donnés sur le tableau 5.6

et la courbe de convergence est présentée dans le la figure 5.13

Figure 5.12 : Plagque circulaire soumise a une charge concentrée

Les résultats sont présentés dans le tableau suivant :
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Chapitre 5 : Nouvel élément secteur pour I'étude de la flexion des plagues minces

Tableau 5.6 : Le déplacement latéral W pour la plaque circulaire a bords encastreés
soumise a une charge concentrée

Maillage W
(SBSPK)
1x1 0.00114
2X2 0.00180
3x3 0.00471
4x4 0.00837
4x5 0.01133
Solution Analytique 0.01119
0,012
)
% o001
€
2
T.E 0,008
‘O
K
£ 0,006
(9
S —@—SBSPK
Q
E 0,004 Sol Analy
8
o
0,002
0
0 5 10 15 20 25

Nombre d'éléments

Figure 5.13 : Convergence du déplacement latéral W de la plaque circulaire a bords
encastrés
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Chapitre 5 : Nouvel élément secteur pour I'étude de la flexion des plagues minces

Une étude comparative de I'erreur de convergence entre le nouvel élément formulé SBSPK et
I'élément d'Olson [OLS70] est présentée dans le tableau 5.7.

Tableau 5.7 : Erreur de la convergence du déplacement latéral de la plaque circulaire a

bords encastrés, sous charge concentrée

Element Maillage | Nombre de Déplacement Solution Erreur
degrés de latéral Analytique
liberté
SBSPK 4x5 30 0.01133 0.01119 1.25%
Olson’s element | 20x8 523 0.01099 0.01119 1.78%
[OLS70]

Les résultats montrés dans les tableaux (5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7) indiquent, en générale,

la bonne performance de I'élément SBSPK pour ce type de structure.

5.6. Conclusion

Le présent élément secteur "SBSPK" basé sur I'approche en déformation proposé pour I'analyse
des problemes de la flexion des plaques circulaires minces s'avére tres performant. C’est un
élément simple avec quatre nceuds (3 d.d.l./nceud). La matrice de rigidité est établie grace a une
intégration analytique. Plusieurs exemples numériques ont été étudiés pour évaluer la
performance du présent élément. En général, il a été démontré qu'avec I'utilisation d'un nombre
réduit d'éléments, on peut obtenir de bons résultats par rapport aux solutions analytiques et ceux
d'autres éléments connus dans la littérature spécialisée. Tout cela fait que I'approche en
déformation est tres appropriée pour beaucoup d'applications en Genie civil.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Tout au long de ce travail nous avons développé deux éléments finis basés sur I'approche en
déformation pour I'étude de la flexion des structures minces de types plaques. Ces deux
¢léments possedent chacun, seulement, quatre nceuds et dans chaque nceud on a trois degrés de
liberté (une translation et deux rotations). Pour la construction des matrices de rigidités
élémentaires des éléments développés, une intégration analytique suivie d’un calcul
automatique des termes de cette matrice est pratiqué. Dans les champs des déplacements, le
mouvement de corps rigide -MCR- est représenté de maniére exacte et les formulations vérifient
les équations de compatibilité. Plusieurs tests ont étés utilisés pour étudier I'effet de cisaillement
transversal sur la fleche, et cela pour différentes valeurs de I’élancement. Le premier élément
développé est nommé SBRPK (Strain Based Rectangular Plate Kirchhoff) destiné a la
modeélisation des plaques minces rectangulaires en flexion. Les résultats pour cet élément, ont
montré de bonnes performances. En effet ils sont meilleurs que ceux d'autres éléments basés
sur ’approche en déformation, et montrent qu'ils sont libres de tout blocage en cisaillement
transverse lorsqu'on modélise les plagues minces. Cet élément présente une convergence assez
rapide vers les solutions de référence (solutions de Kirchhoff) pour les déplacements et les
moments de flexion au centre de la plaque et aux bords libres.

Lors de la formulation du champ des déplacements en coordonnées polaires, du deuxieme
élément baptisé SBSPK (Strain Based Sector Plate Kirchhoff), on a utilisé I'approche dite
directe. En effet, ce sont les coordonnées cartésiennes, utilisées dans les fonctions de forme de
I'élément SBRPK qui ont été transformées en coordonnées polaires. Pour la validation,
I’¢lément développé est passé sur plusieurs tests numériques et les résultats obtenus confirment
sa bonne performance dans 1’analyse des plaques circulaires minces avec ouvertures en flexion.
A partir de toutes ces applications numériques, il a été prouvé encore une fois de plus I’efficacité
de I'approche en déformation.
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Conclusion générale

Enfin, il serait intéressant de formuler un élément secteur a facette plane, pour I’analyse des
structures en coque, en superposant le présent élément flexionnel SBSPK avec le tres connu

élément secteur membranaire SBS4 (Strain Based Sector 4-node).
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Annexe Al

Les matrices [A] ; [ko] d’un élément Flexionnel ACM :

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 o -1 0 0 -—2b 0 0 0 -3p2 0 0
0 1 0 0 b 0 0 0 b? 0 0 b3
[A]9 1 © b 0 0 b? 0 0 0 b3 0 0
0 0 -1 0 —a 0 0 —-a? 0 0 —a® 0
0 1 0 2a 0 0 3a2 0 0 0 0 0
1 a 0 a? 0 0 a? 0 0 0 0 0
0 o0 -1 0 —a —-2b 0 —a%? —2ab -3b% —a® -—3ab?
0 1 0 2a b 0 3a2 2ab b? 0 3a’b b3
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a3b aby



0 0 0
0 0
Hyy
(Kol =
Sym.

\

Has = 4xd(1,1)XaxXb

Hae = 4 xd(1,2)XaXxXb
Ha7 = 6 xd(1,1)xa? xb
Has = 2xd(1,1) X a X b?
Hao = 2xd(1,2) xa? xb
Ha10 = 6 Xd(1,2) X a X b?
Ha11 = 3 xd(1,1) X a? X b?
Ha1z = 3 xd(1,2) X a? X b?
Hss = 4xd(3,3)Xaxb
Hss = 4xd(3,3)xa% xb
Hso = 4xd(3,3) Xa X b?
Hs11 = 4xd(3,3)xa® xb
Hs12 = 4xd(3,3) Xa X b3

0 0

0 0

0 0

0 Hye

Hes O
Hg o
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0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Hee = 4 X d(2,2)XaxXb
He7 = 6 xd(2,1)xa%? xb
Hes = 2xd(2,1) X a x b?
Heo = 2xd(2,2)Xa?xb
He1o = 6 X d(2,2) X a X b?
He11 = 3xd(2,1) X a? X b?
He12 =3 X d(2,2) X a® x b?
H77 = 12xd(1,1) xa3®x b
H7s = 3 xd(1,1) X a? x b?
H79 = 4xd(1,2) xa® xb
H710 = 9 X d(1,2) X a? X b?
H711 = 6 xd(1,1) X a3 X b?
H712 = 6 X d(1,2) X a® X b?




Hss = (4/3) x d(1,1) x a x b3 + (16/3) x d(3,3) X a® x b

Hso = (d(1,2) + 4 x d(3,3)) X a? x b?

Hs1o = 4xd(1,2) X a X b3

Hs11 = 2xd(1,1) xa? xb3® +6xd(3,3)xa* xb

Hs1z = 2% (d(1,2) +2xd(3,3)) X a® X b®

Hoo = (4/3) x d(2,2) x a® X b + (16/3) x d(3,3) X a X b3
Ho1o = 3 xd(2,2) X a? x b?

Houi = 2 x (d(2,1) +2 x d(3,3)) X a® x b?

Ho1z = 2xd(2,2) xa®xb? +6xd(3,3) Xaxb*

Hio10 = 12 x d(2,2) X a X b3

Hio11 = 6 Xd(2,1) x a®> x b3

Hio1z = 6 X d(2,2) X a® x b3

Huiu1 = 4xd(1,1) xa® x b3 + (36/5) x d(3,3) X a® X b
Hi11z = 4% (d(1,2) +d(3,3)) x a® x b3

Hiz12 = 4xd(2,2) xa®x b3 +(36/5) xd(3,3) x a X b®
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Annexe A2

a/ La matrice [C] (12x12) pour I’élément SBRPK est :

[
_ |l
[
Ou:

Vi T T 2 6 2

Et x;, y; sont les coordonnées des nceuds i (i = 1,2,3,4).

2 3 2
XY XY Vi

_xyi? v

2 6

7S
2

2

Yi

Xiyi

b/ La matrice [K,] pour I’élément SBRPK (Eq. (4.18)) est donnée par :

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
H,  H, Hy Hy H;s
Hy Hio Hy1  Hpp
[Ko] = Hig Hy; Hig
Hy3  Hyy
Hyg

Sym.

107

0 0

0 0

0 0

He  H;

Hys Hyy

Hig P

Hys Hye

Hs, Hs,

Hs3 Hsy
Hs7
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Xl g
6 2
v v
6 2
2 2
0 0 \
0 0
0 0
Hg 0
His 0
H21 HZZ
H27 H28
Hy, O
H35 H36
Hzg O
H39 H40
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Hy =dq1S; Hy = dq1Sx; Hz = d115yi H, = d115xyi Hs = dq,S; He = d135x

H; =dy,S,

Hg = d125xyi Hg = d11Sxx; Hio = Hy; Hyp = dllsxxy; Hip = dq3Sx; Hiz = di28xx
Hiy = d13Sxy ; His = d128xxy ;5 Hig = d334Sxx + d11Syy 5 Hi7 = d332S,xx + d11Sxyy
Hig = d115y ; Hig = dlZSxy + d334‘Sxy ; Hyo = dlZSyy ; Hyp = dlZSxyy + d3325xyy

Hayp = d332Sy ; Hyz = d33Sxxxx + d115« Hyy = dy3Sxy 5 Hys = d13Sxxy + d332S85xy

xyy

Hye = d125xyyi Hyp = dlZSxxyy + d335, Hyg = d33Sxx 5 Hyg = d338 5 H3g = dy,Sy

xyy ’
H3y = dy,Sy; Hap = d238xy ; Hazz = dppSx + d334Syy, 5 Hzy = d23Syy

H3s = d338xxy + d332Syyy 5 Hze = d332Sy; Hzy = d23S)y ; Hag = d32Syyy

Hzg = dZZSxxyy + d335yyyyi Hyo = d335yyi Hy = d33S

Les termes S, S, ect. ...sont des intégrales au-dessus du secteur du rectangle et sont donnée

par :

S=[ ds=ab ;Sy=[ xds;S,=[ yds; Sy, =[ xyds;Su=/[ x*ds;S,, =
[, y*ds
Suxy = [, ¥*yds ; Syyy = [, xy?ds § Sexyy = [ X*y?ds ; Syxx = [, ¥°ds ; S,y =
J, yids

Syxxx = fs xtds ; Syyyy = fs y*ds
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L’organigramme pour 1’étude de la flexion des plaques est donnée par :

[ Début J

'

Introduction du nombre d’éléments
sumivant 1’axe x (n) et suivant 'axe v (n)
de la plaque.

!

Maillage (Numérotation des nceuds pour chaque

R
N\

élément de la plaque)

Introduction des caractéristiques
géométriques et physiques de la plaque

'

Calcul de la matrice de rigidité élémentaire [K,]

\
\

pour chaque élément

!

Assemblage des matrices élémentaires [K.] pour

obtenir la matrice globale [K] slobale

v

Introduction des conditions aux limites

et des forces appliquées aux
Neeuds

v

Résolution du systéme d’équations

[OK] {6} ={

v

Détermination des déplacements de
chaque neeud, et des contraintes dans
le milieu de chaque €lément

v
e )
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Fichier de donnée du programme de calcul en FORTRAN 77 pour I’élément SBRPK
pour un maillage de 2X5.

***PRECISION
1E50

***TITRE
CALCUL D une plaque ret
***DEFINITION
18 NTNO

10 NTEL

9 NTDI

1 NTFI

24 LB

6 ICCC
***UNITE

M N
***DONNEE
*COO

0.0.

1. 10.
*CON
1782
2893
39104
410115
511126
713148
814159
9151610
101617 11
11171812
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*SECTION
1

*MAT
1200000 0.

*DEPLACEMENT IMPOSE
110
120
130

710
720
730

1310
1320
1330

*FORCES IMPOSEES
121 01

*xxDEP

*xxEFF

*xxEIN

Fichier des résultats du programme de calcul en FORTRANT 77 pour I’élément SBRPK

pour un maillage de 2X5.

FEAAIAAAAAAIAAAAAAAAAkAAAAAAAIAAAIAAAIAAAAAAAAAkArAhkArAhkhkrhkhkihkhkhhkhkihhihiihiiiiikx

** CALCUL D une plaque ret **

FEAAIAEAAIAAAAAAkAAAkAAAkAIAAAAAAIAAAIAAAIAAAkAAAAAAkArhkAhhkhhhkhkhhkhkhhkhkihhihiihiiiiix

*hkhkkkhkhkkkhkhkkhkhkkhhhkkhhhkkhhhkhkhhkhkhhkhkihhhkkihhkkihhkkhkiikkhiikkiiikkik

*k*k **k*k
***  DEFINITION DU PROBLEME kel
**k **k*k

*hkhkkkhkhkkkhkhkkhkhhkhkhhkhhhkhhhkhkhhkhkhkhhkhhhkhhhkhhhkiihkhiikiiikkikx

**k **k*k

*** NOMBRE TOTALE DES NOEUDS 18 ***

**k **k*k

*** NOMBRE TOTALE D ELEMENTS 10 ***

**k **k*k

*** NOMBRE DES DEPLACEMENTS IMPOSES 9 ***
**k **k*k

*** NOMBRE DES FORCES IMPOSEES 1 >+

**k* *k*k

*** LARGEUR DE BANDE 24 F**

**k* *k*k

*** POINTS DE CONTRAINTES A CHOISIR 6 ***
**k* *k*k
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*hAAAAAAAAAAAAAAAhhhhhkhhhkhhkhhhhihhihhhhhiihiiiiiiih

UNITES

*hAAAAAAAAAAAAAAAhAhhkhhhhhhhhhhihhihhihhiiiiiiiiik

*hkk *k*k

*kk

***M N

*hhkkkhkhkhkkhkkhkhkkhkhkkkhkhhkkhkkhhkkhkkihhkhkkhkhkhkkihkhkkihhkhkkihhhkkirhhkkihihkkiihkkiiikiik

*kk

**k*

*hAAAAAAAAAAAAAAAhAhhhkhhhkhhhhhhihhhhhiihhihkiiiiiiikx

COORDONNEES

*hAAAAAAAAAAAAAAhkhhhhhkhhkhkhhhhhhhhhihhihhihhiiiiiikx

*hkkkhkkk *hkkkhkkkik

*hkkkikkk *kkkhkkkkikk
*kkkkk COORD >S5S 1 >S5S X *kkkikkkikkk
*hkkkhkk *hkkkhhkkkikik

COORD >>>>2 >>>> Y

kkhkhkhhhhkhkhkhkhkhkhkhrrrhhkhkhhkhkhrhrrrirhkhhhhkhiiriiiihhhihiiix

*hhkkkhkhkkkhkhkhkkhkhkhkkhhkhkkhhhkkihhkkihhkkhkhhkkhhkkihhkkhkihkkhihkiiikkik

*** NOEUD *** COORD >>> 1* COORD >>> 2 *

*hhkkkhkhkhkkhkhkhkkhkhkhkkhhkhkkikhhkkihhkkihhkkikhkkhhhkkhhhkkhkihkhihkiiikkik

*kk

*k*x

*kk

*k*x

**k%k

*k*k

**k%k

*k*k

**k%k

*k*k

**k%k

*k*x

**k%k

*k*x

**k*k

*k*x

**k*k

*k*x

T S T Y
ONOURARWNROOIINAREWN -

*kk

*k*x

*kk

*k*x

**k%k

*k*x

**k%k

*k*x

**k%k

**k*k

*k%k

**k*k

*k%k

**k*k

*k%k

**k*

*k%k

**k*

.00000E+00 *
.00000E+00 *
.00000E+00 *
.00000E+00 *
.00000E+00 *
.00000E+00 *
.50000E+00 *
.50000E+00 *
.50000E+00 *
.50000E+00 *
.50000E+00 *
.50000E+00 *
.10000E+01 *
.10000E+01 *
.10000E+01 *
.10000E+01 *
.10000E+01 *
.10000E+01 *

.00000E+00 *
.20000E+01 *
.40000E+01 *
.60000E+01 *
.80000E+01 *
.10000E+02 *
.00000E+00 *
.20000E+01 *
.40000E+01 *

.60000E+01 *
.80000E+01 *
.10000E+02 *
.00000E+00 *
.20000E+01 *
.40000E+01 *
.60000E+01 *
.80000E+01 *
.10000E+02 *

*kkhkkkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkkhkkikkkhkkhkkhkkhkkikhkhkkhkkhkhkkikkhkihkkhkhkhkkikkkikx
*hhkAAhkAAAkAAhkAhhkAhhkhkhhkhhhkhkhhhkhhhkhhhkhhhihhihhiiiiiixkx

CONNEXIONS

*hhkhAhkhkAhkhhAhkhhhkhkhhkhkhhkhkhhhkhhhkhhhkihhkhhhhrhhihiiiiiiikx

*khkhkk *kkkk

*hhhhkhkhkhkhkkhkhkhhhhhkhkhkhkhkkhkhrrrhhkhkhkhkhhhirrhhhhkhkhhhirrhhhhkhkhhkhirrhhhhhkhhhiiriiixixixk

*** ELEMENT *** NOEUD >>> 1* NOEUD >>> 2 * NOEUD >>>3 * NOEUD >>> 4 *

R R R R R R R R R R R R R R R R R AR AR R R R R R R R R R R R AR R R R R R AR R A R R R R R R R R R R AR R R R R R R R R ARAR AR R R R R R R R AR

*k*x 1 *k*x l 7 8 2
2 **k*% 2 * 8 * 9 * 3 *

**k*

112



Annexes

*kk 3 *kk 3 * 9 * 10 * 4 *
*k*x 4 *k*x 4 * 10 * 1 1 * 5 *
*kk 5 *kk 5 * 1 1 * 1 2 * 6 *
*k*x 6 *k*x 7 * 1 3 * 1 4 * 8 *
*kk 7 *kk 8 * 1 4 * 1 5 * 9 *
*k*x 8 *k*x 9 * 1 5 * 1 6 * 1 O *
w10 ek 11 % 17 * 18 * 12 *

R R R R R R R R R R R R R AR AR R R R R R AR R R R R R R R R R R AR R R R R R R R R R R R R R R R R AR R R R R AR R R R R R R R R R R R
B R R R R R T T R R R R R R R S R R R R R R R R R S R R R R R R R e S e

xxxx SECTIONS e

FEhAAAEAAIAEAAkAEAAkAAAkAAhkAhhkhkrhkhkrhkhkrhkhkkrhhihkhihhihiiihiiiixkx

KKk KKk
**** CONSTANTES LE LONG DE L ELEMENT ****
*kKkk *kKkk

****  SECTION -1 ====> EPAISSEURE  ****

KKk KKk

****  TOUTE LES ELEMENTS POSSEDENTS LES ~ ****
**x*%  MEME CARACTERISTIQUES DE SECTIONS ~ ****

*kkk *kkk
kkhkhkhhrkhkhkhkhhkhkhhrrrhhkhkhhkhkhirrrhhkhhhkhihiirriiidhhhiiiix

*hhkkkhkhkkkhkkhkkkhhkkkikkhkkikhkkhhkkhikkikiikkikk

*xx ELEMENT *** SECT >>> 1*

*hkkkhkhkkkhkhkkkhhkkkhkkhkkhhkkhkhkkhikkikiikkikk

wxx ] k% 10000E+01 *

*Ahhhhhkhkhkhkkhkkhkkhikhhkhhkhkhkhkhhiihihxixixk

khkhkkhhrhkhkhkhkkhkhkhrrrrhrhkhkhhkhkhrrrrhhhkhhkhkriiriiihihhhiiiix
**xxx CARACTERISTIQUES DU MATERIAU  Fxxs*
khkhkkhhhhkhkhkhkkhkhkhrrrrhkhkhkhhhkrirrrhhhhhkhiriiriiiihhhiiiix

*kkkk *khkkkkk

*xxxx  MODULE - 1 ===>>>> YOUNG1  *****x*
*xx%k%  MODULE - 2 ===>>>> POISSON1 ***k**

*x&*x*  MODULE - 3 ===>>>> GAMA ek k

*xxxk  MODULE - 4 ===>>>> YOUNG2  *¥*****

*xxxk MODULE -5 ===>>>> POISSON2 ******

*akkk MODULE - 6 ===>>>> CISAILLEMENT?2 *#*x*x
*xxxkk  MODULE - 7 ===>>>> BETA  **%%*x

E .= = = *kkkkk

Fxxkx%k TOUTE LES ELEMENTS POSSEDENTS LES  ******
*Fxxxk  MEME CARACTERISTIQUES DE MATERIAUX #*#*x*

*hkkkk *kkkikk
KEAAAEAAAEAAAAAAAAAAhAhhhhhhhhhhhhhkhhhkihhkdihhihiihiiikx

*hkkkhkkkhkhkhkkhkhkhkkhkhkhkkhkhkhkkikhhkkhkhhkkhhhkkhhhkkhihkhkihkhkihkikiikiik

*** ELEMENT *** MODULE >> 1* MODULE >> 2 *
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B R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R e

Frx 1 *** 12000E+07 * .00000E+00 *

B R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R AR R R R R R R R R R A R R R R

FEAIAEAAIAIAAAAAAAAkAIAAkAAAkAIAhAArhhkrhhkrhhrhhrhhhihkiiikiiikkx

wxkxx DEPLACEMENTS IMPOSES sk

FEAAIAEAAIAEAAAIAAkAIAAkAIAAkAIAAkAArAhkhrhkhrhhkrhhihhrhhiihiiikiiixkx

*hhhhhkhkkkhkhkhkhirhhhhkhkhdhdhkhrrrhhdhhhhihirrhiihdhdhiix

*** NOEUD *** DIERCTION * VALEUR *

*hhhhkhkkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhkhrrrhhhhkhhkhhirhhiikhihiix

falolal el 1 * .00000E+00 *
falalal el 2 * .00000E+00 *
falolal el 3 * .00000E+00 *
falalalY el 1 * .00000E+00 *
alolalY aale 2 * .00000E+00 *
falalaRY Aaiie 3 * .00000E+00 *
oAl < B alalel 1 * .00000E+00 *
FHRx13 FrE 2 * .00000E+00 *
FrE13 FH* 3 * .00000E+00 *

*hhhhkhkhkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhkhihrrhhhhkhkhhkhkhirhhhikhkhiix

FhAhkAAhkAAhkAAhkAkhhkhkhhkhkihhkhkihhkhkhhhkhhhkrhhrhhihhihiihiiiix

*khkhkhkhhhhkhkkkx FORCES IMPOSEES *khkkhkkhkkkkkkk

FhAhkAEAAhkAAAkAAhkhAkhhkhkhhkhkhhkhkihhkhkhhkhkihhkrhhkihkhihhihiiiiiiixx

*hhhhkhkkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhhihrhhhhhkhhhkhirhhiikkhiix

*** NOEUD ** DIRECTION * VALEUR *

*hhhhkhkhkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkhkhkhirrhhhhkhkhhhhirhiiikhkhiix

FrE Q2 FH* 1 * .10000E+00 *

*hhhhkhkkhkhkkhkhhhhhhkhkhkhkhkhhirrhhhkhkhkhhhiihhiihkhkhiix

FhAkAAAkAAAkAAhkArAhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhhkhhhhhhhhhihiiiiiiiik

*khkhkhkhkik *khkhkkkk
*kkkkhkkkx D E P L A C E M E N T S *kkkkikkikk
*khkhkhkhkik *khkhkkkk

*hhkhkAhkhkhhkhkkhkhkhkhhkhkhhkhkhhhhhhhhhkihhkihhkiihhkihikihiihiiiikh

khkhkhkhrhkhkhkhkhkkhhrrhrrhkhkhhkhhirrrrhhkhhhkhiiririhxhhhhiiiix

* * * * *
*NODE* W * Bx * By *
* * * * *

B R R T R R T R R P R R P R R R S R P R R R R R R R R R S R R R R R R R R R R R S R R S R R P R R

* 1* .37307E-58* -.45175E-61* -.17857E-55*
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* 2* .18667E-04 * -.14879E-10* -.18000E-04 *

* o K e A A e *

* 3* .69334E-04 * .66410E-10* -.32000E-04 *

* K e A A e *

* 4* .14400E-03 * -.10190E-08 * -.42000E-04 *

* o K e A K e *

* 5* 23467E-03 * .24092E-08 * -.47997E-04 *

* o K e A A e *

* 6* .33332E-03 * -.50421E-07 * -.49996E-04 *

* K e K K e *

* 7* .37263E-58 * -.28019E-61* -.17857E-55*

K K e kL K e *

* 8* .18667E-04 * .92610E-11* -.18000E-04 *

kR, K e K K e *

* 9* .69334E-04 * -.87648E-10* -.32000E-04 *

K K e kT, A e *

* 10* .14400E-03 * -.33220E-10* -.42000E-04 *
kR, K e K K e *

* 11* .23467E-03* -.40789E-08 * -.48002E-04 *
K K e kT, K e *

* 12* .33334E-03* -.79006E-08 * -.50004E-04 *
K K e kT, K e *

* 13* .37310E-58 * .12099E-60 * -.17857E-55*
K K e K o K e *

* 14* .18667E-04 * -.25214E-10* -.18000E-04 *
K K e K e e K e *

* 15* .69334E-04* .13732E-10* -.32000E-04 *
K K e K e e K e *

* 16* .14400E-03 * -.11249E-09 * -.42001E-04 *
K K e K e e K e *

* 17* .23467E-03* -.11368E-07 * -.47999E-04 *
K K e K o K e *

18* .33333E-03* .36185E-07 * -.49998E-04 *

khkhkkhhhhkhkhkhkkhkhkhrrrrhkhkhkhhhkrirrrhhhhhkhiriiriiiihhhiiiix

*hkkkhkkkk CO NTRAI NTES *khkkkkikkk

khkhkhhrhhkhkhkhkkhrrirrrhkhkhkhkkhkriirrhhkhhhhriiirhhkhkhhhiiiikx

* *n* * * *
*eltko*Mx * My * Mxy * Tx * Ty *
* *d* * * *

khkhkhhhhhkhkhkhkhkrrirrhkhkhkhkhkkhirirrrhhkhhhkhriiriiikhhhhiiiix

1* 0 * -.35906D-05 * -.90000D+00 * -.12889D-05 * .00000D+00 * .00000D+00 *

*__* * * *

1*1* .15212D-54 * -.10000D+01 * .81491D-08 * .00000D+00 * .00000D+00 *
*

*__* * *

*
E N S . S . S,
* 1*7*-14526D-54 * -.10000D+01 * .12151D-05 * .00000D+00 * .00000D+00 *
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2*0* 91721D- 04 * 69998D+00 * 90470D 05 * .00000D+00 * .00000D+00 *

L I I R N R N R S S R R T R S B B R T R T B N R N S N N N S S S N R R SRR T I R R R
*
*
*
*
*
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7* 0 * -.33913D-03 * -.70002D+00 * -.77564D-05 *

0% ok ok o % 3k ok o o X % % 3 ok o X X % 3k 3k X X X % % 3k x X
*
*

E N N S . S . S,
*10*18 * 20624D+00 * .17439D-01 * 21494D 02 *
* *__* *

Annexes

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

.00000D+00 * .00000D+00 *

*hAhkAEAAkAAAkAAhkAhAhkhhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhhkhhhkhhhihhihiiiiiiixkx

*kkkikkkhkkikhkkik *kkkikkkhkkikkkik
*hkkkkhkkkikikkk F I N N O R M A L E *hkkkhkhkkkikkikkikk
*hkkhkkhkkkikikkk *hkkhkkhkkkikikkk

KEAAAAAAAAAAAAAAAAAAAhhhhhhhhhhhhhhhhhihhiihiiiiiiikx
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Annexes

a/ La matrice [K,] pour 1’élément SBSPK est donnée par :

H 0 H, Hs
H, O 0
Hy, Hy;
Hy,
[Kol =
Sym.

N

AL = Alog(ry) — Alog(ry)
Hl = Zdez(AL)
Hz = 2.B. (dlz + dzz). (7"2 - T'l)

1
H; = E(ZBdlz + B.dzz). (T'ZZ - 7'12)
1 1
H, = —2.B. dzz.(g - E)

Hs = %.dzz. (B*+6.B).(AL)
1 1

He = —B.d3s. (7,2_2 - 7"1_2)

H, = —B.d33. (AL)

2
H8 = —§.B.d33.(1‘2 - Tl)

118

0 0 0 0 0 0
0 H, Hs 0 0 0
Hg O 0 H, 0 0
O H, Hs 0 0 0
O Hg Hg O 0 0
Hig 0 0 Hig  Hyo Hz
Hy, O 0 Hy3  Hyy Hps
Hye Hy, 0 0 0
Hg 0O 0 0
Hyy H3o Hz
Hi,  Hs
Hs,
J
S G T |
6 2 12

Hyg = B. (1% = 11%).(dyg + 2.d15 + d3))
Hy, = §.B. (1,3 = 1,3). (2.dyq + 3.dyy +
d22)

Hy, = 2.B.(dy5 + dyy). (AL)

Hys = § (r, —11). (B + 6.B). (d1s +
dz2)

Hy, = %.B. (* = 1), (4dyy + 4.dyy +

dy;)
His = B.(r; —11).(2.dy; + dy;)




H16 == % (2.d12 + d22). (B3 +
6. B).(rzz —le)

1
H18 == 6 (T'23 - T'13). (B d33 +
2.B3.d11 + 3.B3.d12 + B3.d22)

Annexes

1
Hyy = E'Bg' (AL).(4.dy; + 4.dy; — d33)

Hy; = % (1,2 —12).(3.B.d33 +

4.B3.dy, +8.B3.dy, + 4.B3.dyy)
Hy, = %-33- (r; —11).(d12 + d2)
Hyp = = B.(ry* = 11*). (4. dys + 60.B). (AL)
12.B%.d,, + 12.B%.dy, + 3. B2.dyy)

1
Hzg == _5(3d33B5 +

H28 Z%.dzz.(g.Bs + 20.B3 +

== ls (rz - T'l). (BS + 10B3) (d12 +

: 1 1
H23 = 533 (Tz - Tl). (6 d12 + 3.d22 - 20B3d22) (7.2_2 - 7'1_2
d33) L H3o = _%'dZZ' (B® +10.B%). (rl B rl)
2 1

H24=5.(2.d12+d22).(35+ Hyy = —=.B3.dyy. (= — )
10.33).(7.22 _ 7”12) 31 — 13- U222 7'2 "
H25 _ %.33. (Z.dlz + dzz)_ (TZZ _ rlz) H32 = 630.d22. (S.B + 84‘.B +

2 ) 420.8%). (AL
H26=?'(d33'83+3'd22'B)*(r_2_ 1 (3 )
) 2 H34 =E.B .dzz.(AL)
)

-1 1 1
H27 = ?.dzz.(B3 + 6B)(E_E)

b/ La matrice [A] (12x12) pour I’¢lément SBSPK est :

Ou:

Etr;, 6; sont les coordonnées des nceuds i (i = 1,2,3,4).
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