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RESUME 

 
 

L’utilisation des structures en coques dans le domaine de l’ingénierie est très fréquente. Vu la 

complexité géométrique et le comportement de ces structures, l’étude se fait généralement 

avec la modélisation numérique, notamment la méthode des éléments finis et avec des 

éléments de type coque à deux dimensions. Cependant l’existence d’autres types de structures 

volumiques (raidisseurs, semelles, supports …), pouvant être raccordées avec ces structures 

pose un problème de liaison entre deux types d’éléments (2D et 3D). Donc, l’utilisation des 

éléments finis solide-coque qui peut à la fois représenter plus efficacement le comportement 

de ces structures et assurer la jonction entre les éléments solides 3D et les éléments coques 

2D, est devenu importante. Ces éléments permettent d’une part, d’allier les caractéristiques 

d'éléments solides volumiques, tels que la description géométrique, les degrés de liberté et les 

lois de comportement 3D, au modèle mécanique qui fait appel aux théories des coques et  

d’autre part en pratique lorsque l’ouvrage ayant une géométrie complexe et soumis à des 

charges importantes, ces dernières risquent de provoquer des grands déplacements ce qui 

nécessite soit d’intégrer des raidisseurs pour minimiser les déplacements ou bien de tenir en 

compte de l’analyse non linéaire géométrique. Malgré les recherches effectuées pour éliminer 

les différents problèmes de blocage numérique rencontrés pour les éléments finis type solide-

coque, certains verrouillages sévères persistent encore.  

Dans ce travail nous proposons, comme contribution à l’étude numérique des structures en 

coques, deux éléments finis, le premier est un élément coque sans degré de liberté 

rotationnelle et le second est un nouvel élément fini de type solide-coque applicable pour ce 

type de structures en comportement linéaires et non linéaires. Des tests de validation des 

éléments développés sont présentés, les résultats obtenus sont comparés avec les solutions de 

références et avec ceux donnés par d’autres éléments disponibles dans la littérature, cette 

comparaison confirme l’efficacité et la précision des éléments proposés. 

Mots clés: Modélisation numérique, élément solide, degré de liberté rotationnelle, jonction, 

élément solide-coque. 

 

 



ABSTRACT 

 
 

The use of shell structures in engineering is very common. Due the geometric complexity and 

the behaviour of these structures, the study is generally done with numerical modelling, in 

particular the finite element method and with two-dimensional shell type elements. However, 

the existence of other types of solid structures (stiffeners, foundation, supports, etc.) that can 

be connected with these structures poses a problem of connection between two types of 

elements (2D and 3D). So the use of solid-shell finite elements, which can be more efficient 

represent the behaviour of these structures and provide the junction between 3D solid 

elements and 2D shell elements, has become important. These elements make it possible, on 

one hand, to combine the characteristics of solid elements such as the geometric description, 

degrees of freedom and 3D constitutive laws, with the mechanical model which uses shells 

theories. On the other hand, in practice where the structure having a complex geometry and 

significant applied t loads, these latter risks causing a large displacement which requires either 

to integrate stiffeners to minimize the displacements or to take into account the nonlinear 

geometric analysis. Despite the research carried out to eliminate the various numerical locking 

problems encountered for solid-shell finite elements, certain severe locking still persist.  

In this work, we propose as a contribution to the numerical study of shell structures two finite 

elements, the first it is a shell element without rotational degree of freedom, and the second it 

is a new finite element of solid-shell type applicable for this type of structures in linear and 

nonlinear behaviour. Validation tests of the developed elements are presented. The results 

obtained are compared with the reference solutions and with other elements available in the 

literature, this comparison confirms the efficiency and accuracy of the proposed elements. 

Keywords: Numerical modelling, solid element, rotational degree of freedom, junction, solid-

shell element. 

 

 

 

 

 



صــــــــــــــملخ  

 

 تاىْٖذسٞ اثّظشًا ىيخؼقٞذٗجذًا. ٍْخشش  الإّشائٞتإُ اسخخذاً اىٖٞامو اىقششٝت فٜ اىْٖذست 

اىَْزجت اىؼذدٝت، ٗلا سَٞا طشٝقت  باسخخذاًإجشاء اىذساست ػٍَ٘ا ٕزٓ اىٖٞامو، ٝخٌ  ٗسي٘ك

ػْاصش قششٝت رْائٞت الأبؼاد. ٍٗغ رىل، فإُ ٗج٘د أّ٘اع  باسخؼَاهاىؼْاصش اىَذذٗدة ٗ 

ىخٜ ٗا( إىخ....، اىذػاٍاث)اىذػاٍاث، ٗالأساساث ، ٗ اىؼْاصش الإّشائٞت اىذجَٞتأخشٙ ٍِ 

بِٞ ّ٘ػِٞ ٍِ ىيشبط  تخذيٞيٞاىَؼاىجت اىٝطشح ٍشنيت فٜ  ،حنُ٘ ٍشحبطت بٖزٓ اىٖٞامو

اىؼْاصش  اسخخذاًفقذ أصبخ  ،زاٖـى (2D and 3D) .دابؼالأ زلارٞتاىٗ زْائٞتاىاىؼْاصش 

بَقاسبت خَزٞو سي٘ك ٕزٓ اىٖٞامو ى ٍِ اىذي٘ه اىفؼاىت دجَٞت – ة قششاىَذذٗدة ٍِ ّ٘ع 

إٍناّٞت اىجَغ بِٞ خصائص اىؼْاصش اىذجَٞت ٍزو  ،ٍِ جٖت . حخٞخ ٕزٓ اىؼْاصشجٞذة

ٍِ ٗ. ٕزا ٍِ جاّب زلارٜ الأبؼاداىاىسي٘ك  ٘اِّٞٗ ق دسجاث اىذشٝت ،تاىْٖذسٞخصائص اى

 َطبقتاى ذَ٘لاثاىٍؼقذ ٗ ْٜٖذساى اىشنو، ٗ ٍِ اىْادٞت اىؼَيٞت، دٞذ ٝنُ٘ آخش جاّب

إصاداث مبٞشة ٗاىخٜ حخطيب إٍا  َٝنِ أُ حنُ٘ اىسبب فٜ دذٗد ، فإُ ٕزٓ الأخٞشةٍؼخبشة

اىخذيٞو اىْٖذسٜ غٞش اىخطٜ ىذساست ٕزٓ  اسخؼَاهبأٗ  الاّخقالاثإضافت دػاٍاث ىخقيٞو 

اىخٜ ٗاىؼذدٛ اىَخخيفت  اىخ٘قف ثٍشنلا ىخجاٗص جأجشٝاىٖٞامو. ػيٚ اىشغٌ ٍِ اىبذ٘د اىخٜ 

ًَا. ا، إلا أُ بؼض دجَٞت -قششٝتح٘اجٔ اىؼْاصش اىَذذٗدة ٍِ ّ٘ع   ٍْٖا لا ٝضاه قائ

فٜ ٕزا اىؼَو ّقخشح مَسإَت فٜ اىذساست اىؼذدٝت ىيٖٞامو اىقششٝت حط٘ٝش ػْصشِٝ 

ٍذذٗدِٝ، الأٗه ٕ٘ ػْصش قششٛ بذُٗ دسجت دشٝت دٗساّٞت، ٗاىزاّٜ ػْصش ٍذذٗد جذٝذ 

اىسي٘ك اىخطٜ  دجَٜ قابو ىيخطبٞق فٜ دساست ٕزا اىْ٘ع ٍِ اىٖٞامو فٜ -ٍِ ّ٘ع قششٛ

ٗاىلاخطٜ ْٕذسٞا. ىقذ حٌ حقذٌٝ اخخباساث اىخذقق ٍِ فؼاىٞت اىؼْصشِٝ اىَط٘سِٝ، مَا أُ 

اىْخائج اىَخذصو ػيٖٞا حَج ٍقاسّخٖا باىْخائج اىَشجؼٞت ٗحيل اىْخائج اىَخذصو ػيٖٞا ٍِ 

ة ج٘دٗ  أمذث فؼاىٞت ٕزٓ اىَقاسّت ػْاصش ٍذذٗدة أخشٙ ٗاىَخ٘فشة فٜ الأبذاد اىَْجضة،

  اىؼْاصش اىَقخشدت.

شبط، ، اىٞٔ، دسجت دشٝت دٗساّاىذجَٜ، اىؼْصش اىؼذدٝت اىَْزجت  الكلمات المفتاحية:

    دجَٜ -قششٛ ػْصش
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Introduction  

 

Ces dernières années de nombreux travaux de recherche ont été consacrés au 

développement d’éléments finis capables de modéliser des structures complexes 

composées d’un ensemble d’éléments massifs ainsi que des éléments minces, on peut citer 

comme exemples le cas de raidisseur sous une coupole et la tour de refroidissement de la 

centrale nucléaire reposant sur des supports massifs. Ce raccordement nous impose de 

faire une liaison entre deux types d’éléments finis différents : des éléments à deux 

dimensions pour les coques ainsi que des éléments massifs 3D pour les structures 

tridimensionnelles. Sachant que les éléments finis volumiques ne contiennent que des 

degrés de liberté de translation et les éléments finis de type coque comportent des 

variables nodales de rotations, alors les degrés de liberté ne sont pas compatibles dans la 

zone de jonction entres ces deux types de structures et ceci  provoque évidemment une 

grande difficulté lors de la résolution numérique du problème.  

 

Cette problématique constitue l’origine de la naissance des éléments finis de type solide-

coque, qui représente aujourd‘hui une alternative intéressante aux éléments finis solides et 

coques conventionnels. En effet, les éléments finis solide-coque combinent les avantages 

des formulations des éléments solides et des éléments coques. Leurs principales 

caractéristiques, qui les rendent très attrayants, peuvent être résumées comme suit : 

 

 L’utilisation des lois constitutives tridimensionnelles sans l’hypothèse des 

contraintes planes.  

 Connexion facile avec des éléments solides conventionnels puisque les 

déplacements sont les seuls degrés de liberté considérés.  

 Considération naturelle du contact sur les deux faces de l’élément. 

 Aptitude à modéliser avec précision des structures minces avec une seule couche 

d’élément fini et peu de points d’intégration dans la direction de l’épaisseur.    

 

Objectifs de la thèse 

 

L’objectif de ce travail est la formulation d’un nouvel élément fini de type solide-coque, 

qui sera utilisé pour l’analyse linéaire et non linéaire des structures minces et épaisses. 

Pour obtenir cet élément, on doit passer par les deux grandes étapes suivantes: 
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- La première consiste à développer un élément fini triangulaire sans degré de liberté 

en rotation à partir de l’élément triangulaire de type facette plane DKT18, 

développé par Batoz et Dhatt [BAT92], ce dernier est obtenu par superposition de 

l’élément triangulaire de membrane CST qui contient deux degrés de liberté par 

nœud et l’élément de flexion des plaques DKT qui possède trois degré de liberté 

par nœud, soit un degré de translation verticale (w) plus deux rotations. L’idée 

principale est de modifier l’opérateur matriciel Bf relatif aux déformations de 

flexion de l’élément DKT pour avoir uniquement que des termes qui correspondent 

à la composante de déplacement w, la superposition de l’élément DKT modifié et 

l’élément de membrane CST nous donne l’élément fini triangulaire nommé 

DKT18RF
1
 avec uniquement trois translations par nœud. 

 

- La seconde étape représente le but principal de notre travail qui se traduit par le 

développement d’un élément fini prismatique à six nœuds de type solide-coque 

nommé SB6–18
2
, basé sur la formulation DKT (Discret Kirchhoff Triangle). 

Notant que pour les deux faces supérieure et inférieure constituant le prisme, la 

formulation utilisée est similaire à celle de l’élément triangulaire DKT18RF 

développé dans l’étape précédente, les opérateurs de déformation de membrane 

Bm et de flexion Bf seront déterminés en suivant le même principe que celui de 

l’élément DKT18RF, la loi constitutive pour cet élément est une loi de 

comportement 3D modifiée pour prendre en considération l’hypothèse des 

contraintes planes décrite par la théorie des coques.       

 

Plan de la thèse 

 

Pour répondre à la problématique de la thèse, nous avons structuré le manuscrit en cinq 

chapitres principaux qui suivent l’ordre chronologique de notre travail, et qui sont décrits 

comme suit : 

 

Dans le premier chapitre qui fait l’objet d’une recherche bibliographique, on commence 

par un rappel sur les théories de base de la mécanique des milieux continus ainsi que le 

principe général de la méthode des éléments finis. Ensuite on fait état d’une revue 

bibliographique sur les différentes méthodes de développement des éléments finis coques 

volumiques réalisées par des recherches durant ces dernières années. 

1 Discrete Kirchhoff triangle rotation free element with 18 dof. 
2 Shell Brick, avec six nœuds et 18 degrés de liberté. 
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Le deuxième chapitre est consacré à la présentation de la théorie des coques. Dans cette 

section nous présentons les relations associées à la description géométrique des coques, 

ainsi que les principaux modèles cinématiques existants, le modèle de Love-Kirchhoff 

pour les coques minces et celui de Reissner-Mindlin pour les coques épaisses. Pour 

chaque modèle on donne le champ de déformation, les contraintes, la relation contraintes-

déformations et les équations d’équilibre. 

 

Dans le troisième chapitre, on donne une formulation théorique détaillée de l’élément 

triangulaire sans degrés de liberté de rotation DKT18RF développé à partir de l’élément 

de type facette plane DKT18. Dans cette formulation le champ de déplacement et les 

déformations sont exposés, l’expression des travaux virtuels permet de déterminer la 

matrice de rigidité élémentaire, ainsi que les efforts résultants. Enfin, cet élément est 

programmé sous MATLAB et afin de tester sa performance et sa fiabilité on utilise les cas 

tests reconnus dans le domaine.       

 

Le quatrième chapitre décrit en premier lieu, la formulation de l’élément fini solide–coque 

SB6–18, nous développons ainsi un élément fini de géométrie prismatique à six nœuds 

basé sur l’approche DKT, les comportements de membrane et de flexion sont définis au 

niveau des surfaces inférieure et supérieure de l’élément prismatique, vu que cet élément 

est basé sur l’hypothèse des contraintes planes, alors la loi de comportement utilisée dans 

ce cas est une loi de comportement 3D modifiée. Des exemples de validation seront 

donnés pour mettre en évidence la validité de la procédure de construction de l'élément 

proposé et la bonne programmation de l’élément développé.  

 

Pour finir, le dernier chapitre concerne l’extension en non linéaire géométrique de 

l’élément fini solide–coque SB6–18. Dans ce chapitre nous allons présenter une version 

non linéaire de cet élément, qui sera basé sur une formulation similaire à celle présentée 

par Mouronval [MOU04] pour l’élément de type facette plane DKT18. Une formulation 

Lagrangienne totale,  qui prend comme configuration de référence la configuration initiale 

C0, a été adoptée. Cette formulation nous a conduit à la détermination des efforts internes 

ainsi que la matrice de rigidité tangente. La méthode itérative de Newton-Raphson a été 

utilisée pour la résolution du système non linéaire. Les cas tests étudiés dans cette section 
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ont pour objectif de vérifier le bon comportement et la bonne programmation de l’élément 

que nous avons développé.  

 

Enfin, les principales conclusions et perspectives concernant ce travail sont présentées 

dans la partie conclusion générale de ce manuscrit. 
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1.1. Introduction 

 

Plusieurs modèles des éléments finis sont proposés pour la modélisation des structures. 

Ainsi, pour des structures minces, on dispose d’éléments de type coque, plaque, etc. 

D’autres éléments finis, dits solides ou volumiques, sont dédiés à l’étude des structures 

plus épaisses. Cependant, lorsque l’on se retrouve face à des structures comportant des 

géométries très contrastées, à l’instar d’une tour de centrale nucléaire (assimilable à une 

structure coque) reposant sur une fondation épaisse (structure 3D), l’une des difficultés 

principales est de connecter les éléments finis coques aux éléments finis solides. Cette 

difficulté réside dans l’incompatibilité géométrique des deux types d’éléments finis 

représentant les deux structures (mince et épaisse). Une alternative consiste en l’utilisation 

d’un maillage complètement 3D, ceci se révèle très coûteux en temps de calcul. Pour 

pallier à cela, des modèles combinant les avantages de ces deux types d’éléments ont été 

développés récemment, montrant ainsi leur intérêt. Dans l’objectif de développer des 

éléments solides–coques performants, nous allons présenter brièvement certaines 

techniques et modélisations d’éléments finis issus de la littérature proches de notre 

objectif. 

 

Nous commençons ce chapitre par un rappel sur les théories de base de la mécanique des 

milieux continus (MMC) ainsi que le principe général  de la méthode des éléments finis 

(MEF). Ensuite on fait état d’une revue bibliographique sur les différentes méthodes de 

développement des éléments finis coques réalisées par des recherches durant ces dernières 

années. 

 

1.2 Notions générales sur la MMC et la MEF 

 

Nous allons présenter brièvement dans cette section, les théories de base de la mécanique 

des milieux continus, ainsi que le principe général de la méthode des éléments finis, le 

contenu de cette section est inspiré des références suivantes : Batoz et Dhatt [BAT90], 

Dhatt et Touzot [DHA81], Trinh [TRI09], Craveur [CRA08], Lemosse [LEM00].     

 

1.2.1 Cinématique des milieux continus 

 

Considérons un corps solide quelconque à l’état initial appelé configuration initiale Ω0. Ce 

corps qui est soumis à différentes sollicitations statiques et/ou dynamiques, se transforme 

au cours du temps t. À un instant t quelconque, il arrive à un nouvel état appelé 

configuration actuelle Ωt (voir Figure 1.1). 
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Figure 1.1. Cinématique des milieux continus 

 

Afin de décrire cette transformation, nous utilisons un repère cartésien global O (x, y, z). 

Donc, un point matériel M0 quelconque appartenant à  Ω0 est repéré par le vecteur des 

coordonnées   ⃗⃗⃗⃗  (x0, y0, z0). À l’instant t, le point M0 devient un nouveau point Mt 

appartenant à Ωt qui est maintenant repéré par le vecteur des coordonnées   ⃗⃗⃗⃗  (xt, yt, zt). 

Dans le cadre d’une description lagrangienne, nous pouvons écrire : 

 

  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗                                                                                            (1.1) 

 

Où le vecteur  ⃗⃗  est appelé le déplacement du point M0. 

 

L’équation (1.1) peut se réécrire sous la forme matricielle suivante : 
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La matrice F est appelée le tenseur gradient de transformation. Nous écrivons également : 
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Où θx , θy , θz représentent des rotations infinitésimales autour des axes x, y, z , ne 

produisant aucune déformation. D0 est le tenseur des déformations linéaires, ou petites 

déformations. 

 

1.2.2 Tenseur des contraintes  

 

Considérons un solide subissant des forces surfaciques F et volumiques f et divisé en deux 

par un plan imaginaire (voir figure 1.2). Un élément de surface ΔS autour de point M et de 

vecteur normal n subit une force résultante ΔF. Si ΔS est infiniment petit, le rapport 

ΔF/ΔS devient dF/dS. Le vecteur dF/dS est par définition le vecteur de contrainte  T
(n)

 au 

point M associé au plan de vecteur normal n : 

 

 ( )       → .
  

  
/
 

 
  

  
                                                                                              (1.4) 

 

 

 

Figure 1.2. Facette de normale n 

Ωt 

M 
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Le vecteur de contrainte  T
(n)

 n’est pas nécessairement colinéaire à n et peut donc être 

scindé en trois composantes. L’état de contrainte en un point peut être défini par tous les 

vecteurs de contrainte  T
(n)

 associés à tous les plans qui intersectent ce point. On se 

satisfait dans la pratique de la connaissance des vecteurs de contrainte associés aux plans 

orthogonaux de vecteurs normaux e1, e2 et e3. 

 

La décomposition des vecteurs de contrainte T
( e1)

  , T
( e2 )

  et T
( e3 )

 selon les directions des 

axes de coordonnées cartésiennes (voir figure 1.3) est: 

 

 (  )                    

 (  )                                                                                                         (1.5) 

 (  )                     
 
Le tenseur des contraintes de Cauchy au point M est défini par : 
 

  [

         
         
         

]                                                                                                                          (1.6) 

 

Les composantes ζxx , ζyy , ζzz sont appelées contraintes normales; ζxy , ζxz , ζyz , ζyx , ζzx , 

ζzy sont les contraintes de cisaillement. Les composantes cartésiennes sont représentées 

positivement sur la figure 1.3. Elles décrivent l’état de contrainte au point M. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  Figure 1.3. Composantes du tenseur ζ 

 

 

L’équilibre des moments autour des axes passant par M, en l’absence de couples répartis à 

l’intérieur et à la surface du solide conduit à : 

 

                                                                                                               (1.7) 
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Nous définissons ainsi le vecteur des contraintes ζ à six composantes : 

 

  [                                           ]                                                                       (1.8) 

 

1.2.3 Tenseur des déformations   

 

Le tenseur des déformations, dit de Green-Lagrange est définit en fonction du tenseur 

gradient des transformations par : 

 

  
 

 
,      -                                                                                                            (1.9a) 

 

Dans la théorie linéaire classique de l’élasticité, les gradients des déplacements sont 

supposés petits. Les produits et les carrés des premières dérivées sont négligeables : 

 

     
 

 
,     

 -                                                                                                    (1.9b) 

 

Dans le cas de l’hypothèse de linéarité géométrique, c’est-à-dire de petites rotations et de 

petites déformations, on définit les déformations εij par la formule classique de la 

mécanique linéaire, uk est le déplacement dans la direction k : 

 

    
 

 
(
   

   
 
   

   
)                                                                                                         (1.10) 

 

Les déformations sont symétriques du fait de la commutativité de l’addition des nombres 

réels. 

 

                                                                                                                                 (1.11) 

 

En mécanique linéaire, la quantité γij (distorsion angulaire) représente la variation d’angle 

entre les directions i et j. C’est le double de la déformation angulaire εij. On définit le 

tenseur des déformations en un point par : 

 

  [

         
         
         

]                                                                                                                        (1.12a) 

 

Le tenseur des déformations est lui aussi entièrement déterminé en tout point par la 

connaissance de six composantes sur les neuf, que l’on représente vectoriellement par : 

 

  [                                           ]                                                                      (1.12b) 

 

Où                                                         
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1.2.4 Equations d’équilibre   

 

Le solide dans la configuration actuelle Ωt est soumis à des sollicitations comme des 

forces surfaciques fs appliquées sur une partie de la frontière ∂TΩt, des déplacements 

imposés ud appliqués sur une partie de la frontière ∂uΩt , et des forces volumiques fv (qui 

peuvent contenir des termes d’inertie). La somme des parties de la frontière ∂TΩt et ∂uΩt 

représente la frontière totale fermée ∂Ωt de Ωt . L’équilibre du système s’écrit de la façon 

suivante : 

 

{

   ( )                        
 ( )                           
 ( )                         

                                                                                (1.13) 

 

Où         0
 

  
   
 

  
   
 

  
1 

 

1.2.5  Relation de comportement   

 

Pour un matériau donné, sa relation de comportement ou sa loi constitutive permet de 

déterminer les contraintes en fonction des déformations, des variables internes. Pour les 

matériaux dits élastiques linéaires, les contraintes sont des fonctions linéaires des 

déformations. Ces relations se traduisent sous la forme simple générale : 

 

                                                                                                                         (1.14) 

 

Où H est un tenseur de comportement d’ordre 4 dont les composantes font intervenir les 

caractéristiques physiques du matériau, ζ0 est le tenseur de contrainte à l’état initial (pour 

simplifier l’écriture du problème, nous supposons que ζ0 = 0 dans la suite). 

 

Les tenseurs ζ et ε étant symétriques, nous avons : 

 

                                                                                                                    (1.15)     

 

En notation de Voigt, nous écrivons ainsi : 

 

                                                                                                                              (1.16) 

 

Où H est une matrice de comportement 6x6,  ζ et ε sont donnés en (1.8) et (1.12b). 

 

En élasticité tridimensionnelle, la matrice de comportement d’un matériau élastique 

linéaire homogène et isotrope est de la forme suivante : 

 

 



Chapitre 1                                                                                                Recherche bibliographique 

 

    13    

c  E

1 12 

1     0 0 0

1    0 0 0

1   0 0 0

12
2

0 0

12
2

0

sym 12
2  

   

 

Où E est le module d'Young et ν est le coefficient de Poisson 

 

1.2.6  Problèmes d’élasticité 3D 

 

Résoudre un problème d’élasticité 3D consiste à déterminer, en tout point de la structure 

en équilibre, 15 grandeurs : 

 

Six contraintes :                                                       

 

Six déformations :                                                   

 

Trois déplacements: u, v, w                

 

Ces grandeurs doivent vérifier : 

 

Trois relations d’équilibre :                                                  dans Ωt 

 

Six relations contraintes/déformations :                                dans Ωt   

 

Six relations déformations/déplacements :        
 

 
(         )   dans Ωt ;            

 

Auxquelles il convient d’ajouter les conditions aux limites de type déplacement imposé, 

nul ou non :                        

 

Et les conditions aux limites de type équilibrent :                         

 

 

 

 

 

 

H 
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1.2.7  Méthode des éléments finis  

 

1.2.7.1  Introduction  

La mécanique des solides permet de décrire le comportement des systèmes physiques 

grâce à des équations aux dérivées partielles, la méthode des éléments finis est l’une des 

méthodes les plus utilisées pour résoudre effectivement ces équations, elle consiste à 

utiliser une approximation simple des variables inconnues pour transformer les équations 

aux dérivées partielles en équations algébriques, elle fait appel aux trois domaines 

suivants :     

 La mécanique des solides pour construire les équations aux dérivées partielles. 

 Méthodes numériques pour construire et résoudre les équations algébriques. 

 Programmation et informatique pour exécuter efficacement les calculs sur 

ordinateur. 

 

1.2.7.2 Formulation intégrale  

 

La méthode des résidus pondérés qui, en utilisant des fonctions de pondération, permet de 

passer d’un système d’équations aux dérivées partielles à une formulation intégrale, 

l’intégration par parties fournit des formulations intégrales modifiées dites faibles qui sont 

plus faciles à utiliser. En mécanique des solides, la notion de fonctionnelle est utilisée 

pour construire directement une formulation intégrale en utilisant le principe de 

stationnarité de la fonctionnelle d’énergie (voir figure 1.4). 

                       

Le comportement d’un système continu est décrit par les équations aux dérivées 

partielles :   

 

L (u) + fv = 0       sur un domaine V  

C (u) = fs              sur la frontière  S de V 

Où: L et C            sont des opérateurs différentiels caractérisant le système  

 u                         fonctions inconnue  (déplacement) 

fv et fs                  fonctions connues dites sollicitations  (forces volumiques et surfaciques) 
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Système d’équations différentielles :  L(u) + fv = 0 sur V 

Conditions aux limites : Cf(u) = fs    sur Sf              Cu(u) = fu      sur Su 

 

Forme intégrale : W =∫  
 

 
ψ (L(u) + fv) dV   

Où u satisfait les conditions aux limites sur Su et Sf 

Forme intégrale faible de W 
Où u satisfait les conditions sur Su 

Fonctionnelle ∏ tel que δ∏ = W 

Fonctionnelle discrétisée 

Forme intégrale discrétisée 
{K}{Un}={F} 

 

Résidus pondérés 

Intégration par parties 

Approximation de u 

Stationnarité δ∏ = 0 

Choix de ψ≡δu système conservatif 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2.7.3 Modèle déplacement  

 

Un problème d’élasticité est décrit par un ensemble de relations aux dérivées partielles 

faisant intervenir les contraintes ζ, les déformations ε et les déplacements u, le modèle 

variationnel en déplacement tient compte :   

 

 Des équations d’équilibre sur V et aux limites sur Sf  sous une forme variationnelle 

 Des équations cinématiques sous forme explicite en chaque point de V 

 Des équations de comportement sous forme explicite en chaque point de V 

 Des conditions aux limites sous forme explicite en chaque point de Su 

 

La forme variationnelle (dans le cas des sollicitations statiques uniquement) associée à 

l’équation d’équilibre obtenue par la méthode des résidus pondérés : 

 

Figure 1.4. Relations entre système d’équations 

différentielles, formes intégrales et fonctionnelles [DHA81] 
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  ∫  ( )  
 

 

 ∫ (       )                                                                         (    )
 

 

 

 

 *  +           *  +  * +    * +  * ̅+        

 

Avec :                    représente l’équation d’équilibre 

 

Nous choisissons le champ de déplacement virtuel comme fonction de pondération ψ = u* 

ce qui conduit à un cas particulier de la méthode  de Galerkine, nous obtenons la forme 

variationnelle :   

 

  ∫  (       )    
 

 

                                                                                                (    ) 

En intégrant par partie nous obtenons la forme faible de W : 

 

                 
                                                                                                      (    ) 

 

Où:  

     ∫〈 
 〉, -                  

 

 

, -  , -* +                                                                      (    ) 

     ∫〈 
 〉*  +   ∫〈  〉*  +   

 

  

      

 

 

                                                                           (    ) 

Donc l’expression du principe des travaux virtuels (PTV) s’écrit :  

 

 (    )  ∫〈  〉, -* +     ∫〈  〉*  +   ∫〈  〉*  +     

 

  

                            

 

 

 

 

(    ) 

 

 *  +           *  +  * +    * +  * ̅+        

 

Un problème d’élasticité consiste ainsi à trouver {u} satisfaisant cette dernière expression, 

cette forme variationnelle sert de base pour construire les modèles déplacements en 

éléments finis. 

En admettant que les fonctions de pondération u* et les fonctions solutions u 

appartiennent au même espace de fonctions (mêmes bases de représentation) on obtient la 

formulation de type Galerkine conduisant aux modèles déplacements en éléments finis. 

Les déplacements virtuels u* sont alors définis comme les variations des déplacements 

réels :                

  

    ( )     

 

Où δ(u) représente la variation de la fonction u, l’expression de type Galerkine est alors :  
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 ( )  ∫〈   〉, -* +     ∫〈   〉*  +   ∫〈   〉*  +     

 

  

      

 

 

                       

 

 

(    ) 

 *   +           *   +  * +    * +  * ̅+        

 

On peut définir un fonctionnelle    appelée énergie potentielle totale telle que : 

 

   ( ( ))    

 

Avec      ( )      ( )      ( )                                                                               (1.25) 

 

Où      est l’énergie interne de déformation : 

 

     ∫
 

 

 

 

〈 ( ) 〉, -* ( )+                                                                                                (    ) 

 

et      est le potentiel des forces de volume et de surface : 

 

     ∫〈 
 〉*  +   ∫〈  〉*  +   

 

  

                                                                                    (    )

 

 

 

 

La seconde variation de   est donnée par : 

 

   ( )  ∫〈   〉, -* +  

 

 

                   *  +                                                             (    ) 

 

La solution {u} du problème d’élasticité correspond ainsi à un minimum de l’énergie 

potentielle totale. Le principe du minimum de l’énergie potentielle totale s’énonce ainsi :  

Parmi tous les champs de déplacements cinématiquement admissibles celui qui rend    

minimum correspond à la solution du problème.   

 

1.2.7.4  Principes variationnels mixtes 

 

L’application des formulations dites mixtes ou hybrides permet dans de nombreuses 

situations comme les poutres, les plaques et les coques de définir des modèles éléments 

finis très performants (voire exacte pour les poutres droites ou courbes)     

 

1.2.7.4.1 Principe variationnel général  

 

On peut définir un modèle général où toutes les relations du problème d’élasticité sont 

représentées sous forme variationnelle, les fonctions u*,  ζ*,  ε* sont des fonctions de 
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pondération ou fonctions tests. Dans la formulation de type Galerkine, ces fonctions 

appartiennent aux mêmes espaces que les fonctions solutions  u,  ζ,  ε. Nous pouvons 

construire une forme faible de W en contrainte ou en déplacement après une intégration 

par partie. 

 

1.2.7.4.2 Principes mixtes (type Hellinger – Reissner)    

 

L’expression du fonctionnelle est fonctions des deux variables indépendantes ζ et u : 

 

 (    )  ∫ 
 

 
〈 〉, -* +  〈 〉* ( )+     ∫〈  〉*  +   ∫〈  〉*  +   

 

  

         

 

 

 

 

(    ) 

Avec * +  * ̅+                       , -  , -
    

 

En intégrant par partie le second terme, on obtient la forme faible en déplacement. 

 

1.2.8  Procédure de l’analyse par la méthode des éléments finis  

 

 Représentation du domaine de volume V par un ensemble de sous domaines de 

volume V
e
 dits éléments finis : 

 

         ∑                ∑                                                                                   (    ) 

           

 Approximation du champ de déplacement u(x) sur l’élément:   

 

               * ( )+  , ( )-* + (espace réel)                                                                    (1.31a) 

 

             * ( )+  , ( )-* + (espace paramétrique)                                                      (1.31b) 

 

              ( ) : base polynomiale de l’approximation 

 

             * + : variables généralisées de l’approximation 

 

 Construction de la fonction d’interpolation N(x) :  

 

       * ( )+  , ( )-,  -
  *  +                                                                                     (1.32a) 

 

              * ( )+  , ( )-*  +                                                                                                (1.32b) 

 

              *  +: variables nodales 
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 Approximation du champ de déformation ε sur l’élément :  

 

      En utilisant la relation déformation-déplacement on peut écrire les déformations   

      sous la forme :   

                          

            * +  , -* ( )+  , -, ( ) -*  +  , -*  +                                                 (1.33) 

 

            [∂] matrice des dérivées partielles 

 

 Construction de la matrice de rigidité élémentaire [k]: 

 

       En utilisant le PTV : 

 

                ∫〈  〉, -* +     ∫〈  〉*  +   ∫〈  〉*  +     

 

  
 

                      (    ) 

 

  

 

  

 

 

               * +  , -*  +    et    *  +  , -{   
 } 

 

        W
e
 s’écrit sous forme matricielle : 

       

       〈  
 〉(, -*  +  *  +)    

 

               , -  ∫, - , -, -  

 

  

                                                                                             (    ) 

 

         *  + : Vecteur des forces (équivalentes) élémentaires dues aux forces de volume et   

                 de surface  

 

 Assemblage (construction de [K] et [F]) : 

 

       [K] : Matrice globale obtenue par assemblage des matrices élémentaires 

       [F] : Vecteur global des sollicitations obtenu par assemblage des vecteurs  

                 sollicitations élémentaires 

 

 Résolution : 

 

            Le problème se ramène à résoudre le système linéaire :   

                                                            

             , -, -  , -                                                                                                              (    )                                                                           
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Pour les problèmes non-linéaires, l’état de la configuration à l’instant t +1 dépend de celui 

à l’instant t. Donc, la matrice de rigidité dépend également des variables que l’on cherche. 

Le problème ne peut donc pas être résolu explicitement. On va donc le résoudre de façon 

itérative par l’intermédiaire d’une suite de problèmes linéaires. Nous présentons ici le 

principe de la méthode de Newton–Raphson par exemple : 

 

- Supposons que l’on ait Ut à l’instant t tel que : 

 

, (  )-       (  )                                                                                                    (    ) 

 

- On cherche            vérifiant : 

 

, (    )-         (    )                                                                                        (    ) 

 

- En faisant un développement en série de Taylor au premier ordre, on obtient : 

 

 (    )   (     )   (  )  [
  

  
|
  

]           

 

   (  )  ,  (  )-                                                                                                             (    ) 

 

- On a alors le problème linéaire ,  (  )-     (  ) à résoudre. Une fois trouvé    , 

on remet à jour            et ainsi de suite. 
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1.3. Synthèse bibliographique des éléments finis coques existants 

 

Nous présentons dans cette partie une analyse bibliographique des approches théoriques 

utilisées dans la modélisation des coques, elle résulte d’une synthèse des références 

suivantes : Wang [WAN17], Kaddah [KAD95], Vieille [VIE03], Bouclier [BOU14] et 

Kpeky [KPE16]. 

  

1.3.1 Eléments finis solides tridimensionnels 

 

Les éléments finis solides sont généralement utilisés pour la modélisation 

tridimensionnelle des structures massives sans aucune simplification géométrique. La 

géométrie des éléments finis solides est complètement définie par les coordonnées des 

nœuds, et les déplacements nodaux permettent l’interpolation des déplacements à 

l’intérieur de l’élément dans toutes les directions. De plus, des équations constitutives 

entièrement tridimensionnelles sont adoptées pour ces éléments finis solides, ce qui 

permet une description réaliste des différents phénomènes sans l’utilisation d’hypothèses 

restrictives (par exemple, l’hypothèse des contraintes planes). 

 

Grâce à leurs formulations entièrement 3D, les éléments finis solides possèdent de 

nombreux avantages, et sont conçus pour être des éléments finis à usage général. Dans la 

majorité des situations non linéaires, les éléments finis solides de bas degrés (à 

interpolation linéaire) sont préférés en raison de leur faible coût de calcul. Cependant, ils 

présentent souvent de mauvaises performances et souffrent de plusieurs phénomènes de 

verrouillage dans la simulation des structures minces, en particulier, dans les problèmes de 

flexion (voir, par exemple, Adam et al. [ADA14], [ADA15]). 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.5. Eléments finis solides tridimensionnels 

Elément tétraédrique  

(4 nœuds) 

Elément prismatique   

(6 nœuds) 

Elément hexaédrique  

(8 nœuds) 

Elément tétraédrique 

(10 nœuds) 

Elément prismatique   

(15 nœuds) 

Elément hexaédrique 

(20 nœuds) 
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1.3.2 Eléments coques conventionnels 

 

Le développement des éléments coques est directement lié à l'approche théorique utilisée 

et à la formulation variationnelle adoptée (déplacement, mixte, hybride). On peut citer 

deux approches théoriques distinctes: 

 

 1.3.2.1 L’approche par facettes planes 

 

L’approche par facettes planes consiste à remplacer la géométrie de la coque par un 

assemblage d’éléments plans dont les nœuds sont situés sur la surface moyenne. 

L’élément coque résultant est constitué par la superposition d'un élément de flexion et 

d’un élément de membrane, le couplage étant réalisé par le passage aux degrés de liberté 

globaux. Beaucoup d’éléments dans la littérature ont été construits suivant cette 

modélisation. On peut citer par exemple les éléments DKT18 et DST18 (Batoz et Dhatt 

[BAT92]) où la partie membrane est décrite par l’élément triangulaire CST et la partie 

flexion par les éléments DKT (Batoz et al. [BAT80]) et DST (Lardeur [LAR90]). Cette 

approche est très attrayante par sa simplicité. En effet, elle permet d’étendre directement le 

calcul des plaques au calcul des coques, de même il suffit de peu de données pour décrire 

la géométrie de la coque. Elle se prête aussi bien au calcul des structures plissées. Cette 

approche présente d’autres avantages, notamment la bonne convergence des résultats et la 

bonne représentation des modes rigides.  

 

Les avantages précédents s’accompagnent d’un certain nombre d’inconvénients. En effet, 

la polygonisation de la coque nécessite un maillage relativement fin pour assurer une 

bonne convergence, si non, on a une déviation par rapport à la géométrie réelle. De même, 

cette polygonisation crée des arêtes artificielles responsables de l’apparition des 

sollicitations parasites. Ces dernières s’atténuent normalement avec la finesse du maillage. 

L’assemblage en un nœud du réseau d’éléments coplanaires nécessite l’introduction d’une 

rigidité fictive pour la rotation normale, si non, des singularités risquent d’apparaître au 

niveau de la matrice globale. Cette rigidité fictive peut être évitée par la construction 

d’éléments de membrane possédant des degrés de liberté de rotation (drilling rotations). 

On peut citer dans ce domaine, les travaux d’Allman ([ALL84], [ALL88]), Bergan et 

Felippa ([BER85], [BER86]), lbrahimbégovic et al. [IBR90], lbrithimbégovic et al. 

[IBR93].  

 

Cette approche, tout en évitant l'introduction de la rigidité fictive, améliore 

considérablement le comportement membranaire de l’élément. Elle permet aussi une 

connexion aisée de la coque à d’autres éléments de structures, par exemple, les problèmes 

rencontrés dans l’étude des coques avec raidisseurs, des jonctions colonne-plaque et mur-

poutre. Cependant, il est important de s’assurer qu’un élément construit suivant cette 

technique est libre de tout blocage en membrane.  
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En effet, un certain blocage en membrane a été constaté (vitesse de convergence lente) 

dans des problèmes où la flexion est importante (Carpenter et al. [CAR85], Nygard 

[NYG86], Aminpour [AMI92]). 

 

 

ij

k

Y

X

Z

 
 

Figure 1.6. Eléments de coques à facettes planes 

 

 

1.3.2.2  L’approche par éléments de coques courbes 

 

L’approche par éléments de coques courbes est en général décrite dans le cadre de la 

théorie classique des coques; nous distinguons en général deux modèles: 

 

1) le modèle dit de Koïter-Sanders (Koïter [KOI60], [KOI66] et [KOI70]; Sanders 

[SAN63]) basé sur les hypothèses de Love-Kirchhoff. Ce modèle a été utilisé par 

plusieurs auteurs (Argyris [ARG86], Bernadou [BER86], Cowper et al. [COW86]). 

2) le modèle dit de Reissner-Nagdi où l’influence des déformations de cisaillement 

transversal est prise en compte (Nagdi [NAG57], [NAG63] et [NAG72]; Reissner 

[REI52], [REI69] et [REI74]). Ce modèle sert de base pour construire des éléments 

courbés où les hypothèses de Kirchhoff sont prises sous forme discrète (Batoz 

[BAT77], Batoz et Dhatt [BAT78], Dhatt [DHA70] et Wempner [WEM68]). 
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La formulation de ces éléments est élégante, mais délicate, on peut exprimer le champ de 

déplacement de deux façons : 

 

A) par les composantes curvilignes de déplacements de la surface moyenne, elle 

même définie analytiquement par le vecteur rayon. Cette solution permet de 

modéliser la surface moyenne avec exactitude sans introduire d’arêtes artificielles 

aux frontières, mais ne permet généralement pas l'exacte représentation des modes 

rigides. De même le risque de blocage en membrane est élevé si les 

approximations des déplacements ne sont pas cohérentes; 

B) par les composantes cartésiennes des déplacements de la surface moyenne, elle 

même définie par une fonction Z = Z(x,y) par rapport au plan de référence (x,y). 

Cette solution permet une exacte représentation des modes rigides, mais fait 

apparaître, des arêtes artificielles aux frontières, à cause de l’idéalisation de la 

surface par une forme prédéterminée. 

 

D’un point de vue pratique, ces éléments sont d’un emploi laborieux (spécification très 

lourde des données), ils nécessitent souvent une description analytique de la coque et ne se 

prêtent pas ou se prêtent mal, au calcul des intersections des coques. 

Au vu des difficultés, certains chercheurs ont proposés des simplifications en utilisant une 

approche intermédiaire entre les approches par facettes planes et les éléments courbes. Il 

s’agit de la théorie des coques surbaissées (shallow shells) ou théorie de Marguerre 

[MAR38] où chaque élément coque est décrit par un petit déplacement normal à partir 

d'un plan de référence. 

Les deux approches curviligne et cartésienne décrites précédemment s’appliquent à la 

théorie des coques surbaissées. L’approche curviligne est très peu recommandée, car la 

solution peut converger vers une solution différente de la vraie solution, si la coque est 

profonde, par contre l’approche cartésienne converge vers la bonne solution que la coque 

soit profonde ou quasi plate (Frey et Jirousek [FRE92]). Cependant, malgré la popularité 

de l’approche cartésienne, un blocage en membrane peut apparaître à cause de la 

géométrie initiale courbe, il peut être traité par la méthode de la décomposition modale 

(lbrahimbégovic et Frey [IBR94]; Chahrour [CHA91] ). 
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Figure 1.7. Elément courbe 
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1.3.2.3 Eléments finis coques sans degrés de liberté de rotation 

 

Les éléments de type coque sans degrés de liberté de rotation constituent une alternative 

séduisante aux éléments coques classiques, en plus de l’avantage de la cohérence des 

degrés de liberté entre les éléments coques et solides, ces éléments présentent un nombre 

de degrés de liberté deux fois moindre d’où un gain de temps de calcul et ne souffrent pas 

de phénomène de blocage cisaillement-flexion, ils présentent aussi l’avantage d’un 

conditionnement de la raideur qui s’améliore à mesure que l’épaisseur diminue (voir 

Couëdo et al. [COU09]), un exemple de ce type d’élément est l’élément DKTRF de Guo 

et al. [GUO02] qui est un élément obtenu à partir de l’élément triangulaire DKT12 (batoz 

et Dhatt [BAT92]) où les rotations des nœuds milieux sont exprimées dans les termes des 

18 degrés de liberté de translation nodale, il y a aussi l’élément S3 présenté la première 

fois par Crisfield et al. [CRI92] et ensuite plus détaillé par Sabourin et Brunet [SAB06], 

cet élément est construit à partir de l’élément triangulaire de Morley [MOR71], Onate et 

al. [ONA89] ont introduit la flexion dans un élément triangulaire de membrane sans 

adjonction de degré de liberté de rotation, cette stratégie a été développé et utilisé par Rio 

[RIO93] ainsi que Brunet et Sabourin ([BRU93], [BRU94]), Mercier [MER98] a utilisé 

l’élément triangulaire DKT12 obtenu par superposition des éléments CST et DKT6 pour 

aboutir à un élément qui travaille en membrane-flexion sans rotations, les trois rotations 

milieux des cotés de l’élément DKT6 sont éliminées, d’autres éléments finis de types 

coques sans rotations sont publiés dans les travaux de Oñate et Flores [ONA05], Oñate et 

al. [ONA07]. 

 

1.3.2.4  Le verrouillage 

 

En coque, le verrouillage se manifeste d’autant plus que la structure est sujette à la flexion. 

En effet, les fonctions d’interpolation peuvent se retrouver incapables de reproduire 

correctement la flexion sans cisaillement et la flexion sans membrane (ou flexion 

inextensible) des coques minces. Dans ce cas, des contraintes supplémentaires résultant de 

termes erronés de cisaillement et membrane apparaissent et absorbent la majeure partie de 

l’énergie de déformation alors que c’est justement ces contributions qui devraient être 

quasiment nulles. En d’autres termes, la solution aura plutôt tendance à se bloquer sur la 

solution de cisaillement ou de membrane plutôt que décrire le comportement de flexion. 

Les verrouillages associés sont appelés verrouillage en cisaillement et verrouillage en 

membrane respectivement. Il en résulte une sous-estimation de la déformation de la coque 

et une surestimation des contraintes. 

 

1.3.2.4.1 Traitement du verrouillage 

 

L’idée principale de toutes les méthodes est de modifier les termes relatifs aux énergies de 

cisaillement et de membrane afin de relâcher les nombreuses contraintes en trop imposées 

par ceux-ci. 
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1.3.2.4.2 Approximations de plus haut ordre et champs compatibles  

 

On peut par exemple augmenter le degré polynomial des fonctions d’approximation du 

déplacement (approximations de plus haut ordre, [ASH76] [MEC80] [RAN98]). En 

particulier, il a pu être montré dans Rank et al. [RAN 98] qu’un degré p > 6 est suffisant 

pour éliminer le verrouillage en cisaillement des plaques minces avec le modèle de 

Reissner-Mindlin. Une seconde stratégie simple est de prendre un ordre d’approximation 

différent pour chaque composante de la solution recherchée de sorte que les déformations 

de cisaillement et de membrane deviennent compatibles (approche des champs 

compatibles, voir [BAB86] [BAB87] [ISH12]). Le souci de ces deux méthodes est 

qu’elles ne font qu’atténuer le verrouillage sans vraiment le faire disparaître. 

 

1.3.2.4.3  Intégration réduite/sélective et méthodes mixtes 

  

Parmi les méthodes originales et populaires pour véritablement éliminer le verrouillage, 

on peut trouver les techniques dites d’intégration réduite et sélective ([ZIE71] [PAW71] 

[HUG77a] [HUG77b] [FLA81] [STO82] [PRA82] [BEL84] [LIU84]), qui consistent 

simplement à intégrer les rigidités avec moins de points d’intégration que nécessaire. Ces 

méthodes sont intéressantes car elles sont simples à mettre en œuvre et réduisent le coût de 

calcul. Le point auquel il faut faire attention est qu’elles mènent la plupart du temps à des 

instabilités traduites par des modes parasites que l’on appelle modes de hourglass ou 

modes sablier. Ce sont des modes de déformation à énergie quasi-nulle qui vont souvent 

de pair avec le traitement du verrouillage puisqu’ils résultent d’une "relaxation" trop 

importante des contraintes de verrouillage. Face à ce problème, Hughes [HUG77a] a mis 

en place des règles d’intégration réduite sélective, c’est-à-dire qu’il a effectué l’intégration 

réduite seulement pour les termes de membrane et de cisaillement (les autres termes étant 

intégrés avec la règle usuelle complète), tandis que Flanagan et Belytschko [FLA81] ont 

proposé un contrôle en ajoutant une rigidité artificielle de stabilisation. Alternativement à 

ces techniques d’intégration réduite et sélective, des éléments basés sur les méthodes 

mixtes ont aussi été envisagés (voir [HER65] [MAL78] [NOO81] [PIA82] [CHE87] 

[BRE91]). Le principe de ceux-ci est de rechercher dans le même temps les inconnues 

cinématiques et statiques. 

Ceci permet d’avoir des interpolations indépendantes pour les contraintes et déformations 

ce qui offre plus de flexibilité. Cependant, le choix des espaces d’approximation entre le 

déplacement et la contrainte ne peut être arbitraire. Il faut vérifier la condition de 

Ladyzenskaya-BabuŠka-Brezzi (LBB) [BRE91] pour assurer la stabilité et la convergence 

optimale. Malkus et Hughes [MAL78] ont prouvé l’équivalence d’une classe de modèles 

mixtes avec des éléments à un seul champ (déplacement) intégrés avec des règles 

d’intégration réduite. Ceci a permis de légitimer les techniques d’intégration réduite et 

sélective. 
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1.3.2.4.4 Méthodes des déformations "modifiées"  

 

Plus récemment, le développement d’approches simples, purement en déplacement, qui 

pourraient simultanément étendre les procédures d’intégration réduite à des cas plus 

complexes (axisymétrie et anisotropie) tout en atteignant la cohérence théorique des 

formulations mixtes, a donné naissance à des méthodes de déformations assumées, à 

savoir la Enhanced Assumed Strain method "EAS" ([SIM90] [SIM92] [KAS00]) et 

l’Assumed Natural Strain method "ANS" (voir [HUG81] [DVO84] [BUC93]), à des 

méthodes de type Discrete Shear Gap "DSG"  ([BLE00] [KOS05]) et, à des méthodes de 

projections des déformations B (voir [HUG80] [SOU96] [SOU05]). Ces stratégies sont 

basées sur la modification du lien entre les déplacements et les déformations. L’opérateur 

de gradient discret diffère de son expression usuelle. Plus précisément, les déformations 

peuvent être enrichies à l’aide de modes (la méthode des modes incompatibles de Wilson 

et al. [WIL73] pour l’origine des méthodes EAS), ou imposées sous une forme discrète à 

l’aide de collocations (ANS et DSG), ou encore projetées sur un espace approprié 

(méthodes B). À noter peut-être parmi ces méthodes l’avantage de la procédure B qui 

offre un formalisme suffisamment général pour être applicable facilement à tout type 

d’élément (triangles et quadrangles) et quelque soit le degré polynomial. Elle résulte 

seulement en la construction d’une matrice déformation-déplacement modifiée sans degrés 

de liberté supplémentaires ou définition de points de collocation. 

 

1.3.3  Eléments finis coque volumique et solides–coques 

 

En général, pour la modélisation des structures minces on utilise les éléments finis de type 

coque basés sur l’hypothèse des contraintes planes. Mais souvent ces structures minces 

sont raboutées à d’autres plus épaisses. Un problème de raccordement, des maillages 2D 

pour les structures à faible épaisseur et des maillages 3D adaptés aux pièces massives, se 

pose donc. D’où l’objet de développement des éléments de type solide coque qui ont une 

cinématique relativement facile à mettre en œuvre et permettent un calcul correct de la 

variation de l’épaisseur et une connexion directe aux éléments solides classiques puisque 

les déplacements sont les seuls degrés de liberté avec un traitement naturel des conditions 

de contact sur les deux faces de la structure. 

 

1.3.3.1 Eléments de coques 3D dégénérés  

 

Les éléments 3D dégénérés sont apparus à la fin des années 60 pour l’analyse linéaire des 

coques d’épaisseur modérée. Ils sont isoparamétriques et de continuité C°. Leur simplicité 

et leurs avantages ont motivé de nombreux travaux visant à les améliorer : extension aux 

coques minces, prise en compte des effets non-linéaires, extension aux grandes rotations et 

aux matériaux composites [AHM71] [BAT86a] [BAT86b] [DVO84]. 

L’utilisation de ce type d’élément n’est pourtant pas dénuée d’un certain nombre de 

problèmes. En effet, la restriction de la coque à sa surface de référence n’est pas prise en 

compte de manière analytique mais numériquement avec une intégration dans l’épaisseur 



Chapitre 1                                                                                                Recherche bibliographique 

 

    28    

de la coque quelle que soit la nature du problème considéré (élastique, plastique, linéaire 

ou non). Ainsi, la formulation des éléments implique un coût en termes de temps de 

calcul, du fait de cette intégration, que sa simplicité parvient à compenser partiellement. 

Mais la vraie lacune des éléments dégénérés se situe au niveau du verrouillage qui altère 

considérablement leurs performances. 

 
 

 

 

 

 

1.3.3.2 Famille d’éléments finis solides–coques SHB 

 

Le premier élément fini solides–coques, qui a été développé au sein de cette famille 

d‘éléments SHB, a été initialement formulé par Abed-Meraim et Combescure [ABE02] et 

consiste en un élément fini hexaédrique à huit nœuds dénoté SHB8PS. Sa formulation a 

ensuite été améliorée par Abed-Meraim et Combescure [ABE09], notamment en termes de 

réduction de verrouillage, tandis que les modes de sablier « hourglass modes» ont été 

efficacement contrôlés par une nouvelle procédure de stabilisation. La performance de 

l‘élément SHB8PS a été démontrée à travers de cas tests de référence ainsi que par la 

simulation de procédés de mise en forme des tôles minces (voir Abed-Meraim et 

Combescure [ABE09]; Salahouelhadj et al. [SAL12]). Par la suite, un élément prismatique 

à six nœuds dénoté SHB6 a été développé par Trinh et al. [TRI11], en complément de 

l‘élément SHB8PS pour la modélisation de géométries complexes. Bien que la 

performance de l‘élément SHB6 soit raisonnablement bonne en général, sa rapidité de 

convergence reste moins bonne que celle du SHB8PS, et il nécessite des maillages plus 

fins pour obtenir des solutions précises. Plus récemment, les homologues quadratiques des 

éléments solides–coques SHB ont été développés par Abed-Meraim et al. [ABE13], afin 

d‘améliorer la performance globale et la rapidité de convergence. Ces versions 

quadratiques consistent en un élément hexaédrique à vingt nœuds, dénoté SHB20, et un 

élément prismatique à quinze nœuds, dénoté SHB15. De même, leur formulation est basée 

sur une approche entièrement tridimensionnelle avec une intégration réduite dans le plan.     

a) Modèle à 16 nœuds b) Modèle à 24 nœuds 

Figure 1.8. Modèles coques 3D d’Ahmad 
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La performance de ces éléments quadratiques a été évaluée par Abed-Meraim et al. 

[ABE13] dans le cadre de cas tests élastiques en petites déformations.  

 

 

 Figure 1.9. Elément de référence SHB6, SHB15 et SHB20 et ses points d’intégration 

 

 

1.4. Conclusion 

 

Ce premier chapitre à été consacré à la présentation des principes généraux et des théories 

de bases nécessaires pour aborder notre problématique. Dans un premier temps, nous 

avons présenté quelques notions générales concernant la mécanique des milieux continus 

et la méthode des éléments finis, ainsi qu’une revue de la littérature sur les approches 

théoriques et les différents modèles d’éléments finis utilisés pour l’étude du comportement 

des coques. 

 

A travers cette analyse bibliographique, il a été révélé que les modèles classiques existants 

(solides et coques conventionnels) destinés à l’étude des structures minces peuvent 

présenter plusieurs phénomènes de verrouillage. Afin d’améliorer leurs performances, des 

techniques numériques supplémentaires doivent être associées aux formulations de base 

des éléments finis. Parallèlement, le concept d’éléments finis solidecoque est apparu 

comme une alternative intéressante aux éléments finis solide et coque. Ce type d’éléments 

finis combine les avantages des formulations d’éléments solides et coques. Afin d’atténuer 

les phénomènes de verrouillage dans les éléments finis solidecoque, des techniques 

numériques avancées sont associées à leurs formulations, telles que la méthode EAS ou 

ANS. En générale, la formulation des éléments finis solidecoque est basée sur une 

approche purement tridimensionnelle, avec les déplacements comme étant les seuls degrés 

de liberté. Les éléments finis solidecoque sont généralement efficaces, puisqu’une seule 

couche d’éléments et un nombre arbitraire de points d’intégration à travers l’épaisseur 

sont nécessaires pour la modélisation tridimensionnelle de structures minces. 
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2.1. Introduction 

 

Plusieurs théories des coques ont été proposées dans la littérature et chacune a ses 

domaines d’application et ses limitations. En général, il y a deux groupes d’hypothèses 

fondamentales sur lesquelles les théories des coques sont basées. Le premier groupe 

comprend les hypothèses pour les théories des coques minces où le cisaillement est 

négligé (modèle de Kirchhoff-Love, de Novozhilov-Donnell, de Koiter, de flexion pure ou 

de membrane), Le deuxième groupe concerne les théories des coques d’épaisseur modérée 

où le cisaillement transverse est pris en compte. Il contient toutes les hypothèses de la 

théorie des plaques de Mindlin-Reissner. 

 

Pour l’analyse des structures de type coque, on peut utiliser les éléments finis de coque 

d’épaisseur mince ou modérée suivants : 

 

 Eléments de coque à surface moyenne courbe (à forte courbure en général, 

surbaissée parfois), basés sur l’une des théories générales (Love-Koiter ou 

Reissner-Naghdi). 

 

 Eléments de coque surbaissée, basés sur une théorie de coque surbaissée (Donnell, 

Marguerre, etc.). 

 

 Eléments plans, dits plaques-membranes, dont l’état flexionnel est basé sur la 

théorie des plaques minces (Kirchhoff) ou d’épaisseur modérée (Mindlin). 

 

 Eléments dits du type tridimensionnel dégénéré, ordinairement courbes, se 

rattachant à une formulation théorique de type Reissner-Mindlin. 

 

Dans le cadre de cette thèse, et dans le chapitre 3 nous développerons un élément fini 

coque sans degré de liberté en rotation à partir de l’élément triangulaire de type facette 

plane DKT18, ce dernier est obtenu par superposition de l’élément triangulaire de 

membrane CST et l’élément de flexion des plaques DKT, pour cela nous présenterons 

dans ce chapitre uniquement la théorie linéaire des plaques minces et celle des plaques 

épaisses, ainsi que l’état membranaire, qui sont exposées en détail dans plusieurs ouvrages 

et références parmi lesquelles on peut citer: [FRE03] [UGU18] [CRA08] [VEN01] 

[DEB11]. 

 

2.2. Surface moyenne  

 

La théorie des coques est l’étude des solides déformables surfaciques, elle est adaptée à 

l’étude des solides déformables dont la géométrie est assimilable à une surface avec une 

épaisseur. Comme en théorie des poutres qui est l’étude des solides déformables linéiques 

(une courbe avec une épaisseur), cette géométrie va permettre d’établir une théorie 

simplifiée dans laquelle on dira qu’on connaît suffisamment les déplacements en 
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connaissant seulement ceux de la surface moyenne. Dans l’étude théorique des coques, la 

surface moyenne Σ, la normale n et le segment BC (figure 2.1) jouent un rôle essentiel. Le 

segment correspond, dans la théorie des coques, à la section droite dans la théorie des 

poutres de Bernoulli.  

 

 

 

 

 

Figure 2.1. Elément structural mince (t est l’épaisseur) : (a) surface moyenne Σ et sa 

normale ; (b) dimensions caractéristiques (L, a, r) [FRE03] 

 

 

2.2.1. Géométrie de la surface moyenne  

 

Dans un système d’axes cartésiens orthogonaux (X, Y, Z), les équations paramétriques : 

 

   (   )                      (   )                     (   )                                             (2.1) 

 

définissent une surface Σ. A toute valeur constante Cβ du paramètre β correspond une 

ligne sur la surface, dite ligne de coordonnée α ; de même,  α =  Cα  définit une ligne de 

coordonnée β. L’ensemble forme les lignes de coordonnées et  (α, β) sont les coordonnées 

curvilignes de la surface (figure 2.2). 

 

 

Le vecteur position est défini par : 

 

    (   )                                                                                              (2.2) 

 

Où  e1, e2, e3 sont les vecteurs unités dans (X, Y, Z). 
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Figure 2.2. Surface et ses lignes de coordonnées [FRE03] 

 

2.2.2. Courbure normale   

 

Soit n la normale élevée au point A d’une surface Σ (figure 2.3), on dit qu’un plan P 

contenant n réalise une section normale de la surface, cette section se traduit par une 

courbe plane ν tracée sur Σ. Au point A de cette courbe, on désigne par rn le rayon de 

courbure, son inverse 1/ rn est la courbure normale. 

Lorsque le plan P tourne autour de n, rn et 1/ rn varient entre deux valeurs extrêmes 

appelées rayons de courbure principaux rmax, rmin et courbures principales 1/ rmin, 1/ rmax ; 

les plans P correspondants sont perpendiculaires. 

La trace de ces deux plans dessine, au voisinage immédiat du point A, une petite croix sur 

la surface Σ, les bras de cette croix sont les directions principales, les courbes enveloppes 

de ces  directions en tous les points de Σ, constituent un réseau orthogonal de deux 

familles de lignes, appelées les lignes de courbure principales, ou simplement lignes de 

courbure.                     

 

Figure 2.3. Courbe ν de courbure normale 1/ rn au point A, section normale de  Σ  par P 

[FRE03] 
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2.2.3. Lignes de courbure 

 

Le réseau des lignes de courbure d’une surface peut être utilisé avantageusement comme 

système de lignes de coordonnées curvilignes (α, β) pour exprimer les équations des 

coques, outre l’orthogonalité, ce réseau possède la propriété essentielle suivante : le long 

d’un tronçon dsα (ou dsβ) d’une ligne de courbure, la normale reste dans le plan contenant 

la section normale et passe par le centre de courbure de ce tronçon (figure 2.4), grâce à 

cette propriété, on peut isoler un fragment de coque d’épaisseur t par des sections droites, 

c'est-à-dire des coupes planes et normales à la surface moyenne. Seules les lignes de 

courbures présentent cette particularité.                  

 

 

Figure 2.4. Elément de surface limité par des lignes de courbure [FRE03] 

 

 

2.3. Plaques planes de Love-Kirchhoff 

 

Dans le cas des plaques de Love-Kirchhoff, le cisaillement transverse est négligé, 

principalement du fait que l’épaisseur est supposée très petite devant la plus petite 

dimension transversale de la plaque, cette théorie s’applique donc en premier lieu aux 

plaques minces. 

 

 

 



Chapitre 2                                                                                                              Théorie des coques 

 

    35    

2.3.1. Comportement général des plaques 

 

Considérons la plaque non chargée de la figure 2.5(a) pour laquelle le plan xy coïncide 

avec le plan moyen et donc l'ordonnée z est égale à zéro. Les composantes du déplacement 

en un point, suivant les directions x, y et z, sont dénotées u, v et w, respectivement. Quand 

une charge latérale engendre une déformation de la plaque, la surface médiane à un point 

A (xa ,ya) se déplace de w (figure 2.5(b)). Les hypothèses fondamentales de la théorie de 

flexion avec petites déformations des plaques minces, isotropes, homogènes et élastiques 

sont basées sur la géométrie des déformations. Ces hypothèses peuvent s'énoncer comme 

suit: 

1. La flèche de la surface médiane w est très faible par rapport à l'épaisseur de la plaque h. 

La pente de la surface fléchie est par conséquent très petite et le carré de la pente est une 

quantité négligeable devant l'unité.  

2. Le plan moyen reste indéformé pendant la flexion. ( u (x, y, 0) = v (x, y, 0) = 0 ). 

3. Une section de la plaque normale à son plan moyen reste plane après déformation. Cela 

veut dire que les déformations de cisaillement vertical γxz et γyz sont négligeables. Il est 

aussi déduit que la déformation normale εz résultant des charges transversales peut être 

omise.  

4. La contrainte normale σz , sur tout élément parallèle au plan moyen peut être négligée.  

 

 
Figure 2.5. Schéma d'une plaque mince avant et après déformation  [UGU18] 

 

2.3.2. Champs des déformations - Relations cinématiques 

 

Afin d'aborder le problème de flexion des plaques, nous nous intéressons en premier lieu à 

la géométrie des déformations. En conséquence à l'hypothèse 3 du paragraphe précédent, 

les relations déformation-déplacement peuvent s'écrire comme suit : 
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                                                                                                                              (   ) 

 

    
  

  
 
  

  

    
  

  
 
  

  

  

 

L’hypothèse 3, cité ci-dessus, permet de dire que la flèche w ne varie pas le long de 

l'épaisseur de la plaque. De plus les déformations γxz et γyz étant nulles, nous pouvons 

donc écrire :  

 

   (   ) 

    
  

  
                                                                                                                                     (   ) 

    
  

  
  

En remplaçant les expressions de l'équation (2.4) dans les équations (2.3) nous obtenons: 

 

     
   

   
               

   

   
                 

   

      
                                                (   ) 

 

Soit en fonction des courbures : 

 

     * +           * +
  {

   

   
   

   
 
   

      
}                                                        (   ) 

 

2.3.3. Champs des contraintes 

 

Dans le cas général d'un état de contraintes tridimensionnelles, les contraintes et les 

déformations sont liées par la loi de Hooke généralisée, valable pour un matériau isotrope 

homogène: 

   
 

 
[    (     )]                          

   

 
 

   
 

 
[    (     )]                          

   
 
                                                                  (   ) 

   
 

 
[    (     )]                          
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Figure 2.6. Contraintes appliquées sur un tronçon de plaque [UGU18] 

 

Dans ces équations:          (         )  es constantes E, ν et G représentent le module 

d'élasticité, le coefficient de Poisson et le module de cisaillement élastique respectivement. 

La relation entre ces quantités s'écrit :  

 

  
 

 (   )
                                                                                                                                 (   ) 

 

En considérant que              , les équations (2.7) s’écrivent : 

 

   
 

    
(      ) 

   
 

    
(      )                                                                                                               (   ) 

         

 

En considérant les relations cinématiques, les contraintes peuvent alors s'écrire comme 

suit : 

 

    
  

    
4
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On observe à la base de ces formules que les contraintes sont nulles dans le plan moyen et 

varient linéairement sur l'épaisseur de la plaque. Les contraintes distribuées sur l'épaisseur 

de la plaque produisent des moments de flexion, des moments de torsion et des forces 

verticales de cisaillement. Les résultantes (moments et forces) par unité de longueur 

peuvent s'écrire : 

 

{

  
  
   

}  ∫ {

  
  
   
}    

  ⁄

   ⁄

                                                                                                          (    ) 

 

Avec Mxy = Myx. De même :  

 

{
  
  
}  ∫ 2

   
   
3   

  ⁄

   ⁄

                                                                                                                (    ) 

 

En substituant les équations (2.10) dans les équations (2.11), nous obtenons les 

expressions suivantes pour les moments de flexion et de torsion en fonction de la flèche: 

 

     4
   

   
  

   

   
5 

     4
   

   
  

   

   
5                                                                                                      (    ) 

      (   )
   

      
 

 

Le paramètre D étant la rigidité flexionnelle de la plaque : 

 

  
   

  (    )
                                                                                                                         (    ) 

 

Les composantes de contraintes peuvent s'écrire en fonction des moments de la manière 

suivante: 

 

   
     

  
                    

     

  
                     

      

  
                                        (    ) 

 

2.3.4. Equations d'équilibre  

 

Les composantes des différentes contraintes (et leurs résultantes) varient généralement 

d'un point à l'autre d'une plaque chargée. Ces variations sont gouvernées par les équations 

d'équilibre de la statique.  



Chapitre 2                                                                                                              Théorie des coques 

 

    39    

Considérons un élément dx dy de la plaque uniformément chargée de la figure 2.7. 

 

 

 

 

 
 

Figure 2.7. Résultantes positives et charge sur un élément de plaque [UGU18] 

 

 

La somme des forces dans la direction z est nulle, ce qui s'écrit : 

 

   
  

      
   

  
                                                                                             (    ) 

 

Ce qui se traduit par : 

 

   
  

 
   

  
                                                                                                                       (    ) 

 

L'équilibre des moments autour de l'axe x s'écrit : 

 

    

  
      

   

  
                                                                                        (    ) 

 

Ce qui donne : 

 

    

  
 
   

  
                                                                                                                  (    ) 
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Dans ces expressions, le produit des quantités infinitésimales, comme le moment dû à p et 

le moment dû à la variation de Qy  sont omis. De la même manière, l'équilibre des 

moments autour de l'axe y, nous permet d'écrire que : 

 

    

  
 
   
  

                                                                                                                  (    ) 

 

Finalement, en introduisant les expressions de Qx et Qy , nous obtenons : 

 

    
   

  
     

    
 
    

   
                                                                                                (    ) 

 

Cette expression représente l'équation différentielle de l'équilibre des plaques minces. Les 

expressions des forces de cisaillement peuvent alors s'écrire en fonction de la flèche w, en 

se basant sur les équations (2.19) et (2.20) : 

 

     
 

  
4
   

   
 
   

   
5    

 

  
(   ) 

     
 

  
4
   

   
 
   

   
5    

 

  
(   )                                                                      (    ) 

 

On a trois équations d'équilibre pour cinq grandeurs inconnues (Mx, My, Mxy, Qx et Qy). Le 

problème est hyperstatique et pour lever l'indétermination il faut tenir compte des 

déformations. 

 

2.3.5. Equation gouvernante de la flexion  

 

L'équation différentielle qui gouverne la flexion des plaques peut être obtenue en 

introduisant les expressions de Mx, My et Mxy dans l'équation (2.21) : 

 

   

   
  

   

      
 
   

   
 
 

 
                                                                                                 (    ) 

  

Cette équation présentée par Lagrange en 1811, peut s'écrire sous la forme compacte 

suivante: 

 

    
 

 
                                                                                                                                      (    ) 

 

L'équation de Lagrange est l'équation différentielle gouvernante de la flexion des plaques 

minces. Pour déterminer la flèche w, il est nécessaire d'intégrer cette équation en utilisant 

les conditions aux limites appropriées. 
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2.3.6. Energie de Déformation 

 

L’énergie potentielle totale s’écrit : 

 

  
 

 
∫* + * +  

 

 

                                                                                                                    (    ) 

 

En tenant compte des équations de σ et ε : 

 

  
 

 
∫4   

   

   
    

   

   
      

   

      
5  

 

 

                                                        (    ) 

 

Nous pouvons également récrire l'expression (2.26) en termes des moments et les 

courbures correspondantes :  

 

  
 

 
∫(                 )  

 

 

                                                                             (    ) 

 

Qu’on peut l’écrire aussi sous la forme : 

 

  
 

 
∫* + * +  

 

 

                                                                                                                  (    ) 

 

2.4. Plaques épaisses en Théorie de Reissner-Mindlin 

 

Nous avons présenté  dans la section 2.3 les plaques de Love-Kirchhoff, dont l’épaisseur 

est faible devant les dimensions caractéristiques du plan de la plaque. Dans le cas des 

plaques dites plaques épaisses, cette théorie est mise en défaut et s’éloigne des solutions 

de la mécanique 3D. En effet, le cisaillement transverse devient essentiel dans ces plaques. 

 

La théorie de Mindlin se base sur les quatre hypothèses suivantes : 

 

1.  La déformation transversale εz est nulle (pas de variation d’épaisseur). 

2.  La contrainte normale σz est négligeable devant les autres composantes. 

3. Toute section droite et perpendiculaire à la surface moyenne non-déformée reste droite 

mais pas nécessairement perpendiculaire à la surface moyenne déformée. 

4. L’effet de l’inertie de rotation est inclus. 
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2.4.1. Cinématique et déformations 

 

Dans le carde des petites déplacements, l’hypothèse de Mindlin (sections droites restent 

droites) permet de définir les composantes de déplacements d’un point quelconque de 

coordonnées x, y, z. 

 

 (     )     (   )                   

 (     )      (   )                                                                                                             (    ) 

 (     )   (   ) 

 

Où: 

w est le déplacement transverse de la surface moyenne. 

θx = −βy est la rotation de la fibre normale suivant x. 

θy = βx est la rotation de la fibre normale suivant y. 

 

 
 

 

 

 

Figure 2.8. Définition de l’état supposé de la déformée dans la direction Y 

 

 

Les relations déformations-déplacements s’écrivent : 
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     4
   
  

 
   

  
5                                                                                                               (    ) 

    
  

  
    

    
  

  
    

 

Le vecteur de déformation peut être décomposé en deux parties, l’une indépendante de z 

traduisant les déformations de cisaillement notée γ, et l’autre partie ε dépendante de z et 

qui représente les déformations de flexion, comme suit :  

 

* +  {

  
  
   
}   * +                                                                                                                    (    ) 

 

      * +  {

  
  
   
}  

{
  
 

  
 

   
  
   

  

   
  

 
   

  }
  
 

  
 

                                                                                     (    ) 

 

Et : 

 

* +  2
   
   
3  

{
 

 
  

  
   

  

  
   }

 

 
                                                                                                      (    ) 

 

2.4.2. Relations contraintes-déformations : 

 

Les relations contraintes-déformations pour un matériau isotrope sont données par : 

 

   
 

    
(      )  

  

    
(      ) 

   
 

    
(      )  

  

    
(      )                                                                 

                                                                                                                                              (    ) 
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Le vecteur de déformation peut être décomposé en deux parties, l’une indépendante de z 

traduisant les déformations de cisaillement notée {εc} , et l’autre partie {εf} dépendante de 

z et qui représente les déformations de flexion, comme suit :  

 

- Pour la flexion, la loi de comportement s’écrit : 

 

{  }  ,  -{  }   ,  -* +                                                                                                          (    ) 

 

{  }  {

  
  
   
}         {  }  {

  
  
 
  

}         ,  -  
 

    
[

   
   

  
   

 

] 

 

- Pour le cisaillement transverse  on aura: 

 

*  +    , -*  +                                                                                                                                (    ) 

 

Où : 

 

*  +  2
   
   
3         *  +  {

   
   
}         , -  0

  
  

1           
 

 (   )
 

 

Les contraintes, moments de flexion et de torsion et efforts de cisaillement sont 

représentés dans les figures (2.9) et (2.10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.9. Contraintes dans une plaque 
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Figure 2.10. Moments de flexion et efforts de cisaillement dans une plaque 

 

En utilisant les relations de comportement (2.35) et (2.36), on définit les forces et les 

moments résultants par : 

 

* +  {

  
  
   

}  ∫ {

  
  
   
}    

  ⁄

   ⁄

 [  ]* +  

     [  ]  ∫ ,  - 
    

  ⁄

   ⁄

   

  (    )
[

   
   

  
   

 

]                                                   (    ) 

  {
   
   
}  ∫ 2

   
   
3   

  ⁄

   ⁄

 ,  -*  + 

     ,  -  ∫   , -   

  ⁄

   ⁄

   

 (   )
0
  
  

1                                                                          (    ) 

 

Où Mx, My et Mxy sont les moments de flexion par unité de longueur, Qxz et Qyz sont les 

efforts dûs au cisaillement transversal par unité de longueur, k facteur de correction du 

cisaillement transversal, t épaisseur de la plaque, Df et Dc sont respectivement les rigidités 

de flexion et de cisaillement de la plaque.  

 

2.4.3. Energie de Déformation 

 

L’énergie de déformation est égale à : 

 

  
 

 
∫ .{  }

 
{  }  *  +

 *  +/   
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2.5. Comportement membranaire 

 

L'état membranaire s'associe aux efforts intérieurs de type force agissant dans la surface 

moyenne, à savoir les efforts normaux et les efforts tangentiels résultent de l'état plan de 

contrainte (voir figure 2.11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.11. Efforts de membrane 

 

Le champ de déformation est défini par : 

 

   
  

  
        

  

  
          

  

  
 
  

  
 

 

Relation contraintes-déformations : 
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Les efforts de membrane : 
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2.6. Conclusion 

 

Nous avons présenté dans ce chapitre la géométrie des coques, outil indispensable au 

développement de la théorie des coques, ainsi que les principaux modèles cinématiques 

existants, le modèle de Love-Kirchhoff pour les coques minces et celui de Reissner-

Mindlin pour les coques épaisses. Pour chaque modèle le champ de déformation, les 

contraintes, la relation contraintes-déformations et les équations d’équilibre ont été 

exposées.    
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3.1. Introduction 

 

Dans le présent chapitre nous allons développer un élément fini triangulaire de type coque 

sans degrés de liberté de rotation obtenu à partir de l’élément coque de type facette plane 

DKT18 (Discret Kirchhoff Triangle, avec 18 degrés de liberté [BAT90]). Cet élément 

nommé DKT18RF (DKT rotation free element, avec 18 degrés de liberté) est l’élément 

obtenu par la superposition de l’élément triangulaire de membrane CST (Constant Strain 

Triangle) qui contient deux degrés de liberté par nœud et l’élément de flexion des plaques 

DKT modifié. La modification se fera sur l’opérateur matriciel Bf relatif aux déformations 

de flexion de l’élément DKT pour avoir uniquement que des termes qui correspondent à la 

composante de déplacement w. Cette stratégie a été utilisée par Mercier [MER98] pour 

obtenir un élément de membrane-flexion sans degré de liberté de rotation à partir de 

l’élément DKT12. L’élément DKT18RF est programmé sous MATLAB afin de tester 

leurs performances et leur fiabilité en utilisant les cas tests reconnus dans le domaine. 

 

3.2. Formulation de l’élément DKT18RF   

 

En se basant sur l’élément triangulaire de type facette plane DKT18, qui est obtenu par 

superposition de l’élément membranaire CST (déformations constantes) qui comporte 

comme variables nodales les deux composantes de membrane (u,v), et l’élément DKT de 

type Kirchhoff discret ayant trois variables nodales (w, θx, θy), en lui rajoutant une 

rotation fictive θz, les variables nodales après assemblage sont les déplacements (U, V, W) 

des trois nœuds et les rotations (θX, θY, θZ) autour des axes globaux X, Y et Z. Nous allons 

formuler l’élément triangulaire DKT18RF, en suivant le même principe, c’est à dire la 

partie membrane est représentée par l’élément linéaire CST qui comporte les variables 

nodales (u,v) et la partie flexion par l’élément DKT comportant une seule variable nodale 

(w), les déformations de cisaillements transverses sont considérées nulles pour les 

éléments de type DKT. Ces étapes sont illustrées dans la figure 3.1. Pour cet élément, 

seule l’analyse en statique est présentée. 
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Figure 3.1. Construction de l’élément DKT18RF 

 

3.2.1. Définition du repère local 

 

La surface de référence de l’élément est définie par :    

 

{  }  {
 
 
 
}  ∑  {

  

  
  

}

 

   

                                                                                                                  

 

Les fonctions d'interpolation Ni : 

 

                                                                                                                                      

 

Avec : ξ et η coordonnées paramétriques de l’élément de référence. 

Les vecteurs de base a1 et a2 sont : 
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On peut définir un repère local :       

  

[ ]  [       ]                                                                                                                               

 

  
      

|      |
           

  

   
                                                                                                

 

        
     

     
  

 
                                                                                                                  

 

Où 

 

                                  

 

{ }  {

  

  

  

}  
 

  
{
             

             

             

}                                                                                            

 

La surface de l’élément A : 

 

                   
                 

                 
  

 
                        

 

t1 et t2 peuvent être calculés aussi par : 

 

〈  〉  〈   
  

 

 

      

 
   

〉                                                                                                  

 

〈  〉  〈
      

 
   

  
 

 
   

〉                                                                                                 

 

Avec :               

 

       

Un point q dans l’épaisseur est défini par : 

 

{  }  {  }   { }                                                                                                                           

 

Les coordonnées des nœuds 1,2, 3 dans le repère local d’origine 1 sont :  
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Les coordonnées d’un point p de la surface moyenne sont : 

 

{  }  {
 
 }  ∑  {

  

  
}

 

   

                                                                                                                 

 

Expression du travail virtuel interne W
e
 dû à la membrane et à la flexion dans le repère 

local :  

 

    
      

      
 

 ∫〈  〉    ∫〈  〉                                                                         

 

3.2.2. Variables cinématiques 

 

Le champ de déplacement d’un point q est défini par : 

 

  
    

                 
  

 
   

 

 
                                                                                               

 

 Avec h épaisseur de la coque et β la rotation 

 

{

  
 

  
 

  
 
}  {

  

  

  
}   {

  

  

 

}                                                                                                                    

 

Déplacements de membrane obtenus par l’élément CST :  

 

   〈  〉{  
 }              〈  〉{  

 }                                                                                              

 

{un
*
} vecteur des variables nodales de l’élément : 

 

{  
 }  〈    

   
   

                   〉                                                                           

 

Les rotations βx et βy relatives à l’élément DKT sont : 

 

   〈  〉{  
 }               〈  〉{  

 }                                                                                            

 

3.2.3. Déformation de membrane   

 

Les déformations virtuelles de membrane en fonction des déplacements nodaux sont 

données par : 

 

{  }  [  ]{  
 }                                                                                                                                
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{  }  {
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Avec :   
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3.2.4. Déformation de flexion 

 

Les courbures virtuelles  
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Dans les vecteurs N seuls les termes qui correspondent au déplacement vertical w sont 

considérés : 
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Les indices k et m sont relatifs aux deux côtés ayant le sommet i point commun (voir 

tableau 3.1), les fonctions Pk et Pm sont définies par le tableau 3.2.  

 

Tableau 3.1. Indices k et m 

 Nœud sommet i Côté  k (i-j) Côté m (i-j) 

 1 4 (1-2) 6 (3-1) 

 2 5 (2-3) 4 (1-2) 

 3 6 (3-1) 5 (2-3) 

 

Tableau 3.2. Valeurs de PK et Pm  

 Pk 

 (k= 4 à 6) 

 P4=4 ξ  

 P5=4 ξ η 

 P6= 4  η 

 

   
   

  
          

   

  
          (   

     
 )

 
                                                                                 

 

Les détails de calcul de la matrice Bf sont exposés dans l’Annexe A. 

  

3.2.5. Forme discrétisée de W
e
int  

 

    
  〈   

 〉[ ]{  }                                                                                                                         

 

La matrice de rigidité élémentaire: 

 

[ ]  [  ]  [  ]                                                                                                                            

 

La rigidité de membrane relative à l’élément CST est constante sur l’élément :   

 

[  ]   [  ] [  ][  ]                                                                                                                

 

La rigidité de flexion relative à l’élément DKT est obtenue par intégration numérique en 

utilisant 3 points de Hammer (voir tableau 3.3) : 
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[  ]  ∫[  ]
 
[  ][  ]  

 

 

                                                                                                             

 

[  ]  ∫ ([  ]
 
[  ][  ])          

 

  é 

                                                                                      

 

[  ]  ∑∑ 

 

   

    ([  ]
 
[  ][  ]    )

 

   

                                                                                

 

Aréf : surface de l’élément de référence. 

m : représente le nombre de points d’intégration (PI) dans les directions 

 
Tableau 3.3. Intégration numérique (3 points de Hammer) 

PI ξ η Ω 

1 0.5 0 1/6 

2 0.5 0.5 1/6 

3 0 0.5 1/6 

 

Avec Hm et Hf : matrice de comportement homogénéisé de membrane et de flexion.  

 

[  ]  
   

        
[

   
   

  
   

 

]                                                                                              

 

[  ]  
  

      
[

   
   

  
   

 

]                                                                                                   

 

E et ν sont respectivement le module de Young et le coefficient de poisson. 

Les efforts résultants (effort normal et moment de flexion): 

 

[ ]  [  ]{ }        [ ]  [  ]{ }                                                                                                

 

3.2.6. Matrice de rigidité dans le repère global 

 

Les déplacements dans le repère global U, V,  W sont reliés aux quantités locales par : 
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{
 
 
 
}  [ ] {

 
 
 

}                                                                                                                               

 

[ ]  [

〈  〉

〈  〉

〈 〉
]  [
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Les composantes de [ ]  sont données explicitement par (3.7), (3.9) et (3.10). 

Soient 〈   
 〉        〈  〉    , les variables nodales de l’élément dans le repère global : 

 

〈  〉     〈                  〉                                                                             

 

Nous avons, en utilisant (3.18), (3.42) et (3.43) : 

 

{  }  [ ]{  }                {  
 }  [ ]{  

 }                                                                              

 

Avec : 

 

[ ]      [

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] 
]                                                                                                    

 

Les relations (3.32) et (3.44) permettent de définir la matrice de rigidité dans le repère 

global : 

 

[ ]     [ ] [ ][ ]                                                                                                                       

 

3.3 Mise en œuvre numérique de l’élément DKT18RF sur Matlab  

3.3.1 Introduction  

Touts programmes basés sur la méthode des éléments finis incluent quelques blocs 

fonctionnels caractéristiques : 

 

 Lecture, vérification et organisation des données décrivant le maillage (nœuds et 

éléments), les paramètres physiques (module d’élasticité…etc), les sollicitations et 

conditions aux limites. 

 Construction des matrices et vecteurs élémentaires, puis assemblage de ceux-ci 

pour former la matrice globale et le vecteur global des sollicitations. 

 Résolution du système d’équation après prise en compte des conditions aux 

limites. 

 Impression des résultats après calcul éventuel de variables additionnelles 

(contrainte, réactions…etc).       
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Figure 3.2. Blocs fonctionnels caractéristiques d’un programme éléments finis [DHA81]  

 

Les programmes éléments finis qu’on a élaborés dans le cadre de cette thèse sont relatifs à 

l’élément fini DKT18RF, et aux éléments SB6-18 en linéaire et SB6-18 en non linéaire 

qui seront présentés dans les chapitres 4 et 5 respectivement. Ces programmes sont écrits 

sous le langage MATLAB, chaque programme est constitué d’une fonction (function) 

principale qui représente le programme principal et un ensemble des fonctions (functions) 

secondaires (qui jouent le même rôle des subroutines).  

 

Lecture, vérification et organisation des données 

Lire et imprimer : 

 Les coordonnées des nœuds 

 Les connectivités des éléments 

 Les paramètres physiques 

 Les sollicitations 

 Les conditions aux limites 

Construction de la matrice et vecteurs globaux [K] et [F] 

Pour chaque élément : 

 Extraire les informations liées à cet élément 

 Construction des matrices et vecteurs élémentaires  [k] et [f] 

 Assembler [k] et [f] dans [K] et [F] 

Résolution du système d’équations  [K] {U} = [F] 

 Modifier [K] et [F] pour prendre en compte les conditions aux limites  

 Calculer la solution {U} 

Impression des résultats 

 Calculer les variables additionnelles  

 Imprimer les résultats 
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3.3.2 Présentation du programme élément fini DKT18RF    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                   

 

 

Figure 3.3. Description du programme élément fini DKT18RF 

 

 

 

 

 

 

PROG : DKT18RF 

 

Fdonnees 

plotmesh 

matK 

LOCE 

matke 

DelDOFs 

 

AddDOFs 

 

AddToVect 

 

plotdeforme 

 

plotmesh 

COMMANDE   U = K \ F 

matF 

matfe 

LOCE 
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3.3.3 Description du programme 

 

 Programme principal DKT18RF  

Il fait appel aux différentes fonctions secondaires nécessaires aux calculs d’une structure 

en utilisant la formulation décrite dans ce chapitre.  

 

 Fonction donnees : 

C’est un fichier fonction qui permet d’introduit toutes les données relatives au problème :  

- tableau des coordonnées des nœuds  

- tableau de connectivité des éléments 

- épaisseur des éléments 

- module d’élasticité 

- coefficient de poisson 

- conditions aux limites (numéros des degrés de liberté bloquées) 

- vecteurs sollicitations   

            La commande Matlab : [les données] = feval(str2func(Nom du fichier des 

données)); ouvre le fichier des données et permet aux différentes fonction existant dans le 

programme principal de lire les données. 

 

 Fonction plotmesh : 

Cette fonction nous donne un affichage graphique du maillage, les coordonnées et la 

numérotation des nœuds, ce qui permet, avec le tracer la structure saisie, une vérification 

visuelle des données (tableaux des coordonnées et connectivité). 

 

 Fonction matK : 

C’est la fonction qui comporte le processus d’assemblage des matrices de rigidité 

élémentaires Ke fournit par la fonction matke, la boucle se fait sur les éléments en utilisant 

la fonction LOCE qui nous donne les degrés de liberté de chaque élément qui sont 

nécessaires pour le stockage des termes de la matrice élémentaire dans la matrice de 

rigidité globale. 

 

 Fonction LOCE : 

A partir de la table de connectivité des éléments existant dans le fichier des données, cette 

fonction Fournit la table de localisation (numéros) des degrés de liberté pour chaque 

élément. 

 

 Fonction matke: 

Permet le calcul de la matrice de rigidité pour chaque élément. 

 

 Fonction matF : 

C’est la fonction qui comporte le processus d’assemblage des vecteurs des sollicitations 

élémentaires fe fournit par la fonction matfe, la boucle se fait sur les éléments en utilisant 

la fonction LOCE qui nous donne les degrés de liberté de chaque élément qui sont 
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nécessaires pour le stockage des termes des vecteurs de forces élémentaire dans le vecteur 

global. 

 

 Fonction matfe: 

Permet d’introduire le vecteur des forces pour chaque élément. 

 

 Fonction DelDOFs : 

Les conditions aux limites sont l’ensemble des déplacements nuls aux niveaux des appuis, 

un vecteur e dans le fichier de données est utilisé pour spécifier les degrés de liberté à 

bloquer. Pour appliquer cette condition on élimine les lignes et les colonnes 

correspondantes au vecteur e de la matrice K et du vecteur des sollicitations F (puisque le 

chargement est saisi pour tous les noeuds y compris ceux d’appuis).  

 

 Commande U = K\F : 

Une fois les conditions aux limites sont appliquées, il nous reste qu’à résoudre le système 

discret, La solution en déplacement (aux nœuds) s’obtient avec la commande MATLAB U 

= K\F, qui remplace les méthodes classiques pour résoudre les systèmes d’équations 

linéaires (méthode de factorisation de cholesky Pour une matrice symétrique définie 

positive).                 

  

 Fonction AddDOFs : 

Avec cette fonction on ajoute au vecteur déplacement les degrés de liberté des nœuds 

bloqués qui ont été supprimés par la fonction DelDOFs, la boucle se fait sur les numéros 

des degrés de liberté à ajouter en utilisant la fonction AddToVect. 

 

 Fonction AddToVect: 

Permet d’obtenir le vecteur de déplacement résultant pour chaque degré de liberté ajouté.  

 

 Fonction plotdeforme: 

Cette fonction dessine la structure déformée, elle trace les solutions obtenues sur le 

schéma déjà obtenu par la fonction plotmesh. 

    

3.4. Validation de l’élément DKT18RF 

 

Pour valider l’élément développé  DKT18RF, nous utilisons un ensemble de tests bien 

connus dans la littérature. Pour chaque cas test, le résultat obtenu est comparé, d’une part, 

à la solution de référence, et d’autre part, avec la solution donnée par des éléments finis 

existants dans la littérature. 

 

3.4.1. Cylindre pincé avec diaphragme  

 

Un cylindre, soumis à deux charges concentrées diamétralement opposées, est supporté 

par deux diaphragmes rigides à ses extrémités. Le détail de la géométrie, le chargement, le 
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matériau et les conditions aux limites et de symétrie sont donnés dans la figure 3.4. Ce cas 

test classique est fréquemment utilisé pour évaluer le comportement de l’élément fini de 

coque à simuler des états de membranes complexes avec une part importante de la flexion 

sans extension de la surface moyenne, un huitième de la coque est modélisé par l’élément 

fini DKT18RF en utilisant  un maillage régulier avec N= 2, 4, 6. Les résultats des 

déplacements WC et VD aux points C et D (voir  tableaux 3.4 et 3.5) sont comparés avec la 

solution de référence donnée par Lindberg et al [LIN69]. Ces résultats sont également 

comparés à ceux des éléments DKT12 et DKT18.  

La figure 3.5 montre la déformée du cylindre sous chargement.  

 

 

 

 

 

 

Figure 3.4. Cylindre pincé avec diaphragmes rigides 

 

Tableau 3.4. Valeur de la flèche WC=-E h WC/p 

Maillages DKT18RF DKT18 

( [BAT90]) 

DKT12 

( [BAT90]) 

2X2 10,71 10,65 10,72 

4X4 125,34 80,86 114,03 

6X6 150,14 122,13 196,44 

Solution de référence 

([LIN69]) 

164,24 

Données : L=6m; R=3m; h=0,03m; ν=0,3; E=3x1010pa 
Conditions aux limites: U=W=θY=0 sur AD 
Conditions de symétrie: W=θY= θX=0 sur AB, V= θX= θZ=0 sur BC, U= θY= θZ =0 sur CD  
CD 

Z 
Y 

X 

P/4 

L/2 
R 

A 

D 

C 

B 

A 

D 

R 

B 

P=1 Diaphragme rigide 

C 

Y, V Z, W 

X, U 

P=1 

L 

X, U 

Y, V 

Z, W 



Chapitre 3                      Formulation d’un élément fini coque à facette plane sans DDL de rotation 

 

    62    

Tableau 3.5. Valeur de VD=E h VD/p 

Maillages DKT18RF
 

DKT18 

( [BAT90]) 

DKT12 

( [BAT90]) 

2X2 1,02 1,01 1,02 

4X4 6,21 4,11 5,68 

6X6 4,37 4,17 6,06 

Solution de référence 

([LIN69]) 

4,11 

 

 

 

 

Figure 3.5. Déformée du cylindre pincé avec diaphragmes (maillage 6x6) 

 

 

L’analyse des résultats obtenus par l’élément DKT18RF pour ce cas test montre une 

convergence monotone de la valeur du  déplacement vertical au point C, ce qui indique 

une bonne performance de l’élément étudié.   
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3.4.2. Cylindre pincé à bord libre 

 

Un autre cas test très utilisé pour étudier les éléments finis de coque, est celui du cylindre 

pincé à bord libre, ce cas test permet d’évaluer les bonnes propriétés de convergence et la 

représentation du mode de corps rigide. 

 

Un huitième de la coque est étudié par l’élément DKT18RF avec différents types de 

maillage. La géométrie, les caractéristiques du matériau ainsi que les conditions aux 

limites et de symétrie sont exposés dans la figure 3.6. Deux cas de chargement et 

d’épaisseur différents seront étudiés.  

Les résultats du déplacement vertical W au point C, présentés dans les tableaux 3.6 et 3.7, 

sont comparés avec la solution de référence donnée par Macneal et Harder [MAC85] ainsi 

que les résultats obtenus par d’autres éléments finis Hamadi et al. [HAM16], Belarbi 

[BEL00], Cantin et Clough [CAN68], Bogner et al [BOG67], Ashwell et Sabir [ASH72], 

Sabir et Lock [SAB72]).  

La figure 3.7 montre la déformée du cylindre. 

 

 

 

 

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.6. Cylindre pincé à bord libre 
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Données :  

L=10,35 ; R=4,953 ; E=10,5 106 ; υ=0,3125  

1er cas : F1=100 ; h1=0,094  

2éme cas : F2=0,1 ; h2=0,01548 
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Tableau 3.6. Valeur de WC  1
er

 cas : F1=100 ; h1=0,094 

Maillages [BOG67] [CAN68] 

with RBM 

[CAN68] 

without 

RBM 

ACM_SBQ4 

[BEL00] 

ACM_RSBE5 

[HAM16] 

DKT18RF 

1 x 1 0.0025 – – 0.0860 0.08763 2,7500 

1 x 3 0.1026 0.0297 0.0009 0.1041 0.1060 0,7255 

1 x 4 0.1087 – – – 0.1100 – 

1 x 5 – 0.0769 0.0021 0.1090 0.1116 0,4077 

1 x 7 – 0.0987 0.0035 0.1102 0.1129 0,2666 

1 x 8 – – – – 0.1132 0,2209 

1 x 9 – 0.1057 0.0051 0.1115 0.1134 0,1852 

2 x 9 – – – – – 0,1449 

3 x 9 – – – – – 0,1153 

Solution de référence ([MAC85])                               0,1139                                                         

 

Tableau 3.7. Valeur de WC  2
éme

 cas : F2=0,1 ; h2=0,01548 

Maillages [ASH72] [CAN68] [SAB72] ACM_SBQ4 

[BEL00] 

ACM_RSBE5 

[HAM16] 

DKT18RF 

1 x 1 0.02301 0.00001 0.00001 0.01922 0.0196 0,61673 

1 x 3 0.02302 0.00001 0.00001 0.02302 0.02343 0,16161 

1 x 4 0.02403 0.00074 0.00063 – – – 

1 x 5 – – – 0.02387 – 0,08830 

1 x 7 – – – 0.02418 – 0,05539 

2 x 4 0.02409 0.00070 0.00064 – – – 

3 x 4 0.02414 0.00068 0.00065 – – – 

2 x 7 – – – – – 0,03488 

3 x 7 – – – – – 0,02539 

Solution de référence ([MAC85])                            0.02439                                                       
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Figure 3.7. Déformée du cylindre à bord libre (maillage 9x3) 

 

Les résultats obtenus par l’élément DKT18RF pour ce cas test peuvent être considérés 

comme satisfaisants dans les deux cas, vu que la convergence de l’élément vers la solution 

de référence est garantie si le maillage est raffiné. 

 

3.5. Conclusion 

 

Dans ce chapitre, un élément fini de coque sans degrés de liberté de rotation a été 

développé. Cet élément est obtenu par la superposition de l’élément membranaire CST à 

déformations constantes qui contient les variables nodales (u, v), et l’élément DKT de type 

Kirchhoff discret qui a été modifié pour avoir uniquement une seule variable nodale (w), 

ce qui nous donne un élément fini avec trois translations par nœud (u, v, w).  

 

La bonne performance de cet élément, nommé DKT18RF, a été mise en évidence à travers 

des tests de validation présentés dans la section 3.4. La convergence monotone vers la 

solution de référence a été clairement observée, néanmoins dans le cas test 3.4.2, on peut 
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remarquer qu’il est nécessaire de raffiner le maillage pour se rapprocher de la solution de 

référence. 

 

A partir de ces résultats, on peut dire que l’élément étudié présente une bonne 

performance, cet élément est principalement conçu pour résoudre le problème de 

raccordement dans la zone de jonction entre les structures minces et épaisses. En se basant 

sur cet élément on peut construire un élément fini prismatique à six nœuds de type solide-

coque qui sera présenté dans le chapitre 4. 
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4.1. Introduction 

 

Ce chapitre a pour but de présenter le développement d’un nouvel élément fini 

prismatique à six nœuds de type solide-coque nommé SB6–18 (Shell Brick, avec six nœud 

et 18 degrés de liberté), basé sur la formulation DKT (Discret Kirchhoff Triangle). Notant 

que pour les deux faces supérieures et inférieures constituant le prisme, l’approche utilisée 

est similaire à celle de l’élément triangulaire DKT18RF exposé dans le chapitre précédent. 

Les opérateurs de déformation de membrane Bm et de la flexion Bf seront déterminés en 

suivant le même principe que celui de l’élément DKT18RF et les déformations de 

cisaillements transverses sont considérées nulles pour les éléments de type DKT.   

Il est important de signaler que Xiong [XIO17], et Xiong et al. [XIO18] [XIO19], ont 

adopté la même approche pour développer un élément de type solide-coque à six nœuds, 

L’élément développé appartient à la famille des éléments de type Kirchhoff discrets et il 

est basé sur la formulation de l’élément DKT6 pour la flexion. Un autre élément de type 

solide-coque a été développé par Flore [FLO17]. Pour cet élément, les comportements de 

membrane et de flexion sont définis au centre des surfaces inférieure et supérieure de 

l’élément prismatique.  

Vu que l’élément SB6-18 est basé sur l’hypothèse des contraintes planes, alors la loi de 

comportement  utilisée dans ce cas est une loi de comportement tridimensionnel modifiée. 

Des tests de validation seront réalisés par la suite, ces tests mettent en évidence l’efficacité 

de l'élément proposé et permettent aussi de vérifier l'exactitude de la mise en œuvre 

numérique de l’élément SB6-18 (le programme est réalisé sous Matlab).       

   

4.2. Formulation de l’élément SB6–18  

 

L’élément SB6-18 est formulé dans les axes locaux du plan moyen. Les directions x, y, z 

sont respectivement parallèles aux axes ξ, η, ζ de l’espace de référence. La figure 4.1 

représente la géométrie d’un élément de référence SB6-18 et ses points d’intégration. 

 

Par souci de concision, seules les relations qui n’ont pas été mentionnées dans le chapitre 

précédent sont exposées. 
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Figure 4.1. Elément de référence SB6-18 et ses points d’intégration 

 

4.2.1. Variables cinématiques et interpolation 

 

L’élément SB6-18 est un élément linéaire iso-paramétrique. Les coordonnées spatiales (x, 

y, z) sont reliées aux coordonnées du nœud i (xi, yi, zi) au moyen des fonctions de forme Ni  

par les formules : 

 

  ∑    (     )

 

   

             ∑    (     )             ∑    (     )

 

   

 

   

                 (   ) 

 

Les mêmes fonctions de forme sont utilisées pour définir le champ de déplacement de 

l’élément u en termes des déplacements nodaux ui : 

 

  ∑    (     )

 

   

                                                                                                                    (   ) 

 

Avec : 
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}                                {

  
  
  
}                                                                                        (   ) 

 

Pour poursuivre les calculs, on se donne des fonctions de forme iso-paramétriques 

linéaires Ni (ξ, η, ζ) associées à l'élément prismatique à six nœuds : 
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 (     )  
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(   ) 
(   )  
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(   ) 
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 (   )(     ))

 
 
 
 

                                                                                   (   ) 

 

L’origine du repère est confondue avec le coin droit du triangle du plan médian de 

l’élément (celui qui possède un angle droit, voir Figure 4.1). Ces fonctions de forme 

transforment un prisme régulier dans l’espace (ξ, η, ζ) en un prisme quelconque dans 

l’espace (x, y, z). 

 

Sous l’hypothèse de petits déplacements où le découplage des effets de membrane et de 

flexion est effectif, les déformations se caractérisent par l’opérateur de déformation 

discrétisé de membrane et de flexion.  

 

4.2.2. Déformation de membrane 

 

Les déformations de membrane en fonction des déplacements nodaux sont données par : 

 

* +  ,  -*  +                                                                                                                              (   ) 

 

Avec : 

 

,  -  [,   - ,   -]                                                                                                                 (   ) 

 

Les matrices Bm1 et Bm2 représentent l’opérateur de déformation de membrane qui relie le 

déplacement à la déformation pour les deux faces triangulaires supérieure et inférieure du 

prisme respectivement, et qui sont définies suivant la formulation de l'élément triangulaire 

CST. 
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4.2.3. Déformation de flexion 

 

* +  [  ]*  +                                                                                                                              (   ) 
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Avec : 

 

[  ]  0[   ] [   ]1                                                                                                                 (    ) 

 

Les matrices Bf1 et Bf2 représentent l’opérateur de déformation de flexion qui relie le 

déplacement à la déformation pour les deux faces triangulaires supérieure et inférieure du 

prisme respectivement, et qui sont définies suivant la formulation de l'élément triangulaire 

DKT (voir figure 4.2). 

 

 

 

Figure 4.2. Elément SB6–18 : les nœuds d’interpolations pour les deux faces supérieure et 

inférieure du prisme  

 

Face supérieure : 
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Dans les vecteurs N seuls les termes de la flexion sont considérés : 
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 〉                                                                   (    ) 

 

N
x
11 N

x
21 N

x
31 et N

y
11 N

y
21 N

y
31 sont donnés par : 

 

1 

2 

3 

4 
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ξ 
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11 

12 
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                                        (    ) 

 

Les indices k et m sont relatifs aux deux côtés ayant le sommet i point commun (voir 

tableau 4.1), les fonctions Pk et Pm sont définies par le tableau 4.2.  

 

Tableau 4.1. Indices k et m 

 Nœud sommet i Côté  k (i-j) Côté m (i-j) 

 1 7 (1-2) 9 (3-1) 

 2 8 (2-3) 7 (1-2) 

 3 9 (3-1) 8 (2-3) 

 

 

Tableau 4.2. Valeurs de PK et Pm  

 Pk 

 (k= 7 à 9) 

 P7=4 ξ  

 P8=4 ξ η 

 P9= 4  η 

 

   
   

  
          

   

  
          (   

     
 )

 
                                                                          (    ) 

 

Face inférieure : 

 

[   ]  
 

  
[

  〈   
 〉    〈   

 〉

   〈   
 〉    〈   

 〉

   〈   
 〉    〈   

 〉    〈   
 〉    〈   

 〉

]                                                   (    ) 

 

Dans les vecteurs N seuls les termes de la flexion sont considérés : 

 

   〈     
          

          
 〉                                                                  (    ) 

 

   〈     
 
         

 
         

 〉                                                                  (    ) 
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N
x
41 N

x
51 N

x
61 et N

y
41 N

y
51 N

y
61 sont donnés par : 

 

   
  

 

   
     

 

   
               

 
 

 

   
     

 

   
                                        (    ) 

 

Les indices k et m sont relatifs aux deux côtés ayant le sommet i point commun (voir 

tableau 4.3), les fonctions Pk et Pm sont définies par le tableau 4.4.  

 

Tableau 4.3. Indices k et m 

 Nœud sommet i Côté  k (i-j) Côté m (i-j) 

 4 10 (4-5) 12 (6-4) 

 5 11 (5-6) 10 (4-5) 

 6 12 (6-4) 11 (5-6) 

 

 

Tableau 4.4. Valeurs de PK et Pm  

 Pk 

 (k= 10 à 12) 

 P10=4 ξ  

 P11=4 ξ η 

 P12= 4  η 

 

Ck , Sk et Lk  sont donnés par la relation (4.15).  

 

Les détails du calcul de la matrice Bf  sont exposés dans l’Annexe B. 

 

4.2.4. Forme discrétisée de W
e
int  

 

    
  〈   

 〉, -*  +                                                                                                                  (    ) 

 

La matrice de rigidité élémentaire est: 

 

, -  ,  -  [  ]                                                                                                                     (    ) 

 

Les rigidités de membrane et de flexion sont obtenues par intégration numérique en 

utilisant 5 points d’intégration qui se trouvent sur la même droite suivant l’épaisseur. 
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Leurs coordonnées (ξ, η, ζ) et leurs poids d’intégration sont les racines du polynôme de 

Gauss–Legendre  données dans le tableau 4.5 : 

 

Pour la membrane : 

 

,  -  ∫,  -
 ,  -,  -  

 

 

                                                                                                 (    ) 

 

,  -  ∫(,  -
 ,  -,  -)           

 

    

                                                                        (    ) 

 

,  -  ∑∑∑ 

 

   

 

 

   

      (,  -
 ,  -,  -    )

 

   

                                                        (    ) 

 

Pour la flexion : 

 

[  ]  ∫[  ]
 
[  ][  ]  

 

 

                                                                                                      (    ) 

 

[  ]  ∫ .[  ]
 
[  ][  ]/            

 

    

                                                                          (    ) 

 

[  ]  ∑∑∑ 

 

   

 

 

   

      .[  ]
 
[  ][  ]    /

 

   

                                                           (    ) 

 

Vréf : volume de l’élément de référence. 

m : représente le nombre de points d’intégration (PI) dans les directions ζ.

 
Tableau 4.5. Intégration numérique (5 points de Gauss-Legendre) 

PI ξ η ζ ω(ξ , η, ζ ) 

1 1/3 1/3 -0.906179845938664 0.236926885056189 

2 1/3 1/3 -0.538469310105683 0.478628670499366 

3 1/3 1/3 0 0.568888888888889 

4 1/3 1/3 0.538469310105683 0.478628670499366 

5 1/3 1/3 0.906179845938664 0.236926885056189 
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Avec Hm et Hf : matrice de comportement homogénéisé de membrane et de flexion.  

 

[  ]  
   

  (    )
[

   
   

  
   

 

]                                                                                       (    ) 

 

,  -  
  

(    )
[

   
   

  
   

 

]                                                                                            (    ) 

 

E et ν sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson. 

Les efforts résultants (effort normal et moment de flexion): 

 

, -  ,  -* +        , -  [  ]* +                                                                                         (    ) 

 

Suite aux nombreux tests numériques effectués, les matrices km et kf  ont étés multipliées 

par les coefficients :        √  et            √   ⁄  respectivement, le rôle de ces 

deux coefficients est d’améliorer l’approximation de déplacement en membrane et en 

flexion. Cette technique a été utilisée par Wang [WAN17], Trinh [TRI09], et Flanagan et 

Belytschko [FLA81]. 

 

4.2.5. Matrice de masse   

 

La matrice de masse a la forme classique suivante :  

 

  ∫[  ]
 
  [  ]   

 

 

∫[  ]
 
  [  ]        

 

    
 

                                                            (    ) 

 

Où ρ est la masse volumique du matériau 

 

Nq : les fonctions de forme de l’élément SB6–18  

 

   [

                                                 

                                                 

                                                 

] 

 

En substituant la relation précédente dans l’équation (4.31), on obtient la matrice de masse 

de dimensions (18 x 18): 
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  ∫  

[
 
 
 
 
 
 
 
 [
         
   

         

] , - , -

, - [
         
   

         

] , -

, - , - [
         
   

         

]
]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

    
 

         

 

Pour déterminer la matrice de masse de l’élément SB6–18 on utilise un schéma 

d’intégration de 1×2 points de Gauss-Hammer (tableau 4.6). 

 

  ∑  .[  ]
 
  [  ]    /                                                                                              (    )

   

   

 

 

Tableau 4.6. Intégration numérique (1×2 points de Gauss-Hammer) 

PI Ξ η ζ ω(ξ , η, ζ ) 

1 1/3 1/3 0. 577350269189625 0.5 

2 1/3 1/3 -0. 577350269189625 0.5 

 

 

4.2.6. Expression de W
e
 dans le repère global 

 

Les déplacements dans le repère global U, V,  W sont reliés aux quantités locales par : 

 

{
 
 
 
}  ,  -

 {
 
 
 
}                                                                                                                       (    ) 

 

,  -
  [

〈  〉

〈  〉

〈 〉
]  [

         
         
      

]                                                                                        (    ) 

 

Les composantes de ,  -
  relatives au triangle de la face supérieure du prisme sont 

données explicitement par les équations (3.7), (3.9) et (3.10). Les composantes de ,  -
  

relatives au triangle de la face inférieure sont obtenues par les mêmes relations qui 

définissent ,  -
 en remplaçant les nœuds 1, 2, 3 par les nœuds 4, 5, 6. 

 

Soit 〈  〉      , les variables nodales de l’élément dans le repère global : 
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〈  〉     〈                           〉                                                     (    ) 

 

Nous avons donc : 

 

*  +  , -*  +                                                                                                                        (    ) 

 

Avec : 

 

, -(     )  [
,  - , -

, - ,  -
]                                                                                                        (    )  

 

,  -(   )  [

,  -
 , - , -

, - ,  -
 , -

, - , - ,  -
 

]                                                                                      (    ) 

 

,  -(   )  [

,  -
 , - , -

, - ,  -
 , -

, - , - ,  -
 

]                                                                                      (    ) 

 

La matrice de rigidité et la matrice de masse dans le repère global : 

 

, -     , -
 , -, -                                                                                                                (    ) 

 

, -     , -
 , -, -                                                                                                               (    ) 

 

4.3. Validation de l’élément SB6–18 

 

Pour tester la performance et l’efficacité de l’élément SB6–18, des exemples 

d’applications en comportement linéaires sont effectués. Pour chaque cas test, le résultat 

obtenu est comparé, d’une part, à la solution de référence, et d’autre part, à la solution 

donnée par des éléments finis existants dans la littérature. 

 

4.3.1. Cylindre pincé à bord libre 

 

Nous reprenons les mêmes données du test 3.4.2. Ce cas test permet d’évaluer les bonnes 

propriétés de convergence et la représentation du mode de corps rigide. Les résultats 

obtenus de déplacement vertical W au point C pour les deux cas de chargements et 

d’épaisseurs, sont reportés sur les tableaux 4.7 et 4.8. 
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Tableau 4.7. Valeur de WC  1
er

 cas : F1=100 ; h1=0,094 

Maillage [CAN68] 

 

Maillage ACM_SBQ4 

[BEL00] 

Maillage ACM_RSBE5 

[HAM16] 

Maillage SB6–18 

1 x 1 – 1 x 1 0.0860 1 x 1 0.0876 2 x 3 0,0174 

1 x 3 0.0297 1 x 3 0.1041 1 x 3 0.1060 2 x 5 0,0191 

1 x 4 – 1 x 4 – 1 x 4 0.1100 2 x 6 0,0235 

1 x 5 0.0769 1 x 5 0.1090 1 x 5 0.1116 2 x 7 0,0310 

1 x 7 0.0987 1 x 7 0.1102 1 x 7 0.1129 2 x 9 0,0589 

1 x 8 – 1 x 8 – 1 x 8 0.1132 2 x 10 0,0813 

1 x 9 0.1057 1 x 9 0.1115 1 x 9 0.1134 2 x 11 0,1106 

Solution de référence ([MAC85])                               0,1139                                                         

 

 

Tableau 4.8. Valeur de WC  2
éme

 cas : F2=0,1 ; h2=0,01548 

Maillage [CAN68] Maillage ACM_SBQ4 

[BEL00] 

Maillage ACM_RSBE5 

[HAM16] 

Maillage SB6–18 

1 x 1 0.00001 1 x 1 0.01922 1 x 1 0.0196 1 x 1 – 

1 x 3 0.00001 1 x 3 0.02302 1 x 3 0.02343 1 x 3 0,00156 

1 x 4 0.00074 1 x 4 – 1 x 4 – 1 x 4 – 

2 x 4 0.00070 1 x 5 0.02387 1 x 5 – 1 x 5 0,00357 

3 x 4 0.00068 1 x 7 0.02418 1 x 7 – 1 x 7 0,00984 

4 x 4 – 1 x 9 – 1 x 9 – 1 x 9 0,02355 

Solution de référence ([MAC85])                            0.02439                                                       

 

 

Les résultats obtenus par l’élément SB6–18 pour ce cas test sont en bon accord avec la 

solution de référence de Macneal et Harder [MAC85], et avec ceux obtenus par les 

modèles d’éléments finis de Hamadi et al [HAM16], Belarbi [BEL00], Cantin et Clough 

[CAN68]. 
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4.3.2. Poutre console de Macneal 

 

Une poutre console est encastrée à une extrémité et chargée à l’autre extrémité libre 

comme le montre la figure 4.3, les valeurs de la charge, le module de young, le coefficient 

de poisson et l’épaisseur sont mentionnées sur la même figure, Ce cas test est un problème 

standard pour tester la fiabilité des éléments finis (Macneal et Harder [MAC85]). 

On considère deux cas de chargement : un effort de cisaillement P = 1 et un moment de 

flexion M = 10.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.3. Poutre console sollicitée à  son extrémité par: 

(1) un effort de cisaillement (2) moment de flexion 

 

Dans les figures 4.4 et 4.5 on a présenté les résultats obtenus de la flèche au point A, ces 

valeurs sont calculées par l’utilisation de différents types de maillage par l’élément SB6–

18, la comparaison se fait avec la solution de référence donnée par Macneal et Harder 

[MAC85], ainsi que d’autres éléments finis : 

 

L’élément isoparamétrique à quatre nœuds Q4. 

L’élément SBRIE2 proposé par Sabir et Sfendji [SAB 95]). 

   Maillage 1x6  

E = 1,0x107 ; υ = 0,3 ;  épaisseur h= 0,1 

P=1 

6,0 

M=10 0,2 

Cas (1)  Cas (2) 

A 



Chapitre 4                                                Nouvel élément solide-coque basé sur la formulation DKT 

 

    80    

 
Figure 4.4. Courbe de convergence de déplacement au point A : cas (1)  

 

 
Figure 4.5. Courbe de convergence de déplacement au point A : cas (2)  

 

Les courbes des figures 4.4 et 4.5 représentent les déplacements du point A du problème 

sous forme graphique. Nous remarquons que l’élément SB6–18 converge vers la solution 

de référence mieux que les éléments Q4  et SBRIE2.  
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4.3.3. Panneau fuselé 

 

Le panneau fuselé proposé par Cook et al. [COO87] et Bergan et Felippa. [BER85] (voir 

figure 4.6), est fixé sur le bord gauche et soumis à un chargement de cisaillement distribué 

uniformément le long du bord droit. Il s’agit de calculer le déplacement vertical au point 

C. Ce cas test permet de vérifier le comportement de l’élément en maillage distordu et 

aussi dans les problèmes de cisaillement-dominant. Deux maillages ont été 

particulièrement étudiés (un des cas de ces maillages est illustré dans la figure 4.6). Les 

résultats obtenus avec l’élément SB6–18, présentés dans le tableau 4.9, sont comparés 

avec la solution de référence de Bergan et Felippa [BER85] pour un maillage 32 x 32, et 

les résultats obtenus avec l’élément membranaire CST et l’élément volumique W6 ainsi 

que l’élément proposé par Bergan et Felippa. [BER85]. 

 

 

 

 

 
 

 

E = 1   ;    ν = 1/3   ;    h = 1 

Conditions aux limites : U = V = 0 (à l’encastrement). 

 

 

Figure 4.6. Panneau fuselé soumis à un effort de cisaillement ;  maillage (2 X 2 X 1) X 2 
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Tableau 4.9. Valeur de déplacement vertical normalisé au point C 

Eléments 
Valeur de Vc 

Maillage (2x2) Maillage (4x4) 

Q4 0,49 0,76 

[BER 85] 0,85 0,93 

W6 0,49 0,75 

CST 0,49 0,75 

SB6–18 0,54 1,02 

Référence [BER 85]  

maillage (32x32) ; Vc =23,90 
1,00 1,00 

 

Les résultats du déplacement vertical normalisé au point C,  présentés dans le tableau 4.9, 

montrent que la performance de notre élément est très satisfaisante comparée avec 

l’élément prismatique standard W6, et aussi par rapport aux éléments membranaire Q4 et 

CST, ainsi que l’élément développé par Bergan et Felippa. [BER85]. 

 

4.3.4. Plaque carrée soumise à une charge uniformément répartie 

 

Une plaque carrée isotrope a été étudiée par Rocky et al. [ROC79], la plaque est encastrée 

le long de ses quatre bords et soumise à une charge uniformément répartie q, on a 

modélisé la plaque par différents types de maillage pour déterminer le déplacement 

vertical au point A et le moment de flexion Mx au point A et B.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.7. Plaque carrée soumise à une charge répartie (maillage 24 éléments) 

A 

B 
B 

C 

C 

a a 
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Tableau 4.10. Déplacement W au point A; moment de flexion Mx au point A et B 

[ROC79]   SB6–18 

maillage w MxA  MxB maillage w MxA  MxB 

4 0,00148 0,0462 -0,0355 24 0,00140 0,7154 0,4697 

8 0,00144 0,0363 -0,0418 32 0,00135 0,5642 0,2836 

16 0,00140 0,0278 -0,0426 48 0,00131 0,3892 0,1351 

64 0,00130 0,0240 -0,0503 64 0,00129 0,2954 0,0787 

    80 - - 0,0514 

    816 - 0,0235 - 

Solution 

 exacte 

0,00126 0,0231 -0,0513 Solution 

 Exacte 

0,00126 0,0231 -0,0513 

Coeff.  

multiplicateur 

qa
4
/D qa² qa² Coeff.  

multiplicateur 

qa
4
/D qa² qa² 

 

 

Avec :        (    )⁄  

 

Les valeurs du déplacement vertical W obtenues par l’élément SB6–18 (tableau 4.10) sont 

meilleures que celles trouvées par [ROC79], et cela pour un maillage de 64 éléments. Le 

moment de flexion au point B est obtenu avec une très bonne précision pour un maillage 

de 80 éléments, tandis que le moment au point A, nécessite un nombre d’éléments plus 

élevé. Ceci, confirme encore une fois, les bonnes performances de l’élément SB6–18. 
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4.3.5. Poutre en flexion avec divers élancements 

 

Ce test proposé par Trinh [TRI09], représente un calcul quasi-statique d’une poutre en 

flexion, encastrée à une extrémité et sollicitée par une force verticale à l’autre extrémité. 

Ce test permet de valider un calcul élastique linéaire et pour cinq valeurs d’élancement 

(longueurs variables). 

Les déplacements obtenus sont comparés à la solution analytique élastique d’une poutre 

en flexion. Ce test permet également de montrer les limites de l’élément SB6–18 en 

termes d’élancement. 

À l’extrémité droite, la poutre est soumise à un effort tranchant P =1000 N dans la 

direction verticale Oz. Ce chargement est réparti de façon adéquate aux nœuds de 

l’extrémité droite. On simule un encastrement parfait à l'extrémité gauche de la poutre  

Les données de géométrie, matériau et de chargement du problème sont exposées dans la 

figure 4.8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.8. Géométrie, chargement et conditions aux limites pour le test de la poutre en 

flexion simple avec divers élancements; maillage (10x3x1)x2 

Largeur                                             B=300 mm 

Epaisseur                                          e=400 mm 

Module de Young                           E=2x105  MPa 

Coefficient de Poisson                    ν=0,3 

Chargement                                      P=1000 N 

    

e 
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Le déplacement de référence du point A suivant la direction Oz est déterminé par la 

formule suivante : 

 

  
   

   
      

   

  
 

 

 

Les résultats de calcul du déplacement du point A suivant la direction Oz sont donnés dans 

le tableau 4.11. 

 

 

Tableau 4.11. Valeur de déplacement vertical normalisé au point A  

Longueur Maillages Solution-Référence SB6–18  

    
 

L(mm)  Wref (mm)  W (mm) 

2000 (10x3x1)x2 8,30x10
-3

 8,28x10
-3

 1,00 

2100 (10x3x1)x2 9,60x10
-3 

9,40x10
-3

 0,98 

2200 (10x3x1)x2 1,11x10
-2

 1,06x10
-2

 0,95 

2300 (10x3x1)x2 1,27x10
-2

 1,20x10
-2

 0,94 

2400 (10x3x1)x2 1,44x10
-2

 1,34x10
-2

 0,93 

 

 

Nous trouvons que l’élément SB6–18 possède une très bonne convergence vers la solution 

de référence, les résultats de déplacement vertical au point A pour les différentes valeurs 

de longueur de la poutre sont en bon accord avec le déplacement de référence. 
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4.3.6. Poutre soumise à une charge uniformément répartie 

 

Considérons la poutre étudiée par Rocky et al. [ROC79], cette poutre est chargée 

uniformément et repose sur deux appuis simples à ses extrémités (voir figure 4.9), pour cet 

exemple on peut obtenir une solution exacte en utilisant la théorie de l’élasticité. La 

condition d’appui simple est obtenue en annulant les déplacements verticaux de tous les 

nœuds des extrémités de la poutre. Trois types de maillages (un des cas de ces maillages 

est illustré dans la figure 4.10), en utilisant l’élément SB6–18, ont été effectués pour 

étudier cette poutre (96, 150 et 600 éléments respectivement).   

 

La figure 4.11 montre la déformation de la poutre en utilisant la simple théorie de la 

flexion qui néglige les déformations de cisaillement, puis en utilisant la théorie de 

l’élasticité, on a donné aussi les résultats obtenus par l’élément SB6–18. 

 

La figure 4.12 montre les courbes correspondantes pour la variation des contraintes 

transversales. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.9. Poutre soumise à une charge uniformément répartie 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.10. Maillage (12x4x1)x2 = 96 éléments  

Charge uniforme 0,8 ton/in 

5
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15 in 
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E = 13400 ton/in²           ;                 ν =0,3 
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Figure 4.11. Flèche d’une poutre sur appui simple uniformément chargée  

 

 

Figure 4.12. Distribution des contraintes transversales 

 

Les deux graphes ci-dessus montrent que notre élément SB6–18 est en excellent accord 

avec la solution donnée par la théorie de l’élasticité pour les valeurs de la flèche ainsi que 

les contraintes transversales et cela pour un maillage de 600 éléments.  
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4.3.7. Plaque carrée soumise à une charge concentrée 

 

On considère dans cet exemple une plaque carrée simplement appuyée soumise à une 

charge concentrée P = 10 KN (voir figure 4.13), ce cas test a été étudié par Argyris et al. 

[ARG02], cette plaque a été modélisée par l’élément SB6–18, en utilisant différents 

maillages, les valeurs de déplacement au centre de la plaque (point A), sont présentées 

dans le tableau 4.12, ces résultats sont comparés avec les valeurs trouvées par l’élément 

DKMQ proposé par Katili [KAT93], la solution de référence est donnée par un maillage 

de (48x48).         

 

 

 

 

L = 10 m ;  épaisseur h =  0,1 m   ;  E = 10.92 x 10
5
 KN/m

2
 ;  ν = 0,3 

Figure 4.13. Plaque carrée simplement appuyée soumise à une charge concentrée               

(la géométrie et les données) 

 

 

 

Tableau 4.12. Déplacement  W au point A 

Eléments 

 

Maillage 

(6x6) 

 

 

Maillage 

(12x12) 

 

Maillage 

(20x20) 

 

Maillage 

(22x22) 

 

Maillage 

(24x24) 

SB6–18 3,5134 1,1187 0,4677 0,3966 - 

DKMQ 0,3705 0,3859 - - 0,3900 

Solution.Référence 

Maillage (48x48) 0,3910 

 

 

Le tableau 4.12 nous permet de constater que les résultats trouvés par l’élément SB6–18 

sont en bon accord avec la solution de référence et ceux trouvés par l’élément DKMQ 

proposé par Katili [KAT93]. 
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4.3.8. Vibrations libres d’une plaque encastrée 

 

Pour tester la capacité de l’élément SB6–18 pour pouvoir effectuer l’analyse dynamique 

des structures, on prend le cas test d’une plaque carrée encastrée proposée par Batoz et 

Dhatt [BAT90] (voir figure 4.14), un quart de la plaque est maillé par l’élément SB6–18 

avec 2, 8, 32, 128 éléments, les valeurs de coefficient de fréquence propre, relatif au 

premier mode de vibration calculées pour chaque maillage, sont présentées dans le tableau 

4.13. La valeur théorique de référence :      

        

              

 

La courbe de la figure 4.15 permet de faire une comparaison entre les résultats trouvés par 

l’élément SB6–18, et ceux obtenus par le modèle élément fini HSM (hybrid stress model), 

et l’élément DKT présentés dans  [BAT90].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.14. Vibrations libres d’une plaque encastrée (maillage 8 éléments) 

 

Tableau 4.13. Coefficient de fréquence propre (premier mode de vibration) 

 

 2 Eléments 8 Eléments 32 Eléments 128 Eléments 

   (
 

    
) 298,3 1165,9 1208,5 1293,1 

L’erreur en (%) -76,9 -9,97 -6,68 -0,15 

 

Avec :        (    )⁄  

Y 

X 

L 

L 
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Figure 4.15. Erreur sur    (premier mode) 

 

 

On remarque que les trois modèles permettent d’obtenir une convergence rapide vers la 

valeur de référence, de plus on peut noter que l’élément SB6–18 se comporte mieux que 

l’élément DKT pour les maillages 8 et 32 éléments et présente aussi des valeurs proches 

de celles trouvées par l’élément HSM.    

 

4.4. Conclusion 

 

Nous avons présenté dans ce chapitre la formulation de l’élément fini de type solide–

coque SB6–18. L’élément développé est un élément fini de géométrie prismatique à six 

nœuds basé sur l’approche DKT. Les comportements de membrane et de flexion sont 

définis au niveau des faces inférieure  et supérieure de l’élément prismatique. 

 

Les applications étudiées dans ce chapitre permettent de mettre en évidence la 

performance de l’élément fini SB6–18. Les cas tests choisis dans cette section ont montré 

les bonnes propriétés de convergence de l’élément SB6–18 pour le calcul des 

déplacements, les contraintes ainsi que les moments. Le dernier exemple nous a permis de 

tester la capacité de l’élément SB6–18 à étudier les structures en vibration libre, et les 

résultats pour ce cas test ont été très satisfaisants.   
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5.1. Introduction 

 

En pratique si les ouvrages possèdent une géométrie complexe et/ou des charges importantes, 

cela va provoquer des grands déplacements ce qui nécessite alors de tenir en compte l’analyse 

non linéaire géométrique. Dans ce chapitre nous allons présenter une version non linéaire de 

l’élément SB6–18, qui sera basé sur une formulation similaire à celle présentée par 

Mouronval [MOU04] pour l’élément de type facette plane DKT18.   

 

Nous commençons par la formulation de cet élément en non linéaire géométrique, on doit 

faire donc le choix d’une description lagrangienne totale ou actualisée, dans notre cas on va 

utiliser une description lagrangienne totale, ensuite on donne la matrice linéaire incrémentale 

des déplacements qui ne sera pas différente de celle présentée dans le chapitre 4 dans le cas 

linéaire, le développement de la matrice tangente constitue l’étape la plus importante dans la 

formulation non linéaire. 

 

Nous aborderons également les étapes principales à suivre pour la résolution des problèmes 

non linéaire, l’analyse numérique nous offre plusieurs méthodes  de résolution, parmi celle-ci 

on trouve la méthode classique de Newton-Raphson.      

       

Dans la dernière partie de ce chapitre nous allons réaliser deux cas tests de l’élément SB6–18 

en non linéaire géométrique. 

 

5.2. Formulation de l’élément SB6–18 en non linéaire géométrique 

 

Nous avons vu au chapitre 1 que l'équilibre global du solide dans la configuration actuelle Ct 

peut être exprimé par le principe des travaux virtuels sous la forme standard (équation (1.23)): 

 

            ∫ 〈  〉[ ]{ }    ∫   ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗       ∫   ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗  ⃗      
 

  

 

   

 

  

  

 

Le principe des travaux virtuels s’exprime avec des contraintes, des déformations, des 

volumes et des surfaces se rapportant à la configuration Ct, qui est inconnue à priori. On doit 

donc se ramener à des configurations connues, plusieurs types de configurations 

lagrangiennes peuvent être utilisées pour l'analyse non-linéaire (figure 5.1): 

La Formulation Lagrangienne Totale (FLT) 

La Formulation Lagrangienne Actualisée à chaque Pas (FLAP)  

La Formulation Lagrangienne Actualisée a chaque Itération (FLAI) 

Pour notre élément on adopte une formulation lagrangienne Totale FLT, qui prend comme 

configuration de référence, la configuration initiale C0.  

  

Remarque : les termes déjà définis dans les chapitres précédents ne seront pas exposés ici. 
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Figure 5.1.  Configurations initiale C0, du pas p Cp et à l'itération i Ci [MOU04] 

 

5.2.1 Principe incrémental de la description lagrangienne totale 

 

La forme variationnelle exprimée dans la configuration C0 s'écrit : 

 

  ∫    [   
 ] [ ]      ∫   ⃗⃗⃗⃗     

⃗⃗ ⃗⃗       ∫   ⃗⃗⃗⃗     
⃗⃗ ⃗⃗      

 

  

 

  

 

  

                                                       

 

Avec :  Egl
*
 est la première variation du tenseur des déformations de Green-Lagrange   

 

[   
 ]  

 

 
 [  ] [ ]  [ ] [  ]  

 

S est le tenseur de Piola-Kirchhoff de second espèce transporté dans la configuration C0 et 

relié au tenseur des contraintes de Cauchy [σ] dans la configuration actuelle Ct suivante : 

 

[ ]  
 

| |
[ ][ ][ ]                                             | |     [ ] 

 

La forme incrémentale du PTV s’écrit : 

 

         ∫    [    
 ] [ ]     [   

 ] [  ]     

 

  

                                                           

 

Discrétisation de la forme incrémentale du PTV 

C0 CP 

Ci-1 

Ci 

CP+1 

Δui 

Z 

X 

Y

Y 
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  ∫    [    

 ] [ ]      
 

  
 

∫    [   
 ] [  ]                                                

 

  
 

 

 

5.2.2 Matrice linéaire incrémentale des déplacements 

 

La forme élémentaire de Wint se décompose en membrane et flexion suivant :   

 

    
      

      
 
                                                                                                                                   

 

Partie membrane : 

Les déformations de membrane, nécessaire au calcul des efforts normaux : 

 

{ }      {

  ⁄  〈 〉{ }    

  ⁄  〈 〉{ }    
〈 〉{ }

}                                                                                                             

 

Avec : 

 

{ }  {

      

    

    

}  [

   
 

   
 

   
 

] {  }  {  }  [   ]{  }  {  } 

 

{ }  {

    

      

    

}  [

   
 

   
 

   
 

] {  }  {  }  [   ]{  }  {  } 

 

          〈  〉  〈   〉      〈  〉  〈   〉 

 

Les matrices déformation-déplacement pour les deux faces supérieures et inférieures sont 

exprimées en fonction des dérivées en ξ et η : 

 

 

[    ]      
 

   
[

  〈   
 〉    〈   

 〉

  〈   
 〉    〈   

 〉

  〈   
 〉    〈   

 〉

]    [    ]      
 

   
[

  〈   
 〉    〈   

 〉

  〈   
 〉    〈   

 〉

  〈   
 〉    〈   

 〉

]               

 

[    ]      
 

   
[

   〈   
 〉    〈   

 〉

   〈   
 〉    〈   

 〉

   〈   
 〉    〈   

 〉

]  [    ]      
 

   
[

   〈   
 〉    〈   

 〉

   〈   
 〉    〈   

 〉

   〈   
 〉    〈   

 〉

]           

 

 

         [   ]       [[    ][    ]]              [   ]       [[    ][    ]] 
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Le détail de calcul des matrices Bma et Bmc sera exposé dans l’annexe C.  

Une fois{e} calculé, les efforts généralisés de membrane se déduisent de (4.30), d’autre part 

les déformations de membrane virtuelles {e
*
}: 

 

{  }      {

〈 〉{  }
〈 〉{  }

〈 〉{  }  〈 〉{  }
} 

 

{  }  {

    
 

    
 

    
 

}  [   ]{  
 }                     {  }  {

    
 

    
 

    
 

}  [   ]{  
 } 

 

Sont reliées aux variables nodales virtuelles selon : 

 

{  }  [

〈 〉[   ]

〈 〉[   ]

〈 〉[   ]  〈 〉[   ]
] {  

 }  [  ]      {  
 }                                                                    

 

Cette dernière relation implique : 

 

    
  〈  

 〉{    
 }  〈  

 〉∫ [  ] { }   ∫ [  ] [ ][  ]  
 

  

 

  

 

 

Donc la matrice de rigidité due a l’effet de membrane Km: 

 

   ∫ [  ] [ ][  ]                 
 

  

 

 

Un schéma d’intégration numérique de 5 points de Gauss–Legendre est utilisé pour évalué Km 

et Kf (voir le tableau 4.5) : 

 

   ∑  

 

   

 [  ] [ ][  ]            
                                                                                                   

 

  Pour la partie de flexion : 

 

    
 

 〈  
 〉{    

 
}  〈  

 〉∫ [  ]
 
{ }   ∫ [  ]

 
[ ][  ]  

 

  

 

  

 

 

   ∫ [  ]
 
[ ][  ]  
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   ∑  

 

   

 [  ]
 
[ ][  ]            

                                                                                                     

 

5.2.3 Matrice tangente 

 

Cette matrice provient de la forme incrémentale (5.3) qui fait intervenir une matrice dite 

tangente KT  : 

 

    〈  
 〉[ ̅ ]{   }                                                                                                                           

 

La matrice tangente KT peut être décomposée en matrices tangentes linéaire KL et 

géométrique Kσ .  

 

                                
    

 
                 

    
 
 

 

L’incrément du terme relatif aux efforts internes s’écrit : 

 

     
       

       
 
                                                                                                                          

 

- La partie membrane : 

 

     
       

        
                                                                                                                           

 

     
  〈  

 〉[  
 ]{   }  〈  

 〉[  
 ]{   }                                                                                     

 

L’équation (5.9) nous donne la rigidité de membrane dans le cas linéaire : 

 

[  
 ]     ∑  

 

   

 [  ] [ ][  ]            
 

 

Pour évalué la matrice géométrique, l’incrément des déformations virtuelle Δe
*
 s’exprime 

selon : 

 

{   }  {

〈  〉[   ]{  
 }

〈  〉[   ]{  
 }

 〈  〉[   ]  〈  〉[   ] {  
 }

}                                                                                         

 

                                                  

             {

〈   〉[   ]
 [   ]{  

 }

〈   〉[   ]
 [   ]{  

 }

〈   〉 [   ]
 [   ]  [   ]

 [   ] {  
 }

}                                                                   
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    〈  

 〉[  
 ]{   } 

               〈  
 〉∫ [   ]

 [   ]   
 

  

[   ]
 [   ]   

                [   ]
 [   ]  [   ]

 [   ]      {   } 

 

Et : 

 

[  
 ]        ∫ [   ]

 [   ]   
 

  

[   ]
 [   ]  

  [   ]
 [   ]  [   ]

 [   ]                                                                      

 

Une intégration numérique à 5 points de Gauss–Legendre est utilisée pour déterminer kσ 

Les efforts normaux Nx , Ny et Nxy sont donnés par la relation (4.30). 

 

- La partie flexion : 

 

     
 

  〈  
 〉[  

 
]{   }  〈  

 〉[  
 
]{   }                                                                                      

 

La partie non linéaire des déformations de flexion ayant été négligée : 

 

       [  
 
]    

 

L’équation (5.10) nous donne la rigidité de flexion dans le cas linéaire : 

 

[  
 
]     ∑  

 

   

 [  ]
 
[ ][  ]            

 

 

5.3. Méthode de résolution 

 

L’approche générale pour l’analyse non-linéaire, en utilisant la technique de solution 

incrémentale itérative et la description lagrangienne, comprend trois étapes principales 

suivantes:  

 

A) Evaluer la rigidité globale de la structure afin de trouver les déplacements incrémentaux 

(stage de prédiction). 

B) Déterminer les forces nodales exactes de chaque nœud (stage de correction). 

C) Comparer les forces nodales avec les forces appliquées pour trouver les forces résiduelles 

dans la configuration déformée et vérifier la condition d’équilibre pour voir si l’on a encore 

besoin d’itérations (stage de détection). 

 

Les méthodes numériques de résolution sont basées sur des processus incrémentaux d’une 

manière générale, elles consistent à appliquer le niveau de charge totale par incrément 
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successifs, et trouver à chaque incrément la réponse de la structure. Cette réponse est obtenue 

après linéarisation sur chaque incrément des équations d’équilibres, en pratique il existe 

plusieurs méthodes qui sont conçus pour résoudre les systèmes non linéaires, Dhatt et Touzot  

donnent une présentation détaillée sur ses méthodes [DHA81], dans ce qui suit nous allons 

présenter uniquement  la méthode de Newton-Raphson: 

 

La méthode des éléments finis conduit à une formulation discrétisée des problèmes non 

linéaires qui peut s’écrire sous la forme :  

 

  〈   〉 [     ]{  }  { }                                   〈   〉 

 

Pour simplifier les notations, on remplace Un par U : 

 

[    ]{ }  { }                                           {    }  { }  [    ]{ }                              

 

Résoudre le système non linéaire (5.16), c’est chercher un vecteur {U} qui rend le résidu 

{R{U}}aussi proche que possible de zéro, la solution exacte rend {R{U}} nul.    

Ce vecteur résidu peut aussi s’interpréter comme la différence entre les efforts intérieurs et les 

efforts extérieurs imposés : 

 

{    }  {    }  {    }    

 

Supposons qu’a l’itération ( i – 1) nous ayons obtenu une approximation U
i – 1 de la solution 

telle que le résidu ne soit pas nul. 

 

{ (    )}  { }  [ (    )]{    }                                                                                           

 

A l’itération i nous cherchons une approximation U
i
 de la solution telle que : 

 

{ (  )}  { (        )}    

 

L’algorithme est obtenu en développant ce résidu en série de Taylor au voisinage de U
i – 1

 : 

 

{ (        )}  { (    )}  [
  

  
]
      

{   }                                                         

 

D’où en négligeant les termes d’ordre supérieur à 1 : 

 

 [
  

  
] {   }  { (    )} 

 

Où : 
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[  ( 
   )]{   }  { (    )}                            {  }  {    }  {   }                                   

 

La méthode incrémentale consiste à remplacer la résolution de :  

 

[    ]{ }   {  }  { }                                                                                                                     

 

Par la résolution successive de : 

  

[ (  )]{  }    {  }                                                                                                          

 

La solution initiale utilisée pour calculer Uj est la solution Uj–1 obtenue à l’étape précédente. 

Chaque étape constitue un problème non linéaire qui ce résout avec une ou plusieurs itérations 

de la méthode de Newton-Raphson. 

Afin de satisfaire la condition d’équilibre, les forces hors équilibres doivent être éliminées à 

travers une procédure itérative. Si R est plus petit qu’une certaine norme, le processus 

d’itérations s’arrête et la résolution continue avec un autre chargement incrémentale. On peut 

utiliser, soit la norme de déplacements, soit la norme de forces, ou celle de l’énergie : 

 

   
‖{  } ‖

‖{ }
 
 
‖

                             
‖{ } ‖

‖{ } 
 
‖
                            

|{ } 〈  〉 |

|{ } 
 
〈 〉 |

             

 

Les tolérances ε1, ε2, ε3 sont en général prises égales à 0.1%.   

 

Dans l’annexe D, on présente un algorithme général qui permet l’implémentation de la 

méthode itérative de Newton-Raphson dans un code élément finis, pour notre élément ce code 

est réalisé sous Matlab.  

      

5.4. Validation de l’élément SB6–18 en non linéaire géométrique  

 

Dans cette section, nous allons tester la validité de l’élément SB6–18 sur des cas tests non 

linéaires géométriques, dans le premier test nous étudions un panneau cylindrique soumis à 

une force ponctuelle, dans le second, une coque sphérique sous une charge concentrée sera 

étudiée. Pour chaque cas test, le résultat obtenu est comparé à la solution de référence. 

     

5.4.1 Panneau cylindrique soumis à une force ponctuelle 

 

On présente ici le calcul non-linéaire géométrique d’un panneau cylindrique (figure 5.2). Ce 

cas est traité par Batoz et Cantin dans [BAT78]. Etant donné la symétrie du problème, 

seulement un quart de la structure est maillé. Le panneau est encastré sur les deux arêtes 

courbées, et libre sur les arêtes droites. Le calcul est effectué avec un maillage (4x6x1)x2, la 

charge totale P est appliquée par incréments successifs en douze pas. La figure 5.3 présente les 

courbes charge-déplacement vertical du point central D. Les résultats obtenus par l’élément 

SB6–18 seront comparés avec la solution de référence [BRE80] et ceux obtenus par [BAT78]. 
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Ce test met en évidence une performance acceptable de l’élément SB6–18 par rapport à la 

solution de référence, la même courbe montre aussi que notre élément donne des résultats 

meilleurs que ceux trouvés par [BAT78]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.2. Panneau cylindrique soumis à une force ponctuelle 

 

 
 

Figure 5.3. Déplacement vertical du point D 
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5.4.2 Coque sphérique sous une charge concentrée 

 

La figure 5.4 montre une coque sphérique soumise à une charge concentrée, ce cas test a été 

étudié par Crisfield et al. [CRI94], Du fait de la symétrie du problème, seul un huitième de la 

coque a été considéré, un maillage de 36 éléments à été employés. D'autre part, la charge 

totale P est appliquée par incréments successifs en 10 pas, nos résultats seront comparés avec 

la solution analytique de référence proposée par Taber [TAB82], ainsi que les résultats trouvés 

par Crisfield et al. [CRI94].  

A travers la courbe charge-déplacement représenté sur la figure 5.5, on peut constater le bon 

comportement de l’élément SB6–18 par rapport la solution analytique, ce comportement est 

presque identique à celui décrit par [CRI94].     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.4. Coque sphérique sous une charge concentrée 

 

 
 

Figure 5.5. Courbe charge/Déplacement de la coque sphérique  
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5.5. Conclusion 
 

Dans ce chapitre nous avons présenté une extension de l’élément SB6–18 en non linéaire 

géométrique. Une formulation Lagrangienne totale,  qui prend comme configuration de 

référence la configuration initiale C0, a été adoptée, cette formulation nous a conduits à la 

détermination des efforts internes ainsi que la matrice de rigidité tangente. La méthode 

itérative de Newton-Raphson a été utilisée pour la résolution du système non linéaire.   

 

Les cas tests étudiés dans cette section ont pour objectif de vérifier le bon comportement et la 

bonne programmation de l’élément que nous avons développé, l’analyse de ces résultats nous 

a permet de conclure que l’élément SB6–18 non-linéaire développé donne de très bons 

résultats. 
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Conclusion générale 

 

Le présent travail s’inscrit dans le contexte de la contribution à l’étude numérique des 

coques par des éléments finis de type solide-coque. Sachant que les structures coques sont 

souvent raccordées aux autres structures épaisses qui sont modélisées par des éléments finis 

volumiques 3D, la difficulté à modéliser ce type de structures complexes constitue à 

l’heure actuelle un sujet de recherche très attrayant, cela nous a amené à rechercher des 

nouveaux éléments finis qui peuvent répondre à cette problématique. Ce travail de 

recherche nous a permis de développer deux éléments finis : 

 

Le premier est un élément fini coque triangulaire sans degrés de liberté de rotation 

construit à partir de l’élément coque triangulaire de type facette plane DKT18, ce dernier 

est obtenu par superposition de l’élément triangulaire de membrane CST ayant deux 

degrés de liberté par nœud (u et v) et l’élément de flexion des plaques DKT qui possède 

trois degrés de liberté par nœud, un degré de translation vertical (w) plus deux rotations 

(θx et θy). L’idée principale est de modifier l’opérateur matriciel Bf relatif aux 

déformations de flexion de l’élément DKT pour avoir uniquement des termes qui 

correspondent aux composantes de déplacement w, la superposition de l’élément DKT 

modifié et l’élément de membrane CST nous donne un nouvel élément fini triangulaire 

baptisé DKT18RF avec seulement trois translations par nœud.  

 

Le second élément, présenté dans ce travail, est un nouvel élément fini appartenant aux 

éléments de type solide-coque, ces éléments représentent aujourd’hui une alternative 

intéressante aux éléments finis solides et coques conventionnels. En effet, les éléments 

finis solide-coque combinent les avantages des formulations des éléments solides et des 

éléments coques. L’élément développé est un élément prismatique à six nœuds, nommé 

SB6–18, basé sur une formulation DKT, cet élément ayant 3 translations par nœud et donc 

un nombre total de degrés de liberté égal à 18, en effet pour les deux faces supérieure et 

inférieure constituants le prisme, la formulation utilisée est similaire à celle de l’élément 

triangulaire DKT18RF, les opérateurs de déformation de membrane Bm et de flexion Bf 

seront déterminés en suivant le même principe que celui de l’élément DKT18RF. Les 

déformations de cisaillement transversal sont considérées nulles pour les éléments de type 

DKT et la loi constitutive pour cet élément est une loi de comportement 3D modifiée pour 
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prendre en considération l’hypothèse des contraintes planes décrite par la théorie des 

coques.    

 

Les deux éléments finis développés dans ce travail ont été mis en œuvre sous le logiciel de 

programmation MATLAB, la validation a été faite à travers une série des tests reconnus 

dans le domaine, et les résultats obtenus ont montré les bonnes propriétés de convergence 

des deux éléments pour le calcul des déplacements, des contraintes ainsi que les moments. 

Un exemple sur l’analyse dynamique a été étudié dans le but de tester la capacité de 

l’élément SB6–18 de pouvoir étudier des structures en vibration libre, et les résultats ont 

été très satisfaisants.  

 

La dernière partie dans cette thèse a été consacrée à l’extension de l’élément SB6–18 en 

comportement non linéaire géométrique. Une formulation Lagrangienne totale, qui prend 

comme configuration de référence la configuration initiale C0, a été adoptée. Cette 

formulation nous a conduit à la détermination des efforts internes ainsi que la matrice de 

rigidité tangente. La méthode itérative de Newton-Raphson a été utilisée pour la résolution 

du système non linéaire. Les cas tests étudiés dans cette section ont montré le bon 

comportement et la bonne programmation de l’élément développé.  

 

Perspectives 

 

La formulation mise en place au long de cette thèse s’est montrée prometteuse, ce travail 

ouvre plusieurs perspectives intéressantes pour le futur. Les propositions suivantes 

constituent des extensions possibles de ce travail: 

 

- La formulation des nouveaux éléments finis sans degrés de liberté de rotation en 

suivants le même principe utilisé dans la formulation de l’élément DKT18RF et en 

utilisant des éléments finis de type facette plane triangulaire et quadrilatérale par 

exemple l’élément finis DKT12. 

 

- Le développement des nouveaux éléments finis de type solide-coque en se basant 

sur la même stratégie utilisée pour formuler l’élément SB6–18, en utilisant les 

éléments finis de coque sans degrés de liberté de rotation existants.          
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- Vu que la seule limitation de notre élément fini développé SB6–18 est la 

diminution de la précision des résultats dans le cas où l’épaisseur de la structure est 

grande, les deux points précédents peuvent être proposés aussi pour les éléments 

finis basés sur la théorie de Mindlin qui prend en considération l’effet de 

cisaillement transversal, ce qui permet donc de construire des éléments finis de 

type solide-coque applicables aux structures épaisses.     

 

- Vu l’efficacité des éléments finis à champ de déformation on recommande alors 

d’utiliser cette approche pour développer des nouveaux éléments finis de type 

coque sans degrés de liberté de rotation et des éléments de type solide-coque. 
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Annexe A   

Détails de calcul de la matrice Bf de l’élément DKT18RF 
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Les vecteurs N sont donnés par : 
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Donc pour les trois nœuds (1,2,3), on aura : 
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Avec : 
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Ce qui nous donne : 

 

       
     

  
 
  

 

       
     

  
 
  

 

       
     

  
 
  

 

   
   

  
          

   

  
                                                                                                                     

 

   
   

  
          

   

  
 

 

   
   

  
          

   

  
 

 

Les fonctions P4, P5 et P6 sont données par : 
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La dérivée des composantes du vecteurs N par rapport à  ξ et η se calcule par : 
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Annexe B 

Détails de calcul de la matrice Bf de l’élément SB6–18 
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Les vecteurs N sont données par : 
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  〈       

 
           

 
           

 〉                                                                  

 

   
 
 〈       

 
           

 
           

 
〉                                                                  

 

   
  〈       

            
            

 〉                                                                  

 

   
 
 〈       

 
           

 
           

 
〉                                                                  

 

Calcul de N
x
11 N

x
21 N

x
31 et N
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On à alors pour les trois nœuds (1,2,3) : 
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Avec : 
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Ce qui nous donne : 

 

       
     

  
 
  

 

       
     

  
 
  

 

       
     

  
 
  

 

   
   

  
          

   

  
                                                                                                                    

 

   
   

  
          

   

  
 

 

   
   

  
          

   

  
 

 

Les fonctions P7, P8 et P9 sont données par : 
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Leurs dérivées par rapport à  ξ et η : 
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La dérivée des composantes du vecteurs N par rapport à  ξ et η se calcule par : 
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Les vecteurs N sont données par : 
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Leurs dérivées par rapport à  ξ et η : 
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Calcul de N
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On à alors pour les trois nœuds (4,5,6) : 
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Ce qui nous donne : 

 

        
     

  
 
  

 

        
     

  
 
  

 

        
     

  
 
  

 

    
   

   
           

   

   
                                                                                                                 

 

    
   

   
           

   

   
 

 

    
   

   
           

   

   
 

 

Les fonctions P10, P11 et P12 sont données par : 

          

 

                                                                                                                                                  

 

          



Annexe B                  

 

    126    

Avec : 

 

        

 

Leurs dérivées par rapport à  ξ et η : 

 

                                                   

 

                                                                                                                                       

 

                                                                     

 

La dérivée des composantes du vecteurs N par rapport à  ξ et η se calcule par : 

 

     
  

 

    
         

 

    
                     

 
 

 

    
         

 

    
                   

 

     
  

 

    
         

 

    
                     

 
 

 

    
         

 

    
                   

 

     
  

 

    
         

 

    
                     

 
 

 

    
         

 

    
                   

 

     
  

 

    
         

 

    
                     

 
 

 

    
         

 

    
                   

 

     
  

 

    
         

 

    
                     

 
 

 

    
         

 

    
                   

 

     
  

 

    
         

 

    
                     

 
 

 

    
         

 

    
                   

 

On peut récrire la relation (B.1), en utilisant les relations (B.2) et (B.23) :    
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Annexe C 

Détails de calcul des matrices Bma et Bmc de l’élément SB6–18 en non 

linéaire géométrique  

 

[   ](    )  [[    ][    ]]                                                                                                 (   ) 

 

[   ](    )  [[    ][    ]]                                                                                                  (   ) 

 

Bma1 et Bma2 sont données par :  
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Bmc1 et Bmc2 sont données par :  
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Les vecteurs N sont données par : 
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Avec : 
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Leurs dérivées par rapport à  ξ et η : 

 

                                                                  
 

 
(   ) 

 

     
 

 
(   )                                                                                                               

 

      
 

 
(   )                                           

 

 
(   ) 

 

                                                                  
 

 
(   )                                                 (    ) 

 

     
 

 
(   )                                                                                                             

 

      
 

 
(   )                                           

 

 
(   ) 

 



Annexe D                  

 

    129    

Annexe D 

Algorithme de résolution en non linéaire géométrique 
 

 

 

 

Algorithme de résolution en non linéaire géométrique 

 

Initialisation des déplacements    U = U0 

Initialisation des résidus              R = ΔP 

Initialisation de compteur de nombre de pas à zéro i = 0 

 

while i≤ (Nbr de pas)    

 

Initialisation de compteur de nombre des itérations à zéro iter = 0 

Initialisation de la norme des résidus Norm_R=1 

Calcul de la matrice tangente KNL(U) 

 

while (iter ≤ itermax & Norm_R≥10
-3

) 

    

u = inv(KNL) x R 

    

calcul de KNL(u) 

    

calcul de Fint(u)        Fint: le vecteur des forces intérieures 

    

R = R - Fint 

    

Calcul de la norme des résidus Norm_R  

 

Iter=iter+1                 incrémentation du nombre d’itérations  

 

end while 

 

U=U+u                               calcul du nouveau vecteur de déplacement 

i=i+1                                   incrémentation du nombre de pas de chargement 

 

end while 

 

 

 

 


