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Notations et symboles

Les di¤érentes notations et symboles utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :

@n : L�opérateur de bord

Cn : Un complexe de chaïnes

Hn(k) : Groupe d�homologie de k en dégré n

Zn : ker de @n

Bn : Im de @n+1

Ck : Les cas chaïnes de k

S1 : Cercle
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Introduction

En mathématiques, l�homologie est d�une manière générale, une association

entre une séquence d�objets algébriques tels que des groupes abéliens ou des modules

à d�autres objets mathématiques tels que des espaces topologiques. A l�origine, les

groupes d�homologie ont été dé�nis dans la topologie algébrique. Des constructions

similaires sont disponibles dans beaucoup d�autres contextes, tels que l�algèbre abstraite,

les groupes, les algèbres de Lie, la théorie de Galois et la géométrie algébrique .[1]

Au début, pour dé�nir les groupes d�homoligie c�était de voir que deux formes

peuvent être di¤érentiées en examinant leurs trous. Par exemple, un cercle n�est pas un

disque car le cercle est perforé alors que le disque est plein et la sphère n�est pas un

cercle car la sphère renferme un trou bidimensionnel alors que le cercle renferme un trou

unidimensionnel. L�homologie était à l�origine, une procédé mathématique pour dé�nir

et classer les trous dans une variété. En gros, un cycle est une sous-variété fermée,

une limite est un cycle qui est également la limite d�une sous-variété et une classe

d�homologie (qui représente un trou) est une classe d�équivalence de cycles modulo une

limite. Une classe d�homologie est donc représentée par un cycle qui n�est la limite

d�aucune sous-variété : le cycle représente un trou, à savoir une variété hypothétique

dont la limite serait ce cycle.

Il existe de nombreuses théories d�homologie [2], [3], [4] et [5]. Un type parti-
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Introduction

culier d�objet mathématique, tel qu�un espace topologique ou un groupe, peut avoir

une ou plusieurs théories d�homologie associées et cela lorsque l�objet sous-jacent a une

interprétation géométrique, à l�instar des espaces topologiques. La plupart des groupes

d�homologie peuvent être formulés en tant que foncteurs dérivés sur des catégories abé-

liennes appropriées, en mesurant l�incapacité d�un foncteur à être exact. Dans cette

perspective, les groupes d�homologie sont déterminés par des objets d�une catégorie

dérivée.
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Chapitre 1

Introduction à l�homologie

1.1 Complexes simpliciaux

Pour dé�nir les complexes simpliciaux, nous allons avoir besoin de la notion de simplexe.

Soit k � n deux entiers positifs ou nuls.[6]

Dé�nition 1.1.1 On appelle simplexe dans Rn l�enveloppe convexe d�un ensemble �ni

non vide fA0; :::; Ang de points a¢ nement indépendants dans Rn.

Exemple 1.1.1 Un 0-simplexe est un point, un 1-simplexe est un segment, et un 2-

simplexe est un triangle. Pour un k-simplexe, on dit que sa dimension est k:

Fig. 1.1 �Exemple des simplexe.
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Chapitre 1. Introduction à l�homologie

I Si on ne veut pas préciser la dimention, on parle simplement de simplexe. Il est

commode de considérer l�ensemble vide comme (�1)-simplexe.

I Si � � Rn est un k-simplexe obtenu comme enveloppe convexe de points x0; :::::; xk

et si L est un sous-ensemble de fx0; :::::; xkg, alors l�enveloppe convexe des éléments de

L est une face de � (cette face est elle même un l-simlpexe, où l + 1 est le cardinal de

L).

Fig. 1.2 �Un 3-simplexe.

Dé�nition 1.1.2 Un complexe simplicial géométrique dans Rn est une collection � de

simplexes dans Rn véri�ant les conditions suivantes :

� toute face d�un simplexe de la collection est aussi dans la collection ;

� l�intersection de deux simplexes quelconques de la collection est une face commune

des deux simplexes considérés (cette face peut être vide) ;

� pour tout point x 2 Rn, il existe un voisinage U de x dans Rn tel que U ne rencontre

qu�un nombre �ni de simplexes de K:

Le support j�j de � est la réunion de tous les simplexes de �. La dimension de � est

le maximum des dimensions de simplexes de � (la dimension peut être in�nie).

4



Chapitre 1. Introduction à l�homologie

Fig. 1.3 �Complexe simplicial.

Si un espace topologique X admet un homéomorphisme � : j�j ! X pour un certain

complexe simplicial géométrique �, le choix d�un tel complexe simplicial géométrique �

et d�un tel homéomorphisme � introduit une structure de complexe simplicial sur X.

Parfois, on dit qu�une telle pair (�;�) est une triangulation de X. Pour tout k-simplexe

de �, l�image de ce k-simplexe par � s�appelle k-simplexe de la triangulation de X:

Les �gures ci-dessous donnent trois exemples d�une triangulation d�un carré ( chacun

des trois dessins montre les images des simplexes d�un complexe simplicial géométrique).

Fig. 1.4 �Triangulations d�un carré.

Si on identife les côtés opposés du carré pour obtenir un tore, seulement un de ces

trois exemples fournit les images de simplexes pour une certaine triangulation du tore.

5



Chapitre 1. Introduction à l�homologie

Une autre triangulation du tore S1 � S1 est représentée sur la �gure suivante :

Fig. 1.5 �Triangulation du tore.

Toute surface topologique compacte admet une triangulation ayant un nombre �ni

de simplexes, en e¤et toute surface topologique connexe et compacte est homéomorphe

soit à une des surfaces Sn.[6]

1.1.1 CW-complexes

Rappel des dé�nitions classiques.[7]

Dé�nition 1.1.3 La sphère de dimension n est :

Sn = fx 2 Rn+1 : jjxjj = 1g: (1.1)

En particulier S0 = f�1; 1g � R.

La boule de dimension n est :

Bn = fx 2 Rn : jjxjj � 1g: (1.2)

Un espace topologique quelconque qui est homéomorphe à Bn est appelé une cellule

de dimension n, ou plus simplement une n-cellule. Une 0-cellule est un espace réduit à

6



Chapitre 1. Introduction à l�homologie

un point.

Maintenant nous allons dé�nir les CW-complexes. Ce sont les espaces les plus simples

possibles. Avant de donner une dé�nition formelle, on peut simpli�er l�idée sous la forme

suivante : Un CW-complexe est un espace obtenu en collant ensemble des cellules en

basses dimensions :

# Un CW-complexe de dimension 0 est un ensemble �ni, muni de la topologie discrète ;

# Un CW-complexe de dimension 1 est obtenu en attachant des 1-cellules (donc des

segments) à un complexe de dimension 0, et ressemble donc à un �graphe�;

# Un CW-complexe de dimension 2 est obtenu en attachant des 2-cellules (donc des

espaces homéomorphes à des disques, ou à des triangles) à un complexe de dimension

1, et on peut penser au bord d�un polyèdre par exemple ;

# etc...

Fig. 1.6 �Un CW-complexe de dimension 1:
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Chapitre 1. Introduction à l�homologie

Fig. 1.7 � Un CW-complexe de dimension 2.

Passons à la dé�nition. Notez qu�en réalité, un CW-complexe est une objet combina-

toire X qui permet de construire un espace topologique X = jXj, mais en pratique et

par abus de langage, en parle d�un CW-complexe comme d�un espace.

On procède par récurrence sur la �dimension�.

Dé�nition 1.1.4 Un CW-complexe (�ni) de dimension 0 est un ensemble (�ni) X.

Lorsque�on voit X comme un espace topologique (avec la topologie discrète), on écrit

plutôt jXj.

Supposons que l�on ait dé�ni la notion de CW-complexe (�ni) de dimension n.

Un CW-complexe (�ni) X de dimension n+ 1 est la donnée de :

1. Un CW-complexe (�ni) Xn de dimension n que l�on appelle le n-squelette de X ; on

suppose qu�un espace topologique jXnj a également été dé�ni par récurrence.

2. Un ensemble (�ni) J = Jn+1 d�indices, et pour chaque j 2 J une application continue

fj : S
n �! jXnj.

La réalisation topologique de X, notée jXj, est obtenue comme suit. Soit Xn = jXnj,

et soit :

Y =
a
j2J
Bn+1j : (1.3)

8



Chapitre 1. Introduction à l�homologie

une union disjointe de n+ 1-boules ; on voit :

A
a
j2J
Snj (1.4)

comme un sous-espace fermé de Y , et f =
`
fj comme une application A �! Xn.

L�espace jXj est alors Xn [f Y . (On a donc bien attaché les cellules Bn+1j sur l�espace

Xn, à l�aide des application fj qui sont dé�nies sur le bord des cellules, et qui indiquent

où l�on doit attacher ce bord).

Notons qu�il y a une application continue p : Xn

`
Y �! jXj. Il est facile de voir que

Xn = jXnj s�identi�e à un sous-espace fermé de jXj par cette application.

D�autre part, l�image de Bnj par p, qui est une partie fermée de jXj, est appelée la

j-ème cellule de dimension n+ 1 de jXj. On la notera souvent �j.

Observons que jXj est la réunion de son n-squelette jXnj et de ses n+ 1-cellules.

Il y a une exception pour les 0-cellules : ce sont par dé�nition les points qui forment le

0-squelette.[7]

Exemple 1.1.2 A l�aide de trois 0-cellules, trois 1-cellules, et une 2-cellule, on obtient

un triangle (plein). Le 0-squelette est X0 = fa; b; cg. On va prendre :

Fig. 1.8 �Un triangle comme CW-complexe de dimension 2.
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Chapitre 1. Introduction à l�homologie

trois 1-cellules, et pour des raisons évidentes on va les appeler B1ab; B
1
bc; B

1
ac (dans les

cotations ci-dessus, l�ensemble J1 a trois éléments). L�application :

fab : S
0
ab �! fa; bg � X0: (1.5)

envoie �1 sur a et 1 sur b (on voit S0ab comme le bord de B1ab). Les dé�nitions de fbc et

fac sont similaires.

Le 1-squelette X1 est alors le bord d�un triangle ; �xons un homéomorphisme g : S1 �!

X1.

On prend une seule 2-cellule B2, et on prend g comme l�application correspondante

(cette fois J2 a un seul élément). On voit tout de suite que X2 = jX2j s�obtient à partir

d�un disque B2 en attachant son bord (qui est un cercle) sur un autre cercle via l�ho-

méomorphisme g. Clairement jX2j est alors lui-même homéomorphe à B2. Cependant

vu le choix des cellules, on voit plutôt jxj comme un triangle plein.

Exemple 1.1.3 Nous allons dé�nir un CW-complexe X dont la construction est ho-

méomorphe au disque unité dans le plan complexe (donc homéomorphe au triangle plein

de l�exemple précédent). Ce complexe va être de dimension 2, avec une cellule et une

seule dans chaque dimension.

Commençons donc par le 0-squelette X0. Il se réduit à un point x. Ainsi jX0j = fxg.

Passons au 1-squelette X1. On se donne une seule application :

f : S0 �! fxg: (1.6)

qui est évidemment constante. Pour obtenir jX1j, on part de l�union d�un intervalle B1

et d�un point, et on attache les extrêmités de l�intervalle sur le point.

10



Chapitre 1. Introduction à l�homologie

Donc jX1j est homéomorphe à un cercle :

Fig. 1.9 �Réunion d�un point et un segment.

Fixons un homéomorphisme g : S1 �! jX1j. On prend g comme seule application

pour construire le 2-squelette X2. Comme dans l�exemple précédant, on conclut que

l�espace obtenu est un disque.

Ces deux exemple montrent qu�un espace donné (ici le disque) peut être obtenu

comme la réalisation de CW-complexe di¤érents.

Notons aussi qu�à la �n, on a montré que B2, qui est une 2-cellule, est aussi la

réalisation topologique d�un CW-complexe. Ceci va nous permettre, dans le chapitre

suivant, de faire des calculs avec B2.

Exemple 1.1.4 [7] Voici un autre exemple. On prend le même 1-squelette, et on at-

tache une 2-cellule par l�application :

S1
z 7�!zn�! S1

g�! jX1j: (1.7)

C�est un CW-complexe bien dé�ni, et il est plutôt di¢ cile de faire un dessin, même

pour n = 2!

Exemple 1.1.5 Soit X un tétraèdre (creux). On peut facilement trouver un CW-

complexe X tel que jXj = X ; en l�occurence, on peut prendre X avec 4 points (0-cellules),

6 segments (1-cellules), et 4 faces (2-cellules).

11
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On va s�intéresser tout particulièrement à certains CW-complexe, dit �réguliers�, pour

lesquels les applications fj sont régulières et souples. Typiquement, le CW-complexe de

(1.1.4) n�est pas régulier. Ceux des exemple (1.1.3) et (1.1.5) sont réguliers.

Il serait bien trop fort d�exiger que fj soit un homéomorphisme. La bonne dé�nition

va faire intervenir la notion d�homotopie.[7]

1.2 Homologie des complexes simpliciaux

1.2.1 Homologie : cas mod 2

Dé�nition 1.2.1 Soit (V;K) un complexe simplicial et n un entier. On note Cn(K;F2)

le F2-espace vectoriel libre sur l�ensemble des simplexes de dimension n dans K. On

l�appelle l�espace des chaînes de degré n à coe¢ cients dans F2:

Notez qu�on a Cn(K;F2) = 0 pour n < 0 ou pour n > dimK:

Pour abréger, en écrit simplement Cn(K) voire Cn si le complexe que l�on considère

est évident à un moment donné.

Exemple 1.2.1 Prenons S1: Alors il y a trois simplexes de dimension 1 (des arêtes), à

savoir f0; 1g; f1; 2g; f2; 0g. Une chaine de degré 1, c�est-à-dire un élément de C1(S1; F2),

est donc une somme formelle de la forme :

�0f1; 2g+ �1f0; 2g+ �2f0; 1g (1.8)

avec �i = 0 ou 1. On peut penser à une chaîne, de manière intuitive, comme à un sous-

complexe (même si formellement ça n�est pas la même chose) : par exemple f0; 1g+f1; 2g

peut se représenter comme l�union de deux des trois arêtes.

12



Chapitre 1. Introduction à l�homologie

L�addition correspond alors à la di¤érence symétrique des complexes (c�est-à-dire

l�opération A�B := A [B �A \B que vous avez sans doute déjà rencontrée). Voir la

�gure (1.8) pour un exemple non trivial d�addition de deux chaînes sur S2:

Fig. 1.10 �L�addition de deux chaînes sur S2:

Dé�nition 1.2.2 On dé�nit l�opérateur bord @n : Cn(K;F2) �! Cn�1(K;F2) en spé-

ci�ant sa valeur sur chaque simplexe � :

@n� =
X
v2�
(� r fvg): (1.9)

Exemple 1.2.2 En revenant à l�exemple de S1, on a :

@1f0; 1g = f0g+ f1g: (1.10)

Souvent on écrit @ au lieu de @n lorsque le n est évident. Par exemple, voici un autre

calcule :

@(f0; 1g+ f1; 2g+ f2; 0g) = 2(f0g+ f1g+ f2g) = 0: (1.11)

car 2 = 0:

13



Chapitre 1. Introduction à l�homologie

Lemme 1.2.1 Soit � un simplexe de dimention n, alors :

@n�1 � @n(�) = @n�1

 X
v2�

� r fvg
!

=
X
v2�

X
w2�rfvg

� r fv; wg (1.12)

= 2
X

fv;wg��

� r fv; wg

= 0:

car 2 = 0:

Dé�nition 1.2.3 Posons Zn = Zn(K;F2) = ker(@n), le groupe des cycles en degré n,

et Bn = Bn(K;F2) = Im(@n+1), le groupe des bords en degré n.

Dé�nition 1.2.4 Puisque Bn � Zn d�après le lemme précédent, on peut poser :

Hn(K;F2) = Zn=Bn: (1.13)

le groupe d�homologie (simpliciale) de K en degré n.

Le nombre �n = dimHn(K;F2) s�appelle le nombre de Betti de K en dimension n.

Exemple 1.2.3 Prenons K = S1, et calculons son H1: Puisqu�il s�agit là d�un complexe

de dimension 1, on a H1 = Z1 = ker(@1): En prenant la base f1; 2g; f0; 2g; f0; 1g pour

C1 et f0g; f1g; f2g pour C0, la matrice de @1 est :

0BBBB@
0 1 1

1 0 1

1 1 0

1CCCCA :
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Chapitre 1. Introduction à l�homologie

On calcule immédiatement que le noyau est de dimension 1, engendré par f1; 2g +

f0; 3g+ f0; 1g: On résume la situation en écrivant :

H1(S1; F2) = F2: (1.14)

Si on regarde maintenant �2; il s�git presque du même complexe sauf que l�on a

un simplexe de dimension 2, à savoir � = f0; 1; 2g: Donc C2(�2) est de dimension 1,

engendré par �. Par ailleurs :

@� = f1; 2g+ f0; 3g+ f0; 1g: (1.15)

Dans ce cas, on a donc B1(�2) = Z1(�
2) = l�espace engendré par f1; 2g+f0; 3g+f0; 1g:

On en conclut que :

H1(�
2; F2) = 0: (1.16)

1.2.2 Homologie : cas général

Soit k un anneau commutatif quelconque (avec k = Fp ou k = Z).

On veut dé�nir l�homologie à coe¢ cient dans k, et nous commençons par des com-

mentaires intuitifs. En travaillant modulo 2, le bord d�un simplexe � = fv0; v1; v2g de

dimension 2, c�est-à-dire @�, était dé�ni comme fv0; v1g+ fv1; v2g+ fv2; v0g. C�est, en

gros, ce qu�on a appeler le bord au sens intuitif, « en tant qu�ensemble » . On pourrait

a¢ ner la dé�nition du bord « comme une courbe » , avec un sens de parcours.

Utilisons la notation hvi; vji pour désigner « l�arête fvi; vjg parcourue de vi vers vj » ,

et la notation hv0; v1; v2i pour « le triangle fv0; v1; v2g orienté de sort que le sens direct

(trigonométrique) aille de v0 à v1 à v2, et puis de nouveau à v0 » . On a alors envie de
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Chapitre 1. Introduction à l�homologie

dire que le bord du triangle est :

@hv0; v1; v2i = hv0; v1i+ hv1; v2i+ hv2; v0i: (1.17)

Vient ensuite une idée très algébrique : un simplexe n�a que deux orientations possibles,

�nalement, de même qu�un espace vectoriel n�a que deux orientations, et on trouverait

naturel que, formellement, on ait des relations telles que hvi; vji = �hvj; vii. En gros,

remplacer les orientations par de simples signes paraît séduisant. La formule ci-dessus

deviendrait :

@hv0; v1; v2i = hv0; v1i+ hv1; v2i � hv0; v2i: (1.18)

Lemme 1.2.2 Soit K un complexe simplicial et n un entier. Il existe un homomor-

phisme

@n : Cn(K; k) �! Cn�1(K; k) (1.19)

tel que

@nhv0; :::; vni =
X
i

(�1)ihv0; :::; v̂i; :::; vni: (1.20)

pour chaque simplexe orienté hv0; :::; vni:

Preuve. [8] On pose

~@n(v0; :::; vn) =
X
i

(�1)ihv0; :::; v̂i; :::; vni: (1.21)

ce qui donne un homomorphisme bien dé�ni ~Cn(K; k) �! Cn�1(K; k), et il nous faut

véri�er que :

~@n(v0; :::; vn) = "(s)~@n(vs(0); :::; vs(n)): (1.22)

pour toute permutation s. Comme le groupe symétrique est engendré par les transpo-
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Chapitre 1. Introduction à l�homologie

sitions (j; j + 1), ce que nous allons véri�er c�est que pour tout j on a l�identité :

~@n(v0; :::; vj; vj+1; :::; vn) = �~@n(v0; :::; vj+1; vj; :::; vn): (1.23)

Pour i < j on a bien sûr

(�1)ihv0; :::; v̂i; :::; vj; vj+1; :::; vni = �(�1)ihv0; :::; v̂i; :::; vj+1; vj; :::; vni: (1.24)

par les propriétés du symbole h i: De même pour i > j + 1. Il reste deux termes dans

la dé�nition de ~@n(v0; :::; vj; vj+1; :::; vn) qu�il faut considérer ensemble, pour i = j et

i = j + 1, donc écrivons :

(�1)jhv0; :::; v̂j; :::; vni + (�1)j+1hv0; :::; v̂j+1; :::; vni

= �(�1)jhv0; :::; v̂j+1; :::; vni � (�1)j+1hv0; :::; v̂j; :::; vni:
(1.25)

une identité tautologique mais qui montrer que les deux membres de (1.23) sont opposés.

Lemme 1.2.3 On a @n�1 � @n = 0:

Preuve. Nous calculons :

@n�1 � @nhv0; :::; vni =
X
i

(�1)i@n�1hv0; :::; v̂i; :::; vni

=
X
i

X
j<i

(�1)i(�1)jhv0; :::; v̂j; :::; v̂i; :::; vni (1.26)

+
X
i

X
j<i

(�1)i(�1)j�1hv0; :::; v̂i; :::; v̂j; :::; vni

= 0:

puisque les termes s�annulent deux à deux.

17



Chapitre 2

Invariants Topologiques

2.1 La caractéristique d�Euler

Dans ce chapitre on commence par illustrer un invariant topologique des surfaces :

la caractéristique d�Euler-Poincaré. L�invariant permet de montrer que les surfaces ne

sont pas homéomorphes lorsque les genres g1 6= g2:

La caractéristique d�Euler-Poincaré fait l�objet d�une présentation plus approfondie en

l�homologie.

Dé�nition 2.1.1 Un invariant topologique est un objet associé à une variété (le plus

souvent un nombre ou un groupe), qui est invariant par homéomorphisme (c�est-à-

dire que la valeur de cet invariant est la même pour deux variétés homéomorphes), et

qu�on peut dans la plus part des cas les calculer explicitement. Si ce calcul donne des

résultats di¤érents sur deux variétés M1 et M2, ce qui prouve que ces deux variétés ne

sont pas homéomorphes. Le but de la topologie algébrique est d�élaborer des invariants

topologiques [9].

Le calcul d�un invariant topologique pourrai donner la même chose sur deux varié-
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tés qui ne sont pas homéomorphes. La dimension d�une variété, par exemple, est un

invariant topologique, mais ça ne risque pas de nous aider à distinguer les surfaces.

Dans ce paragraphe, nous présentons un invariant topologique plus �n, qui permet

de distinguer les surfaces orientables.

2.1.1 La formule d�Euler pour les polyèdres sphériques

Dé�nition 2.1.2 Considérons un polyèdre homéomorphe à la sphère de dimension 2

(c�est par exemple le cas pour tout polèdre convexe). Soit S, A et F le nombre de

sommets, arêtes et faces de ce polyèdre. Un célèbre théorème d�Euler a¢ rme alors que

S � A+ F = 2: (2.1)

et ce quelque soit le polyèdre.

On peut appliquer cette formule sur le polyèdre ci-contre, qui a 30 sommets, 60 arêtes

et 32 faces (il s�agit d�un icosaèdre).[10]

Fig. 2.1 �Un polyèdre sphérique à 30 sommets, 60 arêtes et 32 faces.
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2.1.2 Caractéristique d�Euler d�une surface

Théorème Soit � une surface compacte. Notons S, A, F le nombre de sommets,

arêtes et faces d�une décomposition polyédrale de �. Alors le nombre

S � A+ F (2.2)

est indépendant du choix de cette décomposition polyédrale. On l�appelle caractéristique

d�Euler de � et on la note �(�).

Dans le paragraphe de l�Analysis Situs, Poincaré généralise la proposition ci-dessus

en dimension quelconque, et en donne une preuve conceptuelle, basée l�homologie. Une

formulation moderne de cette preuve pour les lecteurs maitrisant le concept d�homologie

se trouve ici [11].

Fig. 2.2 �Un polyèdre homéomorphe au tore, avec 21 sommets, 63 arêtes et 42 faces.

D�après le théorème d�Euler, la caractéristique d�Euler de la sphère est donc égale à 2.

De même, on peut véri�er que la décomposition polyédrale du tore ci-dessus possède

21 sommets, 63 arêtes et 42 faces. La caractéristique d�Euler du tore est donc égale à :

21� 63 + 42 = 0: (2.3)
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2.1.3 Caractéristique d�Euler d�une somme connexe

Dé�nition 2.1.3 La caractéristique d�Eluler de la somme connexe de deux surfaces

�1et �2 se calcule grâce à la formule suivante :

�(�1]�2) = �(�1) + �(�2)� 2: (2.4)

Preuve. Choisissons des décomposition polyédrales de �1 et �2. Quitte à les subdiviser,

on peut supposer que toutes les faces sont des triangles. Notons Si, Ai et Fi le nombre

de sommets, arêtes et faces de la décomposition polyédrale de �i. La réunion de �1 et

�2 admet donc une décomposition polyédrale avec S1 + S2 sommets, A1 +A2 arêtes et

F1 + F2 faces.

Pour réaliser la somme connexe de �1 et �2, retirons deux triangles T1 et T2 dans �1 et

�2 respectivement, puis collons les côtés de T1 avec ceux de T2. Cette opération nous a

fait perdre (les triangles T1 et T2), trois arêtes (puisqu�on a fusionné deux par deux les

côtés de T1 et ceux de T2) et trois sommets (pour la même raison) [12].

On a donc :

�(�1]�2) = (S1 + S2 � 3)� (A1 + A2 � 3) + (F1 + F2 � 2)

= (S1 � A1 + F1) + (S2 � A2 + F2)� 3 + 3� 2 (2.5)

= �(�1) + �(�2)� 2:

Puisque la caractéristique d�Euler du tore T2 est nulle, ona donc :

�(�]T2) = �(�)� 2: (2.6)

pour toute surface �. On en déduit la caractéristique d�Euler de la somme connexe de
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g tores :

Fig. 2.3 �Ilustration de la somme connexe.

Corollaire 2.1.1 Soit �g la surface fermée de genre g [13]. Ona :

�(�g) = 2� 2g: (2.7)

Soient g1 et g2 deux entiers distincts. Puisque �(�g1) 6= �(�g2), on peut donc conclure

que les surfaces de genre g1 et g2 ne sont pas homéomorphes.

Exemple 2.1.1 Soit � une surface fermée de genre g, que l�on suppose triangulée

(c�est-à-dire munie d�une décomposition polyèdrale dont toutes les faces sont des tri-

angles ; voir dé�nition ci-dessous). On note S, A, F les nombres de sommets, arêtes et

faces (i.e. triangles) de la triangulation. D�après le corollaire ci-dessus, ona donc

2� 2g = �(�) = S � A+ F (2.8)

Comme � est une surface sans bord, toute arête appartient à exactement 2 faces, et

chaque face contient exactement 3 arêtes.
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Ainsi 2A = 3F d�où S � �(�) = A=3: Par ailleurs, dans une triangulation, 2 sommets

(distincts) déterminent au plus une arête et donc A � S(S � 1)=2: On en déduit que :

7S � 6�(�) � S2 (2.9)

c�est-à-dire :

(S � 7=2)2 � (49=4� 6�(�)) = 1

4
(1 + 48g): (2.10)

On en déduit �nalement la borne suivante sur le nombre de sommets d�une triangulation

de � :

S � 1
2
(7 +

p
1 + 48g): (2.11)

En particulier, S � 4 pour la sphère, S � 7 pour le tore.

2.1.4 Invariants topologiques et surfaces triangulées

Dans ce qui suit nous exposons ces invariants dans le cas des surfaces de R3, puis

nous les relions au Théorème de Gauss-Bonnet d�une manière très simple.[14]

I) Surfaces triangulées

Dé�nition 2.1.4 On appelle triangle un espace isométrique a l�enveloppe convexe de

trois points non alignés dans R2.

Dé�nition 2.1.5 On appelle surface triangulée un espace �, non vide, qui véri�e les

propriétés suivantes :

i) � est une réunion �nie de triangles.

� = [i2ITi, Où I est un ensemble �ni.
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ii) Deux triangles Ti et Tj, i 6= j, ont leur intersection soit vide, soit réduite à un

sommet commet, soit réduite à une arête commune. En particulier, la situation de la

(2.4) ne peut pas se présenter, car T1 \ T2 et T1 \ T3 ne sont que des morceaux d�arête

de T1.

Toute arête est centenue dans exactement deux triangles distincts.[15]

Fig. 2.4 �Situations interdites.

Remarque 2.1.1 Explicitement ils ne sont que de triangles dans un plan et de les

recoller suivant des arêtes de même longueur On ne peut néanmoins pas toujours le

faire physiquement, car notre surface ne se plonge pas forcement dans R3.

Dans la suite, nous nous focalisons que sur des surfaces triangulées connexes.

Remarque 2.1.2 Une surface triangulée est munie d�une topologie naturelle, où une

partie est ouverte si sa trace sur chaque triangle (c�est-à-dire l�intersection) est une

partie ouverte du triangle. Cette topologie ne dépend pas de la forme des triangles mais

uniquement de la façon dont ils sont recollés. Ainsi, Pour mieu simpli�er le schema et

lorsqu�on ne s�intéresse qu�a la topologie de la surface, on peut prendres des triangles

équilatéraux ce qui permet d�étudier la surface en étudiant simplement sa combinatoire.

Néanmoins, on ne peut restreindre l�étude de la courbure d�une surface, qui est une

notion géométrique, a une étude uniquement combinatoire. Pour parler de géométrie,
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il faut parler de distance, et une surface triangulée est justement munie d�une distance

naturelle ou les triangles sont plongés isométriquement dans la surface et ou la distance

entre deux points est la longueur minimale d�un chemin a¢ ne par morceaux joignant

ces deux points.

Exemple 2.1.2 Le tétraèdre, l�octaèdre, et l�icosaèdre sont des surfaces triangulées,

toutes trois homéomorphes a la sphère.

Fig. 2.5 � le tétraèdre et l�octaèdre.

Fig. 2.6 �L�icosaèdre.

De plus, on a le théorème important suivant :

Théorème 2.1.1 (Rado 1925) Il existe des surfaces triangulées homéomorphes à

n�importe quelle surface compacte.
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Fig. 2.7 �Une triangulation de la sphère.

Dé�nition 2.1.6 Etant donne deux surfaces triangulées �1 et �2, on dit que �1 est

plus �ne que �2 (ou est une subdivision de �2) s�il existe un homéomorphisme qui soit

a¢ ne sur chaque triangle de �1, et tel que tout triangle de �2 soit réunion d�images de

triangles de �1.[14]

Fig. 2.8 ��1 est plus �ne que �2:

On a aussi le théorème suivant :

Théorème 2.1.2 Etant donné deux surfaces triangulées �1 et �2 homéomorphes, il

existe une surface triangulée plus �ne que �1et que �2.

C notions sont indispensables pour étudier la courbure des surfaces triangulées, notion

plus simple que pour les surfaces riemanniennes.
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II) Caractéristique d�Euler-Poincaré Si T est une triangulation d�une surface

compacte �, on note nS le nombre des sommets de T , nA le nombre des arêtes et nT le

nombre des faces, on dé�nit le nombre �(T ) par :

�(T ) = nS � nA + nT . (2.12)

Théorème 2.1.3 Le nombre �(T ) ne dépend pas de la triangulation choisie, C�est la

caractéristique d�Euler-Poincaré de la surface �. On la note �(�).

Remarque 2.1.3 On peut aussi calculer �(�) à partir d�une polygonisation ; on rem-

place les triangles par des polygones homéomorphes au disque. On peut admettre que

deux polygones se couper suivant une réunion quelconque de leurs sommets et arêtes.

Le but est qu�à partir d�une telle polygonisation on peut construire une triangulation

par subdivision : exemple du tore obtenu à partir d�un seul rectangle.

Théorème 2.1.4 Soit � une surface triangulée. L�entier �(�) associé cette surface

triangulée ne dépend que de la topologie de la surface.

Il existe plusieurs preuves de l�invariance topologique de �(�).[15]

Preuve. D�après le théorème, il su¢ t de véri�er que l�on ne change pas ce nombre en

ra¢ nant la surface triangulée. Or, ra¢ ner une surface triangulée revient à lui rajouter

des sommets. Regardons donc ce qui se passe lorsqu�on rajoute un sommet :

Si le sommet S1 qu�on rajoute est à l�intérieur d�un triangle, cela donne la situation

suivante (2.9) :

On remarque que trois nouveaux triangles sont apparus avec trois nouvelles arêtes et

un nouveau sommet, mais qu�un triangle a disparu. Le nombre nS � nA + nT n�a donc

pas changé.

Si le sommet S2 qu�on rajoute se trouve sur une arête, cela donne :
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Fig. 2.9 ��S1 = �S2 :

De même sont apparus quatre nouveaux triangles avec quatre nouvelles arêtes et un

nouveau sommet, mais que deux triangles et une arête ont disparu. Le nombre nS �

nA + nT n�a pas changé non plus.

Donc la caractéristique d�Euler-Poincaré d�une surface triangulée est la même que celle

d�une surface triangulée plus �ne, elle ne dépend que de la topologie de la surface.

Fig. 2.10 �Cas de la sphère �(S2) = 2:

Surface nS nA nT �
Sphère 2 1 1 1
n-tore 1 2n 1 2� 2n
m-plan projectif 1 m 1 2�m

Tab. 2.1 �Les cas possibles de la caractéristique d�Euler-Poincaré des surfaces dans R3
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2.2 Nombres de Betti

2.2.1 L�algèbre des chaînes

En étudiant les caractéristiques d�Euler, nous avons comptabilisé le nombre de cellules

de chaque type. A�n d�obtenir plus d�informations sur un processus complexe, nous

allons étudier non seulement le nombre de cellules qu�il a, mais aussi quel type de

cellules, et comment elles sont identi�ées.

Nous souhaitons garder en mémoire toutes les cellules dans un complexe et la façon

dont elles sont collées ensemble. Nous devons également prendre compte des directions

de tous les bords collés ensemble.

Une arête, est homéomorphe à l�intervalle [0; 1], a une direction naturelle : à partir

du point de départ (correspondant à 0) au point d�arrivée (correspondant à 1). Nous

noterons la direction le long du bord une par une �èche.[16]

Fig. 2.11 �Complexe du Tore.

Fig. 2.12 �Orientation d�un triangle.
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On comptabilise positivement une cellule si elle est parcourue dans le sens de l�orien-

tation, sinom elle est comptabilisée négativement, et par addition et soustraction on

dé�nie les opérations sur le complexe considéré ; exp : la quantité 6a� 2b du complexe

de la (2.11), signi�e que l�on parcoure le cercle a 6 fois dans le sens de la �èche, et puis

on parcoure le cercle b deux fois dans le sens inverse à la �èche.

Dé�nition 2.2.1 Un complexe de chaînes sur k, ou complexe de k-modules, est la

donnée pour chaque n 2 Z d�un module Cn et d�un homomorphisme @n : Cn �! Cn�1,

avec la propriété fondamentale @n�1 � @n = 0. On écrit en général :

� � � �! Cn+1
@�! Cn

@�! Cn�1 �! � � � (2.13)

et @2 = 0. On écrit aussi C� pour désigner le complexe en entier, ou encore (C�; @).

La condition @2 = 0 équivalent à Im(@n) � ker(@n�1). On peut donc dé�nir sans ambi-

guïté le groupe :

Hn(C�) =
ker(@n)

Im(@n+1)
: (2.14)

Ce groupe Hn(C�) s�appelle le n-ème groupe d�homologie du complexe. C�est l�objet le

plus important de ce chapitre.[16]

Dé�nition 2.2.2 Soit C et D des k-chaînes dans un complexe orientéK, écrite comme :

C = a1�1 + :::+ an�n ; D = b1�1 + :::+ bn�n: (2.15)

La somme C +D est dé�nie par C +D = (a1 + b1)�1 + :::+ (an + bn)�n

Et on le résultat suivant :

Théorème 2.2.1 Soient C1 , C2 , C3 sont toutes des k-chaines dans un complexes

orienté K.
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l�addition des k-chaines possède les propriétés suivantes :

1/ Commutativité : C1 + C2= C 2 + C1.

2/ Associativité : C1 + (C2 + C3)= (C 1 + C2) + C3.

3/ Identité : Ci + � = Ci .(� l�ensemble vide).

4/ Inverse : C1 + (�C1) = C1 � C1 = 0:

Si K est un complexe orienté dans R3 On note Ck(K), le groupe abélien de toute

les k-chaines de K, pour k = 0; 1; ::::; dim(K). Notez que pour des complexes �nis,

en particulier pour les surfaces compactes, le groupe Ck(K) possède un nombre �ni de

générateurs et il sera de la forme Zn = Z� Z� ::::� Z.

Dé�nition 2.2.3 Le bord d�une k-cellule �, noté @(�), est la k-chaine constituée de

toutes les (k � 1) cellules qui sont des faces de �, et qui héritent de l�orientation de �.

Le bord d�une 0-cellule est l�ensemble vide @(P ) = �. Le bord d�une 1-cellule formée

des points P et Q et du segment (PQ) s�écrit :

@(P ) = Q� P . (2.16)

Dé�nition 2.2.4 Un cycle est une chaine qui commence et se termine au même som-

met.

Dé�nition 2.2.5 Si C est une k-chaine orientée dans un complexe K, telle qu�il existe

une (k + 1)-chaine avec e @(C) = �, alors C s�appelle un k-cycle. L�ensemble de tous

les k-cycles est l�ensemble Zk � Ck.

Théorème 2.2.2 La composition @ � @ : Ck ! Ck�2 satisfait : @ � @(C) = � pour toute

k-chaine C du complexe K.

La démonstration est basée sur la triangulation vue dans la première partie.
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2.2.2 L�homologie

Dé�nition 2.2.6 Deux k-chaines C1 et C2 sont dites homologues, et on écrit C1 � C2

si C1 � C2 2 Bk(K) ; i.e C1 � C2 = @(D), Pour une (k + 1)-chaine D.

Lemme 2.2.1 Il s�agit bien d�une relation d�équivalence.

Dé�nition 2.2.7 Soit K un complexe orienté. Le groupe Hk(K) = Zk(K)=Bk(K) est

appelé k�eme groupe d�homologie de K, il s�agit du groupe des classes d�équivalence des

éléments de Zk(K) avec la relation d�équivalence dé�nie ci-dessus.[15]

Exemple 2.2.1 Calculons les groupes d�homologie de la sphère S2, représentée par le

complexe de la �gure :

Fig. 2.13 �Le complexe K sur la sphère.

Puisque nous n�avons que des k-cellule pour k allant de 0 à 2, Nous allons calculer

H0(K) , H1(K), et H2(K).

Commençons par chercher C2(K) :

La seule 2-cellule est �. Alors les 2-chaines sont sous la forme �, 2�, 3�,..., ��, �2�...et

�, alors C2(K) ' Z.

Calculons Z2(K) et B2(K) :

� � est un 2-cycle vue que @(�) = a� a = �, donc Z2(K) ' Z.
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� S2 ne contient pas de 3-cellule, donc � ne peut être le bord d�aucune 3-cellue, alors

B2(K) = � ' 0.

Nous pouvons conclure que H2(K) = Z2(K) ' Z.

Pour H1(K) :

On a C1(K) = fa ; 2a ; :::; � ; �a ; �2 ; :::g ' Z.

@(a) = Q� P 6= 0, d�où a n�est pas un 1-cycle, donc Z1(K) = f�g ' 0.

Puisque @(�) = �, alors V est le seul 1-bord de � donc B1(K) = � ' 0.

donc : H1(K) = Z1(K) ' 0.

On répète ce processus pour H0(K) :

On a C0(K) = f�, P , 2P ,..., �P , �2P ...., Q, 2Q, ..., �Q, �2Q, ...g, C0(K) ' Z� Z.

On a @(P ) = @(Q) = �, donc Z0(K) ' Z� Z.

On a P � Q, donc H0(K) = f�, P , 2P ,..., �P ,...g ' Z.

2.2.3 Les nombres de Betti et la caractéristique d�Euler-Poincaré

Il y�a une relation évidente entre la caractéristique d�Euler et les groupes de chaînes,

Puisque les Ck(K) sont engendrés par les k-cellules. Ainsi, le rang, rgCk(K)), est le

nombre de k-cellules. Pour un 2-complexe K :

�(K) = nS � nA + nT = rg(C0(K))� rg(C1(K)) + rg(C2(K)): (2.17)

En général, pour un n-complexe K :

�(K) = rg(C0(K))� rg(C1(K)) + rg(C2(K))�+:::+ (�1)nrg(Cn(K)): (2.18)

Il y�a aussi une relation plus intérressante entre les groupes d�homologie intégrale et la
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caractéristique d�Euler ; pour l�explorer, nous devons aller un peu plus profondément

dans la théorie des groupes. Notons le k�eme homomorphisme sur les groupes de la

chaîne d�un complexe K par @k : Ck(K) ! Ck�1(K): Notez que Zk(K) = ker(@k) on

Bk(K) = R(@k+1):

Notons :8><>: ck = rg(Ck(K))

zk = rg(Zk(K))

bk = rg(Bk(K)): (2.19)

On a le résultat suivant :

ck = zk + bk�1: (2.20)

Dé�nition 2.2.8 On appelle les nombres de Betti d�un complexe K les nombres �k =

rg(Hk(K)):

Par dé�nition on a, Hk(K) = Zk(K)=Bk(K), alors on conclue que :

�k = zk � bk: (2.21)

Théorème 2.2.3 Soit K un n-complexe. Alors on a la relation suivante :

�(k) = �0 � �1 + �2 �+:::+ (�1)n�n: (2.22)
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Preuve. En utilisant les résultats ci-dessus, nous avons :

�0 � �1 + �2 �+:::+ (�1)n�n

= (z0 � b0)� (z1 � b1) +�:::+ (�1)n(zn � bn)

= z0 � (b0 + z0) + (b1 + z2)�+:::+ (�1)n(bn�1 + zn) + (�1)nbn (2.23)

= z0 � c1 + c2 �+:::+ (�1)ncn + (�1)nbn:

Pour tout 0-chaîne C, @(C) = � si Z0(K) = C0(K) et, par conséquent, z0 = c0. Le

groupe Bn(K) = 0, donc bn = 0.

�0 � �1 + �2 �+:::+ (�1)n�n = c0 � c1 + c2 �+:::+ (�1)ncn = �(K): (2.24)

Les nombres de Betti sont des invariants topologiques contenants beaucoup d�informa-

tions. Ils peuvent être combinés comme ci-dessus pour former la caractéristique d�Euler.

Notez que si S est une surface orientable, �2 = 1, et si S non-orientable, �2 = 0.

Ainsi, �2 détermine l�orientabilité de la surface. Le nombre des composantes connexes

du complexe est évidemment donné par �0.
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Calcul de certains invariants

topologiques

3.1 La caractéristique d�Euler

3.1.1 Équivalence des surfaces

I Nous allons nous intérréssé à la notion d�équivalence des surfaces. Par exemple, il est

clair que si nous prenons une surface et la faisons pivoter, nous devrions considérer que

le résultat est la même surface :

Fig. 3.1 �Surface.
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Dé�nition 3.1.1 Deux surfaces sont simplement équivalentes si elle peuvent être ob-

tenues l�une de l�autre par rotation.

Comme il y a trop de surfaces di¤érentes, il devient di¢ cil de les classer convena-

blment ! Par exemple, gon�ement d�un cube pour se transformer en une sphère :

Fig. 3.2 �Cube.

Ce n�est pas facile à décrire ; il faudrait préciser à quoi ressemble la courbe de chaque

côté. Et c�est juste pour un cube. Il y a beaucoup d�autres formes de sther là-base.

Exemple 3.1.1 Pour avoir un aperçu de la façon dont nous devrions vraiment dé�nir

l�équivalence, considérons les polygones.

Une façon simple de les classer est par le nombre de côtés, c�est-à-dire de dire que deux

polygones sont équivalents s�ils ont le même nombre de côtés.

De cette façon, nous pouvons étirer et déformer un polygone comme nous le souhai-

tons, et le résultat sera équivalent au polygone d�origine :

Fig. 3.3 �Polygone.
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Nous utilisons le symbole � pour désigner l�équivalence, c�est-à-dire que nous écrivons

A � B pour signi�er que �A est équivalent à B�, quelle que soit la dé�nition de

l�équivalence que nous utilisons.

Notez que si nous disons plutôt que deux polygones sont équivalents si l�un peut être

obtenu de l�autre par rotation, la classi�cation des polygones devient beaucoup plus

di¢ cile : il faudrait spéci�er chaque angle et chaque longueur de côté.

Nous utilisons ces informations pour donner une meilleure dé�nition de l�équivalence

pour les surfaces.

Dé�nition 3.1.2 Deux surfaces sont équivalentes, ou homéomorphes, si nous pouvons

obtenir l�une de l�autre en étirant, en serrant et en déformant la surface comme si elle

était faite d�une feuille de caoutchouc.

Dé�nition formelle. Deux surfaces sont homéomorphes s�il y a une fonction continue

de l�une à l�autre qui a un inverse continu.

La notion d�homéomorphisme n�est en fait pas spéci�que à deux dimension.

Nous verons plus tard que cela s�applique aux espaces de n�importe quelle dimension.

Le domaine de la topologie est l�étude des espaces sous cette équivalence.

Exemple 3.1.2 Une conséquence intéressante de notre dé�nition est que maintenant

une sphère et un cube sont en fait homéomorphes ! Le diagramme suivant montre com-

ment :

Fig. 3.4 �Cube.
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Exemple 3.1.3 Il existe un célèbre dicton mathématique selon lequel �les topologues

ne peuvent pas faire la di¤érence entre un beignet et une tasse de café�. C�est parce que

ces deux objets sont homéomorphes aussi !

Fig. 3.5 �Un homéomorphisme du tore vers le verre.

3.1.2 Homéomorphisme de Surfaces

L�homéomorphisme est parfois di¢ cile à travailler. Comment peut-on dire que deux

surfaces ne sont pas homéomorphes ? Par exemple, pouvez-vous dire si la sphère S2 et

le tore T 2 sont homéomorphes ou non ?

Fig. 3.6 �La sphère S2 et le tore T 2:

Posez cette question à un mathématicien, et il/elle y répondra.

En général, pour distinguer les objets, dé�nissons un invariant de nos objets qui

attribue la même quantité à des objets équivalents.

Nous allons dé�nir un invariant appelé caractéristique d�Euler qui attribue un entier

à chaque surface, de sorte que si deux surfaces sont homoéomorphes, elles ont la même
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caractéristique d�Euler. De cette façon, si nous calculons la caractéristique d�Euler pour

la sphère et le tore et obtenons des entiers di¤érents, nous savons avec certitude qu�ils

ne sont pas homéomorphes.

Dé�nition 3.1.3 Voici les étapes pour calculer la caractéristique d�Euler d�une surface.

1c Déformer la surface jusqu�à ce qu�elle soit un polyèdre, c�est-à-dire jusqu�à ce qu�elle

soit constituée de polygones.

2c Compter le nombre de sommets S, d�arêtes A et de faces F sur le polyèdre.

3c Calculer S � A+ F , qui est la caractéristique d�Euler.

Si X est la surface, sa caractéristique d�Euler est notée �(X).

Exemple 3.1.4 Pour calculer la caractéristique d�Euler �(S2) de la sphère, on la dé-

forme d�abord en cube :

Fig. 3.7 �Cube.

Le cube a 8 sommets, 12 arêtes et 6 faces, donc :

�(S2) = 8� 12 + 6 = 2: (3.1)

Comme la caractéristique d�Euler est la même pour les surfaces homéomorphes, il vaut

mieux que le calcul de la caractéristique d�Euler en utilisant cette autre déformation

donne le même nombre. Mais ce n�est pas évident du tout.
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Exemple 3.1.5 Calculons les caractéristique d�Euler de la sphère en la déformant en

tétraèdre à la place.

Fig. 3.8 �La sphère et la tétraèdre:

Le tétraèdre a 4 sommets, 6 arêtes et 4 faces, donc :

�(S2) = 4� 6 + 4 = 2: (3.2)

Théorème 3.1.1 Si deux surfaces sont homéomorphes, elles ont la même caractéris-

tique d�Euler.

Preuve. Notons les deux surfaces X et Y .

Si nous voulions calculer la caractéristique d�Euler de X, nous n�avons pas réellement

besoin de faire la déformation à l�étape 1 du processus.

Au lieu de cela, nous pouvons simplement dessiner où se trouvent les sommets et les

arêtes sur X (par exemple, le diagramme ci-dessus pour le cube dessine le cube sur

la sphère). Nous pouvons faire la même chose pour Y . Mais comme X et Y sont ho-

méomorphes,nous pouvons déformer Y jusqu�à ce qu�il soit identique à X. Maintenant,

nous avons deux copies de X, mais elles peuvent avoir des dessins di¤érents de sommets

et d�arêtes.

Il su¢ t donc de montrer que peu importe la façon dont nous dessinons les sommets et

les arêtes sur X, nous obtenons la même caractéristique d�Euler à la �n. Cela implique

la deuxième démarche :
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Étant donné deux façons de dessiner des sommets et des arêtes sur X, nous pouvons

les �chevaucher�pour obtenir une autre façon de dessiner des sommets et des arêtes,

appelée le ra¢ nement .

Fig. 3.9 �Schéma montrant comment le ra¢ nement:

Nous pouvons véri�er que si nous prenons deux polygones partageant une arête et que

nous supprimons simplement cette arête, la caractéristique d�Euler ne change pas.

De même, si nous prenons un polygone et le divisons en deux polygones adjacents

partageant une arête, la caractéristique d�Euler ne change pas. En d�autres termes, le

ra¢ nement ne change pas la caractéristique d�Euler ! Il faut donc que les deux façons

originales de dessiner les sommets et les arêtes avaient la même caractéristique d�Euler

pour commencer.

3.2 Le nombre de Betti

3.2.1 Complexe simplicial

Dé�nition 3.2.1 [17] On appelle simplicial tout couple (E; �) où E est un ensemble

�ni dont les éléments sont appelés des sommets et � un ensemble non vide formé par
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des parties de E appellées faces, véri�ant la condition suivante :

� 2 �; � 6= � tel que � � �) � 2 �: (3.3)

Pour un simplexe �; on pose dim� = card(�) � 1 et on notera par �p l�ensemble des

simplexes de dimension p.

Pour tout � = fx0; :::; xpg 2 �p avec x0 < ::: < xp et pour tout 0 � i � p, on pose :

@ip� = ��fxig face numéro i de �: (3.4)

3.2.2 Homologie d�un complexe simplicial

On pose pour tout p � 0;

Cp = R�p : (3.5)

Pour tout � 2 �p; on note �̂ l�élément de Cp dé�nie par :

�̂(�) = 1 si � = � (3.6)

= 1 si � 6= �

Il est facile de véri�er que (�̂)�2�p est une base canonique de Cp, en plus orthonormée

pour le produit scalaire dé�ni par :

0@X
�2�p

a��̂

1A :
0@X
�2�p

b��̂

1A =
X
�2�p

a�b�: (3.7)
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On convient d�écrire C�1 = 0 et on dé�nit une suite d�application linéaire :

dp : Cp �! Cp�1

�̂ 7�!
X
i=0

(�1)id@ip� (3.8)

On véri�e que dp�1 � dp = 0 pour tout p � 1, ainsi Im dp � ker dp�1. On pose alors :

Hp = ker dp� Im dp+1: (3.9)

appelé p-éme groupe d�homologie de � dont la dimension

�p = dimHp: (3.10)

est appeleé p-éme nombre de Betti de �:

Pour deux matrices A et B de même nombre de colonnes, on notera
�
A
B

�
, la matrice

obtenue en plaçant les lignes de B en dessous de celles de A.

On notera Dp la matrice assoiée à dp relativement aux bases canoniques.

On montre que ker
h
tDp+1
Dp

i
est l�orthogonal de Im dp dans ker dp�1; ainsi :

�p = dim

�
ker

�
tDp+1

Dp

��
: (3.11)

3.2.3 Calcul des nombres de Betti sur un exemple

On considère le simplexe suivant :
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Fig. 3.10 �Le simplexe.

Dont les simplexes sont numérotés comme suit :

� Dimension 0
j 1 2 3 4 5 6 7

�
(0)
j fag fbg fcg fdg feg ffg fgg

�Dimension 1
j 1 2 3 4 5 6 7 8 9

�
(1)
j fa; bg fb; cg fb; dg fc; dg fc; eg fd; eg fd; fg fe; fg fe; gg

� Dimension 2
j 1 2

�
(2)
j fb; c; dg fd; e; fg

On a la chaine suivante :

0 �! C2
d2�! C1

d1�! C0
d0�! 0 (3.12)

D�où les relations suivantes :

�0 = dim

�
ker

�
tD1

0

��
; �1 = dim

�
ker

�
tD2

D1

��
; �2 = dim

�
ker

�
0

D2

��
: (3.13)

Les tableaux suivants qu�on appellera face[p; j; i] retourneront comme valeurs les nu-

méros des @ip�
(p)
j :
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face[1; j; i] =

inj 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 2 3 4 4 5 5 6 6 7

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

; face[2; j; i] =

inj 1 2

0 4 8

1 3 7

2 2 6

On obtient les calculs suivants, faits à l�aide de Maple pour le calcul de �0; �1; �2:

Quelques exemples d�homologie simplicial :

Exemple 3.2.1

z Dans le cas de S1 :

Fig. 3.11 �S1:

0
@0 � C0

@1 � C1  � 0 (3.14)8><>: C0 Z v

C1 Z e

y H0=
ker(@0)
Im(@1)

=C0
0
=Z
0
= Z:

@1(e) = v � v = 0:

y H1=
ker(@1)
Im(@2)

=Z
0
= Z:

y Hi�2= 0:

z Dans le cas de S1 _ S1
0
:
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Fig. 3.12 �S1 _ S1
0
:

0
@0 � C0

@1 � C1  � 0 (3.15)8><>: C0 Z v

C1 Z� Z e1; e2

y H0=
ker(@0)
Im(@1)

=C0
0
=Z
0
= Z:

@1(e1) = v � v = 0:

y H1=
ker(@1)
Im(@2)

=Z�Z
0
= Z� Z:

@1(e2) = v � v = 0:

y Hi�2= 0:

Exemple 3.2.2

Fig. 3.13 �S2:

X = f(xyz); (xzw); (xwy); (ywz)g: (3.16)
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0
@0 � C0

@1 � C1
@2 � C2  � 0 (3.17)

C0(S
2) = hx; y; z; wi = Z4:

C1(S
2) = h(x; y); (y; z); (z; x); (x;w); (w; z); (w; y)i = Z6:

C2(S
2) = h(xyz); (xzw); (xwy); (ywz)i = Z4:

Hn =
Zn
Bn

=
ker @n
Im @n+1

: (3.18)

? H0 : Z0 = ker @0 = C0 = hx; y; z; wi:

B0 = Im @1 = hy � x; z � y; x� z; w � x; z � w; y � wi:

�1(y � x);�2(z � y);�3(x� z);�4(w � x);�5(z � w);�6(y � w)

=) x(�3 � �1 � �4) + y(�1 � �2 + �6) + z(�2 � �3 + �5) + w(�4 � �5 � �6) = Z4:

=) H0 =
Z0
B0

=
Z4

Z4
= Z:

? H1 : Z1 = ker @1 = �1(xy) + �2(yz) + �3(zx) + �4(xw) + �5(wz) + �6(wy):

# @1

�1(y � x) + �2(z � y) + �3(x� z) + �4(w � x) + �5(z � w) + �6(y � w) = 0:

x(�3 � �1 � �4) + y(�1 � �2 + �6) + z(�2 � �3 + �5) + w(�4 � �5 � �6) = 0:

48



Chapitre 3. Calcul de certains invariants topologiques

�1 �2 �3 �4 �5 �6

x

y

z

w

0BBBBBBB@

�1 0 1 �1 0 0

1 �1 0 0 0 1

0 1 �1 0 1 0

0 0 0 1 �1 �1

1CCCCCCCA

=

0BBBBBBB@

1 0 �1 0 0 0

0 1 �1 0 0 �1

0 1 �1 1 1 0

0 0 0 1 �1 �1

1CCCCCCCA

=

0BBBBBBB@

1 0 �1 0 0 0

0 1 �1 1 0 �1

0 0 0 1 �1 �1

0 0 0 1 0 0

1CCCCCCCA

=

0BBBBBBB@

1 0 �1 0 1 1

0 1 �1 0 1 0

0 1 0 1 �1 �1

0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCA
r s t

�1 = r � s� t;�2 = r � s;�3 = r;�4 = s+ t;�5 = s;�6 = t:
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0BBBBBBBBBBBBBB@

�1

�2

�3

�4

�5

�6

1CCCCCCCCCCCCCCA
= r

0BBBBBBBBBBBBBB@

1

1

1

0

0

0

1CCCCCCCCCCCCCCA
+ s

0BBBBBBBBBBBBBB@

�1

�1

0

1

1

0

1CCCCCCCCCCCCCCA
+ t

0BBBBBBBBBBBBBB@

�1

0

0

1

0

1

1CCCCCCCCCCCCCCA
:

Tout les solths sont des multiples de cycles.

Z1 = Z3:

B1 = Im @2 = h�1 + �2 + �3;�(�3 + �4 + �5);��2 + �5 � �6; �4 + �6 � �1i:

=) H1 =
Z1
B1

= 0:

? H2 =
Z2
B2
= ker(@2)

Im(@3)

@2((xyz)
A

+ (xzw)
B

+ (ywz)
C

+ (xwy)
D

) = 0:

Z2 = hA+B + C +Di ' Z:

B2 = 0:

=) H2 = Z:
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Alors :

H0(S
2) = Z:

H1(S
2) = 0:

H2(S
2) = Z:

Hn(S
2) = 0 ; n � 3:

Caractéristiques topologiques des variétés 1 et 2 fermées :
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Conclusion

La conclusion général de notre travail est que les inavariants topologiques comme

la caractéristique d�Euler, le nombre de Betti et l�homologie des complèxes simpliciaux

constituent un outil intérréssant pour comparer les surfaces géométriques et plus géné-

ralement les sous variétés.

On a introduit, dans le cas des surfaces deux importantes notions qui sont ; la carac-

téristique d�Euler-Poincaré et l�homologie, ces concepts admettent des généralisations

pour des variétés plus complexes.

La caractéristique d�Euler-Poincaré et les nombres de Betti sont de nature purement

globale.

L�origine combinatoire de ces invariants topologiques clari�e le rôle fondamentale

de la topologie algébrique qui consiste à étudier les espaces topologiques à travers non

seulement des invariants topologiques mais aussi des invariants algébriques.
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                                                   ABSTRACT 

◊ We begin to define the homology in the context of Algebraic topology and give some  

fundamental properties of the homology groups. 

◊ We introduced the notion of topological invariants and give the Euler’s-Poincaré  

characteristic for some varieties topological. 

◊ As application we calculate by examples some invariants like Euler’s constant, and simplicial  

homology of somme varieties. 

KEY WORDS: Homology, Topological invariant, Euler’s characteristic, The number of Betti. 

 

 ملخص

عطاء بعض الخصائص الأساسية لمجموعات التنادد.إبدأنا بتعريف التنادد في سياق الطوبولوجيا الجبرية و  ◊ 

الطوبولوجية.ثم قدمنا فكرة لا متغير الطوبولوجية و تعطي الخاصية من نقطة أولير لبعض الأصناف   ◊ 

 ◊يبقى لنا أن نحسب من خلال الأمثلة بعض لا متغير مثل لا متغير أولير و عدد بيتي لبعض الأصناف الطوبولوجية.

.عدد بيتي ,  خاصية أولير, لا متغير الطوبولوجية  , التنادد          الكلمات المفتاحية:
                                                  

                                                     RÉSUMÉ 

 

◊ La notion d’homologie en topologie algébrique est fondamentalement important pour mieux  

différencié les surfaces et en général les variétés, et de même l’étude des invariants topologiques 

 qui constitue une des clés des propriétés fondamentales des groupes d’homologie. 

◊ Nous avons introduit la notion des invariants topologiques et donner la caractéristique d’Euler- 

Poincaré pour certaines variétés topologiques. 

◊ En fin nous avons illustré l’ensemble par des applications de calculs de la constante d’Euler, 

 nombre de Betti et quelques homologies simpliciales. 

MOTS CLÉS: Homologie, Invariant topologiques, La caractéristique d’Euler, Le nombre de 

Betti. 
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