République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Mohamed Khider, Biskra
Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie

Département de Mathématiques

Mémoire présenté pour obtenir le diplome de
Master en “Mathematiques Appliquées”
Option : Statistique

Par

BEN SEGHIER Faten

Titre :

Statistiques d’Ordre et Théorie des
Espacements

Devant le Jury :
NECIR Abdelhakim Pr UMKB  Président
BENAMEUR Sana M.C.B UMKB  Rapporteur

BERKANE HASSIBA M.A.A UMKB  Examinatreur

Soutenu Publiquement le 26/06/2022



Dedicace

It is with genuine gratitude and warm regard that © dedicate this work :
To my lovely parents, who have accompanied me in this process.

To my darling sisters and brothers, for their support and for helping me all

the time.

To all my family members.

To my beloved friends, for their support and for the great time that we had

inside and outside the college.

To all those who are dear to my heart.



Remerciements

Firstly, 1 express my sincere gratitude, thanks and appreciation to my supervisor
Dr. BENAMFEUR Sana, for her great work, valuable and useful advices and her

patience with me during this time.

I'm also deeply grateful to Pr. RIFFI Mohamed I, for his big help and valuable

information.

I would like to extend a special thanks to the members of examination committee :
Pr. NECIR Abdelhakim and Dr. BERKANE Hassiba, it’s a big pleasure to

me, to be the members of the examination committee for my memory.

Thank’s

i



Table des matiéres

Dédicacel

[Table des figures|

(Introductionl

[1 Introduction aux statistiques d’ordre]

[1.1 ~Statistiques d’ordre continues| . . . . . . . . ... ... ... .....

TI.1

Définitions et propriétés| . . . . . . . ...

1.2

Distributions d’une statistique d’ordref . . . . . . . . ... ..

13

Distribution jointe de statistiques d’ordrel. . . . . . . . . . ..

14

Fonction de répartition et quantile empiriquel. . . . . . . . ..

[1.2  Statistiques d’ordre discretes| . . . . . . . .. ...

M21

Fonction de masse d’'une statistique d’ordref . . . . . . . . ..

[1.2.2  Fonction de masse jointe de statistiques d’ordref . . . . . . . .

(2

Espacements uniformes et exponentiels|

[2.1  Espacements uniformes| . . . . . . . ... ...

P11

Définition|

1l

ii

iii

10
11
11

14

16



Table des matiéres

[2.1.2  Distributions des espacements uniformes| . . . . . . . . . . .. 17

[2.1.3  Propriétés des espacements uniformes| . . . . . . . . . ... .. 21

[2.2  Espacements exponentiels| . . . . . ... ... ... L. 25
[2.2.1  Défimtron] . . . . . ..o 25

[2.2.2  Distributions des espacements exponentiels|. . . . . . . . . .. 26

[2.2.3  Propriétés des espacements exponentiels| . . . . . .. ... .. 28

[2.3  Espacements unitormes en tfonction des espacements exponentiels|. . . 33
3 Simulation sous Rl 35
[3.1 Simulation des statistiques d’ordre| . . . . . . . ... ... 35
B.1.1 Meéthode directel . . . . . . . . ... oo 35

[3.1.2  Représentation de Réney| . . . . . . . ... ... ... ... 36

B.1.3 Meéthode dlinversionl . . . . . . .. .. ... L. 38

[3.1.4 Méthode par la fonction de répartition empiriquel . . . . . . . 40

[3.2  Simulation des espacements| . . . . .. ..o L 41
[3.2.1 Simulation des espacements uniformes| . . . . . ... ... .. 41

[3.2.2  Simulation des espacements exponentiels| . . . . . . ... ... 43

[3.2.3  Génération a travers le résultst du théoréeme de Sukhatme (1937)] 44
[Conclusion 46
(Bibliographie| 47
[Annexe A : Tests de comparaison de deux distribution| 49
A B Abréviat N ons 51

v



Table des figures

[3.1 Comparaison des distributions de statistiques d’ordre obtenues par la |

[ représentation de Réney et la méthode directef . . . . . . . . . . . .. 37

[3.2  Comparaison des distributions de statistiques d’ordre obtenues par la |

I ra ] 1 i. ] ra ] i 17. o ] T < ra ] .]] |

[ de loi exponentielle] . . . . . ... ..o oL 39

[3.3  Comparaison des distributions de statistiques d’ordre obtenues par la |

| méthode directe et la méthode de la fonction de réprtition empirique| 41

[3.4  Comparaison des distributions des espacements uniformes/. . . . . . . 43

[3.5 Comparaison des distributions des espacements exponentiels a travers |




Introduction

es valeurs ordonnées dans l’ordre croissant d’un échantillon de variables aléa-
Ltoz’re sont appelées les statistiques d’ordre. Ils ont un large éventail d’appli-
cations dans de nombreux domaines de statistique et de la probabilité, notamment
l’estimation des paramétres de distributions, la théorie des valeurs extrémes et les

statistiques non paramétrique, etc.

Les espacements, les écarts entre les statistiques d’ordre successives, et leurs dis-
tributions sont également d’un grand intérét dans la caractérisation de certaines
distributions, en particulier la distribution uniforme et la distribution exponentielle.
Ils sont trés importants dans linférence statistique, par exemple sont utilisés dans
les tests de qualité d’ajustement, [’estimation d’entropie non paramétrique et dans

les tests d’uniformité, etc.

Dans la littérature, les statistiques d’ordre et leurs espacements ont recu beaucoup
d’attention de la part de nombreux chercheurs, citons le livre de David (1970 [4]
et 1981 [5]), David et Nagaraja (2003) [6/, Arnold et al (1992) [2], Ahsanullah et
al (2013) [1], Shahbaz et al (2016) [13] et le livre de Devroye (1986) [T, ainsi que
Uarticle de Pyke(1965) [9], Riffi (2006)[12].

En raison de 'tmportance des statistiques d’ordre et leurs espacements, ce mémoire
a pour objectif de présenter les différentes propriétés et distributions de ce type de

données.

En plus d’une introduction et une conclusion, ce mémoire se compose de trois cha-

pitres.

Chapitre 1 (Introduction aux statistiques d’ordre). Dans ce chapitre, nous
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intéressons aux différentes notions et propriétés des statistiques d’ordre et leurs dis-

tributions dans le cas continu et discret.

Chapitre 2 (Espacements uniformes et exponentiels). Ce chapitre est princi-
palement consacré o l'étude des espacements des statistiques d’ordre. On commence
par explorer les espacements uniformes. Ensuite, nous illustrons les propriétés et les
distributions des espacements exponentiels. Enfin, on introduit la relation entre ces

deux types d’espacements.

Chapitre 3 (Simulation sous R). Nous appliquons dans ce chapitre les résultats
les plus importants des deux chapitres précédents pour faire des simulations sous
logiciel R. La premiére section congue pour les différentes méthodes de génération
des statistiques d’ordre. Alors que la deuziéme section est dédiée a la simulation des

espacements.



Chapitre 1

Introduction aux statistiques

d’ordre

ans ce chapitre, on regroupe d’abord quelques définitions et propriétés des
Dstatistiques d’ordre, puis on proceéde progressivement a ses distributions
dans le cas continu et le cas discret. Pour plus de détaille vous pouvez consulter les
ouvrages : David et Nagaraja (2003) [6], Arnold et al (1992) [2], Ahsanullah et al
(2013) [1], Shahbaz et al (2016) [13].

1.1 Statistiques d’ordre continues

Soit X3, X, ..., X, une suite de variables aléatoires (v.a.’s) continues indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.), d’une fonction de densité f et d’une fonction

de répartition F, avec F(z) =P(X <z), z € R.

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1 (Statistiques d’ordre)

Les statistiques d’ordre des vartables aléatoires i.1.d. X1, Xs, ..., X, est son réarran-

gement croissant, notée par Xi.,, Xom, ..., Xpm, avec

Xl:n S X2:n S oo S Xnn

3



Chapitre 1. Introduction aux statistiques d’ordre

Définition 1.1.2 (Statistiques d’ordre extrémes)

Les variables définissent les statistiques d’ordre extrémes sont

e Statistique d’ordre minimum : est la plus petite statistique d’ordre, qui a pour
définition
le = min{Xl,Xg, . ,Xn}
o Statistique d’ordre maximum : est la plus grande statistique d’ordre, qui a pour

forme

Xn:n = maX{Xl, XQ, . ,Xn}
Remarque 1.1.1 Pour 1 <k <n, X, est appelée la k'™ statistique d’ordre.

Propriété 1.1.1

Les statistiques d’ordre sont dépendantes et non identiquement distribuées.

La relation entre la statistique d’ordre minimum et la statistique d’ordre mazximum
est la swivante

le = — maX{—Xl, —XQ, ceey _Xn}

Si la loi est symétrique (f(x) = f(—x), F(x) = F(—x)), alors

o L désigne ’égalité en distribution.

Si on pose Ur.,, Usern, . .., U,y les statistiques d’ordre associées a n v.a.’s indépen-
) ) )

dantes et uniformément distribuées sur [0, 1], alors
{F(Xin), 1< i<} L U, 1<i <0}

(F~(U), 1<i<n}L{Xyn, 1<i<nl},

ou F~ est la fonction inverse généralisée de F.
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e La distance entre les statistiques d’ordre extrémes est appelée [’étendue de I’échan-

tillon, notée R, donnée par

R = Xn:n - Xl:n-

1.1.2 Distributions d’une statistique d’ordre

Soient Xi.,, Xou, - - ., Xy les statistiques d’ordre associées a ’échantillon (X7, Xs, ..., X,,)

de v.a.’s i.i.d., d’une fonction de répartition F' et d’une densité f.

Distributions des statistiques d’ordre extrémes

Lemme 1.1.1 La fonction de répartition et la fonction de densité de la statistique

d’ordre minimum Xi.,, sont données respectivement par

Fin(z)=1-[1-F(2)]", z € R, (1.1)
et
fin(@) = [l = F(2)]"" f(x), z € R.
Preuve.
Fia(r) =P(X1, <z)=1-P(X1, > )

—1-P (ﬁlXi > x)

IR ()

=1-[1-F()]", zeR.

frn(z) = %;(:c) =n[l — F(z)]" ' f(z), v € R.

(]
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Lemme 1.1.2 La fonction de répartition et la fonction de densité de la statistique

d’ordre maximum X,., sont données respectivement par

et
frm () = n[F ()" f (z), z €R.
Preuve.
Fon(2) = P(Xpm < )

~P(AX <)

- ﬁ]P’ (X; < )

=[F(x)]", z€R

funle) = 28— m @ @), v e R

.

Distribution de la k"¢ statistique d’ordre

La fonction de répartition de la k™ statistique d’ordre Xj.,, pour 1 < k < n est

donnée par

Fkn(x) = Z C:L[F(x)]r[l - F(x)]n_r7 r € R, (1'2)

et la fonction de densité de X}, est la suivante

n!
. — F k-1 1—F n—~k R
fenl®) = GG P @I - F@P (@), € R,
!
ouC) = % est le nombre de combinaisons de r éléments parmi n éléments
rl(n —r)!

(sans remise).
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Preuve.

= P(Il y a un nombre supérieur ou égal & k de X; inférieurs ou égal a x)

=P (Z Iixi<oy 2 /f)

i=1
=Y CIF@)[1 - F@)"", z€R,

r=Fk
ou T4 est la fonction indicatrice de A telle que

1 si z€A,
0 si z¢A.

][A(l’) =

Pour 1 < i < n, les v.a.’s I;x,<,y étant i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre F'(x)

ce qui implique que la loi de Z]I{ X,<z} €st une Binomiale de paramétres n et F'(x)
i=1
ie.

Z Iix,<z} ~ Bin(n, F(x)).

=1

Pour la preuve de f.,, voir Shahbaz et al (2016) [13], page 10. =

Lemme 1.1.3 En utilisant la relation entre la somme des termes d’une loi bino-

miale et la fonction béta incompléte on trouve une autre forme de F}.,, donnée par

F(z)

ey /tk—lu —t)"*dt, x € R. (1.3)
0

n!

(k=D

Fkn([L’) =

Preuve. Poura >0, b >0 et 0 <p <1, la fonction béta incompléte donnée par

p
N1 — o)t
[P(aa b) = -

B(a,b)
Toarb-1 )
_/(a—l)!(b—l)!t 1—0)tdt, 0 <2 <1,
0
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avec

et
“+o00

I(z) = /tf—le—tdt — (- 1),

0
sont la fonction béta d’Euler et la fonction gamma d’Euler (respectivement).

En utilisant la relation

Crp (1 : =) dt, 0<p<1
> /l_ln_2<>,p,

0

on trouve

n!

Fin(7) = /(k—l)!(n—k)!tk_l(l_ )" Fdt = Ipy(k,n —k+1), 2 € R.

0

Moments de statistiques d’ordre

Pour 1 < k < n et m > 1, le moment d’ordre m de la k™ statistique d’ordre Xj.,

est donné par

W) = [ fento)s = i [ F@F = P @),

Il y a une autre forme du moment qui peut étre obtenue en utilisant la propriété
(1.1.1)), pour Uy.,,, Usp, . . ., Uy les statistiques d’ordre associées a n v.a.’s indépen-

dantes et uniformément distribuées sur [0, 1], on trouve

(m) _ ™ W — ]k
) = = - / 1 — u]"*du. (1.4)
0
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1.1.3 Distribution jointe de statistiques d’ordre

Distribution jointe d’un couple de statistiques d’ordre

Lemme 1.1.4 La fonction de répartition d’un couple de statistiques d’ordre (X, Xj.n)

aveec Xy < Xjip, 1 <k < j <, est donnée par :

Pour x, < xj, on a

Fgn(wena)) =33 ae— ;?Ln — PG P ) = Pl (1= P

r=j i=k

(1.5)

Pour z;, > x;, on a

Fk,j:n(-rk? xj) = En(xj)
La densité jointe du couple (Xj.,, X;.n,) est définie comme suit

n!

Frgin(h 7) = (k=G —k—1Dl(n—j)

[F ()] f(ae) [F o) = Flag) ™
(1.6)

x f(x;)[1 — F(z;)]"™7, —o0 <z < 1; < +00.

Preuve. Voir Arnold et al (1992) [2], page 16 — 18. =

Corollaire 1.1.1 La densité jointe des statistiques d’ordre extrémes (X1.,, Xn.n) est
finm(x1,2,) = n(n — 1) [F(z,) — F(:cl)}”_2 flz1)f(z2), —00 < x1 < 2y < +00.

Lemme 1.1.5 En utilisant la relation entre la somme des termes d’une loi bi-
nomiale et la fonction béta incompléte on trouve une autre forme de Fy, j.,, pour

<z, 1<k<j<n

| F(zp)F(z))
Fyim ) = th Yty — 1) TR (1 —to) " dt, dts.
k.j: (xk?xj) (k}—l)'(]—k’—l)'(n—])' / 1 (2 1) ( 2) 1442
0 t1

Preuve. Voir (Arnold et al, 1992) [2], page 18 — 19. =

9
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Distribution jointe du n-uplet de statistiques d’ordre

Lemme 1.1.6 Soient X1.,, Xo.pn, ..., X les statistiques d’ordre associées a l’échan-
tillon (X1, X, ..., X,,) de variables aléatoires i.i.d., pour x1,xs, ..., x, des observa-
tions avec T1 < X3 < ... < Ip, T € R, 1 < k < n, la densité jointe du n-uplet de

statistique d’ordre est donnée par

n

fiz..mm(T1, 20, .. ) = n!Hf(:ck), —00 <X < Ty < ... < Ty <00, (1.7)

k=1
Preuve.
1 (21,2 ) = lim Py < Xip <1 4021, .., T < X < @y + 0y,
1,2,....nm L1y L2y -y dn 8521 —0..... 620 —0 53:1 o 5xn
I nlP(zy < X3 <z14+ 021, 2, < X, < 2y + 0y,)
= im
6x1—0,...,0,,—0 5131 . 51’”
I nlP(x; < Xy <2+ 0x1) ... Pla, < X,, <, + 1)
= im
6x1—0,...,02,—0 (Sl’l Ce 5I’n
n
= nl] [ £ ().
k=1
[]

1.1.4 Fonction de répartition et quantile empirique

Soient X1.,,, Xoun, - - ., Xpo les statistiques d’ordre associées a I’échantillon (X7, X, ..., X,,)

de variables aléatoires i.i.d., d’une fonction de répartition commune F'.

Définition 1.1.3 (Fonction de répartition empirique)

La fonction de répartition empirique de l’échantillon (X1, Xs,...,X,) est donnée
par
0 st x< Xy,
1< i :
F,(z) = - Z; Tix,<oy = — s Xim <0 < Xjqim, 1 <i<n—1,
1 si z> X,

10
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Définition 1.1.4 (Quantile)

La fonction quantile associée o F' est l'inverse généralisée de F', définie par

Qo) =F (o) =inf{zr e R: F(z) > a}, 0<a<1.

Définition 1.1.5 (Quantile empirique)

La fonction quantile empirique d’un échantillon (X1, Xs, ..., X,,) est définie par

Qn(a)=F (o) =inf{z e R: F,(z) > a}, 0<a<1.

Remarque 1.1.2 La fonction quantile entraine que

1—1 7
<a< —
n n

Qn(a) = Xi:n7

1.2 Statistiques d’ordre discrétes

Soit (X7, Xs,...,X,) un échantillon de variables aléatoires i.i.d. discrétes et

X, Xowm,y oo, Xoon les statistiques d’ordre associées a cet échantillon, on suppose

que les v.a.’s ont des valeurs dans N.

1.2.1 Fonction de masse d’une statistique d’ordre

Pour trouver la fonction de masse (noté pmf : probability mass function) de la k#*me

statistique d’ordre dans le cas discret on utilise la fonction de répartition F}., définie

dans la section (|1.1.2)), comme suit

fk::n(x) = P(Xk:n = l‘)
= P(an < 55) — ]P)(an < g;)

= Fin(x) = Frap(z—),

ou F(z—) = P(X < x).

11
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En utilisant la premiére forme de Fj., (somme binomiale, , on trouve
fom (@ Z ColF F()"" = CrlF(@=)]"[L = Fz—=)]"
r=k

= Z Col(F(2)) (1 = F(2))"" = (F(z=))" (1 = F(z=))"""].

En utilisant la deuxiéme forme de F}., (béta incompléte, [1.3]), on obtient une autre

représentation pour fi.,(z), telle que

F(x) \ F(z—)
. = k— 1 — n kd _ n / k—1 1— n—kd
Jin(®) = = v/“ Gy ) W
0 0
F(x) F(z—)
= = [/uk Y VR du — / P11 — w)"Fdu
0 0
Fm)
_ n! k1 n—k
= Gty ] e
F(xz—)

Remarque 1.2.1 La fonction de masse des statistiques d’ordre extrémes Xi., et

Xy, (repectivement)

i n( ) (Xln - ‘T)
= P(X1 < ) — P(Xy,, < )
= Fl:n(x> - Fl:n(x_)
=[1—F(z=)]" = [1 - F(2)]".

Frn(@) = P(Xpin = )
= P(Xyn < ) — P(Xn < @)
= Fun(z) — Fopp(z—)
= [F(2)]" — [F(z—)]".

12
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Moments de statistiques d’ordre

Les moments dans le cas discret ont la méme forme que dans le cas continu, donné
dans I’équation ([1.4)). Par exemple, pour 1 < k < n, l'espérance de la k™ statis-

tique d’ordre Xj.,, est donné par

n! 1 - b1 e
Uk, = = D= k:)‘/F (W1 (1 —u)" " du,

puisque F~(u) n’a pas une bonne forme pour la plupart des distributions discrétes

cette approche est souvent peu pratique.

Le support de plusieurs distributions discrétes standard est un sous-ensemble d’en-
tiers non négatifs, il est donc possible d’utiliser la fonction de répartition directement
pour obtenir les moments de Xj.,. Par exemple pour 1 < k < n, ’espérance de la

kieme statistique d’ordre est donné par

o0

U = Y _[1 = Fren(2))],

=0

et le moment d’ordre 2 de Xj., est donné par
=0

Preuve. Remarquons tout d’abord que si uy., existe, rP(X.,, > r) — 0 quand

r — o0o. Pour ’espérance on a

T

> wfpn(@) =) 1 [P(Xpn > 2 — 1) = P(Xp > )]

— i[(x +1) — 2|P(Xpp, > ) — rP(Xpep, > 1),

= P(Xpn > 2) = rP(Xp, > 1),

=0

13
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alors
Uk = Y T fren(7) = lim > afin(@) =) P(Xp > ) = Y _[1— Fun()].
x=0 x=0 x=0 x=0

Pour le moment d’ordre 2 on a
=0 =0
= lim Y 2? [P(Xpp > 7 — 1) = P(Xp > )]
x=0

r—1
= lim Z[(z +1)? = 22 P(Xpn > ) — lim r*P( X, > 1)
=0

r—1 r—1
= 1lim 2 " aP(Xp, > 2) + lim Y P(Xpp > 7) — lim rP(Xpp > 1)
x=0 =0

=2 ixP(ka > )+ i]P’(X;m > )

=0 =0
=2 z[1 = Frn ()] + g
=0

1.2.2 Fonction de masse jointe de statistiques d’ordre

Soient X1.,,, Xom, ..., X,., les statistiques d’ordre associées & un échantillon de va-

riables aléatoires i.i.d. discrétes.

Théoréme 1.2.1 (Arnold et al (1992))

Soient v1 < x9 < ... < x, des observations tel que v1 = ... =T, < Tpjy1 = ... =

Tpy < ooo =Ty < Ty 41 = ... =T, =Ty, 1< <1< ...<Tpy=1n.

Pour 1 < m < n et rg =0 la fonction de masse jointe du n-uplet de statistiques

d’ordre est donnée par

f1,2,...,n:n<m1, o, ... 7.I‘n) = n‘H—
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Théoréme 1.2.2 (Arnold et al (1992))

Pourin=0,1<i <ia<...<ipz<n, k<netz, <z, <...<x,, la fonction

de masse jointe de X;,.n, Xiyim, .- ., Xi,.n €St donnée par
n!
fil,iz,...7ik:n($ilaxi27 LI al‘ik) - A
(n— zk)!H(i —dpq — 1)
r=1
k
r—lr 1
/ [H (uir Ui,y e (1 lk)n " dus, dulkv
B r=1
ouug=0et B={(uy,...,u;,):uy <uy <...<wy, Flo,—) <u, < F(z,), r=1q,...

Corollaire 1.2.1 Pour 1 <1i; < iy <n etz < x4, la fonction de masse jointe du

couple (X, Xiym) est donnée par

n!

fil,izzn(xilvxiz) = (ll . 1) (22 _ Zl _ 1 TL _ 22 J

ot B = {(uiy,wiy) : uiy <y, F(o,—) <wu, < F(x,), 7=1,i2}.

Lemme 1.2.1 Soit (X, Xj:n) un couple de statistiques d’ordre avec Xi., < Xjn
r, < x5, 1 < k < j < n la fonction de masse jointe du couple (Xy.p, Xj.) est

donnée par

n! 1

(k=D =k —=1)(n—j)!
Flap—)F(z;-)

fk,j:n($k7 ij> -

Preuve. En utilisant le corollaire , pour o, <z, 1 <k < j<n, la fonction

de masse jointe du couple (Xy.n, X;.n) est donnée par

_ nl B=1(y oy Yh=1(1 _ .\ |
Jrjm(Tr, 15) = =D =k =1)in =) /uk Yuj — uy) Y1 — w)" duyduy,
B

ot B = {(ug,u;) :up <uj, Flr,—) <u, <F(x,), r==Fk,j}. m
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Chapitre 2

Espacements uniformes et

exponentiels

n autre ensemble de statistiques utiles pour comprendre la distribution de
Uprobabilité sont les espacements, qui sont les écarts entre les statistiques
d’ordre successifs. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux distributions et & certaines
propriétés des espacements des statistiques d’ordre uniforme et exponentiel. Les
références de base utilisées sont : Pyke (1965) [10], Devroye (1986) [7] et Riffi (2006)
[12].

2.1 Espacements uniformes

2.1.1 Définition

Soit (X1, Xs,...,X,) un échantillon de v.a.’s i.i.d. d’une loi uniforme sur [0, 1], telle
que
1 s00<2x<1,
flz) = , (2.1)
0 sinon,
et
0 st =<0,
Flz)=4q 2z si 0<z<1, (2.2)
1 st x>1.

16



Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

Soit X1., < Xo., < ... < X,,., les statistiques d’ordre associées a cet échantillon.

D’apres les équations ([1.7)) et (2.1)) la densité jointe du n-uplet de statistique d’ordre
Xl:n; X2:n7 ce ;Xn:n est

n! si 0<zi<19<...<m, <1,
f1,2,...,n<$17 Ta, ... an> = .
0 sinon.

Définition 2.1.1 (Espacements uniformes)

Les espacements uniformes de [’échantillon (X1, X, ..., X,,) sont définis par les sta-
tistiques

D; = Xip _Xi—lz’rw I<i<n+1,

avec par convention Xo., =0 et X, 1., = 1.

Remarque 2.1.1

1. D; >0, 1<i<n+1.
n+1

2. ZDi =1.
=1

2.1.2 D:aistributions des espacements uniformes

Théoréme 2.1.1 (Pyke (1965) [10])

Le vecteur des espacements uniformes D = (D1, Da, ..., Dyy1) est uniformément

distribué sur le simplex

A” = {<d17d277dn)7dz Z 07 Zdz S 1},
=1

avec la densité de probabilité jointe de D est

n! SZdZZ[), d1+d2++dn1:1,
fD(d17d27"'7dn+1) = - (23)
0 sinon.

17



Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

Preuve. La preuve se poursuit en transformant I’ensemble des espacements & par-
tir de I'ensemble des statistiques d’ordre et en appliquant le théoréme de densité

jacobien. On note la transformation inverse

dlzl'l xlzdl
dy = T9 — 11 To = di +ds
‘1,—1
ﬁ
di:xi_xi—l .I'zzdl—l-dg—i-—f-dz
dn:l'n—l'n,1 an:dl—'—dg—{—...—l—dn

Le jacobien de cette transformation, i.e. le déterminant de la matrice formée par

aIZ‘

(i=1,...,n) est

ad;

Oz1 Oz Oxy

5 od - ad 1 0 ... 0

Ozg  Omy Oz 1 1 - :

ddy  ddy T Ddn | _ ) . —1
. . . 0

Ozn  Ozn Ozn 1 1

ddy ody " Odn s

Alors la densité jointe du vecteur D est

fD<d17d27 ... 7dn) - f1,2,...,n(\11_1(d17d27 oo 7dn)) ’J\Iffl(dlad27 L 7dn>|
TL', SZd,LZO, d1+d2++dn§1,

0 sinon.

Utilisant I’équivalence entre le simplex {d; >0 (1 <i<mn), dy+dy+...+d, <1}
et le simplex {d; >0 (1 <i<n+1), di+dy+...+d,s1 = 1}, la densité jointe du
vecteur D est

n! si dl 20, d1+d2+...—|—dn+1 :1,

fD(dl, d2a s 7dn+1> =
0 sinon.

18



Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

De I’équation , on remarque que la densité jointe du vecteur D est constante
(indépendante des espacements uniformes), cela signifie que les espacements uni-
formes sont des v.a.’s interchangeables. Cela implique que la distribution de D;

(1 <i<n+1)estacellede D; et la distribution jointe du couple (D;, D;) avec

(1 # j) est la méme que celle de (Dq, D>).

Théoréme 2.1.2 Soient Dy, Ds, ..., D, 1 les espacements uniformes de [’échan-
tillon (X1, Xa, ..., X,), la fonction de répartition et la densité de D; (1 <i<n+1)

sont données respectivement par
Fp,(z)=1—(1—2)", z€]01],

et
fo,(x) =n(l—2)" x€[01]. (2.4)

En effet, en utilisant les résultats du lemme (1.1.1]) et les équations (2.1)) et (2.2)

on trouve

Fp,(x) = Fp,(x) = Fx,, (vr)=1—(1—2)", x €0 1].

fo.(x)=n(l—2)""" xe€01]

Théoréme 2.1.3 Pour z,y > 0, v +y < 1 et (i # j) la densité et la fonction

répartition jointe du couple (D;, D;) sont données respectivement par
fioiop(disda) = n(n —1)(1 = di — dy)" 2, (2.5)

et
F(Di,Dj)(d17d2) = 1 - (1 - dl)n - (1 - dg)n + (1 - dl - d2>n

Preuve. On a f(p, p,) = f(p,,p,), pour trouver la densité jointe du couple (D1, Ds)

on utilise le théoréme de densité jacobien.
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Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

On note la transformation inverse

Le jacobien de cette transformation inverse vaut 1. En utilisant les équations ((1.6)

(2.1)) et (2.2)), on trouve la densité jointe du couple (X7.,, Xo.,) est donnée par
f1,2:n($1, 902) = ”(” - 1)(1 - $2)n_2-
Pour z,y > 0 et z + y < 1, la formule du changement de variable donne

fi1,02)(d1, d2) = f120 (Y7 (dy, d2)) | Ju-1(d1, do)|
= n(n — 1)(1 — d1 — dg)n_2,

alors

f(Di,Dj)(dl, dy) =n(n—1)(1—d, — dz)”_Q_

Pour trouver la fonction de répartition du couple (D;, D;) on va intégrer la densité

jointe du couple (D;, D;) deux fois comme suit

dy d2

F(D“Dj)(dl,dg) = \//f(D“DJ)(t,ZQdZdt
00

di do
— //n(n —1)(1 =t — 2)" 2dzdt
— d/d/n(n —1)(1 —t)"? (1 -7 i t>n_2 dzdt
= 7n(n - 1)1 - t)"—27 (1 -7 i t>“ dzdt,

on pose ¢ =1 — % = —(1 — t)dq = dz, alors

20



Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

dg
dy -5

d n—1
= /n(l — )" dt — /n(l — )"t (1 — 1_2t) dt
0 0
d1 dl
= /n(l — )" tdt — /n(l —t —do)"dt,
0 0

pour la premiere intégrale on pose v =1 —t = —dv = dt, alors
1—dq
L— / () o =1 — (1— dy)",
1
et pour la deuxiéme intégrale on pose v =1 —t — dy = —dv = dt, alors
1—di—ds

I, = / n()" tdv = (1 —dy — do)™ — (1 — do)",

on déduit que

F(Din].)(dl,dg) =1- (1 — dl)n — (1 - dg)n + (1 - dl — dg)n

2.1.3 Propriétés des espacements uniformes

Soient Dy, D, ..., D, les espacements uniformes de I’échantillon (X7, X5, ...
pouri=1,2,...,net j=1,2,...,navecs # j, on a
In!
e Le moment d’ordre m : E(D") = I
(n+m)!

21
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Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

(n+ D2(n+2)
1 1

e La variance : Var(D;) =

e La covariance : Cov(D;, D;) = —

,tel que E(D;, D;) = .
w2y e B D) = T
En effet, en utilisant I’équation (2.4), on trouve

1 1

E(D") = /ZEmei(I>dI /nxm(l — )"tz
: [;n!(n —1)! mlin!
(n+m)!  (n+m)l

=nB(m+1,n) =

2 1 n
m+1D)(n+2) m+1)2 (m+1)2n+2)

Var(D;) = E(D?) — E(D;)* =
En utilisant I’équation ([2.5)), on trouve

11—2x

E(D;, D;) // zy fi,.p,) (@, y)dydx
0
1

0
11—z

//n(n — Day(l —x —y)" *dydx

0
1—x

n—2
/nn—l x(l—ac)”’1 (1_131') dydz
0

n—2
n(n—1)x $>n_1/%(1_13m) dydr,
0

, alors

/
g

onposerzl_x

E(D;,D;) = /n(n —1)az(1 - x)"dx/r(l — )" 2dr
=n(n—1)B(2,n+1)B(2,n — 1)

(n)! (n—2)!
(n+2)! (n)!

=n(n—1)
1
S (n+1)(n+2)
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Par conséquent

Cov(D;, D;) = E(D;, D;) — E(D;)E(D;)
1 1

m+1)(n+2) (n+1)?
1

(n+1)2(n+2)

Théoréme 2.1.4 Soient F1, Es, ..., FE,.1 une suite de v.a.’s i.i.d. de loi exponen-
tielle standard. Les espacements uniformes Dy, Do, ..., D, 1 ont la méme distribu-
tion que
By By B
S ) S b Y S 7
n+1
pour S = ZEl
i=1
Preuve. Premiérement, nous devons savoir que la densité jointe de (E1, Es, ..., E,,S)
est donné par
n
J(B1,Baeos By Brs1) (€15 €2, -y €y Eny1) = 1_16761676"+1
i=1

n
_ He—eie—(s—m—eg—...—en)
=1

=e® 5>0,¢>01=12...,n.

On note la transformation inverse suivant

€1
nh=—
S e1 = sy
— e
y275 _
€2 = SY2
-1
_ o L
Yp = —
S €n = SUn
Yny1 = S _
nr €nt+1 = Yn+1 — €1 — €2 —...Cp
n+1
:E e, =¢e+e+...+te,+enp =Ynt1 —S(y1 + Y2+ ... Yn)
1=q
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Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

Le jacobien de cette transformation inverse est

der der Oex  _Oer

o oo e Fgo s 0 0 0

Oea Oea Oez  _Jeg

Oyt Oy2 T OYn. OYn+1

: : : . ey 0 — Sn

Oen Oen den  _Oen : . s 0

o Jy2 T Oyn, OYn+1 ’

Odent1 Oent1 dent1 Oen+1 . . .
Oy1 Oy2 e Oyn OYn+1 S I s 1
Alors, la densité jointe du vecteur (Y1,Ya, ..., Yy, Yoi1) est

f(Yl,Yg,...,Yn,Y,LH)(y1> Y2y Yn, 5) = f(El,Ez,.A.,En,EnJrl)(\Ijil(yb Y2y -+ Yn, 5)) (2-6)

X |‘]‘1’*1(y1ay27"-7yna3)| (27)

=e’s" >0, 4,>0(1<i<n), Zyigl.
i=1

Finalement, la densité marginale de (Y1,Y2,...,Y,) est obtenue en intégraut la den-

sité jointe du vecteur (Y1,Ya, ..., Yn, Yoi1) (@ par rapport a s, ce qui nous donne

f(Y11Y27'--7Y7L)<y17 Y2, ... 7yn) = /essndS

S 7 S YA 9 J S
n+1

f(Y1,Y2,...,Yn+1)(y17y2a v 7yn+1) = nla Yi Z 0 (1 S i S n + 1)7 Zyl S 1.
=1
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Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

2.2 Espacements exponentiels

2.2.1 Définition

Soit (X1, Xa, ..., X,) un échantillon de v.a.’s i.i.d. de loi exponentielle de parameétre

A > 0, telle que

e M s >0,

f(x) = (2.8)
0 st x <0,
et
l—e ™ g x> 0,
F(z) = (2.9)
0 st x<0.

Soit X1., < Xs., < ... < X,,., les statistiques d’ordre associées a cet échantillon.

D’apreés les équations ([1.7)) et ([2.8]), la densité jointe du n-uplet de (X1.,, Xoun, - - -, Xpin)

est

fio. n(x1,22,...,2,) = nlhexp (—AZ@) L 0< i<y < ... < x, < +o00.

1=1
(2.10)
Définition 2.2.1 (Espacements exponentiels)
Les espacements exponentiels de ’échantillon (X1, Xa, ..., X,) sont définis par les

statistiques

Di=Xp — Xiz1m, 1 <1<,
avec par convention X., = 0.

Remarque 2.2.1

1

. D,
2. Zn:[)i =X,
=1

v

0, 1<:<n.
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Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

2.2.2 D:istributions des espacements exponentiels

Théoréme 2.2.1 (Pyke (1965) [10], Riffi (2006) [12])

La densité jointe du vecteur des espacements exponentiels D = <l~)17l~32, cee [)n>

est donnée par

o 3 [N =i+ Derr=ibd 55 d>0,1<i<n,
foldi,da, ... dy) = q i (2.11)

0 SInon.

Preuve. On note la transformation inverse suivante

CZ1=$1 $1:nZCZ1
ngxg—xl $2:g1+d2

‘1/—1
~ ﬁ ~ ~ ~
di:ZL‘i—CL’Z‘_l Ilzdl—l-dg—i-—f-dz
d/n:xn:n_xnfl fn:j1+£2+dn

Le jacobien de cette transformation inverse vaut 1. Alors, la densité jointe du vecteur

D est

foldi,dy, ... dy) = fro. (¥ dy,do, ... dy)) |Jg-1(dy,ds, ..., d,)

n

—A E (di+da+...+d;)

=nlle =1
—)\Z(n—i-&-l)di
=nlle =t

[TA(n—i+1)e2r=iDd g d, >0, 1<i<n,

0 sinon.
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Théoréme 2.2.2 (Riffi (2006) [12])

Soient X1., < Xo, < ... < X, les statistiques d’ordre associées o des v.a.’s i.i.d.
de loi exponentielle de paramétre X > 0, pour 1 <1< j <n an a

Xjm — Xim 4 Xj_in—i et la densité de X;., — X;., est donnée par

(n_l)‘ —Az(n—j —Az\j—i—
P ®) = Gy iy A= e YT >0

Preuve. Voir Riffi (2006) [1Z], le théoréme 3.1 et le théoréme 3.2, page 4 — 5. m

Corollaire 2.2.1 Pourl1<i<k+i<mnetl<k<n, on trouve
d
XkJri:n - in = Xk:nfi

et la densité de X1 — Xim est donnée par

(n—4)! aplrtoi ek
ka-&-i:n_Xi:n(x) = (k—l)'(n—k—l)'/\e A ( F +1)(1_€ A )k 17 T > 0

Théoréme 2.2.3 Les espacements exponentiels Di, 1 < i < n, sont des variables
aléatoires 1.1.d. de loi exponentielle de parameétre A= A(n — i+ 1) respectivement.

La densité de D; est donnée par

fo,(d) =An —i+1)e XD d >0, 1<i<n, (2.12)

et la fonction de répartition est donnée par

Fpi(d) =1—e?=# 04 d>0, 1<i<n, (2.13)

Preuve. Pour X, =0, 1 <i<n,ona D, = X;.n — X,_1.n, en utilisant le corollaire

2.2.1)), on trouve Di < Xi.n_ir1 et la densité de Di est

= (n—z—i—l)‘ —d(n—i
C(d) = Ty (n—i+1)

= An—i+1)e G50 1<i<n,
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Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

et la fonction de répartition de D; est

d

Fy (d) = /)\(n — i+ 1)e Mty

K3

0

=1— et 750 1<i<n.

Remarque 2.2.2 D’aprés les équations (2.11) et (2.19), on remarque que

fb(dbd?? s 7dn) = Hff)l(d%

alors, les espacements exponentiels Dy, Do, . .., D,, sont indépendants et non identi-

quement distribués.

Lemme 2.2.1 Pour 1 < i) <is < ... <1 < n,1 <k < n, la densité jointe du
vecteur (f)il, Dm R f)zk> est

k k

"7Dik)(dl’ CZQ, - ,Jk) = HfD ( 1 ) — H)\(n — g+ 1)67)\(n7iT+1)dT.

r=1 r=1

S

Corollaire 2.2.2 Pourl <i < j <n, la densité jointe du couple (D;, [?j) est

F(poy)(d1s d2) = X2(n =i 4 1) (n — j + 1) i,

2.2.3 Propriétés des espacements exponentiels

Soient Dy, Ds, ..., D, les espacements exponentiels associés a des variables aléatoires

i.i.d. de loi exponentielle de paramétre A > 0. Pour i = 1,2,...n et

j=1,2,....,naveci# j,ona
L’espé E(D;) !
[ J esperance : i) — N, . o~
P An—i+1)
- 2
e Le moment d’ordre 2 : E(D?) = m
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1
N(n—i+1)%

e La covariance : Cov(D;, D;) = 0.

e La variance : Var(D;) =

Preuve. Par intégration par parties, on trouve

+o00 +o00 400

- ) A 1
ED) = [afp @iz = [arn—is e 0idn [ eomitingy - b
0 0 0
+oo
B(DY) = [afy,(a)ds
0
+oo
= /562)\(71 — i 1)e Aty
0
+o0o
= /2356’\(””1)%1:
0
e efA(nfiJrl)x
= [2———d
/ ANn—i+1)
0
B 2
CA2(n—i+ 1)
- . - 2 1 1
Var(D;) = E(D?) — E(D;)? = - =
ar(Di) = E(D7) = D) = S 42 ~ i =12 - (=it 1)
COU(DH DJ) = E(Du D]) - E(DZ)E(D]) = E(DZ)E(DJ) - E(DZ)E(D]) =0
[
Théoréme 2.2.4 (Sukhatme (1937) [14])
Soient X1, < Xo, < ... < X, les statistiques d’ordre associées a l’échantillon

(X1, Xs,...,X,) de v.a.’s i.i.d. de loi exponentielle de parameétre A > 0. Pour

Xomn =0, on a

A

Dz‘ = (n — 1+ 1)(X2n — Xi—l:n); 1 S 7 S n,

sont des v.a.’s i.i.d. de loi exponentielle de paramétre A > 0.
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De plus

%,%ﬂizl,m,% n)i21 +...+%,
ont la méme distribution que X1.,, Xom, .-y Xpin-
Preuve.

Premaiére partie : On a

A ~

D’apres le Théoréme et l’équation on trouve la fonction de répartition
de f)z

et la densité de lA)Z

. dF; I
fp.(d) = fo):Ae*Ad,d>o,1gz‘gn.

i d(d)

Deuxiéme partie : On note la transformation inverse suivante

yl_ﬁ T1 =N

! T2

Yo =T Ty = (Y2 —y1)(n — 1)
p—1 :

T T2 Z; - .
= — e — = (y; — yi_ _ 1
e S vi= (=) =i+ 1)

T T Ty
yn:—l—i— 2 + ...+ — xn:<yn_yn—1)

n n—1 1
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Le jacobien de cette transformation inverse est

n 0 .. ... 0
Ozy  Ory  Om Ozy
Oypr  Oy2 Oyz " Oyn
—(n—1 n—1
Ozy  Oza  Oxa Oza ( ) ) 0 0
Oy1  Oy2 Oys "7 Oyn 0
—(n—2 n—2 0o ... 0
Oz Ozz  Oxs Oz3 | — ( ) | ) =nl.
dy1  Oy2  Oys Oyn . .
0
Ozn  Ozn  Ozn Ozn
ayl 83/2 8y3 e 3yn 0 O _1 1

En utilisant équation (2.8), la densité jointe du n-uplet de (X1, Xo,...,X,) est

n

n n —Azm
f(xl,mg,...,xn):Hf(xi):H)\e_)‘“:)\e =1 x> 0.
j i=1

=1

Alors, la densité jointe du vecteur (Y1,Ys,...,Y,) est

fornvo vy Wi Y2s s yn) = FOO 1,2, -0 Yn) [ o1 (1, Yo, - -+, Un)|

_)‘Z(yi_yi—l)(n_i"‘l)
=nlle =t
By
=nlke =t [ 0<y <y <...<y, < -4oc.

A partir Uéquation , on remarque que

f(YLYQ,...,Yn)(yh Ya, - - ayn> = f172,---7n(m17 €2, ... 7'T7l)'

Corollaire 2.2.3 (Malmquist (1950) [9])

Sotent 0 < Uy, < Usyy < .00 < Upw < 1 les statistiques d’ordre associées a

Uy, Us, ..., U, ; une suite de v.a.’s i.i.d. uniformément distribuées sur [0, 1].
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Pour Uy, y1., =1, on a

{( Uiin ) : 1gign}$U1,U2,...,Un.
Ui+1:n

Preuve. Premiérement, nous devons savoir que

d _E .
U =1-c¢ El, 1<i<n,

ou (K1, Es, ..., E,) un échantillon de v.a.’s i.i.d. de loi exponentielle standard.

De plus, d’aprés la propriété @), on a
d —E.. .
(]”L':'n:l_6 Z'nv]-SZS,nM

ot By, Eop, . .., By les statistiques d’ordre associées a I'échantillon (Ey, Es, . . ., E,).

On sait que

d .
1-— Un—i—i—l:n - Ui:na 1 S ? S n.

. i _ . i ~Ep_it1m \ ¢ ]
Ul:n i wﬂ i e— i 67'(_E7L7’i+1:n+En7i:n)
Ui+1:n 1— Unfi:n e~ En—imn

Donc,

lOg ( : ) g ? (_EnfiJrl:n + Enfi:n) ) 1 S ? S n.
Ui+1:n

D’apres le théoreme (2.2.4), on a i(—En_.iHm + E, i) sont des v.a.’s i.i.d. de loi

Un \' . .. .
exponenielle, implique que log( ) (1 <i<n), sont des v.a.’s i.i.d. de loi

i+1n

(]
exponenielle. On peut conclure que ( o ) sont des v.a.’s i.i.d. uniformément
i+1:n

distribuées sur [0,1]. =
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2.3 Espacements uniformes en fonction des espa-

cements exponentiels

Soit (X1, X, ..., X,,) un échantillon de v.a.’s i.i.d. de loi exponentielle standard

telle que
Flz)=1—-¢", x>0.

Pour s =1,2,...,n, on pose

Y=Y Xjn—j+1)7"

j=1
D’apres le théoreme (2.2.4)), les v.a.’s Y7, Ys, ..., Y, ont la méme distribution que les

statistiques d’ordre associées a I’échantillon (X7, Xo, ..., X,,).

De plus, on peut observer que les v.a.’s X;(n — i+ 1)~! ont la méme distribution

des espacements exponentiels.

En effet, pour Xg.,, =0

Di = Xi:n - A1

<Y, —Yia
X X X; X X X
S Ny (i AR e
n n—1 n—i+1 n n—1 n—i+2
4 Xi
Con—i+1
Soient Uy.,, Us.p, - .., Up.y les statistiques d’ordre associées a (U, Us,...,U,); un

échantillon de v.a.’s i.i.d. uniformément distribuées sur [0, 1]. D’aprés la propriété

@),ona

4

Ui:niF(Xi:n) F(Y)=1—eY 1<i<n.

Pour Uy., = 0, les espacements uniformes peuvent s’écrire en fonction des espace-
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Chapitre 2. Espacements uniformes et exponentiels

ments exponentiels, comme suit

Dz’ = Uzn - Ui—l:n

A

i e Yi-1 _ e_Yi

4 e~Yin (1 — e_Y"eY"‘l)
) i—1
S XD Y X))
L1 =Upn) |[1—e 7L i=1

i (1 . Uz‘—l;n) (1 o G—X,'(n—i-i-l)*l) ’

et pour U,,11., =1 on a

n

—ZXj(n—j-ﬁ-l)*l
4

Dyi1=1-U,p 41— (1—e ™) Eetn=¢ im
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Chapitre 3

Simulation sous R

ans ce chapitre, on va illustrer certains des résultats importants, que I'on a
Dobtenus dans les deux premiers chapitres, sur des données simulées a ’aide
du logiciel R. Tout d’abord, on s’intéresse aux différents algorithmes pour générer
un échantillon de statistiques d’ordre, a savoir la simulation par : la méthode directe
la représentation de Réney, la méthode d’inversion et la fonction de répartition

empirique. Par la suite, on va simuler des espacements uniformes et exponentiels.

3.1 Simulation des statistiques d’ordre

3.1.1 Meéthode directe

Apres avoir générer un échantillon de variables aléatoire X, on peut obtenir les sta-
tistiques d’ordre lui associées directement, en utilisant la commande sort(X) du
logiciel R. En effet, pour générer un échantillon de variables aléatoires, on utilise
la command "rfunc", ou le suffix "func" se change selon la loi de probabilité. De
plus, on peut remplacer la lettre r par la lettre d, p ou q pour obtenir la densité, la
fonction de répartition, ou le quantile (respectivement). Le tableau résume le

code de quelques lois usuelles.
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Chapitre 3.

Simulation sous R

Loi

Commande

Gauss(normale) N (u, 0?)

rnorm(n,mean,sd)

Exponentielle exp ()

rexp(n,rate)

Gamma I (a, \)

rgamma (n,shape,scale)

Poisson P ()

rpois(n,lambda)

Beta B («, )

rbeta(n,shapel,shape?2)

Binomiale Bin (n, p)

rbinom(n,size,prob)

Géométrique G (p)
Uniforme U |a, b]

rgeom(n,prob)
runif (n,min,max)

TAB. 3.1 — Lois de probabilités usuelles sous logiciel R

Exemple 3.1.1 Soit X = (X1, Xs,..., X,,) un échantillon de v.a.’s i.i.d de loi ex-
ponentielle standard (A = 1), de taille n = 100. Pour générer les statistiques d’ordre

associées a cet échantillon, on utilise le code suivant

n=100
X=numeric(n)
for(i in 1 :n){X[il=rexp(1)}

X0=sort (X)

3.1.2 Représentation de Réney

Soit (Ey, Es, ..., E,.1) un échantillon de v.a.’s de loi exponentielle standard. Soient
Urn, Uaip, . . ., Up: les statistiques d’ordre associées aux v.a.’s indépendantes unifor-
i
mément distribuées sur [0, 1]. Pour S; = ZEj, 1<i<n+4+1lona
j=1
d S1 Sz Sn
Uiny, Usiny o oo s Upin) = e )
( 1iny, Y2in, ) nn) <Sn+1’ Sn+1’ Sn+1)

Le code suivant permet de générer des statistiques d’ordre associées & n v.a.’s de loi
uniforme standard selon la représentation de Réney et de comparer sa distribution

avec la distribution des statistiques d’ordre obtenues par la méthode directe.
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Chapitre 3. Simulation sous R

n=250

U=numeric(n)

Y=numeric (n)

S=numeric(n+1)

E=rexp(n+1)

for(i in 1 :n){U[i]l=runif (1)}
UO=sort (U)

S[n+1]=sum(E)

for (i in 1 :n) {S[il=sum(E[1 :il)
Y[il=S[i]l/S[n+1]1}

qgplot (UO,Y)

ks.test (UO,Y)

La figure (3.1]) représente les quantiles de I’échantillon obtenu par la représentation

S; S Sh
de Réney Y = , ey
Y Sn+1 Sn+1 Sn+1

des statistiques d’ordre obtenu par la méthode directe UO = (U1, Uiy - - - Upin)-

>, en fonction des quantiles de 1’échantillon

On remarque que ces deux quantiles sont alignés, ce qui prouve graphiquement

I’égalité en distribution des deux échantillons

uo

Fi1G. 3.1 — Comparaison des distributions de statistiques d’ordre obtenues par la
représentation de Réney et la méthode directe
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Chapitre 3. Simulation sous R

Au seuil de signification 5%, on peut confirmer ce résultat & I'aide du test non-
paramétrique de Kolmogorov-Smirnov. La sortie du commande ks . test nous donne
la ”p — value = 0.341” qui est supérieure a 0.05, ce qui nous conduit & accepter

I’hypothése d’égalité des distributions de ces deux échantillons.

3.1.3 Meéthode d’inversion

Soit X = (X3, Xs, ..., X,) un échantillon de v.a.’s i.i.d. d’une fonction de répartition

commaune

F(z)=P(X <x), x € R.

Soient Uy.p,, Ua.p, - . . , Uy les statistiques d’ordre associées a un échantillon (Uy, Us, ..., U,)

de v.a.’s indépendantes issue d’une loi uniforme standard. On a

ot (X, 1 <i < n,n >1)lesstatistiques d’ordre relatives a I’échantillon (X1, Xs, ..., X},).

Pour générer un échantillon ordonné de de v.a.’s de fonction de répartition F, il suffit
de générer un échantillon ordonné de v.a.’s uniforme sur [0, 1] et de lui appliquer la

transformation des quantiles.

Exemple 3.1.2 Soit A\ > 0, si X ~ exp (), la fonction de répartition est donnée
par
F(z)=1—exp(—Az).
Ce qui implique que
d 1

F~1(u) = /\log(l—u), O<u<l1

Par conséquent, on obtient

1
(F'(Um),1<i<nn>1}< {—XIOg(l—Ui:n)al <i<nn> 1}
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Chapitre 3. Simulation sous R

Dans le code suivant, on génére un échantillon ordonné associé & un échantillon
de v.a.’s de loi exponentielle de parametre A = 2, de taille n = 200 & travers la
transformation des quantiles. Ensuite, on compare la distributions de cet échantillon

avec celle des statistiques d’ordre obtenues par la méthode directe.

n=200

U=numeric(n)

X=numeric(n)

lambda=2

for(i in 1 :n){U[il=runif(1)}
UO=sort (U)

Y=(-1/1lambda) * (1og (1-U0))
for(i in 1 :n){X[il=rexp(1,lambda)}
X0=sort (X)

qgplot (Y,X0)

ks.test(Y,X0)

L’alignement des quantiles de I’échantillon Y = (X71.,,, Xo.p, . . .. X,i.n) €t les quantiles
de l'échantillon XO = (F*~(Ur.n), F(Uan), .., F*~(Upnn)), le long de la bissectrice
dans la figure (3.2)), prouve I’égalité en distribution de ces deux échantillons.

X0

FiGc. 3.2 — Comparaison des distributions de statistiques d’ordre obtenues par la
méthode directe et la méthode d’inversion relatives & un échantillon de loi exponen-
tielle
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Chapitre 3. Simulation sous R

Pour confirmer ce résultat, on utilise le test de Kolmogorov-Smirnov, ici la
p — value = 0.9228 est supérieur a 0.05 donc les deux échantillons ont la méme

distribution.

3.1.4 Meéthode par la fonction de répartition empirique

Soit (X7, Xo,...,X,) un échantillon de v.a.’s i.i.d et Xy, Xoy, ..., Xy les sta-
tistiques d’ordre associées & cet échantillon. Dans la section ([1.1.4]), nous avons

constatés que ’expression de la fonction de répartition empirique est

0 st z< Xy,
1
Fn(x): — si Xi:n§$<Xi+1:n>1§i§n_1a
n
1 st x> Xy,
par conséquent, les statistiques d’ordre Xi.,,, Xo.,, ..., X,., sont la solution de I’équa-
tion suivante
)
F.(x)——=0.
(0) -~

Pour générer des statistiques d’ordre & travers cette méthode, on propose le code

suivant.

n=400

U=numeric(n) ;X0=numeric(n)

for (i in 1 :n){U[i]=runif(1)}

UO=sort (U)

Fn=function(x,U){Y=numeric(n)

for(i in 1 :n){if (U[il<=x) Y[i]=1 else Y[i]=0}
mean(Y)}

for(i in 1 :n){G=function(x){Fn(x,U)-(i/n)}
X=uniroot (G,lower=0,upper=1)

X0[i]=X$root}

qqplot (U0,X0)

ks.test (UO0,X0)
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0.8

XO
0.4

0.0

uo

Fic. 3.3 — Comparaison des distributions de statistiques d’ordre obtenues par la
méthode directe et la méthode de la fonction de réprtition empirique

La figure présente une superposition parfaite du quantile des statistiques
d’ordre XO obtenues a travers la fonction de répartition empirique et le quantile
de I’échantillon ordonné UO par la méthode directe. De plus, la p — value = 1 du
test de Kolmogorov-Smirnov est supérieur au seuil de signification 0.05, ce qui nous
permet de valider le résultat théorique de la fonction de répartition empirique d’un

point de vue pratique.

3.2 Simulation des espacements

3.2.1 Simulation des espacements uniformes

Soit (Uy, Us, . .., U,) un échantillon de v.a.’s i.i.d. uniformément distribuées sur [0, 1].

Le code suivant permet de générer des espacements uniformes par deux méthodes.
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Génération a travers la méthode directe

n=200

U=numeric(n)

D=numeric(n+1)

for(i in 1 :n){U[i]l=runif (1)}
UO=sort (U)

D[1]1=U0[1]

for(i in 2 :n){D[i]=U0[i]-U0[i-11}
D[n+1]=1-U0[n]

Génération a travers le résultat du théoréme (2.1.4)

E=numeric(n+1)

Y=numeric (n+1)

for(i in 1 :n+1){E[il=rexp(1)}
S=sum(E)

for(i in 1 :n+1){Y[i]=E[i]/S}
qgplot(D,Y)

ks.test(D,Y)

La figure (3.4) permet de comparer la distributions de 1’échantillons

v — Ey Ey Eni1
- n+1 ’ n+1 L e |
DB D B DB
i=1 i=1 i=1
avec la distribution de I’échantillon des espacements uniforme D = (D1, Da, ..., Dy11).

On remarque que la majorité des points sont alignés le long de la premiére bissectrice

ce qui indique la présence d’une identité de distribution de ces deux échantillons.

De plus, la p — value = 0.7945 du test de Kolmogorov-Smirnov est supérieur a 0.05

donc on accepte 'hypothése nulle, cela confirme le résulats du théoreme [2.1.4).
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I I I I I I I
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

Y
0.000 0.010 0.020 0.030
|

D

Fic. 3.4 — Comparaison des distributions des espacements uniformes

3.2.2 Simulation des espacements exponentiels

Soit (X1, Xs,...,X,) un échantillon de n variables aléatoires i.i.d. de la loi expo-

nentielle de parametre A > 0.

Génération a travers la méthode directe

Le code suivant permet de générer un échantillon des espacements exponentiels des
statistiques d’ordre relatives a un échantillon de v.a.’s iid de loi exponentielle de

parametre A = 2 et de taille n = 500.

n=500

lambda=2

X=numeric (n)

D=numeric (n)

for(i in 1 :n){X[il=rexp(1,lambda)’
X0=sort (X)

D[1]1=X0[1]

for(i in 2 :n){D[i]=X0[il-X0[i-1]1%}
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3.2.3 Génération a travers le résultst du théoréme de Su-

khatme (1937)

D’aprés le théoréme ([2.2.4)), on peut observer que
Xlnfl,Xg(n - 1)71, “en ,Xn

et les espacements exponentiels Dy, Do, . .. ,f)n ont la méme distribution.

Pour générer des espacements exponentiels & travers ce résultat, on utilise le code

suivant.

n=500

lambda=2

X=numeric (n)

D=numeric(n)

E=numeric(n)

for(i in 1 :n){X[il=rexp(1,lambda)
E[i]=X[i]/(n-i+1)}

X0=sort (X)

D[1]1=X0[1]

for(i in 2 :n){D[i]=X0[i]-X0[i-1]}
qqplot(D,E)

ks.test(D,E)

La figure représente les quantiles de £ = (Xin™!, Xo(n—1)71,...,X,,) en
fonction des quantiles de D = (Dl, D, ..., Dn) On peut observer clairement que
la majorité des points sont alignés donc on peut dire que les distributions des deux
échantillons est identiques. De plus, vue la p — value qui est égale a 0.3291, le test
de Kolmogorov-Smirnov accepte I’hypothese nulle d’égalité des distributions & un

seuil de signification 5%.
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Fic. 3.5 — Comparaison des distributions des espacements exponentiels & travers le
théoréme de Sukhatme
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Conclusion

La réalisation de ce mémoire m’a été trés bénéfique, il m’a permit d’enrichir et
d’approfondir mes connaissances sur la théorie des statistiques d’ordre et leurs espa-
cements qui est d'une importance majeur en statistique, ¢ca ma permis de connaitre
les propriétés des variables d’un échantillons ordrdonné et comment obtenir leurs

distributions.

On conclusion, on peut dire que la distribution d’un échantillon de variables aléatoire
désordonnées et la distribution des statistiques d’ordre relatives sont tres différentes.
Aussi, les espacements des statistiques d’ordre ne sont pas moins importants que les
statistiques d’ordre, en effet leurs distributions et ses propriétés changent d’un espa-
cement & un autre, a titre d’exemple les espacements uniformes sont identiquement
distribués et les espacements exponentiels sont indépendants et non identiquement

distribués.
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Annexe A : Tests de comparaison

de deux distributions

Test graphique par le diagramme quantile-quantile

Le diagramme quantile-quantile (ou le qgplot) est un outil graphique permettant
d’évaluer la pertinence de ’ajustement d’une distribution donnée & un modéle théo-
rique. Le terme de quantile-quantile provient du fait que I’on compare la position de
certains quantiles dans la population observée avec leur position dans la population

théorique.

Le diagramme quantile-quantile permet également de comparer deux distributions
que l'on estime identique. Sur ce graphe, I’axe des ordonnées porte les quantiles z}
de la distribution observée, tandis que I'axe des abscisses porte les quantiles x; cor-
respondants de la loi théorique. Le nuage des points (z;, x}) s’aligne sur la premiére
bissectrice lorsque la distribution théorique proposée est une bonne représentation

des observations.

Test de Kolmogorov-Smirnov

Soient (X1, Xo,...,X,) et (Y1,Y3,...,Y,,) deux échantillons de v.a.’s identiquement
distribuées de taille n et m respectivement. Le principe du test de Kolmogorov-

Smirnov est de comparer deux distributions au moyen de la fonction de répartition.

On note par Fx la fonction de répartition de I’échantillon (X7, Xs,...,X,,) et par
Fy la fonction de répartition de I’échantillon (Y3,Ya,...,Y.,).
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Annexe A : Tests de distribution de deux échantillons

On veut tester les hypothéses suivantes

HO:FX:FY
H,: Fx # Iy

Si la "p — value" est inférieure a un seuil de signification o qu’on s’est donné (en

général, 5%), alors on rejete Hy.

La fonction de test de Kolmogorov-Smirnov en R logiciel est "ks.test", c’est dans le

paquet "dgof" et "stats".
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Annexe B : Abréviations et

Notations

v.a. . variable aléatoire.

ii.d. : indépendantes et identiquement distribuées.
E(.) . espérance.

u™ = B(X™) : moment d’ordre m.

Var(.) : variance.

Cov(.,.) : covariance.

e’ = exp(r) : fonction exponentielle.

R ensemble des nombres réelles.

N ensemble des nombres naturelles.

n :  nombre appartenir ’ensemble N.
égalité en distribution.
14 :  fonction indicatrice de A.

C) = ——— : nombre de combinaisons de r éléments

parmi n éléments (sansremise).

f(z) :  fonction de masse de probabilité ou

fonction de densité de probabilité.
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Annexe B : Abréviations et Notations

1 n
=1

F(zx)=inf{z: F(z) >a}, 0<a<1
p
/t“‘1(1 — 1) Ldt

I(a,b) = 2

B(a, b)
1
B(z,y) = /tf—l(l —t)vidt
0
+oo

['(z) = /tx_le_tdt

0

52

fonction de répartition

P(X < x)

fonction de répartition empirique.

fonction inverse généralisée de F'

fonction béta incompléte.

fonction béta.

fonction gamma.



Résumé

L'objectif de ce travail est de présenter les différentes propriétés et distributions des
statistiques d'ordre et leurs espacements, qu’ils ont un large éventail d’application
dans les sciences statistiques. Tout d’abord, nous présentons quelques définitions
des statistiques d’ordre, puis nous passons graduellement a ses distributions dans le
cas continu et discret. S’ensuit la théorie des espacements entre les statistiques
d’ordre successives, dont nous illustrons leurs propriétés et distributions. Nous
terminons ce travail, par des simulations des échantillons ordonnés et leurs

espacements a 'aide du logiciel R.

Mots-clés : Statistique d’ordre, Distribution, Espacements uniforme,
Espacements exponentiels.
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Abstract

The aim of this work is to present the different properties and distributions of
order statistics and their spacings, which have a wide range of application in the
statistics sciences. First, we introduce some definitions of order statistics, and then
we move gradually to its distributions in the continuous and discrete case. This is
tollowed by the theory of spacings between successive order statistics, we illustrate
their properties and distributions. We finish this work, by some simulations of the
ordered samples and their spacings using the R software.

Keywords : Order statistics, Distribution, Uniform spacings, Exponential

spacings.
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