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Notations et symboles

C!', C? : Ensemble des fonctions une/deux fois dérivable(s), et dont

la premiére/seconde dérivée est continue.

N : Ensemble des p—négligeables.
B(RY) Tribu Borélienne sur R?.

14 : Indicatrice de A, définie par : 14(x) = boed

0, z ¢ A.

L', 2 Espace des processus intégrables/de carré intégrables.
P—p.s. Presque stirement pour la mesure de probabilité IP.
EDS : Equation différentielle stochastique.

i.e. : C’est-a-dire.
dt @dp Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0, T

avec la mesure de dpu.

cadlag Continue a droite, admet limite a gauche.
Ep : Espérance par rapport a la probabilité P.
A° Complémentaire de A dans ).
A Adhérence de A.
£ Egalité en loi.
(X), : Variation quadratique (crochet stochastique) de X.
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Introduction

En théorie des probabilités, un processus de Lévy est un processus stochastique
en temps continu, continu & droite et limité a gauche, dont les accroissements
sont stationnaires et indépendantes, normé d’aprés mathématicien francais Paul
Lévy. Les exemples les plus connus sont le processus de Wiener, et le processus de

Poisson.

Le principe du théoréme de Girsanov est comment un processus stochastique
change si l’'on change de mesure de probabilités. Ce théoréme est particuliérement

trés important dans la théorie des mathématiques financiéres.

Dans les années 1940, les résultats de ce type ont été prouvés pour la premiére

fois par Cameron-Martin [4], puis par Girsanov [1] en 1960.

Ce théoréme peut étre utilisé pour trouver ['unique probabilité de risque neutre

dans application sur le marché financier.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est un rappel et introduction au processus stochastique. Dans
le deuxiéme chapitre nous avons étudié le processus d’Ito-Lévy, et dans le dernier
chapitre nous avons défini théoréme de Girsanov, et nous avons appliqué ce théo-
réme au processus d’Ito-Lévy, et nous avons donné un exemple d’application de la

transformation de Girsanov sur le marché financier.



Chapitre 1

Introduction au processus

stochastique

Dans ce chapitre, on donne quelques rappels de base concernent le calcul
stochastique que nous utiliserons dans ce travail, en faisant référence a [1], [2] et

3], 8] et [9], [10] et [12], [13].

1.1 Rappel

1.1.1 Tribu

Définition 1.1.1 (Tribu) Soit F un ensemble de parties d’un ensemble non vide
() est dite une tribu sur Q) si

1. 0eF.

2. Si AeF, alors A° € F.

3. Pour toutn € N, si A, € F, alors UA,, € F.



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Définition 1.1.2 (Tribu engendrée) Si A est une partie de §2. on appelle tribu
engendrée par A la plus petite tribu sur Q) contenant A, et on note o(A). Elle est

lintersection de toutes les tribus contenant A.

1.1.2 Mesure

Définition 1.1.3 (Mesure) Une mesure p1 sur l’espace (2, F) est une applica-

tion p: F — R, telle que

e (D) =0.

o Si (Ap)nen est une suite dénombrable d’ensembles de F deux o deux disjoints,

alors
+oo +o0o
u (UAn) = n(A).
n=1 n=1

Définition 1.1.4 (Espace mesurable) Un espace mesurable est un couple (2, F)

constitué d’un ensemble non vide §2, et d’une tribu F sur ).

Définition 1.1.5 (Application mesurable) Soit X une application d’un es-
pace mesurable (2, F) dans un espace mesurable (E,B), on dit que X est mesu-

rable si X~ Y(B) C F, ou encore

Pour tout B € B, on a X '(B) € F.

1.1.3 Probabilité

Définition 1.1.6 (Probabilité) Une probabilité P sur une tribu F est une ap-

plication de F dans [0, 1] telle que

1. P(0) = 0.



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

2. P(Q) =1.

3. Pour tout n € N, pour tout A, € F, pour touti # j € N, A;NA; =0, alors

P <%An) = SR(4,)

Définition 1.1.7 (Espace de probabilité) Un espace de probabilité (2, F,P)

est un espace mesurable (Q, F) muni d’une mesure de probabilité P.

1.1.4 Variable Gaussienne

Définition 1.1.8 (Variable aléatoire) Une variable aléatoire est une applica-

tion mesurable X d’un espace de probabilité (2, F,P) dans un espace mesurable

(R, B (R)).

Définition 1.1.9 (Variable Gaussienne) On dit que la variable aléatoire X

suit la loi normale standard centré et réduite N'(0,1), si elle admet pour densité
t2 . . . .

t— \/%76’7, pour tout t € R. En générale, une variable aléatoire X suit la lot de

Gauss N'(m,c?), si elle admet pour densité

1 t—m)?
t— exp (—ﬂ) , pour tout t € R.

V2mo? 202

1.1.5 Espérance conditionnelle

Définition 1.1.10 (Espérance) Soit X une variable aléatoire définie sur [’es-
pace de probabilité (2, F,P), on appelle espérance de X l'intégrale de Lebesgue de

X relativement o la mesure P, et on note B [X], tel que

E[X] = Q/ X (w)P(dw) = Q/ XdP.



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Définition 1.1.11 (Espérance conditionnelle par rapport & une tribu) On
appelle l’espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant G et on la note

E(X | G), l'unique variable aléatoire tel que

1. G—mesurable.

2. Telle que /E(X | G)dP —/XdIP’, pour tout A € G.
A

A

C’est lunique (& une égalité p.s. prés) variable G—mesurable, telle que
EEX | §)Y] = E(XY),
pour toute variable Y, G—mesurable bornée.

Définition 1.1.12 (Espérance conditionnelle par rapport & une variable)
L’espérance conditionnelle d’une variable intégrable X sachantY est une variable
aléatoire définie comme [’espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu en-
gendrée par'Y. On la note B(X |Y), c’est une fonction de Y, alors il existe une
fonction borélienne ¢ de R dans R, telle que B(X | Y) = p(Y) est caractérisée

par

1. C’est une variable o (Y )—mesurable.

2. /E(X | Y)dP :/XdIP’, pour tout A € o(Y).
A A

Propriété 1.1.1 (Propriétés de ’espérance conditionnelle) Soit (92, F,P)
un espace probabilité donné, et soit G une sous tribu de F. Soient X et Y deux

variables aléatoires définies sur (2, F,P), on a
1. Soit a, b € R tel que B(aX 4+ bY | G) =aE(X | G) + bE(Y | G).
2. Si X <Y, alors B(X | G) <E(Y | G).

5



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

3. Si X est G—mesurable, alors B(X | G) = X.

4. SiY est G-mesurable, alors BE(XY | G) = YE(X | G).
5. B[E(X | G)=E[X].

6. Si X est indépendante de G, alors E(X | G) = E(X).

7. Si G et H sont deux tribus, telles que H C G, alors
BE(X [H) |Gl =E[EX [G)|H] =EX | H).

8. Sit) est une application conveze et mesurable, alorsE [(X) | G] > Y(E[X | G]).

(Inégalité de Jensen).

Preuve. La preuve en détail est trouvée dans [§]. =

1.2 Processus stochastique

Définition 1.2.1 (Filtration) On appelle filtration {F;},5, de (2, F), une fa-

mille croissante de sous-tribus de F. (i.e. pour tout s <t, F, C F; C F).

Définition 1.2.2 (Filtration naturelle) Soit X un processus défini sur (2, F,P),

on introduit la filtration G, = 0{Xs,0 < s < t}, cette filtration s’appelle la filtra-

tion naturelle de X.

Définition 1.2.3 (Filtration naturelle augmentée) La filtration naturelle aug-
mentée de X définie par FX = o {GUN}, lorsque nous parlerons de filtration
naturelle, il s’agira toujours de filtration naturelle augmentée, car Gy ne contient

pas nécessairement tous les ensembles négligeables N
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Définition 1.2.4 (Processus stochastique) On appelle processus stochastique
X = (Xy)ser indexé par T et a valeur dans R? une famille d’applications mesu-
rables de (Q, F) dans (RY, B(R?)), tel que pour tout t € T, X; est une variable

aléatoire.

Remarque 1.2.1 5i T = N on dit que X est un processus a temps discret, si

T = Ry pour les processus a temps continu.

Remarque 1.2.2 Un processus X;(w) dépend de deux paramétres, dépend de t

(en générale est le temps), et de l’aléatoire w € ), on a

i PourteT fizé, w € Q— Xi(w) est une variable aléatoire sur (2, F,P).

it Pourw € Q fixé, t € T — X,(w) est une fonction & valeurs réelles, appelée

trajectoire du processus X .

Définition 1.2.5 (Processus adapté) On dit que un processus X est adapté

par rapport o (Fi)i>o, st pour tout t > 0, X; est F,—mesurable.

Remarque 1.2.3 Un processus X est toujours adapté par rapport a sa filtration

naturelle.

Définition 1.2.6 (Processus mesurable) On dit que un processus X est me-

surable si lapplication (t,w) — X;(w) de Ry x Q dans R?, est mesurable par

rapport & (B(R+) @ F) et B(RY).

Définition 1.2.7 (Processus progressivement mesurable) Un processus X
est dite progressivement mesurable par rapport & la filtration (Fi)i>o si pour tout
t >0, Uapplication (s, w) — X (w) de[0,t] xQ dans RY est mesurable par rapport
auz tribus (B([0,t]) ® F;) et B(R?).
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Définition 1.2.8 (Processus cadlag) Un processus est cadlag (continue a droite,
pourvu de limites a gauche), si ses trajectoires sont aussi continue & droite et pour-

vues de limites a gauche.

Définition 1.2.9 (Lois fini-dimensionnelles) Soit un processus stochastique
X = (Xy)ier, les lois fini-dimensionnelles de X sont les lois de tous les vecteurs
( X4y, Xty ooy Xy,)) pour tout ty, to, ..., t, € T, pour tout n € N. (i.e. L( Xy, Xiyy ..oy Xy,))

t1,ta, ..., t, € T, pour tout n € N).

Définition 1.2.10 (Processus équivalents) Deuz processus X etY sont équi-

. . : . c
valents s’ils ont méme loi, on écrira X =Y.

Définition 1.2.11 (Processus Gaussien) Un processus X = (X;)ierest gaus-
sien si toute combinaison linéaire a1 Xy, +a9 Xy, +...+a, Xy, suit une loi gaussienne

pour tout n € N, pour tout ti,ts,....,t, € T, a1,as,...,a, € R.

Définition 1.2.12 (Processus a accroissements indépendants) Un proces-
sus X est dit a accroissements indépendants si pour tout 0 < t1 < to < ... < 1y,

les variables aléatoires Xy, , Xi, — X4y, ..., X, — Xt,_, sont indépendantes.

Définition 1.2.13 (Processus a accroissements stationnaires) Un processus
est dit a accroissements stationnaires si la loi des accroissements Xy — X; ne

dépend pas de h > 0.

Définition 1.2.14 (Processus prévisible) Une tribu des prévisibles est la tribu

sur Ry x Q engendrée par les rectangles |s,t] x A, pour tout 0 < s < t, A € Fy.

On dit que un processus est prévisible si et seulement si (t,w) — X;(w) est

mesurable par rapport a la tribu des prévisibles.
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1.2.1 Martingale

Définition 1.2.15 (Martingale a temps continu) Un processus X = (X¢)i>0
de (2, F,P) dans R est une martingale par rapport & la filtration (Fi)iso sur
(Q,F), si

1. X adapté a (Fy),s,- (i-e. pour tout t >0, X; est Fy—mesurable).

2. Pour tout t > 0, X, est intégrable. (i.e. E (|X;|) < 400).

3. Pour tout s, t e Ry, s <t

B(X,| F.) = X.. (1.1)

Si ((L.1) remplacé par pour tout s < t, B(X,| F,) < X, alors X est sur-martingale.

Si (L.1)) remplacé par pour tout s < t, B(Xy| F,) > X, alors X est sous-

martingale.

1.2.2 Mouvement brownien

Définition 1.2.16 On appelle mouvement brownien (standard) un processus sto-

chastique B a valeurs réelles, tel que

1. By =0 P—p.s.
2. P—p.s., t — Bi(w) est continue. (i.e. B a trajectoire continue).
3. Pour 0 < s <t, B, — By est indépendant de la tribu o(B,, u < s) et de loi

gaussienne centrée de variance t — s.

Pour tout t > 0, la variable aléatoire By suit la loi de Gauss d’espérance nulle et

de variance t.
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Proposition 1.2.1 Si B est un mouvement brownien, alors pour tout \ réel le

PTOCESSUS {exp ()\Bt — %)\Qt) , t> ()} est une martingale.

Preuve. Posons X; = exp ()\Bt — %)\Qt). On a

E[|X;]=E[X;] =E [exp ()\Bt - %A%ﬂ

+o0o
1 1., x?
\/ﬁ/ exp <)\x — 5/\ t) exp (_2_15) dx

“+o00

1 1 x?
exp | \x — =\t — = ) dz
\/27Tt/ P < 2 >

2t
+o0o
= . exp —l ()\2t2 + 2% — 2)\1595) dx
Vant 2t

(e.e]

+
1 (z — )\t)2)
= exp| ——— | dr =1 < 400,
/\/27?15 p( 2t

car est une fonction de densité de loi de Gauss d’espérance At et de variance t.
X, est Fy—mesurable, car X; = f(t, B;) est une fonction continu.

Pour tout 0 < s <t < +o00, on a

X,
E[Xt’fs]:E{thlfs}
X,
=X.E|— | F,
x| f]
| AB, — 1\
_ x|SR OAB 2N
exp (AB, — 5)93)

(
(

=B [oxp {A(B - B - 2% - )} | 7
\ }

[ 1
= X,E |exp < A\(B; — B,) — §>\2(t —5)

10



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Donc
E[X, | F] = X, I 27r(1t — e (/\x - %)\Q(t - s)> exp (-2 (txj S)) dx
_ X o (e b )

e

car est 'intégrale de fonction de densité de loi de Gauss d’espérance A(t — s) et

de variance 2(t — s).

Alors pour tout A € R, {exp (AB; — 2A%t), ¢ > 0} est une martingale. m

Définition 1.2.17 (Brownien géométrique) Soient b et o deuz constantes et

B un mouvement brownien, pour toutt > 0 le processus

1
Xt = Xoexp{(b— 50’2) t+UBt}7

est appelé Brownien géométrique.

Remarque 1.2.4 Le Brownien géométrique est une martingale, d’aprés proposi-

tion [1.21.

11
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1.3 Intégrale stochastique

1.3.1 Intégrale de Wiener

Définition 1.3.1 Soit ’ensemble des fonctions boréliennes f de R, dans R de

400
carré intégrable et on note L*(R,), c’est a dire telles que / |f(s)]%ds < +oo.

0
+o0o %

C’est un espace de Hilbert pour la norme || f||, = /f2(s)d3 , soit lintégrale
0

1(f) = / f(5)dB..

On dit que I(f) est lintégrale stochastique ou lintégrale de Wiener de f par

rapport a B.
—+00
Définition 1.3.2 (Fonctions en escalier) Si f = 1y,,] on pose /f(s)st =
0
B, — By. Soit f une fonction en escalier sous la forme f(x) = Zfifll]ti_l,ti]:
i=1

1=1

400 n +00
et on pose /f(s)dBS = Zfi_l(Bti — By, ;). On dit que I(f) “ /f(s)st est
0 0

—+00

une variable gaussienne centré et de variance /fQ(s)ds. On a I(f) est gaussienne

0
centré, car B est gaussien d’espérance nulle. De plus

n n +OO
Var(I(f)) =Y fZaVar (B, = B, ) =Y f7(ti—ti1) = / f2(s)ds.
=1 =1 0

Définition 1.3.3 (Processus lié a I’intégrale stochastique) Soit f € L*(R,),

12



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

t +oo t

la variable aléatoire /f(s)st = /l(s)[o,t]f(s)st. On définit /f(s)dBS pour
0

0 0
T

tout f telle que pour tout T, /\f(s)\ 2ds < 4+00. Donc on peut définir l'intégrale
0

stochastique pour une classe plus grande de fonctions, on notera L? ..

t
Théoréme 1.3.1 Pour tout f € L?,,, et M, = /f(s)st, on a
0

a M est une martingale continue, et la variable aléatoire M, est gaussien centré

t
et de variance /f2(s)ds.
0

t
b Le processus | M;* — /fz(s)ds, t > 0| est une martingale.
0

S

t tAs
c Soit f, g € L%, on a E /f(u)dBu/g(u)dBu = /f(u)g(u)du.
0 0

0

Théoréme 1.3.2 (Intégration par parties) Soit f € C*, alors

t

/ f(s)dBs = f(t)B; — j F'(s)Byds.

0
1.3.2 Processus d’Ito

Définition 1.3.4 Un processus X est un processus d’Ité s’écrit comme

t t

X, = X+ /bsds+ /anBs,
0 0

13
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t
ot b est un processus adapté, tel que / |bs| ds < +00 p.s. pour toutt >0, et o un
0

t
processus caglad et adapté, tel que /des < 400 p.s. pour tout t > 0. On utilise

la notation sous la forme d’EDS

dXt = btdt + O'tdBt,
X() =,

avec le coefficient by s’appelle la dérive du processus X (drift), et o, s’appelle le

coefficient de diffusion du processus X (volatilité).

1.3.3 Formule d’It6

Soit X est un processus d’'Ito
dXt = btdt -+ O'tdBt.

Théoréme 1.3.3 (1°¢ formule d’Itd) Soit f une fonction de classe C?, alors

t

J(Xy) = f(z) + /f’(Xs)dXs + %/f”(Xs)afds.

0

Cette formule s’écrit comme
1
df (Xy) = f/(Xy)dX; + if”(Xt)d (X),,

avec

14
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Théoréme 1.3.4 (2°"¢ formule d’It6) Supposons f une fonction définie sur

R, x R de classe C* par rapport a t, de classe C? par rapport ¢ x. On a

f(t, Xe) = £(0, Xo) + /a f(s, Xs) ds—l—/a (s, Xs)d X + gzé(s Xs)d(X), .

On peut écrire cette formule sous la forme différentielle

16%f
(t Xt>dXt + §W

af
Oz

of

af (t, Xy) = 5

I b, X,)dt + 2L (t, X,)d (X),.

Théoréme 1.3.5 (3°"¢ formule d’Itd) Soient X et Y deux processus d’Ito is-
sus de x ety, et f est une fonction de R? dans R de classe C? & dérivées bornées.

On a

t

£00,Y) = S+ [ Lo voax, + / Lo vy,

0

[ &
%/a—;;<xs,md<X> + /a 2L (X, v,
0

"o
+ 8 ay (XS,Y)d(X,Y>S.

1.4 Equations différentielles stochastiques
Soit (€2, F,P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F;);>o.

Définition 1.4.1 Soient b et o deux fonctions mesurables bornées de Ry x R™ a

valeurs réelles données, et B un (F,)—mouvement brownien. Une équation diffé-

15
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rentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
(1.2)
XO =T,

ou sous forme
t

t
X, = Xo+ /b(s,Xs)ds - /J(s, X,)dBs.
0 0

Théoréme 1.4.1 (Existence et unicité) Soient b et o deux fonctions mesu-

rables de R, x R™ dans R, satisfont

1. Condition de K— Lipschitz : Il existe une constante K > 0, telle que pour

tout t € R, pour tout x, y € R
b(t,2) = b(t, y)| + |o(t,z) —o(t,y)| < K|z —y|.

2. Condition de croissance : Il existe une constante L > 0 telle que pour tout

t € Ry, pour tout x € R"
b(t, 2)| + |o(t, x)| < L(1 + [x]).

Alors 'EDS (1.2) admet pour toute condition initiale X, de carré intégrable,
une solution forte X, presque sirement continue. Cette solution est unique
dans le sens que si X; et'Y, sont deux solutions presque stirement continues,

alors pour tout t > 0

P{sup |X; —Y;| >0} =0.

16



Chapitre 1. Introduction au processus stochastique

Exemple 1.4.1 (Processus d’Ornstien-Uhlenbeck) Soit I’'EDS
dVy; = —aVidt + odBy, Vy donné. (1.3)

Pour trouvé 'unique solution explicite de (L.3)), d’ou il existe deuzr constantes

positives K et L, tels que pour tout t € R, , pour tout x, y € R"
oz — ay| + |0 — o] < |al [z —y],

awvec K = |a|, et |ax| + |o| < |a||z| + |o| < sup(|a|,|o])(1 + |z]), avec L =
sup(|al, [o]).

Pour cela, on pose que X; = f(t,V;) = Vie™, pour tout t > 0, avec

af _ at 8f __ at an o
o (t,V}) = ae™V}, 81/}(75’ Vi) = e, a‘/;Q(t, Vi) =0.

D’aprés la formule d’Ité, on trouve

dX, = df (t,V;) = aVie™dt + eV,

= aVe™dt + eat(—thdt + 0dB,;) = cedB,.

En intégrant de 0 a t

t

t
X; = f(0,Vp) + /aeasst =W+ /Ueasst.
0 0

D’autre part X, = Vie™. Alors la solution explicite de ([1.3)) est

t
Vi = Voe ™ + /cre_“(t_s)dBS.

0

17



Chapitre 2

Processus de Poisson

Dans ce chapitre, on va définir le processus de Poisson voir [6] et [11] et [16],

et pour la formule d’Tt6-Lévy voir [15].

2.1 Processus de Poisson

Définition 2.1.1 (Loi de Poisson) On dit que la variable aléatoire N suit la

loi de Poisson de paramétre A > 0, et on note N ~ P(\), si

k

A
P(N =k) = e’AF, pour tout k € N.

Proposition 2.1.1 Si N ~ P()), alors E(N) = Var(N) = A.

Définition 2.1.2 Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires positives indé-

pendantes, posons

S, =X14+Xo+ ...+ X, pour tout n € N,
So = 0.

18



Chapitre 2. Processus de Poisson

La suite aléatoire (S,)nen est appelée processus de renouvellement, et les temps
aléatoires (X, )nen+ sont appelés temps de renouvellement. On défini le processus

de comptage N = (Ny)i>o par

Ny = Zl[O,t}(Sn> = Zl{Sngt}'

n>1 n>1

Définition 2.1.3 Si pour tout n > 1, X,, suit la loi exponentielle de parameétre
A, le processus de comptage N = (Ni)cr, est appelé processus de Poisson de
paramétre A > 0. Les variables aléatoires S, sont appelées les instants de saut de

processus N.

Remarque 2.1.1 Pour tout n > 1, on a {N; =n} = {S,-1 <t <S,}. De plus

(N, >n} =1{S, <t}.

Proposition 2.1.2 Si N = (Ny)icr, est un processus de Poisson de paramétre

A >0, alors Ny ~ P(At).

Définition 2.1.4 (Processus de Poisson) Un processus de comptage N = (Ni)ser,
est appelle un processus de Poisson de paramétre A > 0, si

1. NO == 0

2. N est a accroissements indépendantes : pour tout 0 < top < t;1 < ... < t, <

+00, alors les variables aléatoires Ny, — Ny, Ny, — Nyyy Nyg — Niyy ooy Ny, —

n

Ny, , sont indépendantes.

. . ‘ . c
3. N est a accroissements stationnaires : pour tout s, t > 0, Ny — N = Nj.

2.2 Processus de Lévy

Définition 2.2.1 On dit que X est un processus de Lévy, si

19



Chapitre 2. Processus de Poisson

1. Xo =0 p.s.
2. X est a accroissements indépendantes et stationnaires.

3. X est stochastiquement continu
Pour tout € > 0, pour toutt >0, on a hlimo[]P’( | Xirn — Xy > )] =0.

Définition 2.2.2 Si X un processus de Lévy, le processus de sauts associe NX =

(AXy, t>0), avee AXy = Xy — Xy-.

Définition 2.2.3 Soit A € B(R?/{0}), et pour tout t > 0. On définit la quantité

aléatoire

N(t,A)= ) 14(AX,).

0<s<t
Pour tout w € Q, la fonction A — N(t, A)(w) est une mesure de comptage sur
B(R?/{0}). Ainsi A —— B[N(t, A)] est une mesure borélienne sur B(R?/{0}), et
on notera p(A) = E[N(1, A)] appelé mesure d’intensité du processus X, avec A

est borné inférieurement.

Remarque 2.2.1 Si A est borné inférieurement, et p est une mesure de Lévy

alors 0 ¢ A et donc u(A) < +oo.
Lemme 2.2.1 Si A est borné inférieurement et borélien, alors N(t, A) < oo p.s.

Théoréme 2.2.1 Soit A est borné inférieurement, alors le processus (N (t, A), t >

0) est un processus de Poisson d’intensité p(A).

Définition 2.2.4 (Mesures aléatoires de Poisson) Soit (S, A) est un espace
mesurable, et u une mesure o— finie sur (S,.A), une mesure aléatoire de Poisson

N sur lespace (S, A) est une collection des variables aléatoires, telle que
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Chapitre 2. Processus de Poisson

1. Pour tout A € A tel que u(A) < +oo, N(A) suit la loi de Poisson de

parameétre p(A).

2. Soit Ay, As, ..., A, sont des ensembles disjoints de A, les variables aléatoires

N(A;),N(Asy), ..., N(A,) sont indépendantes.

3. Pour tout w € §Q, Uapplication A — N(A,w) est une mesure de comptage

sur (S, A).

Définition 2.2.5 Si X est un processus de Lévy, alors N ([0, ], Z 14(AXy)

0<s<t
est une mesure de Poisson sur R, x R?/ {0} d’intensité dt ® du, avec

On définit la mesure de Poisson compensée N par pour tout t > 0, et A est borné
inférieurement

N(t,A) = N(t, A) — tu(A).

Notation 2.2.1 N(t,A) = N([0,1], A).

2.3 Intégration de Poisson

Définition 2.3.1 Soit N une mesure aléatoire de Poisson d’intensité dt @ p sur
R, x RY/{0}. Si A € B(R?/{0}) vérifie u(A) < +oo, et si f est une fonction

Borel-mesurable de R dans R". On définit l’intégrale de Poisson de f par

Pour tout t > 0, /f N(t,dz) Zf (t,{z}).

A z€EA

21



Chapitre 2. Processus de Poisson

Si N est associée o un processus de Lévy, alors

0<s<t

/ FEN( ) = 3 F(AX)LA(AX,)

Car N(t,{z}) ={0 < s <t, AX;={z}}. Deplus, le processust — /f(z)N(t, dz)
A

est un processus adapté et cadlag.

Proposition 2.3.1 Si f € L*(A,u) et g € L*(B, i), et A, B sont bornés infé-

rieurement. On a
< [1eR ), [ g<z>ﬁ<t,dz>> —t [ fe)gz)ntdz).
A B ANB
Théoréme 2.3.1 Soit A un ensemble borélien borné inférieurement, alors

1. Si feL'YA ), ona

E { [1eNGa | =t [ i),

et

2. Si feL*A u), ona

/ f(2)N(t,dz) ] - / FG uld2).

A

=
1

De plus

/ f(2) N (¢, dz) ] - / FE) uld2).

A

=
1
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Chapitre 2. Processus de Poisson

Preuve. Soit f une fonction étagée de la forme Zail 4,;, pour tout a; € R et A,
i=1
boréliens deux & deux disjoints

1. Ona
E[N(t,A)] = O;t1A<AXS> = o;tE [1A(AX,)] = o;t“(A)
A)O;ql = u(A) j 1ds = tu(A).
Alors

D’autre part, on a N(t,dz) = N(t,dz) — tu(dz), donc

!/f N(t dz] = /f N(t,dz) t,u(dz))]

=E | [ f(z)N(t,d2)| =B |t [ f(z)u(d2)
/ | frme

—t [ fe)utdz) ~ ¢ [ £z ntaz) <o

A A
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Chapitre 2. Processus de Poisson

2. Pour tout i < j, on a

0<s<t

=E| Y (14(AX,) +2Z Y (L4 (AX)(14,(AX,))

L0<s<t 3,j=1 0<s<t

=E | ) (14,(AX,)) +QZ D E[14,(AX)14,(AX,)]
L0<s<t 3,7=1 0<s<t

=B | Y 14,(AX)] = ) E[14(AX,)]
Lo<s<t 0<s<t

=E {Z( +2ZG1% N(t AJ)]

=1 2,J=1
i#j

= Za?E [(N(t,A)?] + 22%’@3‘1@ [N(t, Ai)N(t, Aj)]

i,5=1
i#£]
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Chapitre 2. Processus de Poisson

De plus, d’aprés proposition (2.3.1),si f =get A= B
- 2

/f N(t,dz)| | =E /f(z)ﬁ(t,dz)

=5 [t [ (7(2)Pu(d

L A
—t [ (1) uld) =t [ 11 utd)
A A
d’ou le processus t —— / flz t (t,dz) est une martingale cadlag.

Proposition 2.3.2 Soit f un processus simple de la forme sz’ L5007 14,

Jj=11i=1
On définit
T
B = [ [ fs2dNds a2 S R () A,
0 R4/{0} j=1l1i=1

De plus, pour tout T > 0

T

E //f(s,z)dﬁ(ds,dz) =0,

0 Re/{0}

/T/f(s,z)df\f(ds,dz) :/T/E [1£(t,2)?] u(d2)dt.

0 Rd/{0} 0 rR4/{0}

Preuve. Soit f un processus simple de la forme ZZ fi(t) 10,014, et comme
j=11:=1
fi(t;) est F;,—mesurable, et que t —— N(t, A;) est une JF;—martingale centrée.
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Chapitre 2. Processus de Poisson

On a

|:/ / f(s,2) dN ds dz] =E ZZfz( J)N([tﬂ"tﬂl]’Ai)
0 r/{0}

= SN B A (), )]
= S S B [E (AN (i) A) | 7,)]

— zm:zn:E :fi(tj)E (N([tj,tjﬂ]vAi) | }—tﬂﬂ

=0.

N J/
-

=0

> B |:fi(tj>]E (N([tj,tj+1],Ai))

De méme, on a pour j < j', et pour tout 1 <i,i <n

B filt) N ([t 1), A o ()N ([t tysa], Av)|
= B [B (fit)N ([t 1) A) folt)N (1t A) | 7))
= B[ filt) N ([t tia) A)folt)B (N (bl A) | )|

= 0.

De plus, pour j = j'

[ﬁ( N[t ], A0 it N ([ 1), Ao

=B |B (fi(t) N ([, ), A fo ()N ([ i), As) | 7 )|
= B[ £i(t) o t5)B (N ({15, ty3], AN ([, ), Av) | 7))
=B [ ilt) o ()8 (N ([, 1), AN ([, t531], An) ) |
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Chapitre 2. Processus de Poisson

pour i =7’

E {(fi@j))QE ((N ([tj7tj+1]aAi))2)] = (1 — t;) n(A)B [(fi(1)))?]

Alors pour tout 7,4 et 7,7’

E / / f(s,2)dN(ds, dz)
0 r4/{0}
= Z ZE [fi<tj)N([tjvtj+1]aAi)fi’<tj’)N([tj’atj'+1],AZ'/)
=3B |60 (Rt 4)) |
=3 (tjer — t)u(ADE [(fi(t))7]

D’otu la réponse. m

2.3.1 Décomposition d’Ito-Lévy

Théoréme 2.3.2 Soit X; un processus de Lévy, alors X; a une décomposition

X, =bt+ 0B + /ZN(t,dZ)—’— /zN(t,dz),

z<R z2>R

ou de forme d’EDS

dX; = bdt + cdB, + / ZN(dt, dz).
R
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Chapitre 2. Processus de Poisson

Pour b et o sont des réelles, et R € [0,400], avec

N(dt,dz) = N(dt,dz) — p(dz)dt,

est une mesure aléatoire de Poisson compensée, et B; est un mouvement brownien.

On a pour tout A € B(R?/{0}), le processus My = N(t, A) est une martingale.

2.3.2 Formule d’Ito-Lévy

Théoréme 2.3.3 Un processus X est un processus d’Ito-Lévy, s’écrit comme

t t t
X, =Xo+ /bsds + /O’Sst + //7(3, z)ﬁ(ds,dz),
0 0 0 R

ou sous forme d’EDS

dXt = btdt + O'tdBt + /’7(t7 Z)N(dt, dZ),
R
XO =1z € R.

Pour f € CY2(R?), et on definit Y; = f(t,X;). On a

Vi 060 = 10.X0) + [ 36X ds + o + 5 [ 2L (s X, s
0

+/t/ {f(s,Xs+v(s,z))—f<8>Xs>_’Y(5’Z)%

0 |2|<R

(5.0) =)

+/t/{f(s,X8—+7(s,z)%(s>){s—)}N(ds,dz),
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Chapitre 2. Processus de Poisson

avec

of of 1 ,0°f
dY, = E(t’ X;)dt + %(t, X)) [bedt + 0:dBy) + 503@@, X,)dt

of
+ / {f(ta Xi- +(t,2) = f(t, Xo-) — %(t: Xt Z)} p(dz)dt

|z|<R

+ / {f(t, X +7(t,2)) = f(t, X;-)} N(dt, dz). (2.1)
R
Exemple 2.3.1 (Processus géomeétrique de Lévy) On considére 'EDS

dX, = bX,-dt + 0 X,-dB, + / y(t, 2) X~ N(dt, dz), (2.2)

R

avec b, o deux constantes et y(t,z) > —1. Pour trouver la solution explicite X,

on écrire ([2.2)) sous la forme

X ~

% = bdt + odB; + / y(t, 2)N(dt, dz).

-
R

On choisit Y, = In(X,), et on utilise la formule d’Ité-Lévy

X, 1/ 1Y bus
Y, = 2t Bl+=(——)o?x
dyY, X, [bdt + od t]+2( Xf_)a cdt
1
b [ {0 42X - ) = 2t g X pata
i

|z|<R

+ / {In(X;- +~(t,2)X-) — In(X,- )} N(dt, dz)

(b - %02) dt + odB; + / {In(1 4+ (¢, 2)) —v(t, 2)} p(dz)dt
|z|<R

+ / In(1 + (¢, 2))N(dt, dz).
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Chapitre 2. Processus de Poisson

En intégrant

Y, = Yo+ (b _ %UZ) {+ 0B, +/t / (1 +~(s, 2)) — A(s, 2) ba(dz)ds

0 |2|<R

+j/mu+«amﬁuwm-

Alors

t

1
X; = Xpexp <b - §a2> t+oB;+ / (In(1 4+ (s, 2)) — (s, 2))p(dz)ds
0 |z|<R

ﬁ//mﬂ+v@wﬁﬁwaﬂ)

On appelé X, processus géométrique de Lévy.
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Chapitre 3

Théorémes de Girsanov

Dans ce dernier chapitre, nous parlons de changement de probabilité [I] et [9],
de théorémes de Girsanov voir [14]. Ensuite, nous appliquons les théorémes de Gir-
sanov dans processus d’'Ito-Lévy [15]. Nous donnons un exemple de 'application

de transformation de Girsanov dans le marché financier [5].

3.1 Changement de Probabilité

Définition 3.1.1 (Continuité absolument) Soit (2, F) un espace mesurable
muni de deux mesures Pet Q. On dit que P est absolument continue par rapport

a Q, et notons P < Q, si
Pour tout A € F, si Q(A) =0 alors P(A) = 0.

Théoréme 3.1.1 (Théoréme de Radon Nikodym) SiP < Q, alors il existe
une application mesurable f de (2, F) dans R, telle que pour tout A € F, P(A) =
/fd@. La fonction f s’appelle la densité de P par rapport a Q.

A
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Chapitre 3. Théorémes de Girsanov

Proposition 3.1.1 Soient P et Q deux probabilités équivalents sur l’espace (2, Fr),
alors il existe une P — (F;)—martingale strictement positive (Z;)i<r, telle que pour

tout t < T

Q=Z7P sur Fr, et Q |, =Z,P |, . De plus Zo =1 et Ep(Z;) = 1.

Preuve. On va montrer 'existence de la martingale (Z;);<r. On a d’aprés théo-
réme [3.1.1} on dit que Zr est la densité de Q par rapport a P sur F;, telle que

Q =Z7P. Pour tout X variable aléatoire Fr—mesurable et Q—intégrable

Eq(X) = / XdQ = / X ZrdP = Bp(X Zr).

En particulier, Z7 est strictement positive et Ep(Z7) = Ep(Zy) = 1. Soit Z; =
Ep(Zr | F3). Par construction (Z;);<r est une P — (F;)—martingale et est la den-

sité de Q par rapport 4 P. m

3.2 Théorémes de Girsanov

Soit (€2, F) un espace mesurable muni de deux mesures de probabilités P et Q,

avec P et Q sont équivalentes.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme I de Girsanov [14]) Soit X; € R" est un pro-

cessus d’Ito sous la forme

dX; = aydt + dBy, pour toutt <T,
XO - 07

ot T constante donné, et B; est un mouvement brownien n-dimensionnelle. On
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Chapitre 3. Théorémes de Girsanov

pose
t t

1
Zy = exp —/asst - i/aids , pour toutt <T.

0 0

On suppose que a est un processus (F;)—adapté satisfait la condition de Novikov

T
1
Ep |exp §/a§ds < +o00.

0

On définie les deuxr mesures de probabilités P et Q sur (2, ]:é”)) par
dQ =ZrdP,

ot pour tout t < T, X; est un Q—mouvement brownien n-dimensionnelle.

Théoréme 3.2.2 (Théoréme IT de Girsanov [14]) Soit X; € R" est un pro-

cessus d’Ito sous la forme
dX; = Bydt + 0,dB;, pour toutt <T. (3.1)

ot By € R™, B(t,w) € R"™ et O(t,w) € R™™, on suppose qu’il existe des processus
ug, et oy tel que

Qtut = 61? — Q. (32)

Supposons que u; satisfait la condition de Novikov

T
1
Ep |exp §/u§ds < +o0.
0
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Posons
¢ ¢
1
Zy = exp —/uSdBS — §/u§ds , pour tout t < T, (3.3)
0 0
et
dQ = ZdP, sur Fi™ . (3.4)
Alors
¢
B, = B, + /usds, pour tout t < T, (3.5)

0

ot By est un Q—mouvement brownien, et

dX; = a,dt + 0,dB,.

Preuve. D’aprés théoréme I de Girsanov et (3.1), (3.2)) et (3.5), on trouve

dXt = 5tdt + etdBt
t

= Bydt + 0,d | B, — / Uusds

0

= Btdt + et <d§t — Utdt>
= (By — uslby) dt + thét

= O{tdt + thét'

Sin=m et € R™" est inversible (i.e. il existe '), puis u; satisfaisant ([3.2)

par u; = 0; (B, — ). m

Théoréme 3.2.3 (Théoréme II11 de Girsanov [14]) Soient X; et YV, € R"
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deux processus d’Ité sous les formes suivantes

dXt = b(Xt)dt + U(Xt)dBt,
XO =T,

dY; = (7 + b(Y,))dt + o(Y,)dB,,

YE):ya

ou les fonctions b : R" — R", et 0 : R" — R™ "™ satisfait les conditions de

lexistence et l'unicité de 'EDS, et v € R™.

Supposons qu’il existe un processus uy tel que o(Yy)u, = 7y, avec u; satisfait la

condition de Novikov
) T
Ep |exp §/u§ds < +o00.
0

D’apres (3.5), B-3) et (.4), alors
dY, = b(Y,)dt + o(Y,)dB,. (3.6)

Par conséquent la Q—loi de Y; est la méme que la P—loi de Xy, pour tout t < T.

Preuve. D’apres théoreme /1 de Girsanov et (3.6, dans le cas de 0; = o(Y;),
Br = v+ b(Y:), et oy = b(Y;). On conclure que la Q—loi de Y; est la méme que la

P—loi de X, pour tout t < T

Théoréme 111 de Girsanov peut étre utilise pour produire une solution faible de

I’EDS. Supposons que Y; est la solution connue (faible ou fort) de I’équation

dY; = b(Y;)dt + o(Y,)dB,,
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oub:R" — R" g:R" — R"™™ et B, € R™. On va trouver une solution faible
X; de ’EDS suivante
dXt = G(Xt)dt + O'(Xt)dBt, (37)

ou a : R — R", suppose que on peut trouvé une fonction ug : R” — R™, tel
que

o(y)uo(y) = bly) — aly), y € R™.

Si n = m, et o est inversible, on choisi ug = o~'(b — a). Alors si u; = u(Y})

satisfait la condition de Novikov, et d’apres (3.5)) et (3.4), on a
dY, = a(Y})dt + o(Y;)dB,. (3.8)

Ainsi on trouve un Q—mouvement brownien Et, tel que Y; satisfait (3.8)) par
conséquent le couple (Y}, By) est la solution faible de (3.7). m

3.3 Application du théoréme de Girsanov dans

processus de Lévy

Théoréme 3.3.1 (Théoréme de Girsanov I pour processus d’It6-Lévy [5])

Soit X; est un processus d’Ito-Lévy de la forme

dXy = b(t, X-)dt + o(t, X~ )dB, + /7(75, X, 2)N(dt,dz),
R (3.9)
XO = XI.
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Supposons qu’il existe des processus prévisibles u, = u(t,w) et 5(t,z) = B(t, z,w),

tels que
orug + /”y(t, 2)B(t, 2)u(dz) = ay, pour tout (t,w) € [0,T] x £, (3.10)
R
et tel que

Z; = exp —/uSst - %/ugds + //ln(l — B(s, 2))N(ds, dz) (3.11)
0 R

0 0

T / / In(1 — B(s,2)) + B(s, =)] p(d=)ds p

est bien défini, et satisfait B(Zr) = 1. On définit deux mesures de probabilités

équivalents P et Q sur Fr, par dQ = ZpdP, puis X; est une Q—martingale locale.
Preuve. Voir [I5] théoréme 1.31 page(15). =

Théoréme 3.3.2 (Théoréme de Girsanov /] pour processus d’Ité-Lévy [5])
Soit X; un processus d’Ito-Lévy de la forme (3.9)). Supposons qu’il existe des
Fi—processus prévisibles u; et B(t,z) < 1, tels que le processus Z; (3.11)) existe

pour tout t < T, et satisfait B(Zp) = 1. On définit B<, NQ par
dBR = dB, + udt, (3.12)

et
NO(dt,dz) = B(t, z)u(dz)dt + N(dt,dz), (3.13)

avec BY est un Q—mouvement brownien sur Fy, et N@ est une (Fi, Q)—mesure
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aléatoire de Poisson compensée de N, dans le sens ot
t
M, = //7(5, Z)NQ(dS, dz), pour tout 0 <t <T,
0 R

est une (Fy, Q)—martingale locale, pour touts les processus prévisibles (s, z), tels

que

T
[ [ 052 (= B taz)ds < oo ps.
0 R

Preuve. Voir [15] théoréeme 1.33 pages (17, 18, 19). =

Théoréme 3.3.3 (Théoréme de Girsanov //] pour processus d’Ito-Lévy [5])
Soit X; est un processus de la forme dans théoréme [ . Supposons qu’il
existe uy et B(t,z) < 1 sont F,—processus prévisibles satisfaites . Soient B©
et NQ sont définies dans théoreme I1 donc en termes B© et NQ

(3-13)) le processus X, peut étre représente par

dX, = a,dt + dBE + / y(t, ) NQ(dt, dz),

R

ot a; = by — opuy + /’y(t, 2)B(t, 2)u(dz).
R

Preuve. Voir [15] théoréeme 1.35 page (20). m

Théoréme 3.3.4 Soit Z; est un processus de la forme (3.11)) vérifié¢ B(Zr) =1,

alors Zr est une Q—martingale, défini par Q = Zp sur F;. On a la condition de

dP
Nouvikov pour les processus d’Ito-Lévy

T T
1 -
Ep |exp §/u?dt+//52(t,z)]\7(dt,dz) < 0.
0 0 R
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3.3.1 Exemple : Marché financier de la sensibilité au risque

Définition 3.3.1 (Auto-financier) La marché s’appelle auto-financier en fonc-
tion de la perfusion ni du retrait des fonds sur le période [0, T]. Nous supposons

aussi que notre marché doit étre auto-financier.

L’application de la transformation de Girsanov, peut étre trouvée dans 1’économie,
en fait de la dynamique de la valeur de la richesse, pour cette fin nous étudierons

certaine application.

La dynamique de I'investisseur avec un processus de diffusion de saut peut étre

décrite comme une E DS avec diffusion des sauts suivante

dX; = ot, X4-) + o(t, X¢-)dBy + /y(t, 2)N(dt, dz),
R (3.14)
XO =T,

Nous considérons une marché financier dans lequel deux actifs peuvent étre des
choix d’investissement, le premier est appelé un actif sans risque, et appelé aussi
bond (dépot de devises étrangeres par exemple) dont le prix S; au temps ¢ donné

par
ds,
St
So =S,

- T(ta Xt)dta

le deuxiéme actif risqué est appelé stock, dont le prix S; au temps t est donné par

d?s;t == a(t, Xt>dt + b(t, Xt)dBt + /5(t7 Z)N(dt7 dZ)7
' R
Sp=¢9,

ou r(t, X;) est le taux d’intérét de la fonction d’obligation, et a(t, X;) est appelé le

taux de rendement attendu, et b(¢, X;) est le taux de volatilité du cours d’action,
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et d(., z) est une fonction réelle satisfait —1 < m,d(., z) < 400, en plus la fonction

(., z) satisfait /](5(., 2 u(dz) < +o00, avec T € R/ {0} .
T

Considérons maintenant un investisseur qui veut investir dans le dépot sans risque
(dépot de devises étrangeres par exemple), et le stock, et dont les décisions ne

peuvent pas effectuer les prix dans le marché financier.

Nous supposons aussi que notre marché doit étre auto-financier. Nous notons par
V; le montant de la richesse de I'investisseur, et u; est la proportion de la richesse
investie dans le stock au temps ¢, puis m; est le montant du stock avec m; = u;V},
et (1 — uy)V; est le montant d’obligation, ce qui signifie que I'investisseur posséde
Vi — u;V; =V, — m; épargnes dans banque. Alors la dynamique de la richesse de

Iinvestisseur qui veut des investis sur le marché financier a la forme suivante

dv, dsS dsS;
L= (V, —m)— + t

—. d
‘/;_ St Tt Sé (3 5)

En fait, la richesse de I'investisseur est décrite par

dv; s,  ds
— = (V: — - _°
‘/;/_ ( t 7Tt) St +7Tt Sé
— (V, — w)r(t, Xo)dt +m | a(t, Xy)dt + b(t, X,)dB; + / 5(t, 2)N(dt, dz)

R

= Vir(t, X,)dt — mor(t, X3 )dt + malt, Xp)dt + mb(t, X;)dB, + [ md(t, z)N(dt, dz)

B

= [Vir(t, Xy) + m(a(t, Xy) — r(t, Xy))|dt + mb(t, X;)d B, + /Wté(t, 2)N(dt, dz),

R
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donc

dVy = [Vir(t, X¢) + mi(a(t, Xy) — r(t, Xi))] Vi-dt

+ mb(t, X)) Vi-dB; + / m0(t, 2)V,- N(dt, dz).
R

Définition 3.3.2 Une stratégie admissible est de carré intégrable (F;)i>o— adapté

avec valeurs dans R, le processus 7 tel que (3.15) admet une solution fort (Vi)icpo,m,
T

qui satisfait B /|Vt|dt < 4o00.

0

Ensuite, 'ensemble de toutes les stratégies admissibles est noté par U,,. L'inves-
tisseur veut minimiser son utilité attendue sur ’ensemble i/,;, dans un certain

temps terminal 7" > 0

J(x()) = %E(Vﬁ). (3.16)

En choisissant une stratégie de choix de portefeuille appropriée 7(.), ou ’exposant

0 > 0 est appelé parameétre risque sensible.

Si on mettre § = 1 l'utilité (3.16)) réduit au cas de risque-neutre habituel, ’espé-

rance sous la mesure de probabilité P est notée par E.

Lemme 3.3.1 Nous pouvons réécrire lespérance B(V) décrite dans I’équation

(3.16), en terme de l’exponentielle attendue du critére intégrale comme

T
1
Je(w(.)):5%9E@ exp H/h(t,Xt,m,z)dt ,

0

ot Bg est la nouvelle espérance par rapport a la mesure de probabilité Q, et la
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fonction h est donnée par

1
h(t, Xy, m, 2) = _§<9 — Db, Xo) + Vir(t, Xe) + m [a(t, Xy) — (L, X3)]

+ / {%[(1+m5(t,z))‘9—1]—7Tt5(t>2)}ﬂ(dz)-

|z|<R

Preuve. On a V{ = exp {In(V})} = exp {6 In(V7)} . On applique la formule d’It6-
Lévy (2.1) a la valeur logarithmique de richesse In(V?) = 01In(V;) = 0f(¢,V;). On

trouve

0df (t,V;) = 0d (In(V3))

 fof of 102
9{(915 (1, Vi)t + S (8 VdVe 4 555 (V) (dVe, aVa)
n / (6 Vie 4+ Viemd(t,2)) — F( Vi)
|z|]<R
of

—%(t, Vi- )Vi-mo (¢, z)} p(dz)dt
+/ [f(t, V- + Viemd(t,2)) — f(t,Vi-)] N(dt,dZ)}
=0 —dv; 3 ( ! ) 26%(t, X, ) V2 dt

Vi V2
+ / In(Vi- + Vi-m(t, 2)) — In(Vi-) — md(¢, 2)] u(dz)dt

|z|<R

+ / In(Vi- + Vi-mb(t, 2)) — In(V;-)] N(dt,dz)}.
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Alors
Qdf (t, V) = 0 {[Vir(t, X;) + m(a(t, X,) — r(t, X;))]dt
+mib(t, X;)dB; — %wflﬂ(t, X,)dt
+ / (Vi + Vi mi(t, 2)) — In(Vi) — m(t, 2)] pu(dz)dt
|z|<R
+ / In(V;- 4 Vi-md(t, 2)) — In(V;-)] N(dt,dz)} : (3.17)
d’ot

0 / In(Vi- + Vi_mo(t, 2)) — In(Vi-) — md(t, 2)|u(dz)dt

|z|<R

=0 / In(Vi- (1 +md(t, 2))) — In(Vi-) — md(t, 2)|u(dz)dt
|z|]<R
=0 / In(1 + md(t, z)) — mo(t, 2)]p(dz)dt
|z|<R
_ / O1n(1 + m(t, 2)) — Omd(t, 2)]p(d=)dt
|z|]<R
_ / [0In(1+ md(t,2)) + 1 — 1 — (1 + m(t, 2))°
|z|<R

+(1 4+ md(t, 2))" — 0md(t, )] p(dz)dt.
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Donc

f / (V- +Vy md(t, ) — (Vi) — w6 (¢, 2)|pu(dz)dt

|z|<R

= / [In(1 +m6(t, )" +1— (1 +m8(t, 2))°] p(dz)dt
lz|<R

L0 / { (1 +md(t, ) — 1] —Wté(t,z)}u(dz)dt.
|z|<R

En substituant ’équation (3.18) dans (3.17]), on trouve

Ve = exp {ln(Vﬁ)}

T

= exp {ln (Vo) + /[%T(t7Xt) + m(a(t, Xy) — r(t, X¢))]dt

0

T T
1
+/7Ttb(t,Xt>dBt - 5/7Tt2b2<t,Xt)dt
0 0

—i—/ / (1 +m6(t, )" +1— (1 + m8(t 2))°] p(dz)dt

0||<R

/ / { (14 mal >>9—1J—ﬂt5<t,z>}u<dz>dt

0 |z[<R

4 /T / In(1+ m8(t, 2)) N (dt, dz)} } |
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Ensuite, nous obtenons apreés savoir pris 'attente

LB lexp(6 (V)]

1
SEV] = -

0

T
1
= EE lexp{ln Vi)Y exp {0/ Vir(t, Xy) + mi(a(t, Xy) — r(t, X))l dt
0

T

1
—50 7Tt2b2(t, Xt)dt + e/ﬂ'tb<t7 Xt)dBt
0

Ot~

+J /UM1+m&awﬁ+1—u+wﬁwaﬁmwww

|z|<R

+6 (1 —m,d(t,2))° — 1] — md(t, z)} p(dz)dt

<R

/m +md(t, )| N (dt, dz)}]

1
= 5%91@

Ll
Al

exp {9 / (Vir(t, X)) + m(alt, Xo) — r(t, X))}t

T

2/7Tb2tXt
0

T
1
—§W/}%%axgﬁ+ﬂ/}¢@gmm3t
0

0

}_x

T
1
—59/ 202 (t, X, )dt + =
0
T

0 — m,0(t, 2))? z
+/ /{mu+W@@¢»-+1 (14 md(t, )" bpu(dz)dt

0||<R

+9/ / { 1+ md(t,2)) — 1] — mo(t, z)} p(dz)dt

0 |z|<R

10 /T / 1n<1+wt5(t,z))ﬁ<dt,dz)}] |
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On a

1 1
5E[ng] = 5‘/0015

exp {9 / ([Vir(t, X,) + m(alt, X,) — r(t, X,))] bt

+0 / / { 1+ md(t, 2))° —1]—7rt6(t,z)}u(dz)dt

0|\<R

T
1 1
-5 / 202 (t, X,)dt + 202/7Tt2b2(t,Xt)dt} X

0 0

T
1
exp {592/7%21)2(757 Xy)dt + H/Wtb(t’ X:)dB,
; 0

+/T / {In(1 4+ m0(t,2))’ + 1 — (1 + md(t, 2))?}u(dz)dt
0 o<
+6 /T / In(1 +7rt5(t,z))]\7(dt,dz)}]
:%%iﬂxﬂ.
O
I = exp {e h t, X, 7, )dt}
— exp {H/T Vir(t, X;) + mi(a(t, X;) — r(t, X,))]dt

9 /F 1— md(t, 2))° —1]—7@5(75,2)} p(dz)dt

0 |2|<R

9/-%(9— )Wtbz(t,Xt)dt},

+
%
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avec

h(t, X;, T, 2) = [—%(9 — 1)72b3(t, Xt)] dt + [Vir(t, X;) + m(a(t, X;) — r(t, X;))] dt

+ / B (1= md(t, 2)) — 1] — mdl(t, z)] u(d=)dt,

|z|]<R

et

T T
1
J = Zr = exp —592/7rt2b2(t, X;)dt + Q/Wtb(t, X,)dB,
0

0
T

+/ / In(1+md(t, 2))" +1— (14 md(t,2))°] p(dz)dt

0 |z|<R
T

+0 / / In(1+ m3(t, 2)) N (dt, dz)

0 R
On a la condition de Novikov pour le processus d’It6-Lévy

T T

1 -

Ep |exp i/vfdt—i— //BQ(t,z)N(dt,dz) < 00,
0 0 R

avec vy = Omb(t, X;), et B(t,2) = 0In[(1 + md(t,2))]. En appliquant la trans-

formation de Girsanov (3.3.1)), le terme intégral stochastique peut étre défini, et

selon I’hypothese de la condition de Novikov, nous obtenons

aQ _

— 7.
dP r
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Donc

1 1
J(w() = 5V (V] = S Vi [1 x J]
1 [ 10 r
= E%GEIP’ ﬁ €Xp Q/h(t7 Xt7 T, Z)dt
L 0
1 [ T
= EVOGEP Z1 exp Q/h(t,Xt,m, z)dt
L 0

T

1

= E%GEQ exXp e/h(t,Xt,ﬂ't,Z>dt R
0

avec Eq est la nouvelle espérance par rapport a la mesure de probabilités Q. m
Lemme 3.3.2 Notre dynamique (3.14) satisfait 'EDS avec saut suivant

dX, = f(t. X7y, 2)dt + o(t, X,)dBE + / (1, ) NO(dt d2),
R
XO =2,

ot la fonction f donné par

ft, Xy, 7, 2) = alt, Xy) — Omo(t, Xp)b(t, Xy) — / (14 m6(t, 2))’ u(dz).

|z|]<R

Preuve. Appliquer la transformation de Girsanov dans le théoréeme 17 (3.3.2), on

note par
t

B2 = B, + 9/7rsb(s,X5)ds,

0
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otl BY est un mouvement brownien standard, sous la mesure de probabilités Q,

et la Q—mesure aléatoire de Poisson compensée est donnée par
t t t
//N@(ds,dz) = //N(ds,dz) +/ / (1 + m8(s, 2))? u(dz)ds.
0 R 0 R 0 |z|<R

Pour tout 0 < s <t,ona

dX, = a(t, X;)dt + o(t, X;)dB; + / ~v(t, )N (dt, dz)
R

t
= a(t, Xy)dt + o(t, X,)d | BY — Q/st(s, X,)ds
0

+ / v(t,z) | N@(dt,dz) — / (14 md(t, 2))° u(dz)dt

|z|<R

Alors

dXt = f(t, Xt, Tt, Z)dt + O'(t, Xt)dB;@ + /'Y(t, Z)NQ(dt7 dZ)
R

XO:xa

avec

F(t, Xy m, 2) = alt, X,) — Omo(t, X,)b(t, X;) — / (1 + md(t, 2))° uldz).

|z|<R

La preuve est terminée. =
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons essayé d’appliquer théoréme de Girsanov sur
processus d’Ito-Lévy, et pour expliquer l’objectif de ce mémoire, nous avons donné
l’exemple du marché financier de la sensibilité au risque, et par l’application de
transformation de Girsanov dans un marché auto-financier, en fait de la dyna-
mique de la valeur de richesse avec processus de diffusion de saut, nous avons

obtenu un nouveau processus stochastique a partir du changement de probabilité.
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Réesumeé

Dans ce mémoire, Nous avons étudié théoremes de Girsanov, ou nhous avons commenceé par
un rappel du calcul stochastique et des eéquations différentielles stochastiques, puis nous avons
passé pour parler de changement de probabilité et des théoremes de Girsanov, a la fin pour
clarifier notre objectif de ce mémoire, nous avons donné un exemple de l|'application de
transformation de Girsanov dans les marchés financiers.

Abstract

In this work, we studied Girsanov’s theorems, where we started with a reminder of stochastic
calculation and stochastic differential equations, then we passed to talk about changing in
probability and Girsanov’s theorems, at the end of this work, and to illustrate our goal, we gave an
example of the application of Girsanov’s transformation in financial market.
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