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Résumé

Cette thése porte sur les équations intégrales stochastiques rétrogrades de Volterra
(EISRV en abrégé). Ce type d’équations est utilisé en mathématique financiéres et on
controle stochastique.

L’objectif principal de cette thése est ’étude de 'existence et de 'unicité de la solution

des EISRV.

Mot-clés : Equations intégrales stochastiques rétrogrades de Volterra (EISRV), équations

différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR), existence et unicité du solution.
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Abstract

This thesis treats of backward stochastic Volterra integral equations. This type of equa-
tions is used in financial mathematics and stochastic control.
The main objective of this thesis is the study of the existence and the uniqueness of the

solution of the (BSVIE).

Key-words : Backward stochastic Volterra integral equations (BSVIE), Backward sto-

chastic differential equations (BSDE), Existence and uniquence of the solution.
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Notations et symbols

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous :

Rd
Rdxm
L2 (Fr)
B (R9)

P — ps
dt @ dPP
E (X)
E(X/F)
BDG
EDS
EDSR
EISRV
cadlag
MB

: Espace réel euclidien de dimension d.

: Ensemble des matrices réelles d x m.

: Espace des variables aléatoires de carée intégrable Fr—mesurable
: La tribu de Borel sur R9.

: Transposée de la matrice z.

: Presque stirment pour la mesure de probabilité P.

: Mesure produit de mesur de lebesgue sur [0, 7] avec la mesure dP.
: Espérence mathématique de la variable aléatoire X.

: Espérence conditionnelle de la variable aléatoire X pa rapport a F;.
: Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy.

: Equation différentielle stochastique.

: Equation différentielle stochastique rétrograde.

: Equations intégrales stochastiques rétrogrades de Volterra.

: Continue a droite, admet limite a gauche.

: Mouvement Brownien.
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Introduction

Les équations intégrales stochastiques de Volterra (EISV en abrégé) sont un type spécial
d’équations intégrales. Ils représentent des modeles intéressants de dynamique stochastique
avec mémoire, ont des applications par exemple en ingénierie, biologie et finance. Dans
cette these on s’intérrese aux équations intégrales stochastiques rétrogrades de Volterra

(EISRV en abrége).

On définit un mouvement Brownien standard d—dimensionnel B; sur un espace de pro-
babilité filtré complet (Q, F, (F;),50,P) et on note (F),-, sa filtration naturelle (7)., =

o (Bs, s < t). L’équation stochastique différentielle (EDS en abrégé) est donnée par :

dX, = b(t, X,)dt + o(t, X;)dB
= bl Xojdi 4 o(f, X.) Y ovteo,T], (1)

X[):.T

Les résultats concernant 1’équation peuvent étre trouvés dans de nombreux livres

(voir [6] et [7]). L’équation (1)) est sous forme intégrale :
t t
Xy =z+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs, ¥Vt € [0,T7], (2)
0 0
Cela nous suggere naturellement que l'on peut considérer la forme intégrale suivante :
t t
Xy =&(t) + / b(t,s, Xs)ds + / o(t,s, Xs)dBs, Vvt € [0,T], (3)
0 0

Ce qui précede est une équation intégrale stochastique de Volterra, pour certaines études



Introduction

systématiques (méme pour des cas plus généraux) ont été effectuées dans la littérature (voir
et par exemple). En général on ne peut pas transformer en EDSF de la forme

(1), meéme si les coefficients b et o sont lisses.

Mathématiquement plus général que . D’autre part du point vue des applications
pratiques permet une certaine dépendance & long terme du bruit dans les modeéles
considérés. Il est intéressant que I'on puisse méme permettre a o (¢, s, X (s)) d’étre seule-
ment J;—mesurable d’une certaine maniére (il faut donc anticiper les intégrales) mais on
pourrait avoir des solutions adaptées. Donc la théorie pour est beaucoup plus riche
que celle de . D’autre part, en 1973 Bismut introduit les équations stochastiques rétro-
grades (linéaires) pour la premiéres fois. Pardoux et Peng ont étudi¢ d’abord les EDSR

non linéaires générales de la forme suivante en 1990 :

_d}/:‘, = g<t7}/}/7 Zt)dt - thBt7 0 S t S T7
Yr=¢

(4)

C’est un probléme de valeur terminale pour une équation différentielle stochastique .
Par une solution adaptée on prend un couple de processus (Y, Z) qui est F;—adaptée et
satisfaisant . Maintenant , on prend le point de vue de la relation entre et . Nous

savons que (4)) est interprété comme ’équation intégrale suivante :

T T
Y, =¢ +/ 9(s,Ys, Z,)ds — / ZydB,,0 <t < T. (5)
t t

Nous pouvons appeler (5) une équation intégrale stochastique rétrograde de Volterra

(EISRV en abrégé) inspiré par , nous nous posons la question suivante :

Quel est I'analogique de pour comme pour ?

L’analogique doit prendre la forme suivante :

Y(t)_é“(t)Jr/tTh(t,s,Y(s),Z(t,s),Z(s,t))ds—/tT Z2(t,5)dB,, ¥t € [0,T],  (6)
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ou & et h sont données et on cherche le couple (Y, Z). On appelle @ une équation intégrale

stochastique rétrograde de Volterra. Les caractéristiques importantes de (@ sont :
e Le terme Z (t,s) dépends de t.

e La dérive (drift) dépends des deux termes Z (t,s) et Z (s,t) en général.

Le mémoire présenté est partagé en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels des résultats importante en calcule stochas-
tique. On va présenter des définitions, propositions et théorémes faits sans démonstrations
car ce chapitre a pour bute de mettre le lecteur dans le cadre théorique de notre étude.

Dans le deuxiéme chapitre, on abordera les équations différentielles stochastiques rétro-

grades standards (EDSR) par la présentation du théoréme de Pardoux et Peng.

Enfin, dans le troisiéme chapitre nous étudions l'existence et 1'unicité d’une solution

pour les équations intégrales stochastiques rétrogrades de Volterra (EISRV).



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions de base concernant le calcule sto-

chastique.

1.1 Calcule stochastique
Dans la suite (£2, F,P) est un espace probabilisé.

Définition 1.1.1 (Filtration). Une filtration est une famille croissante de sous tribus de

F, pour tout 0 < s <t < o0, Fs C Fy.

Définition 1.1.2 (Filtration naturelle). Soit X = (X;);>0 un processus stochastique
définie sur un espace de probabilité (2, F,P). Une filtration naturelle associée a X est la
filtration définie par :

Fi=0(X,s<t),Vt>0.

Définition 1.1.3 (Processus stochastique). Soit T un ensemble. On appelle processus
stochastique indexé par T et & valeurs dans R? une famille (X;)ier d’applications mesu-

rables de (2, F) dans R, B(R?) telle que pour tout t € T, X, est une variable aléatoire.
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Définition 1.1.4 (Processus mesurable). Un processus X est dit mesurable si l’appli-
cation (t,w) — X;(w) de Ry x Q dans RY est mesurable par rapport auz tribus B(R,)®F
et B(RY).

Définition 1.1.5 (Processus continu). On dit que le processus est a trajectoires conti-

nues (ou est continu) si les applications t — X,(w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.1.6 (Processus adapté). Un processus stochastique X = (X;,t > 0) est
dit adapté par rapport a une flltration F; (ou bien Fi-adapté) si X, est F;-mesurable pour

tout t.

Définition 1.1.7 (Processus cadlag). Un processus X = (X;)ier+ est dit cadlag (continu
a droite limité o gauche) si ses trajectoires sont continues & droite et limitées a gauche

pour presque tout w.

Définition 1.1.8 (Processus progressivement mesurable). Un processus X = (Xi)ier+

est dit progressivement mesurable (ou progressif) si pour tout t Uapplication :

([0,¢] x Q,B([0,t] ® F) — (R?, B (R))

(s,w) = X (w),
est mesurable.

1.1.1 Mouvement Brownien

Définition 1.1.9 (Mouvement Brownien). On appelle un mouvement Brownien stan-
dard tout processus stochastique B; a valeurs réelles tel que :

1. P—p.s. t — By(w) est continue.

2. Pour 0 < s < t, (By — By) est indépendant de la tribu c{B,,u < s} et de loi

gaussienne centrée de variance (t — s).
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3. B, =0,P—p.s.
4. Pour tout t > 0, la variable aléatoire B; suit la loi gaussienne centrée de variance t
donc de densité (2mt) ™V 2exp{—22/(2t)}.
Proposition 1.1.1 Soit B un M B standard.
1. Pour tout s > 0, {By1s — Bs >0 est un M B indépendant de o{B,,u < s}.
2. —B est aussi un M B.
3. Pour tout ¢ > 0, {cB;/c*}1>0 est un M B.

4. Le processus défini par Xo =0 et X; = tBy;; est un MB.

1.1.2 Martingales

Définition 1.1.10 (Martingale G temps continue). Une famille de variables aléatoires
(Xt)yso est une martingale par rapport a la filtration (F),s, si :

1. X, est intégrable, ¥Vt > 0,

2. Xy est Fy—adapté, ¥Vt > 0,

3. Vs <t:B[X;/Fs] = Xs.
Définition 1.1.11 Une famille de variables aléatoires (Xi),., est une sur-martingale
(resp.sous-martingale) par rapport a la filtration (Fy),sq si -

1. X, est F;—adapté et intégrable, Vt > 0,

2. E{Xt /fs] S Xs; Vs S t; (7”68]9. E[Xt /fs] 2 Xs)

Définition 1.1.12 (Martingale locale). Un processus cadlag adapté X = (X;),, est
une martingale locale s’il existe une suite de temps d’arrét (1)), croissante vers l'infini

telle que Yn € N le processus arrété X' soit une martingale nulle en 0, i.e : Xy = 0.

Définition 1.1.13 (Semi-martingale) . Une semi-martingale continue est un processus
X qui s’écrit X = M + 'V, ou M est une martingale locale continue et V' est un processus

continu adapté a variation borné tel que Vo = 0.

6
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Définition 1.1.14 (Temps d’arrét). Un temps d’arrét  par rapport a la filtration (F) -

est une application 7 : Q — R, telle que :

ViteR" {7 <t} ={weQ/7(w) <t} eF.

1.2 Intégrale stochastique

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité et B un movement brownien sur cet espace.
On désigne par FP = o {B,, s < t} la filtration naturelle du M B.

Lintégrale stochastique ou I'intégrale d’It6 est une intégrale de la forme suivante :

t
/ 0.dB,,
0

ou {f,,s > 0} est un processus stochastique.
Définition 1.2.1 On dit que {0;,t > 0} est un bon processus s’il est FP—adapté, cadlag
et st :

E [f(f@?ds] < o0, Vt>0.

1.2.1 Propriétés de l’'intégrale stochastique

Proposition 1.2.1 L’%ntégrale stochastique satisfait les propriétés :
1. 0 — f(f 0,dB, est linéaire.
2. Le processus ( f; HSdBS> est a trajectoires continues.

0<t<T
3. Le processus (f(f HSdBS> est F;—adapté.

0<t<T

4 B[ fy 0.8, =0 et Var ([ 0.aB,) =B | [ 62ds|.

5. Propriété d’isométrie : pour deux bons processus 6 et ¢

Ve >0 B K/OtHSdBS) (/qussdBS)} —F [/Md} ,
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1.2.2 Calcule d’Ito6

Définition 1.2.2 (Processus d’It6). On appelle processus d’Ité un processus X a va-

leurs réelles tel que :

P—ps, YVO<t<T: X,=a+ [ bds+ [, 0.dB,.

ol x est Fo—mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurable vérifiant :

[ |bs|ds < 0o et [ |og)*ds < o0,P — p.s.

Le processus s’écrit sous forme différentielle

dXt = btdt + O'tdBt7 X() =T.

Le coefficient b s’appelle la dérive (drift) et o s’appelle le coefficient de diffusion (ou

volatilité).

Remarque 1.2.1 a) La décomposition d’un processus d’Ité est unique,
b) Le processus t — x + fot bsds est la partie a variation finie de X,

c) Le processus t — fot 0sdB; est la partie martingale de X (martingale locale).

Théorlme 1.2.1 (Formule d’It6). Soit (X),<p un processus d’It6 de la forme

t t
Xy =x+ / b.ds + / 0.dBy,
0 0
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et f € CY2([0,T] x R) et pour tout 0 <t < T, nous avons presque surement

ft,X,) = f(o,X0)+/f; (s,Xs)der/f; (s, X,) bsds
0 0

t t
+ /fm (s, X5) Usst_i‘%/f,m (s, X) Ugdsv
0 0

ot C12 ([0, T] x R) est I’espace des fonction continues, dont les dérivées d’ordre 1 ent et

les dérivées jusqu’a l'ordre 2 en x sont continues par rapport & (t,x) .

1.3 Inégalités et théorémes utiles

Proposition 1.3.1 (Inégalité maximale). Soit 0 un bon processus alors :

(o] ([ ]

Proposition 1.3.2 (Inégalité de Holder). Soient p,q € [1,+00[ des exposants conju-

1 1
gués i.e : —+ — = 1. 8i f, g sont des applications mesurables, alors :
p q

1Fglly < A1, llall, -

Quand p = ¢ = 2 'inégalité de Holder donne I'inégalité de Cauchy-Schwartz, i.e :

1Fglly < W f1l2 Nlglly

Lemme 1.3.1 (Lemme de Gronwall). Soit g : [0,7] — R une fonction continue telle

que, pour tout t :

t
g(t)§a+b/ g(s)ds,aeR,b>0.
0
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Alors pour tout ¢ :

g (t) < aexp(bt).

Théorlme 1.3.1 (Théoréme de Fubini). Soit f une fonction continue sur [a, b] X [c, d]

a valeurs dans un ensemble E, alors :

/ab (/cdf(x’y)‘@ dw:/cd (/abf(x,y)dx) dy.

Théorlme 1.3.2 (Théoréme de représentation des martingales Browniennes).

Soit M une martingale cadlag de carré intégrable pour la filtration du M B {EB} rel0.1)’

alors il existe un unique processus (Zt)te[o,Tp tel que :
P—ps, Vte[0,T), M,= M+ [, Z,dB,.

Théorlme 1.3.3 (Théoréme du point fire de Picard). Soit (E,d) un espace métrique

complet et  : E — E une fonction contractante c’est a dire il existe k € [0, 1] tel que :
d(®(z), ®(y)) < kd(z,y), Yo,y € E

Alors il existe un unique point o € E tel que ®(a) = av.

Théorlme 1.3.4 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy BDG). Pour tout p > 0,
il existe des constantes positives c, et C,, telles que, pour toute martingale locale continue

X = (Xt)geyer €t tout T >0, on ait

B [<X>§] <K { sup \Xt|p] <CO,E [(X)ﬂ .

0<t<T

10



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la formule d’équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades (EDSR en abrégé), et montrer le résultat d’existence et d’unicité des

solutions dans le cas lipschitzienne.

2.1 Equation différentielle stochastique

Cette section introduit les équations différentielles stochastiques dirigées par un mou-
vement brownien. Ces équations permettent de tenir compte d’un bruit aléatoire dans
I’évolution d’'un phénomeéne. En particulier, elles fournissent des modeéles en physique,

biologie, économie et finance.

2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est de la forme :

X():.T,

11
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ou :
e b:[0,7T] x RF — RF (la dérive) et o : [0,7] x R¥ — R**4 (le coefficient de diffusion)

sont deux fonctions mesurables bornées, ot :T" > 0 et k,d € N.

e x € R¥ une condition initiale (de carré intégrable et indépendante du M B B).
Cette équation est constituée par :

a. Un espace de probabilité filtré complet (2, F, (F;)i>0, P) ot la filtration est définie pour
tout t positif par :
Fi=0{o(x,Bs;s <t)UN}.

b. Un (F),., —mouvement brownien B & valeurs dans R®.

c. Un processus X = {X;,t > 0} continue (F;),5, —adapté tel que les intégrales :

¢ ¢
/ b(s, Xs)ds et / o(s, Xs)dBs,
0 0

sont bien définies et de plus ’égalité :
t t
X;=x+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBg, ¥t € [0,T], (2.2)
0 0

soit satisfaite V¢t € [0,7] P — ps.

Définition 2.1.2 (Solution forte). Un processus continu X est dit solution forte de I’EDS
BT si -
e X est progressivement mesurable.

e P—p.s f(f {|b(s, X)| + ||lo(s, Xs)||*} ds < oo, ou ||o|| = trace(oc?), telle que oot la

matrice de diffusion.

t t
e P-psona:X,=z+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs, ¥t € 0,T].
0 0

12
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2.1.2 Existence et unicité des solutions

Pour assurer 'existence et I'unicité d'une solution on a besoin de deux types de condi-
tions pour les fonctions b et o.

Notation :

i) §? (Rk) : Espace de Banach constitué des processus X progressivement mesurable, tels
que :

1/2
E [ sup |Xt|2] <oo et || X||=E { sup |Xt|2] .
0<t<T 0<t<T

i) S? (Rk) : Sous espace de S? formé des processus X continus.

Théorlme 2.1.1 (Existence et unicité). Soient b et o deux fonctions boréliennes. Suppo-

sons qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout t € [0,T], z,y € R™ :

e Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :

[b(t, ) = 0(t, y)| + [lo(t, ) — ot y)|| < K|z =yl

e (roissance linéaire :

[6(t, )| + [lo(t, )| < K (1 + [z]).

e La condition initiale = est de carré intégrable i.e : E[|z]?] < oco.
Alors ’'EDS (2.1]) posséde une unique solution appartient a S et donc a S2.
2.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

2.2.1 Structuration du probléme

Soient (2, F, (F),¢ , P) un espace probabilisé filtré, une variable aléatoire § € L2 (9, F)

et un processus Y qui est adapté par rapport & la filtration (ft)tzo )

13
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On voudrait résoudre 1’équation différentielle :

—dY,
dt

:f(Y;t)v t€[07T]7 YT:&-

Considérons ’exemple ou f est identiquement nul (f = 0). La solution de cette EDS est
Y, = &, qui n’est pas adapté si £ n’est pas deterministe. Le processus adapté le plus proche
de la solution est la martingale Y; = E (£ /F).

Alors en utilisant le théoréme de représentation des martingale browiennes, il existe un

processus unique Z tel que :

On prend t = T, alors

Donc,

T
Yt:g—/ZSst.
t

On voit donc apparaitre sur notre exemple une seconde inconnue qui est le processus Z
dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Pour obtenir la plus grande généralité, on permet a f de dépendre du processus 7, I’équa-

14
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tion devient donc :
T T
Y, :§+/f(s,YS,Zs)dr—/stBs, 0<t<T.
t t

2.2.2 Notations et définitions

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité complet, B; un mouvemement brownien de
dimension d sur cet espace, et (F3),-, sa filtration naturelle.

Fixons d’abord quelques notations :

o G2 (Rk) : Espace vectoriel formé par les processus Y progressivement mesuable & valeur

dans R¥, tel que

VI =5 sup %) <
0<t<T

e 5% (R¥) : Sous espace de S* formé par les processus continus.

o M? (Rk Xd) : Espace formé par les processus Z progressivement mesuable a valeur dans

R¥*4 tel que

T
1215 =B | [ 1Z]7as ) <.
0

oil pour z € RF¥4_||z||> = tr (22) .

e 132 : Espace de Banach S? (R*) x M? (R**%), muni de la norm :
T
0 2)ls =B | sup i+ [ 122 ds
0<t<T /

Remarque 2.2.1 Les espaces 5%, 5%, M?, B? sont des espaces de Banach pour les normes

définies précédemment.

15
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Définition 2.2.1 Les EDSR sont des équations de type :

aY, = f (t,Y;, Z,) dt — Z,dB,

)

Yr = 57 0<t<T
o, sous forme intégrale,
T T
Y, =6+ /f (5,Ys, Z0) ds — /stBS. (2.3)
t t

Remarque 2.2.2 Les éléments de base de I’EDSR sont :

o La fonction f : [0, T] x Q x R¥ x R**4 — R* est appelé le générateur, telle que pour tout

(y,2) € R x R™ le processus (f (t, e, 2t))gcycr S0t progressivement mesurable.

o & est une variable aléatoire de carré intégrable, Fr—mesurable a valeur dans R¥ (condi-

tion terminale).

Définition 2.2.2 On dit que le couple {(Y:, Zt) },c (o ) st une solution de I’équation (2.3))si :

o Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans RF et R¥*9;

T
. /{|f<s,ys,zs>| L ZJY ds < oci P — pus.
0

o Pour0<t<T ona:

T T
Y;:§+/f(s,YS,Zs)ds—/stBs, P — p.s.
¢ t

Remarque 2.2.3 Comme les intégrales de l’équation précédente sont bien définies, Y est

un semi-martingale continue.

Proposition 2.2.1 Supposons qu’il existe un processus { ft}ogth positif appartient a

M? (R’”d) et une constante positive \ tels que

V(t,y,2) € [0,T] x RE X RM | (t,y, 2)| < fo+ A(lyl + [121]) -

16
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Si{(Yy, Z1)}og<yer est une solution de 'EDSR (2.3)) telle que Z € M? alors Y appartient

s Q2
a Sz

2.3 Existance et unicité des solutions

En 1990, E. Pardoux et S. Peng ont démontré 1’existence et 'unicité des soulions de
EDSR dans le cas ot le générateur f est lipschitzien par rapport aux deux variables y et

zZ.

Définition 2.3.1 Le couple (f,§) est appelé paramétres standards pour l'équation (2.3))
St :
> & est une variable aléatoire Fr-mesurable vérifiée : | (|§|2) < o0;
T
> f(.,0,0) un processus prévisible vérifié : E /]f (t,0, 0)\2 dt | < oo;
0
> Le générateur est lipschitzien par rapport y et z, c.a.d :

dA>0: V(yl, 21) s (yQ,ZQ) S Rk X RkXd,
|f oy, 21) = ftyas 22)] S A(lyn — gl + || 21— 22 )

Commencons par un cas particulier :
On prend le générateur f indépendant de y et de z. On se donne ¢ de carré intégrable et

un processus {Fi . , .o dans M? et on veut trouver une solution de 'EDSR :
T T
Kzf—i—/Fst—/stBs, 0<t<T. (2.4)
t t

Lemme 2.3.1 Soient { € L? (Fr) et {F;} oy € M? (R¥*?). L’EDSR (2.4) posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?2.

17
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Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z €

M? (R'“d). Si on prend 'espérence conditionnelle sachant F;, on a :

Y, =E(Y, /F) :E<g+/TFsds—/TstBs/ft>

t

T
:E(§+/ Fsds/]-"t),
t
T T
car / ZsdB, est une martingale (E (/ stBs) = O) .
t t

On définit donc Y a l'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z.
Remarquons que d’aprés le théoréeme Fubini, comme F' est progressivement mesurable,
fot F,ds est un processus adapté a la filtration {E}te[O,TP en fait dans S? puisque F est de

carré intégrable. On a alors Vt € [0,T],

T t t
Yt:E(g—k/ Fsds/}"t) —/Fsds = Mt—/FSds,
0 0 0

et puisque M, est une martingale brownienne, d’aprés le théoréme de représentation des

martingales browniennes on construit un processus unique Z € M?2 tel que :
t
M; = M, —|—/ ZdBg,
0

alors

t t t
Yt:Mt—/FSdSZMO—I—/ZSdBS—/FSds.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée puisque

comme Yy =&,

t t T T
Y, — &= M, +/ ZsdBs — / Fids — (MO —|—/ ZydB, — / Fsds) :
0 0 0 0

18
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donc

T T
Y}:/ Fsds—/ ZsdBs.
t t

L unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?. m

Nous énoncons a présent le théoréeme d’existence de Pardoux-Peng.

Théorlme 2.3.1 (Pardouz-Peng 1990). Sous les hypothéses (L) suivantes :

e Condition de Lipschitz en y et z : IXN > 0:VY (y1,21), (42, 22) € R¥ x RF*d

|f (tyn,21) — (6 y2, 22)] S Ay — wa| + |20 — 22)) -

e Condition d’intégrabilité :
T
B (1P + 1 s0.0Rds | <.
0

L’EDSR (2.3), posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

Preuve. On utilise la méthode du point fixe de I’espace de Banach B? en construisant
une application ¥ de B? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B? est solution de 'EDSR
(2.3) si et seulement si c’est un point fixe de V.

Soit 'application ¥ définit comme suit :

U B2 - B
(U, V)= WU, V)=(Y,2),

comme étant la solution de 'EDSR :

T T
Vi—¢t [fUVds— [ZaB., 0<t<T, (2.5)
t t
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Etape 1 : Montrons que ¥ de B? dans lui méme est bien définie.

Posons F = f (s, Us, V), ce processus appartient & M? puisque, f étant Lipschitzien

)

f 5,00V = f (5.0 V)| <A (JU, = T + |1 = Vs

<A (

|

pour V,=U, = 0, on obtient
[Fs| <1 (5,0,0)] + AU+ A|Vil] -

D’aprés le Lemme (2.3.1)) on obtient une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?, et par
La proposition (2.2.1)) Y appartient a S?. Donc (Y, Z) € B2
Etape2 : Montrons que V¥ est contractante.

Soient (U, V) et (U, V) deux éléments de B2

(U, V)= (Y, Z), et fo(U,x’/) - (YZ)
Posonsy:Y—Yetz:Z—Z. On a alors

dy, = {f (t, U, Vi) — f <t, U, 14) } dt — 2dB,.
On applique la formule d’'It6 & exp (at) ]yt|2, on obtient :

d (eXp (at) ‘%’2) = avexp (o) ’%‘2 dt + 2exp (at) |ye| dy: + exp (at) d (y),
= aexp (at) [y dt +2exp (at) o { £ (1,0, Vi) = f (1,00, V7) e

—2exp (at) |y| 2:dB; + exp (at) ||Zt||2 dt.
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Intégrant entre ¢t et T

T

T
exp (aT)\yT\ —exp (at) ]yt / aexp (as \ys\ d8+/exp(as) stszs
t

T
¥ / 2exp (0) [yl {1 (5,0, Vo) — (5.0, Vs
T
/ 2exp (a5) [ys| 25 By,
alors
T T T
exp at) [yl + [ exp (as) [ ds = / aexp (as) |y ds + [2exp (as) .| 2B,
t t
T

—l—/QeXp (as) |ys| {f(s,US,VS) —f (s, U;,V;)}ds.

t

Comme f est A—Lipschitzienne, notant ©u = U — U Ceto=V -V
T T

exp at) [l + [ exp (as) [zl ds < [ exp (as) (Al ] + 22 e ) s

t t
T T

+ /2 exp («s) |ys| zsdBs — /exp (aus) |ys|2 ds.

t t
2

a
Pour tout € > 0, on a 2ab < — + €b? et I'inégalité précédente donne
€

T

T
2 2
exp (at) |yt|2 + /exp (as) ||zs||2ds < /exp (as) (% — a) |ys|2 ds

t

t
T
+/2 exp (as) |ys| zsdBs.
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2
On prend a = —, et on note
€

T
R. = 5/ exp (as) (|us]” + o) ds
t

T

T
exp (at) |yt|2 + /exp (aus) ||zs||2 ds < R, + 2/ exp (as) |ys| zsdBs. (2.6)
t

t

T

La martingale locale / exp (as) yszsdBs p est une martingale nulle en 0 puisque Y,

t
Y € S? et Z, Z € M?. En particulier, prenant I’espérance ce qui fait partir l'intégrale

stochastique via la remarque précédente, on obtient facilement, pour ¢t = 0

E /exp (as) ||zs))* ds| <EI[R.]. (2.7)

0

Revenant a 'inégalité (12.6) les inégalités BDG fournissent :

D=

T
B | sup oxp ()| <BIRT+CB | | [ oxp(as) ] ds
0<t<T
0
T 3
< E[R.]+ CE | sup exp( )\yt /exp as) ||z ds :
0<t<T

0

a? b
puis, comme ab < 5 + 5

1
E | sup exp (at) |yt|2] < E[R]+ 3 [ sup exp( ) |yt }

0<t<T 0<t<T

2 T
7]1*] /exp as) ||z ds
0
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Prenant en considération I'inégalité (2.7)) on obtient finalement,

T
E | sup exp (at) ly|* + /exp (as) ||2s)*ds| < (3+C?) B[R],

0<t<T
0

et par suite, revenant & la définition de R.,
T T

B | sup exp(at) [l + [ explas) [z ds| < €5 | sup expat) uf* + [ exp (as) oo ds|
0<t<T 0<t<T
0 0
onC.=e(3+C*»H(1VT).
1
Prenons ¢ tel que € (3+ C?) (1VT) = 7 Donc, Papplication ¥ est une contraction de 5

dans lui méme si on le munit de la norme :

T 2

U V)llo =E | sup exp(at)lUt|2+/eXp(OzS) IVal*ds|
0<t<T J

qui en fait un espace de Banach, cette derniére norme étant équivalente & la norme usuelle
correspondant au cas a = 0. Donc ¥ posséde une unique point fixe, ce qui assure ’existence

et I'unicité d'une solution PEDSR (2.3) dans B%. =

2.4 EDSR linéaires et théoréme de comparison

Les EDSR linéaires sont celles qui sont apparues les premiére en 1973 dans ’article de
J.M.Bismut. Comme pour les équations différentielles ordinaires, si f est linéaire, on peut

donner une formule explicite de la solution de ’EDSR.

2.4.1 EDSR linéaires

Proposition 2.4.1 Soit {(oy, 5t)}te[o,T] un processus & valeurs dans R x R, progressi-
vement musurable et borné. Soient {¢:},cop un élément de M?(R) et & une variable

aléatoire Fr—mesurable, de carré intégrable, a valeurs réelles.
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L’EDSR linéaire

T

T
Yt:§+/{asY;+Zsﬁs+¢s}ds—/stBs,
t

t

posseéde une unique solution qui vérifie :

T
Vte[0,T], Y, =T,'E [0y + / o.Duds | 7 |
t

pour tout t € [0,77],

t

t t
1
[, = exp /BSalBs - 5/ |BS|2ds + /asds
0 0

0
2.4.2 Théoréme de comparaison

Ce théoréeme permet de comparer les solutions de deux EDSR dans R dés que 'on sait

comparer les conditions terminales et les générateurs.

Théorlme 2.4.1 Soient (Y, Z) et (Y, Z) solutions des EDSR associées aux paramétres
(f7£> et <f{7€,) N
On suppose que f vérifie (L). Si & < EPps et f (t,Yy, Zy) < f(t,Yt, Zy) dt @ dP.ps, alors

V<Y, 0<t<T p.s.
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Chapitre 3

Equations intégrales stochastiques

rétrogrades de Volterra

3.1 Equation différentielle stochastique de Volterra

Les équations différentielles stochastiques de Volterra (EISV en abrégé) sont un type
spécial d’équations intégrales. Ils représentent des modéles intéressants pour la dynamique

stochastique avec mémoire, afin par exemple des applications en biologie et la finance.

3.1.1 Définitions

Soient (Q, F, (]:t)tzo ,IP) un espace de probabilité filtré complet, B un movement brow-

nien de 1—dimonsion et (F),-, la filtration naturelle augmentée du B.

Définition 3.1.1 L’équation intégtale stochastique de Volterra est donnée sous la forme :

¢ ¢
X, =¢&(t)+ /0 b(t, s, Xs)ds + /0 o(t,s, Xs)dBs, vt € [0,T], (3.1)
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ou la forme différentielle :
tob t 9o
dX; = d&(t) + n (t,s, Xs)ds + E(t, s, Xs)dBs + b(t, t, Xy)dt + o(t, t, X;)dBy,
0 0

tels que :

* € (t) est un processus F;—adapté et a trajectoire continu Vt € [0, T.

* b(t,s,x) et o(t,s,x) sont des fonctions aléatoires définies pour tout 0 < s <t < T

et v € R.

* Le processus X; est une solution de ’équation (3.1]) s’il est F;—adapté et a trajectoire

continu V¢ € [0, T7.

3.1.2 Existence et unicité des solutions

On va étudie lexistence et I'unicité de la solution de I’équation (3.1]) sous les hypothéses
suivantes.

Hypotheses H1

e £ (t) est un processus F;—adapté et cadlag.

b(t,s,z) et o(t,s,x) sont Fs—mesurable pour tout s < t.

Il existe un constant C' > 0 tel que pour tout 0 < s <t <7T ona:

b(t,s,0)]+ |o(t,s,0) <C.

e b(t,s,z) et o(t,s,x) sont Lipschitz par rapport a z, uniforme en ¢ pour tout z,z’ € R
on a:

|b(t7 87*/17) - b(t,S,I/)| + ||U(ta S,l’) - 0(t787$/)|| < C‘JI - ‘T,|'

3C > 0 tel que :

[bt, s, 2)| + [lo(t, s, 2)[| < C(1 + |z]).
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Théorlme 3.1.1 (Existence et unicité ). Si les hypothéses (H1) sont satisfaites, l’équa-

tion (3.1)) posséde une solution unique.

3.2 Equations intégrales stochastiques rétrogrades de

Volterra

3.2.1 Préliminaires

Soient (€2, F, (ﬂ)t>0 ,IP) un espace de probabilité, B; un mouvment brownien de dimen-
sion d et (]—})QO la filtration naturelle du B.
On travaillera sur ces espace :
L2(Q) = {€:Q— R: € est Fr — mesurable et B [|¢*] < 0.}
L2(0.T] x QRF) = {p:[0,T] x Q — R¥/p () est B([0,T]) ® Fr — mesurable,

/T|90(t)!2dt < 00.}
L% ([0,7],R¥) = {Y(.) € L2 ([0,T] x Q), Y (.) est F; — adapt,
Ef|Y(t)\2dt<oo,t€ 0,77 .}
L% ([0, 7)), L% ([o,T](ijxd) {Z:[0,T) x Q — R¥>4 Z(¢,.) est F; — adapté,
]E/T/T]Zts\ ) dsdt < oo, s,t € [0,7T].}

Définition 3.2.1 Une EISRV est donnée sous forme :

T T
—/h(t, s,Ys,Zt,s,Zs,t)ds—/Zt,sng, telo,7], (3.2)
t t

ol

1. h:[0,T] x [0,T] x R* x R¥>*4 x RF*d x ) — RF et £ sont deux fonction données et

h est appellé genérateur,
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2. (Y(.),Z(.,.)) est une processus inconnu.

3.3 Existance et unicité des solutions

On note par HZ ([0, T]) T'espace L%([0,T];R*) x L2([0,T]; L%([0, T] ; RF*%))

Commencons par un cas particulier :
T
Y(t)=p(t) — /ZtdeBS, te 0,17,
t

telle que : ¢(.) € L* ([0.7] x Q,R¥).

Définition 3.3.1 Chagque couple de processus stochastique (Y (.), Z(.,.)) € H%([0,T]) sa-

tisfait ’équation (3.3|) est appelé une solution adaptée de (3.3)).

Théorlme 3.3.1 Pour toute ¢(.) € L* ([0.T] x Q,R*), UEISRV (3.3) admet une solution

unique adaptée (Y (.), Z(.,.)) € H%([0,T7]), et on a la relation :

t

V() =Elo(0)] - [Z.dB., teD.T),

De plus on a l’estimation

T T

T T
E/|Y(t)|2dt+]E//|Zt75|2dsdtg (JE/|<,0(t)|2dt.
00

0 0

ou C' une constante (C' > 0).
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Preuve. Soit ¢(.) € L? ([0.T] x Q,R¥), vt € [0,T].
On a

M (r) = Ble(t) /7], re[0,T].

{(M;(r)),}, est une famille de martingale de carré intégrable. Par le théoréme de repré-
sentation des martingales Browniennes, pour chaque t il existe un unique processus Z(t, .)

de carré intégrable tel que

T

M, (r) =E (M, (0)) + /Ztﬁst.

Posons r = T, et puisque ¢(.) est Fr adaptée alors

ﬂﬂ—Ew®%=/%ﬂ&. (3.6)

Donc, on obtient
t

Y()=Elp(0)] - [Z.dB., teD.T).

On a Y(.) est F; adaptée et par (3.6)), on sait que (Y'(.), Z(.,.)) est une solution adaptée
de (3.3]). L’esperance conditionelle dans (3.3)) donne :

Y(t)=E[Y(t)/F] =Ep@) /F].

Par conséquence,

([Elp(t) /7)) dt

E [|(t)] /7" dt.
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

T T

E/ V()2 dt < E/E (p(t)2 /) dt < /E ()2 dt.

0 0

Ensuite, de (3.6]) et 'isometrie on a d’une part

T T 2 T T
/E / tsdB = /E/ |Zts| det
0 0 0 0

et d’autre part

2

T T
/ E / Z.dB,| | dt =
0 0

IE‘fl@@(t) ~E(p () dt

St~

E (lo(t)] + [E (e (1)) dt

\ﬂ

0

2/E D+ B (p(t)]?) dt

T
4/]E
0

IN

Donc,
T T

T T
E/|Y(t)|2dt+E//|Zt,s|2dsdt§5E/|g0(t)|2dt.
0 0

00
L’unicité est immédiate par 'estimation (3.5). m

Le processus ¢(.) dans (3.3]) peut se généralisé de la fagon suivant :

:/h(t,s)ds,te (0,77,

ou h(t,s) € L* ([0,T] x Q x R¥).
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3.3.1 Cas générale

Dans cette section, on considére le cas générale des EISRV (3.2)) avec h : [0,T] x [0,T] x
RF x REXd x RF>d % ) — RF,

Définition 3.3.2 Le couple (Y (.), Z(.,.)) € HZ([0,T]) satisfaisant (3.2) est appelé une

solution adaptée de (3.2)) .

On va étudie l'existence et 'unicité sous les hypothéses suivantes :
Hypothése H2 :

Soit h : [0,T] x [0, T] x R* x R¥*d x REXd x ) — RF,
— hestB ([O,T]2 x R¥ x RF4 x R**4) @ Fr_musurable.

— Il existe une constante L > 0 telle que :

|h(t,s,0,0,0)| < L,
= V() €[0,T] x[0,T),y,5 € R* 2,2,(,( € R¥*4,
IA(t 5,9, 2, Ol = h (t,5,9.2,0) < L(ly =9l + 12— 2l +[C = ()
Ce qui suit est un résultat d’existence et d’unicité pour des solutions adaptées a EISRV

B2.

Théorlme 3.3.2 Supposons que (H2) soit vérifie, alors pour tout £(.) € L*((0,T) x
Q;R¥), EISRV (3.2) admet une unique solution adaptée (Y (.), Z(.,.)) € H%([0,T]).

De plus on a l’estimation suivante :

T T T T
E[|Y))Pdt+E [ [|Z(t ) dsdt <C |1+E [ |£@t)]
[rotus]] /

Preuve. La preuve consiste a trouver une solution de 1’équation (3.2)) par la méthode du
point fixe. L’existence et 'unicité d’un point fixe vont résulter du fait que pour tout 7" > 0
'application (y, z) — (Y, Z) est contractante sur Pespace HZ ([0, 7]). D’abord en vérifiant

qu’elle est bien définit dans lui méme.
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Pour tout (y(.),2(.,.)) € HZ([0,T]),

Alors, par (H2)

T| T 2

CE /|§(t)|2dt+/ /h(t,s,y(s),z(t,s),z(s,t))ds dt

0 0 t
T T T T
CE 1+/|§(t)|2dt—|—/|y(s)\2ds+//]z(t,s)]stdt
0 0 0 0

T

E / o(t)? dt

0

IN

IN

Ainsi ¢(.) € L*([0,T] x Q;R*) d’aprés le théoréme (3.3.1)) il existe une unique solution
adaptée (Y'(.), Z(.,.)) € H% ([0, T]) au EISRV suivant :

T

Y(t) =&(t) + /h(t,s,y(s),z(t, s),z(s,t))ds — / (Z(t,s),dB(s)), (3.7)

0

pour une contante C' > 0, alors 'application (y,z) — (Y, Z) est définie de l'espace
HZ ([0, T]) dans lui méme.

Montrons que cette application est contractante sur 'espace HZ% ([0, T]), sous la norme

T T T

e omy =B [ YOF &t +E [ [ 1209
0

0 0
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Prenons un autre couple (7(.),z(.,.)) € H% ([0, T]), et soit (Y(.), Z(.,.)) la solution adap-

tée de (3.7)), alors

Y(t)-T(t) = —/ /h(t,s,y(s),z(t,s),z(s,t))—h(t,s,y() 5(t5), (s, 1)) b ds

- /[Z(t,s) Z(t,s)] dB,.

t

En appliquant le théoréme ({3.3.1]) sur [r, 7] et (H2), on obtient

E/\Y(t)—Y(t)\zdt+E//|Z(t,s)—Z(t,s)|2dsdt

s s

T 2

< C’E/ / (t,s,y(s), 2(t,s), 2(s,t) — h(t,s,y(s), Z(t,s), 2(s, t))] ds| dt

—TQE/|y t)|*dt + C(T —r) //| (t,s) — Z(t, s)|* dsdt.

On prend K (r) = C(T —r)* et Ky (r) = C(T — 1), ce qui signifie que :

1Y, 2) sz oy < K (1) 1w, 2)llaeg oy

ou K (r) =Ky (r)V Ky(r).
On choisie r de tel sort que K (r) < 1, donc 'application (y, z) — (Y, Z) est contractante
sur l'espace H% ([0, T) alors (Y'(.), Z(.,.)) € H% ([0, T]) est la solution unique de I’équation

ED. =
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/ Résumé \

Cette thése porte sur les équations intégrales stochastiques rétrogrades de Volterra
(EISRYV en abrége). Ce type d’équations est utilisé en mathématique financieres et on
contréle stochastique.
L’objectif principal de cette thése est I’étude de I’existence et de 1’unicité de la solution
des EISRV.
Mot-clés : Equations intégrales stochastiques rétrogrades de Volterra (EISRV), équations
k différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR), existence et unicité du solution. J

/ Abstract \

This thesis treats of backward stochastic Volterra integral equations. This type of equations is used
in financial mathematics and stochastic control.
The main objective of this thesis is the study of the existence and the uniqueness of the
solution of the (BSVIE).

Key-words : Backward stochastic Volterra integral equations (BSVIE), Backward stochastic

differential equations (BSDE), Existence and uniquence of the solution.
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