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Notations et symbols

(@, F, (Ft)is0 - P)
(Q,F,P)
(€, F)

Espace probabilisé filtré .
Espace probabilisé complet .
Espace mésurable .
Filtration .

Mouvement Brownien .
Espérance mathématique du processus stochastique X .
Equation différentielle stochastique .
Drift .

La fonction de cotit & minimiser .
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Ensemble des controles relaxés
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Introduction

Les équations différentielles stochastiques (EDSs) ont été introduites pour la pre-
miére fois en 1946 par K.It6 pour étudier les trajectoires d’un processus de diffu-
sion. Cette notion a été traitée de maniere profonde en relation avec la théorie des
semi-martingale. Des applications dans tous les domaines de sciences de 'ingénieur
(feltrage des processus, controle optimal, mathématiques financiéres, gestion des
stoks etc...) cette étude a porté sur le but les équations différentielles stochastiques

de type champ moyen, sous la forme suivante :

dr;, = /b(t,a:t,E (4], w) qe(du)dt + o (¢, 2, I [2,]) AW,
i
T (0) = Ty,

ou b est appelée la derive (drift) et o appelé le coeflcient de diffusion, et W; un

mouvement Brownien.

Le plan de ce travail se compose de 3 chapitres :

Chapiter 1 : Dans ce chapitre, on va présenter les définitions et les propriétés des
processus continues qui sont destinés & fournir des outils de base (processus
stochastique, martingale, quelques inégalités, mouvement brownien, calcul

d’Ito, ...etc.) que nous aurons besoin dans la suite de ce travail .



Introduction

Chapiter 2 : Dans ce chapitre, on va présenter la théorie générale et la notation
des équations différentielles stochastiques (EDS), aprés ¢a on va prouver le
théoreme d’existence et d’unicité des solutions pour les équations différen-

tielles stochastiques dans le cas ot les coefficients sont Lipschitzien.

Chapiter 3 : Le dernier chapitre est consacré d’établir les conditions nécessaires
d’optimalité (sous forme d’un principe de maximum stochastique) vérifient
par un controle optimal relaxé pour un systéme des équations différentielles
stochastiques de type champ moyen avec la fonction de cotit non linéaire

définie comme suit :
T
J(u) =E / /h(t,azt,E (4] ,u) g (du)dt + g (7, E [x7))
0
U

La méthode pour établir un principe de maximum stochastique relaxé c’est

méthode du perturbation faible (convexe).



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Géneralités sur le processus stochastique

1.1.1 Processus stochastique
Soit (Q, F, (J:t>t20 , P) un espace probabilisé filtré .

Définition 1.1.1

Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de variables aléa-

toires Y = (Y;,t € Ry) définies sur le méme espace de probabilité .

Filtration

Une filtration est une famille croissante F = (F;),-, de sous tribu F c’est-a-dire
Fs CFRCF, V0O<s<t<+o00.

Remarque 1.1.1

1. F; est la classe des événements que l’on peut identifier au temps t .

3



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

2. Un espace probabilisé (0, F,P) muni d’un filtration (F;),. est satisfait les

conditions suivantes :

o Les ensembles négligeables N sont contenus dans Fy .

o La filtration F; est continue & droite au sens ot

Fi = NseFy, Vit

o Une filtration G est dite plus grosse que F si Fy C Gy, Vt .

3. Un espace probabilisé (Q, F, P) muni d’un filtration (F;),.p se note (4, F, (Fi),r » P)

est appelé un espace probabilisé filtré.

Mesurabilité

Définition 1.1.2

Soit (Q,F) et (E,€) deux espaces mesurables. Une application f de Q) dans E est
dite (F,&)-mesurable si
f1(A) e FVA €,

ou :
fHA) ={we ] f(w) € A}.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus employées, on dit simplement que f

est mesurable .

Définition 1.1.3

Soit (Q,F) un espace mesurable, une variable aléatoire réelle (v.a.r) Y est une

application mesurable de (2, F) dans R (donc telle que Y ' (A) € F, VA € ).



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Une constante est une variable aléatoire de méme qu’une fonction indicatrice d’en-

semble de la tribu F .

Processus adapté

Définition 1.1.4

Un processus stochastique (Y;),.r est dit adapté a la filtration (F),.p (ou (Fi),p-

adapté), si pour tout t dans T, la v.a Y; est Fy;-mesurable .

1.1.2 Martingale

Cas discret

Soit F,, C Fny1 , et la tribu Fy contient les négligeables .

Définition 1.1.5

Une suite de v.a.r (Yy,),cy €st dite F,-martingale si :

i) Pour tout n € N, Y, est F,-mesurable .

it) Pour tout n € N, Y,, est intégrable c’est-a-dire

E[|Y,]] < cc.

iti) Pour toutn € N, on a

E (Y1 | Fp) = Y.

Propriété 1.1.1

E[Yoip | Fol = Yo, Vn e N et Vp e N.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Exemple 1.1.1

SiY, = Z?Zl X; ou les X; sont indépendantes équidistribueés centrées, Y, est une

martingale .

Cas continue

Soit F, C Fy Vs <t.

Définition 1.1.6

Une famille de v.a (Yy;t € [0,400]) est une martingale par rapport a la filtration
F st

i) Y, est F;-mésurable et intégrable pour tout t,
i) avec
E[Y; | Fs] = Ys, Vs < t.

Propriété 1.1.2

o SiY est une martingale on a,

E [YH =E D/O] , VE.

Propriété 1.1.3

Si (Yi, t <T) est une martingale, le processus est complétement déterminé par sa
valeur terminale :

Yi=E[Yr | F].

Cette derniére propriété est d’un usage tres fréquent en finance .



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Définition 1.1.7

Une famille de v.a (Yy;t € [0, 4+00[) est une sur-martingale (respectivement sous-

martingale) par rapport a la filtration (F;) si :
i) Y, est Fi-mesurable et intégrable pour tout t .

ii) E[Y; | F.] <Y, Vs <t (respectivement E[Y; | F,.] > Y;).

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Doob) Si'Y est une martingale continue alors

E [sup|Vi[*] <4E [|Y."].

1.1.3 Mouvement Brownien
Soit (Q, F, (]:t)te I P) un espace probabilisé filtré.

Définition 1.1.8

On appelle Fi-mouvement Brownien (ou processus de Wiener) de matrice de co-

variance H, tout processus Fy-adapté, (Wy),o; qui vérifié :

]. W():O

2. Vs, t € I avec s <t , (W; — W) est un vecteur gaussien de loi normale

N(0,(t — s)H) indépendant de F; .

3. La fonction t — Wy(w) est presque sar (p.s) continue .

Remarque 1.1.2

Lorsque H = 1 (dans la définition préssidente) alors, W est un mouvement Brow-

nien standard .

Proposition 1.1.2



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Soit (Wy),e; un Fi- mouvement Brownien alors :

1.
E[W,) =0,Vt e I.

E[W,W;] = (s A t)H.

3. Ses trajectoires sont localement Holderiennes d’ordre 1/2 —e, Ve €10,1/2] .

1.2 Intégrale stochastique

Soit (2, F, (F),er, P) un espace probabilisé¢ filtré o F; = (F;),.p Clest une
filtration de F , satisfaisant les condtions habituelles et W, = (W;);er est un

mouvement Brownien défini dans cet espace probabilisé.

Définition 1.2.1

Un processus stochastique Y; = (Y3),op est dit simple, si il existe une subdivision
0=ty <t; <ty <..<t,=T, delinterval [0, T] et une famille (k;);>0 des v.a
avec

sup |k;| < const < oo,
i

telle que k; est Fy,-mesurable Vi > 0 et :

n—1
}/Z' = KJOX{O} (t) + Z IiiX[ti,ti+1}(t)‘
=0

Ou xp désigne l'indicatrice de 'ensemble B , c’est-a-dire :

{1 :six €B
XB = .
—1 : sinon



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Définition 1.2.2

Un processus stochastique Yy = (Y;),op est dit progressivement mesurables et dit

de classe My st :
t
My = {Yt = (Y),.; progressivement mesurables | {/ \Y;\2 dt < oo} } )
0

Ou My est l’ensemble des processus progressivement mesurables et de carré inté-

grable.

Définition 1.2.3

Un processus stochastique Yy = (Y;),.p est dit progressivement mesurables et dit

de classe Pr si :

t
Pr = {Yt = (Y4),er progressivement mesurables P {/ Y)? dt < co = 1}} .
0

Ou Pr est l’ensemble des processus progressivement mesurables et de carré inté-

grable p.s .

Cas de processus simple

Soit Y; = (Y}),cy un processus stochastique simple, on définit formellement inté-
grale stochastique X par rapport au mouvement Brownien W = (W;),.,, comme

suit :

i
L

I(t) = K (Wt

7

- Wtz) + Kn (WT - th) )

41

Il
o

et
t
1) = [ v.aw.
0



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

donc

t n
[<t) - / [ROX{O} (8> + Z IiiX[tiyti-ﬁ—l}(S)] dWS
0 i=0

t n t
= / H}()X{O} (S)dWS + Z Kj / X[ti,ti+1] (S)dWS

n—1
= roWo + Z Ki (Wtiﬂ - Wti) + tn (W —W4,),
i=0

puisque P(kg = 0) = 1.

On conclut, et en vérifiant que pour tout ¢ # j :
B [a(ti) (V[/ti+1 - Wti) a<tj) (Wtj+1 - Wtj)] = 0.

De plus

et

Var [I(t)] = B [ /O t(oz(s))st} |

Dans se qui suit, on se donne les propriétés fondamentales de I'intégrale stochas-

tique, concernant la linéarité et la propriété de martingale (isométrie).

1. t > 0, est F;-mesurable .

2. Linearité : soient I(t) et J(t) deux intégrales stochastiques donnés par :

I(t) :/0 a(s)dW; et J(t) :/0 B(s)dWs.

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Alors on obtient le resultat suivant :
t

I(6) + J(t) = / (als) + B(s))dWV..
0

et
M (t) = /t Aa(s)dWs.

3. L’isométrie : (I(t));>0 est martingale.

2

E {/Ota(s)dWS} =E [I’(t)] =E VOT aQ(S)ds} :

Cas de processus général

L’ensemble des processus simples (Sr) est dense dans (Mr). Soient le réel 7' > 0

et le processus « tel que : I et a sont F;-adapté.

E MT o (t)dt

Il existe une suite de processus étagées v, telle que :

De plus ,

< o0 VT > 0.

n—~oo

T
lim E {/ |, — a|2dt} =0< lim ||ay, — Oé||ig(ﬂ o) — 0-
0 n—o0 e
On définit l'intégrale fot a(s)dWy par la limite suivante dans L? (Q, [0,7]) .

¢ t
lim | «,(s)dWs = / a(s)dWs.
0 0

n—oo

1. I(t) est Fi-mesurable, ce qui implique que :

I(t) = /0 ()W,

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

2. Linéarité : soient I(t) et J(t) deux intégrales stochastiques donnés par :

1) = /0 a(s)dW, et J(1) /O ' B(s)dw,

Alors on obtient le resultat suivant :

It) + J(t) = / (a(s) + B(s))dW.

et

M(t) = / Na(s)dIw.

3. (I(t))i>0 est une martingale.
4. L’isométrie : t — fot i, (8)dW est continue.

5.

B Uot a(s)dWS} _E [P(t)] =E UOT a%s)ds] |

Proposition 1.2.1

Pour tout t on a

t
1
/ WdW, = ~(W? —t).
0 2

Preuve.

Par définition
t n
/ WdW, = lim Y "W, (W,,,, — W)

L’égalité

2 Z VVtz (WtiJrl - th) = <VVt2i+1 - Wt%) - (Wti+1 - Wti)2>

=0 =0 =0

12



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

montre que

t 1 ' n 1
/O WSdWS - 5 [Wt2 - nh—{go; (Wti+1 - Wti>2 = 5 [WE — t] .

1.2.1 Formule d’It6 et processus d’Ito

Formule d’Ito

Soit (Q,]—" (Ft)i0 P) un espace probabilisé filtré et (W}),., un F-mouvement

Brownien défini dans cet espace.

Définition 1.2.4

Soient f une fonction de classe C* (R, x R, R) et X; est un processus stochastique,

alors la formule d’Ito s’écrit sous la forme :

10°f
2 0x?

a(r(t, x0) = 2L xae+ 2w x)dx, +

ot or (t’Xt)d <X7 X)t

Processus d’Ito6

Définition 1.2.5

Un processus X est un processus d’Ito s’il écrit sous la forme suuivante :

t t
Xy =x+ / bsds + / o dWy
0 0

o Telle que b est un processus adapté avec fot |bs| ds existe (au sens de Lebesgue)

p.s pour tout t, et o un processus appartenant a A (c’est I’ensemble

13



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

L, (2 x Ry)). On utilise la notation plus concise suivante :

dXt = btdt + O'tth
X() =X

Ou b est le drift ou la dérive .
Et o est le coefficient de diffusion.
L’écriture

dXt = btdt + Utth

est unique (sous réserve que les processus b et o vérifient les conditions

d’intégrabilité). Ceci signifier que si

S

b

g =

g |
~

dX; = bdt + o,dW; = bydt + 5,dW, = {

Qe

En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et récipro-
quement. On peut définir un processus d’Ité pour des coefficients de

diffusion tels que

t
/ o2ds < 0o, P.p.s,
0

mais on perd la propriété de martingale de ['intégrale stochastique .
La partie x + fot bsds est la partie a variation finie. Si un processus A a

variation finie est une martingale, il est constante. En effet, si Ay = 0,

t
A? =2 / A dA,
0

et par suite E [A?] =0 .

14



Chapitre 2

Existence et unicité de solution

pour les EDSs

2.1 Equation différentielle stochastique

Soient (€2, F, (F),5¢, ) un espace de probabilité filté et (W;) est un mouvement

Brownien d-dimensionelle défini dans cet espace.

Définition 2.1.1

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme :
t t
X, = x—i—/ b(s,XS)d8+/ o(s, Xs)dWs, (2.1)
0 0

ou sous forme différentielle

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th
X() = X.

15



Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

L’inconnu est le processus X. Le probléme est, comme pour une équation diffé-
rentielle ordinaire, de démontrer que sous certaines conditions sur les coefficients,

I’équation différentielle a une unique solution. Il est utile de préciser les données.

Définition 2.1.2

Soit b et o deux fonctions tel que

b:[0;T] x R* — R,

et o:[0;T] x R" — R™4,

qui sont mesurable. Une solution de l’équation est un processus X continu,
(Fi)-adapté tel que les intégrales fot b(s, Xs)ds et fot o(s, Xs)dWy ont un sens et
[’égalité

t t
Xy== +/ b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dWy
0 0

est satisfaite pour tout t, P — p.s.

2.1.1 Existence et unicité

Définition 2.1.3

Pour léquation [2.1), on dit qu’il y a :

- Existence faible si pour tout v € RY, il existe une solution de .

- Unicité trajectorielle si l’espace de probabilité filtré (Q, F, (]:t)tzo , P) et le mou-
vement Brownien W étant fixés, deux solutions X et X de 2.1 telles que

X, = X, P.s, sont indistinguables.

On dit de plus qu’une solution X de est une solution forte si X est adapté

par rapport a la filtration canonique de W, il y a unicité forte pour ’EDS

16



Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

st pour tout mouvement Brownien W, deux solutions fortes associées a W sont

indistinguables.

Théoreme 2.1.1

Soient T > 0 et b(t,x) o(t,z) sont des fonctions mesurables satisfaisantes :

1. (condition de Lipschitz locale)

dk e Ry [b(t,x) —b(t,y)|+|o(t,z) —o(t,y)| < k|z—y|,t € [0;T];z,y € R,
2. (condition de croissance linéaire)

AM € R, |b(t,z) — b(t,y)|+|o(t,z) —o(t,y)| < k(1 +]|z|),t €[0;T];z € R,

3. Xo varaible aléatoire indépandante de W = (Wy),5, et de carré intégrable
(ie : B[|X2|] < +o0). Alors Uéquation 2.1 admet une unique solution forte

X = (X; (w)),;so adaptée par rapport a la filtration F° = F; A o(Xo) et

T
E U |Xt|2dt] < 4o0.
0

vérife :

Preuve.

Commencons par démontrer 1'unicité, soient X; et Y; deux solutions fortes de

condition initiale z telle que :

2

¢ t t t
/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs —/ b(s,Ys)ds —/ o(s,Ys)dWs
0 0 0 0

2

Y

/O[b(s,Xs)—b(s,xg)]der/o [0(s, X,) — o(s,Y,)] dW,

17



Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

on utilisant le fait que (x + y)2 <222 +2y*;onapourtout 0 <r <t <T

2
+2

2

t
X, — v <2 / 0(5, X.) — o(s, Y)W,
0

/0 [b(s, X,) — b(s, Y3)] ds

ou
¢ 2
sup | X, — ;> <2 sup / [b(s, Xs) — b(s, Ys)] ds
0<t<T 0<t<T |Jo
t 2
+ 2 sup / [0(s, Xs) —o(s,Y,)] dWy|
0<t<T | Jo

en passant aux ésperances, on trouve

E { sup | X, —YAQ]
0<t<T
2

< 2E | sup +E

0<t<T

sup
0<t<T

/0 (b(s, X.) — b(s, Y2)) ds / 0(5,X,) — o (s, Y.)] dV,

2]
utilisant 1'inégalité de Doob et I'isométrie d’Itd6 on obtient

E { sup | X, —Y,f] < 2F

0<t<T

/0 (b(s, X.) — b(s. Y.)) ds

w5 [ 1066, - 5.0 as).

I'inégalité de Cauchy Schwartz, donne alors

T
. [ sup X, — Yﬁ] < 2T [ [ wts.x) - b(s,mfds]
0<t<T 0

58 [ 1066, ~ s, Y0P |

2T 4 OB [ [ 05,0 = b5, o+ o ) - a(s,m?)ds] |

18



Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

comme les fonctions b et o sont Lipschtizienne alors :

E [ sup |X; — Yt|2} <2K*(T + 4)E {/ | Xs — YSIQ ds]
0<t<T
T

<2K2T+4/ E[|X, - Y:|*] ds

T
< 2K*(T +4) / E{sup |XT—YT|2} ds

0<r<s
donc par 'inégalité de Gronwall
E { sup | X, — Y;|2] < 0exp(2K*(T +4)T) = 0,
0<t<T
ce si implique que X et Y sont indistinguables c’est-a-dire :

P(X; =Y, V0O<t<T)=1.

A fin de prouver I'existence, on procéde comme pour les équations différentielles

avec une méthode d’approximation de Picard. Pour cela, on pose

19



Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

X == (2.2)
t t
X' =z+ / b(,x)ds +/ o(s,x)dWj
0 0

¢ ¢
X =2+ / b(s, X})ds + / o(s, XHdWw,
0 0

t t
X' == —i—/ b(s, X" 1)ds +/ o(s, X' HdW,.
0 0

On peut déterminer (X;') pour tout n, on montre que (X;') converge vers X; et
X, vérifie notre EDS D’abord on suppose que les fonctions o et b vérifient la

condition de croissance linéaire et on prouve qu’il 3C' > 0 telque :

B sup 71| <,

t<T

sin=1ona

. t t 2

X/ |" = x—l—/ b(s,x)ds+/ o(s,z)dW;
0 0

9

et comme (x +y + 2)? < 3(2% + y* + 2?), on trouve

/Ot b(s,x)ds

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout 0 <t <d <T

2

t
+ / o(s,x)dW;
0

XM’ <3 (W +

)
)

t t
|th‘2 <3 <’$‘2 + T/ |b(57$)!2 ds + / o(s,x)dW,
0 0
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Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

donc

t
/ o(s,z)dWs
0

t<d<T t<d<T

d
sup ‘Xt1|2 <3 <|x]2 —i—T/ b(s, z)|> ds + sup
0

)
|

d’ou l'on tire en utilisant I'inégalité de Doob et 'isométrie de 'intégrale stochas-

en passant aux ésperances, on obtient

E { sup }X}ﬂ < 3E

t<d<T

d
|ZL‘|2+T/ b(s, z)|> ds + sup
0

t<d<T

¢
/ o(s,z)dW;
0

tique, la croissance linéaire de b et o,

d d
E [ sup \Xgﬂ <3 {E|x|2+T/ |b(s,x)|2ds+4/ |a(s,x)\2dWS]
t<d<T 0 0
d d
< 3E {mhn@/ (1+ |z[%) ds+4K2/ (1+ |z[%) ds]
0 0
< 3B [|z* + K2(1 + |=))*(T + 4)d]

= 3l BI3(1 + [al)2(T + 4)d,
donc soit Cy = 3K%(1 + |z|)*(T + 4)
E [ sup |XH2} < 3|z|* + Cyd,
t<d<T

de la méme maniére on trouve que d’apres le fait que (z+y+2)? < 3(22 +y*+ 2?)

et 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour tout 0 <t <d < T
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Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

2
2
|X7|" =

t t
x—i—/ b(s,Xsl)ds—i-/ o(s, XHdw,
0 0

/Ot b(s, X1)ds 2)

t t
<3 |x|2+T/ ’b(s,Xsl)‘zds—k ‘/ o(s, XHdW,
0 0

2

<3|z + +

¢
/ o(s, XHdW,
0

)

t
/ o(s, XHdW,
0

d
sup |Xt2‘2§3 |x|2+T/ }b(s,Xsl)|2ds+ sup
0

t<d<T t<d<T

)
|

et par utilisant I'inégalité de Doob et I'isométrie de I'intégrale stochastique, la

E { sup ‘th‘z] < 3E

t<d<T

d
|:p|2—|—T/ ‘b(s,Xsl)}?ds—l— sup
0

t<d<T

t
/ o(s, XHdw,
0

croissance linéaire de b et o

E l sup \Xtﬂ < 3E {]a:|2—|—T/Od‘b(s,Xsl)}zds—l—ll/od}a(s,Xsl)}zds}

o 3 (|:c|2 +TE Vd |b(s, XJ)\2dS] i Vad s XM?dSD

|| +TE{ K2(1+\X81\)2ds} +4E [K2 (1+\X;\)2ds])

<3
3(|x| + (T +4)K’E Uod (1+|X;|)2dsD
(

d
<3| |2f + (T +4)K’E V 2(1+\X81\)2d5}>,
0
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Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

soit Cy = (T + 4)K?

E [ sup !Xfﬂ <3

t<d<T (
d

<3 (\x|2 + 205K {TJF/ | X51|2dSD
0
¢ 2

<3 (\x|2+202 (T—i—/ E {sup! X, ds}))
0 tv<s
d

<3 (\x|2 +2C, (T + / (3 |z + le)ds))
0

d2
-3 (W + 20, (T + 3|z d + qus)) :
et par une récurrence nous avons donc

E { sup |Xt”]2} < |z|* + Z —2CVn > 1,
t<d<T — il

Ensuite, il reste a montrer que la suite (Xt")te[0 7) converge P —p.s, uniformément

sur [0, 7] vers un processus limite (X¢)c(o 7y

X7 X)| = ‘/Ot(b(s,Xsl) ~ b(s, 2))ds + /Ot(a(s,xg) ~ (s, 2))dWV,
t o

2
<2

/0 (0(s, X1) — (s, 2))dW,

/ (b(s, X1) — b(s,x))ds

0

Alors

2

sup }Xf — X/| < 2sup
t<d t<d

/0 (b(s, X)) — b(s,x))ds

2
+ 2sup

t<d

/0 (0(5, X2) — o (s, 2))dWV,
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Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

en passant aux ésperances et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'inégalité de

Doob et I'isométrie de I'intégrale stochastique, la croissance linéaire de b et o .

{sup }Xl Xﬂ]
t<d
2

< 2E |sup +2E

t<d

sup
t<d

/0 (b(s, X1) — b(s, 2))ds

/O(J(S,Xsl)—a(s,x))dWs ]

|

up /(O‘(S,X;)—U(S,ZE))dWS

<2TE[/‘ (5, XD Sx}ds]—i-ééE{/! sx|ds}
<2TK’E [/ |Xj—x\2ds}+8K2E [/ \X;—xfds]
0 0

d
< (2TK? 4+ 8K?) / B|x! = af*| s
0

< TR Vd (b(s, X1) - b(s,x))}st} 4+ 98 | sup

d
< (QTK2 +8K2)/ E {sup{X,i —x‘z] ds
0

v<s

alors

d a 7
E[Sup‘Xf—XH} <2 (2TK” +8K?) / E [|z] ]der/ E sup}XHQ] ds)
t<d 0 0 <s
{Sup}X ‘ ds)
v<s

[Sup X1 ds)

v<s

=2 (2TK*+8K?) (=

<2(2TK*+8K?) |«

C+Cld>d)

( 2d +
<2 (2TK* 4+ 8K?) (:z?d +
( 2d+

d2
<2 (2TK*+8K?) 2d+0d+01 )
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Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

donc pour tout n

E [sup X — X;ﬂ <2E

t<d

/0 (b(s, X™) — b(s, X7 1)ds

+ 98 /0 (0(5, X™) — o, X" )W,

2]
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'inégalité de Doob et I'isométrie de I'intégrale

stochastique, la croissance linéaire de b et o

E {sup ‘Xt"H - Xt”|}

t<d

n t
< 2TE V |(b(s, XI') — b(s, Xj‘l))fds} + 8E U (o(s, X — a(s, XP1)[* ds
0 0
t t
< 2TK2E |:/ |X;’L . X:—I{Q dS:| +8K2E |:/ ‘X:' _X:—1}2d8:|
0 0
t
= (2TK? +8K*)E [/ | X7 —X;H\zds]
0

t
< (2TK* + 8K2)/ E { sup | X7 — X§‘1|2} ds,
0

t<d<T
on répete ce procedure, on trouve

dn+1

B e -] < ey

t<d

cela entraine que p.s

+00 +oo
Zsup‘Xt"H—Xt"} < SUP‘XZLH_XM
n=0 t=d 1.2 n=0 t<d L2
+oo dn+1 %
<3 (Cqurm) =+
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Chapitre 2. Existance et unicité de solution pour les EDSs

cela entraine que
+00

Zsup | X7+ — X7 < +o0,
n=0 t<d
et donc la suite (X)) converge p.s uniformément sur [0, 7] vers un processus

limite (X¢),co ) qui est continu. Aprés on vérifier que (X;) est une solution de

I'EDS soit une sous suite X* converge dans L?, en effet

m—1

Z sup |XtKJrl — XtK}
o t<d 2
m—1
<>
n=0
+oo JE+1

< -
= ; <CK(K+ 1)!) oo

en passant a la limite dans et d’apres le lemme de Fatou

X" = X e <

sup | X/ — X[

t<d

L2

T T
E[/ ]Xt”—Xtht} < lim infEU ]X[L—Xtm|2dt1 — 0,
0 n—+o0o 0 n—-+o00

utilisant la condition de Lipschitz, I'inégalité de Cauchy Schwartz, I'inégalité de

Doob et I'isométrie de l'intégrale stochastique, on a

2

E

/0 (b(s, X1') — b(s, Xs))ds

n—s--+oo

t
< tK’E V ]XS"—XS|2ds] — 0,
0

2

E /O(U(S,Xf)—a(s,Xs))dWS

t
< 4K’E U \X;”‘—X5]2ds] — 0,
0

n—--4oo

alors

t

t 9 t t 9
/b(s,Xg)ds L | b(s, X,)ds et / o(s, XMds = [ o(s, X,)dW,,
0 0

n—--+00 0 n—->-+00 0
on déduit que X; est une solution de 'EDS [ |
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Chapitre 3

Conditions nécessaires
d’optimalité pour PEDS de type

champ moyen

L’objectif de ce chapitre est d’établir les conditions nécessaires d’optimalité (sous
forme d’un principe de maximum stochastique) vérifient par un controle optimal
relaxé pour un systéme des équations différentielles stochastiques de type champ
moyen, ol les coefficients de systéme, dépent du processus d’état ainsi que leur
distribution via ’esperence du processus d’état. La fonction de cotit est aussi de

type champ moyen.

La méthode pour établir un principe de maximum stochastique relaxé c’est mé-
thode du perturbation faible (convexe), puisque I’ensemble des valeurs des controles

relaxé est convexe.
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Chapitre 3. Conditions nécessaires d’optimalité pour 'EDS de type champ
moyen

3.1 Controle relaxé

Soit V' I’ensemble des mesures de Radon sur [0, 7] x A dont la projection sur [0, T
coincide avec la mesure de Lebesgue dt, muni de la topologie de la convergence
stable des mesures. L’espace V' est muni de sa tribu borelienne, qui est la plus
petite tribu telle que I'application ¢ — / f(s,u)q(ds, du) soit mesurable pour

toute fonction f mesurable, bornée et continues en w.

Un controle relaxé ¢ est une variable aleatoire q(w, dt,du) a valeur dans V' telle
que pour chaque ¢, 1 4q est Fi-mesurable (F; = o(W,,0 < s < t)). Tout controle
relaxé peut étre intégré en ¢(w,dt,da) = dtq,(w,da) ot ¢(da) est un processus

progressivement

mesurable & valeurs dans l'espace des mesures de probabilités P(U).

Définition 3.1.1

Un controle relaxé q est une variable aléatoire q(w,dt,da) a valeur dans V' telle

que pour chaque t, 1o yq est Fi-mesurable.

On note par R ’ensemble des controles relaxés.

Soit T un nombre réel strictement positif fixé et (Q, F, (.7-}),20 , P) un éspace pro-
babilisé filtré satisfaisant les conditions habituelles, W = (W;),,, est un mouve-
ment Brownien définie sur cet éspace. Nous supposons que <ft>t20 est la filtration

naturelle de W augmentée par les ensembles P-nul de F.

On consideére I’équation différentielle stochastique de type champ moyen suivante :
o= [blt,0Bla],w) adu)d + o (00 B ] AW,

U (3.1)
z (0) = xo,
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ou

b:[0,T] xR"xR" x U — R",

0:[0,T] x R" x R® — R™<

La fonction de cotit a minimiser sur ’ensemble des controles relaxés admissibles

R, est donné par :

h(t,xy, Bz, u) g (du)dt + g (zr, E[z7]) | | (3.2)

<
S
I
=
O\ﬂ
Q\

ou

g:RxR— R,

h:[0,T]xRxRxU — R.

Le probléme de controle relaxé est de minimiser la fonction J(.) sur ’ensemble
des controles relaxés R. Le controle qui résoud ce probléme de controle est appelé

optimal.
Nous disons qu’un controéle relaxé p; est un controle optimal si :
J () = inf J (q).

qeR

Considérons les hypothéses suivantes :
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moyen

(H1) Les fonctions b, o, h sont bornées et continument différentiable par rapport
a(x,z’) .

(H2) Les dérivées by, by, 0y, 04, hy €t hy sont continues et bornées.

x désigne la variable d’état, =’ 'esperance de 1’état.

Sous 'hypotheses (H1), (H2), 'EDS [3.1 admet une solution unique.

3.1.1 Perturbation convexe (faible)

Comme l’ensemble de valeurs des controles relaxés R est convexe, alors pour
établir les conditions nécessaire d’optimalité on utilisé une perturbation convexe

(faible). On définit le controle relaxé perturbi de la maniére suivante :
pi =+ 0 (g — fu) Vg, € P(U) et § € [0,1],
avec trajectoire correspondante 7.

3.1.2 L’inégalité variationelle

En utilisant 'optimalité de [, 'inégalité variationnelle sera dérivée de I'inégalité :

J(u") = J (i) = 0.

Pour cela, nous avons besoin des résultats suivants .

Proposition 3.1.1

Sous les hypothéses précédentes nous avons :
. 0 ~ |2
ImE | sup |2 — %] | =0, (3.3)
6—0 0<t<T
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N /] ~ . . N 0 .
ot xy et T, sont les trajectoires correspondantes a ju; et ji; respectivement.

Preuve.
On a
t
xf—jt://b(s,xs,E[ T u) pl(du)d // S, Ts, B [Zs] ,u) f1s(du)ds

0 U

+0 (s ! E [z DdWS — 0 (s,Zs, B[Zs]) dW,

) ERi

d’apres la définition de uf, on trouve

— Iy = // (5,20, B [27] ,u) (fie(du) + 6 (g:(du) — fir(du))) ds

_ j/b (5, 50, B[7.] , u) jis(du)ds

+ 0 (5,25, [2%]) AW, — o (s, %, B [Z,]) AW,

) ER

Nous calculons E [‘xf — :itﬂ et en utilisant l'inégalité de Cauchy Schwartz et

I’isométrie, pour obtenir
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t 2

S

R [ Ot o (5,2%, B [2]) — o (s, 30, B mm%s]

Puisque b est uniformement Lipschitzienne et bornée, et ¢ est uniformement Lip-

schitzienne on a :
2 ¢ 2
E [|of 2] < CE U 2 — 3| ds] o
0

En appliquant le lemme de Granwall et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,

nous obtenons (3.31. =
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Proposition 3.1.2
Soit Ty , la solution des équations variationnelles suivant :

;

diy = /bm(t,it,E[aﬁt},u)ﬁt(du)itJrE /bx/(t,jt,E[jt],u)[ot(du)E[jzt] dt
U U

U

\

Nous avons [’estimation suivantes :

; 2] =0 (3.4)

Preuve.

Pour simplfication, notons par
() — &) — & (3.5)

Prouvons . D’apres [3.3] et la notation [3.5, nous avons

33



Chapitre 3. Conditions nécessaires d’optimalité pour 'EDS de type champ
moyen

‘I’fzé/o [b (5,20, B [2] ) pd(du) = b (s, 30, B[] w) i (du)] ds
+%/O [0 (s, 2, B (7], u) pl(du) — b (s, %, B (7], u) fis(du)] ds
+%/0 [0 (5,20, B [2]]) — 0 (5,8, B[Z])] AW,

_/0 (/b (t, 7, B[7],w) fu (du) & + B [/b (t, T4, B [T4] , u) g (du)E[fct]D dt
U

U

- / (02 (1,50 B (7)) & + B 0w (¢, &, B [7]) B [#]]) dW,

_/Ot (/b(t,it,E[ft]aU) it (du) —/b(t,it,E[gét],u) a (du)) di.

U

En utilisant la définition de u? et en prenant I’esperance, nous obtenons

///\b (s, 9%, u \1/9\ fis dud)\ds]

+CE ///|]E (s, %, u) [\Ifﬂ]2ﬂs(du)d)\ds]
+CE // |0, (s, 07) W!|” d/\ds]

L CE // B [0, (s, 0%) B [\Iff]”%Ads}%—CE |i5E

|\119| < CE

ou

(s, @0, u) == (5,2, + A0 (V] + &,) B [T + A0 (V) + &) ], u) (3.6)

) S
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et

ri- | t / 1 [ s 080) (5 = ) (aud) = ) dds

E [by (5, @0, u) E [29 — 7,]] (q5(du) — fis(du)) dAds

+
S~
S~

(bx (s, @g, u) T, + E [bx/ (s, <I>§, u) E [:E’S]D fiy (du) dMds

_|_

S~

S—
T— T —_ T

1

~+

0y (5,0%) 25 + E [o0 (s,9)) E[,]]) dAIW;

+

~~

by (8, Zs, B [Ts], u) Tsfiy (du) ds

E [bac’ (Sa "Z‘sa E ["Z‘s} ) u) E [i‘s“ ﬂt (du) ds

| |
S— S— o
S S S—

[ (e D5~ [ Bl s, B R BED) a,

puisque les dérivées by, by, 0., 0, sont continues et bornées et d’aprés nous

avons

B[|v![7] < cE [/Ot\\pgfds] £ CE[IY),

et
lim B ||17]°] = 0.

0—0

En utilisant [3.8] le lemme de Granwall et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

en [3.7, on peut montrer [3.4. m
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Proposition 3.1.3 (inégalité variationnelle)

Sous les hypotéses (H1)-(H2). Soit fi un controle relaxé optimal avec des trajec-

toires associées T;. Ensuite, pour tout élément ¢ € R , nous avons :

0 < Elg, (7, E[Z7]) 2r + E g (Zr,E [27]) E [27]] (3.9)
/ / (1,50 B 3], ) & + B [y (30, B 7], u) B [4]]) fie (du) dt]
+EUO (/Uh(t,xt,E[y],u)qt(du)—/Uh(t,:zt,m[@],u)gt(du)) dt].

Preuve.

D’apres 'optimalité de i, nous avons :

0<E[g (2% E[25]) — g (ir, B [#7])]

U (/Uh t,a) B [2}]  u) pf (du) — /Uh(t,jt,]E[jt],u)Mf(du)) dt}
- Uo (/Uh(t’l“t’E[ ! Wf(d“)—/Uh@,qu[fétLu)Mdu)) dt}.

Divisons cette inégalité par 6 et en utilisant la définition de u! et la notation

:E[/ (92 (9F) &7 + E [gur (P )]E[iTH)d)\} (3.10)
+E { /0 T (00, ) &y + B [l (1, D0, 0) B [24]) i (du) d/\dt]
+E[/OT( h(t, 5, B (7], u) fu (du)—/Uh(t,i;t,E[aét],u)qt (du)) dt]
+E[AY],
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ou

3= [ (o (00 90 g () B [94]])

/ / / (5. @5 u) (7 — Zs) (as(du) — fis(du)) dAds
/ / / (s, @5, u) B [2] — &,]] (q;(du) — fis(du)) dAds

/ / / (5, @2, u) Wjis(du)dAds
/ / / (s, @5, u) B [07]] fis(du)dAds.

Comme les dérivées by, b,, 0., 0, sont continues et bornées et d’apres [3.3) et [3.4]

nous avons

limE [AG} =

0—0

Alors, en laissant ¢ tendre vers 0 dans [3.10] on obtient 'inégalité variationnelle.

3.1.3 Conditions nécessaires d’optimalité

Définition 3.1.2

Le hamiltonien H défini de
[0, 7] x R x R" x U x R™ x R™*¢
dans R par

H(t,z,2',q,T,A) := T/ b(t,xz,x' u)q(du)+Ac (t,:c,x')—i—/ h(t,z,2',u) q(du)
U U
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Théoreme 3.1.1 (Conditions nécessaires d’optimalité pour un contréle relaxé)

Supposons que (H1)-(HZ2) sont vérifiées. Soit fi € R un contréle relaxé optimal.
Soit &; la solution de ’EDS[3.1] associée a fiz. Alors , il existe une solution unique

(T, A) des équations adjoints suivantes :

th - = (HJ»‘ (t’ ‘%h E [jt] ) ﬂta Tta At) + E [Hx’ <t7 ‘%ta K [jt] ) lata Tt7 At)]) dt + Atth

Tr = g. (Zr, B[27]) + Bgo (Tr, B [Z7])]
(3.11)

telle que
H(t, 2, BT], fug, Yo, Ay) < H (8,3, B3], q0, T, Ar) Vg € P(U). (3.12)

Preuve.

D’apres [3.11], I'inégalité variationnelle [3.9 devient

0 TT, fL'T (313)

U/ - (6,3, B ]u)i“LE[hl’(t’jt?E[ft]:U)E[ft]])ﬁt(du)dt}

+EUO (/Uh(t,xt,E[ ],u)qt(du)—/Uh(t,i:t,E[ist],u)ﬁt(du)> dt}

Appliquant maintenant la formule d’It6 (intégration par parties) pour calculer

(Y4, ;) on trouve

E[(Yr,2r)] = —E {/OT T, (/Ub(tﬁftaE[ft} s u) fig (du)
—/b(t B [F],u) g (du)) dt]
_E [/ / (t, 30, B [F] 1) 1 + B (B (£ 50, B [F4], u) B 4] fie (du) dt | -
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Remplagant I'égalités ci-dessus dans l'inégalité [3.13] pour obtenir, pour chaque

qg€ER
T
0<E [/ (H (t, 2, B[T4], q0, Yo, Ay) — H (£, 2, B [24], fie, To, Ay)) dt
0

Par conséquent, 'inégalité suit par un argument standard (perturbation). m
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Conclusion

Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudier un probléme de controle stochastique pour un
systéme dirigé par une équation différentielle stochastique (EDS) de type champ
moyen. Un probléme de contréle optimal consiste a trouver parmi ’ensemble des
controles admissibles un controle qui minimise la fonction de cotit J sur I’ensemble
des controles admissibles et les trajectoires associées a ce contrdle vérifiants un
systeme initial. Les coefficients de notre systeme initial d’EDS de type champ
moyen, depend de processus d’état ainsi que leur distribution via ’esperence de
processus d’état. De plus, la fonction de cotit est également de type champ moyen.
En particulier, dans ce mémoire on a établi les conditions nécessaires d’optimalités
sous forme d’un principe de maximum stochastique, vérifies par un controle relaxé
optimal pour ce genre du systéme. La méthode de démonstration est basée sur la
méthode de perturbation faible (convexe), puisque 1’ensemble des controles relaxés

R est convexe.
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RESUME
ous intéressons dans ce travail aux conditions nécessaires
d'optimalités, vérifies par un contréle relaxé optimal pour un systéme
gouverné par des équations différentielles stochastiques de type
champ moyen. La fonction de coit est aussi de type champ moyen.
La méthode de démonstration est basée sur la méthode de perturbation
convexe, puisque I'ensemble des controles relaxés est convexe. Dans le premier
chapitre., nous donnons quelque généralité sur le calcul stochastique. Le
deuxiéme chapitre est consacré au preuve du résultat d'existence et d'unicité
des solutions pour les ED$ non linéaires dans Le cas Lipschitzien. Dans le
troisieme chapitre , nous établissons les conditions nécessaires d'optimalités
sous forme d'un principe de maximum stochastique, vérifies par un contréle
relaxé optimal pour ce genre du systéme.

ABSTRACT

e are interested in this work, in the necessary conditions of optimaility,

verified by an optimal relaxed control for a system governed by

stochastic differential equations of the mean field type. The cost

function is also of mean field type. The proof method is based on the
convex perturbation method, since the set of relaxed controls is convex. In the
first chapter, we give some general information on the stochastic calculus. The
second chapter is devoted to the proof of the result of existence and uniqueness
of solutions for nonlinear SDEs in the Lipschitz case. In the third chapter, we
establish the necessary conditions of optimalitiy in the form of a stochastic
maximum principle, verified by an optimal relaxed control for this kind of
system.
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