République Algériennne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Mohamed Khider, Biskra

Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie

Département de Mathématiques
Mémoire présenté pour obtenir le diplome de
Master en “Mathematiques Appliquées”
Option :Probabilité.

Par
Firas Radia

Conditions nécéssaires et suffisantes d’optimalités

pour les EDSs de type Mckean-Vlasov

Membres du Comité d’Examen :

Pr. HAFAYED MOKHTAR UMKB Président
Dr. KORICHI FATIHA UMKB Encadreur
Dr. ZOUZOU AKILA UMKB Examinatrice

Juin 2022


Jérémy
Image placée


Dédicace

Tout ma dévotion & mon pére

qui est pour moile plus précieux et le meilleur exemple de chef de famille

qui n’a pas manqué de me guider sur le chemin du bien et du bonheur

a me chére mére quoi que je fasse ou dise je ne peux pas payer tes dettes,

Elle a toujours été ma source de force et ma force et de soutien,

il a toujours été ma force et ma force pour faire dace a divers obtacles

A mon cher et bien aimé mari qui est mon inspiration et de bonheur,

mes chers fréres et soeurs , je suis trés fierde toi dans ma vie,

All collegues ont été promus en 2022.



Remerciements

La louange a Allah
Je tiens a remercier directeur de ce mémoire professeur Korichi Fatiha,
pour 'aidequ’il a fournie et les connaissances qu’il a su me transmettre
Je le remercie également pour sa disponibilité et la qualité de ses conseils.
Je remercie le professeur Hafayed Mokhtar qui m’a dirigé
et m’a fourni de precieuse informations.
J’adresse mes sincéres remerciements & tous les professeurs,
intervenants et toutes les personnes qui par leurs paroles,
leurs écrits,leurs conseils et leurs critiques ont guidé mes réflexions.
Enfin, je remercie tous mes amis qui ont toujours été la pour moi. Leur soutien
inconditionnel et leurs encouragements ont été d’une grande aide.

Merci a tous.

i



Table des matiéres

[Dédicacel i
(Remerciements| ii
(Table des matiéres| ii
Untroductionl 1
(1 Rappel sur le calcul stochastique| 4
[1.1 Processus stochastique] . . . . . ... .. ... ... ... ..... 4
[LL1.1 Processus de Markovl . . . .. ... ... .. ... ..... 6

(1.1.2  Martingales| . . . . ... ... ... ... ... ... 6

(1.1.3  Temps dlarret| . . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 7

(.14 Filtrationl. . . . . . . . ... oo 7

[L.1.5  Mouvement Brownienl . ... ... ... ... ....... 9

[1.1.6  T'héoreme de représentation de Riesz[ . . . . . . . .. ... 9

[1.1.7  Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy| . . . . . ... ... 10

[1.1.8 Temme de Gronwalll . . . ... ... ... ......... 10

[I.1.9 L’intégrale stochastique (I'intégrale I’Ito). . . . . . . . .. 10

il



Table des matiéres

[1.1.10 Propriétés de I'intégrale stochastiquel . . . . . . . . . . .. 11
[LIIT Processus d'Ttdl . . . . . . . ... ... oL 11

(1.2 Variation quadratique| . . . . . ... . ... ... ... ... 13
[1.3 Equations différentielles stochastiques (EDSs)| . . . . . . ... .. 13
— — — . oy

[1.3.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs)| 15

[L4 Classes des confroles] . . . . .. ... ... ... 16
(4.1 Controle admissiblel . . . . . .. .. .00 16

[1.4.2  Controle optimall . . . . . ... ... .. ... .. ..... 16

1.4.3 Contréole Feed-backl . . . . ... ... ... ... ...... 17

[2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités| 18
[2.1 ~ Formulation du problemel. . . . . . . . .. ..o 18
[2.2  Equation adjointe| . . . . . . .. ... Lo 25
[2.2.1 L’équation adjointe impliquée dans le principe du maximum| 26

[2.3  Conditions nécéssaires pour un controle optimal . . . . . . . . .. 27
[2.4  Conditions suffisantes pour un controle optimal . . . . . . . . .. 40
[Bibliographie| 44
y: A Abréviati N ons 47

v



Introduction

Les equations deffirentielles stochastiques (EDSs) réprensentent une généra-
lisation des equations deffirentielle classique (EDQOs) Celles ci ont été introduites
pour la premierére fois en 1946 par K. Ito pour étidier les trajectoires d’un pro-
cessus de diffusion. Cette notion a été ytaitée de maniere profonde en relation
avec la théorie des semi-martingale. Des applications dans tous les domaones de
sience de lingenieur (féltrage des processus,contréle optimale, mathématique fi-

nanciere,gestion des stocks etc.

Le systéeme Mckean-Vlasov, également appelés systémes stochastique de champ
moyen, ont été étudies pour la premiére fois par Kac[l], [3], dans le cadre de
son étude de I’équation de Bilzman pour la densité de particules dans les gaz
monatomiques dilués et dans celle du modele de stochastique pour ’équation de

kinetic du plasma.

Les problémes de controles stochastique pour un systéme de champ moyen, ot les
coefficients dépendent de la solution ainsi de son espérance . ont été étudies par
Hafayed et al[8], [I3], [4], [5], [6], Le principe de maximum dans le cas ot les les
coefficients dépend de la loi de la solution on eté démontré pour la premiére fois

par Buckdahn et al [2].

Dans cette mémoire notre objectif est d’obtenir les conditions nécéssaires et suf-
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fisantes d’optimalités pour un systéme gouverné par une équation différentielle

schastique de type Mckean-Vlasov,

nous déffinissons la dynamique du systéme controlé sous la forme suivante :

dl‘“(t) = f(ta xu<t)7 Pz“(t)’ u<t))dt + U(t> xu(t)a Px"(t)v U,(t))dW(t),

z*(0) = xo,

ot W(.) est un mouvement Brownien unidimensionel défini sur un espace de pro-
babilité complet (2, F,P), P, = Pox~! disigne la loi de la variable aléatoire z, les
applications : f : [0, T]xRIx Qa(R)XU — R, 0 : [0, T|XxRIx Qo (RY) x U — R¥*™
sont des fonctions déterministes, ot () (Rd) est ’espace de toutes les mesures de
probabilité u sur (RY, B(R?)) de moment d’ordre deux fini muni d’une distance

W, (distance de Wassertien) pour tout u,v € Q2 (]Rd) :

Wa(p, v) = inf { [/de | — y\Qp(dz,dy)} : : } -

p € Qa2(RY), p(,RY) = i, p(R?,) = v

Le systéeme stochastique de type Mckean — Viasov, est trés générale, dans
le sens ou la dépendance des coefficients a la loi de la solution P, pourrait
étre véritablement non linéaire en tant qu’élément de I'espace des mesures de
probabilité

la fonction de colit & minimiser sur la classe du controle admissible est également

de type. Mckean — Vlasov, qui est la forme;

J(u()) = E UO gt 2"(t), Pougy, u(t))dt + P (2*(T), Pyucr))

o g : [0,7] x Rx @Q2R) x U — R;7 : R x QQ2(R) — R sont des fonctions
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déterministes .

L’objectif du controleur est obtient un u*(-) de processus -adapté qui minimiser

la fonction de cott J.
Pour tout controle admissible u*(-) satisfait :

J(u*(-)) = min J(u(-))

u(-)eU

Est appelé controle optimal
Ce mémoire est composé en deux chapitres :

Le premier chapitre introductif permettant d’introduire les outils essentiels pour
le reste des chapitres. Nous commencons par des généralités sur les processus sto-
chastique, espérance conditionnelles et leurs propriétés ainsi que les mouvements

Browniens et martingale stochastique et ’équitation différentielles stochastique.
Dans le deuxieme chapitre, nous allons présenter le corps principal de ce mémoire.
Nous allons étudier les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités vérifiées

par un contrble optimale donné



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous allons rappeler des notions essentielles en théorie des pro-
cessus stochastiques, nous donnons les outils nécessaires et les notions de base

pour le calcul stochastique.

1.1 Processus stochastique

Dans cette section, nous discutons des processus stochastique. Il s’agit de familles
des variables aléatoires qui jouent un important réle dans 1’étude des phénomeénes
aléatoires. Nous passerons en quelques processus aux propriétés particuliérement

intéressantes.

Définition 1.1.1 Soit I un ensemble d’indices non vide. On appelle processus
stochastique une famille des variables aléatoires {z"(t); t € I} indexée par I, et
définie sur lespace de probabilité (Q, F, P) a valeurs dans un espace mesurable

(E, ), qu’on appelle espace d’états.

1/ Pourt fixé, w € Q —— X;(w) est une variable aléatoire.
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2/ Pour w fizé, t € T —— X,(w) est une fonction réelle, appelée trajectoire du

processus.

Si I C N, on dit que le processus est a temps discret.

Si I C R, on dit que le processus est a temps continu.

- Dans la suite, nous noterons variable aléatoire par v.a.

Définition 1.1.2 soit (2, F) un espace mesurable. On appelle filtration un col-
lection {Fy;t € I} croissante de sous-tribus de F. Donc, Fy C F et Fy C Fy si

s<t

- L’espace (Q, F, (Fi)ier, P) sera appelé un espace de probabilité filtreé.
- Un processus {X;;t € I} est dit adapté a une filtration {F;;t € I} si X; est
Fi-mesurable.

- La filtration naturelle d’un processus {X;;t € I} est {fgx itel } telle que

Fr=0(X;0<i<t).

- Un processus X = (X;);es est dit & des trajectoires continues (processus continu)
st :

Plo et — Xy(w)}) =1.
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1.1.1 Processus de Markov

Un processus X = (X;);>0 est dit de Markov si pour tout 0 < s < t , et tout

filtration borélienne et bornée f : R — R , on a :
E[f(X)) |7 ] = E[f(X:)|X,] (presque stirement)

Avec F¥ =o(X;;0<i < s) .

1.1.2 Martingales
Soit (2, F, (Fi)i>0, P) un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.3 Un processus stochastique adapté & la filtration F = (Fy)i>o est

intégrable, M est une :

sous martingale si : Vs < ¢, E(M,; |Fs) > M;.

sur martingale si : Vs < ¢, E(M,; |Fy) < M,
martingale si : Vs < t, E(M,; |Fs) = M.

Un mouvement Brownien W; est une martingale.

Le processus {W? — t} est une martingale.
Théorlme 1.1.1 (représentation des martingales)

Soit (2, F, (F;)i>0, P) un espace de probabilité filtré et (W;);>¢o un mouvement

Brownien.

Soit M, une martingale F;-adapté, alors il existe un processus Z; tel que :

t
M, = M, +/ ZdWs.
0
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1.1.3 Temps d’arrét

Définition 1.1.4 Un temps d’arrét par rapport a une filtration (F;)i>o est un v.a

T:Q — [0,+00] telle que :

(T<th={weQ|l(w) <t}eF,Vt>0.

Pour tout temps d’arrét, on définit :

Fr={AcFIAN{T <t<}eF ¥t>0} .

1.1.4 Filtration

Définition 1.1.5 On appelle filtration (F})i>o de (2; F), une famille croissante

de sous tribus de F.i.e .F, C F; Vs <t

Remarque 1.1.1 Un espace de probabilité (2; F; P) muni d’une filtration (Fy)i<r

est satisfait les conditions habituelles si :

i)Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy :
ii)La filtration est continue a droite i.e. F; = Ny Fs -

La famille croissante de sous tribus G; = o(Xs;s < t) s’appelle la filtration
naturelle du processus stochastique X. Mais Gyne contient pas nécessairement
les ensemblesnégligeables (), c’est pour cela on introduit la filtration naturelle
augmentée de X définie,par F; = o(N U G}).Lorsque nous parlerons de filtration

naturelle,il s’agira toujours de lafiltration naturelle augmentée.
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Processus adapté

Définition 1.1.6 Un processus stochastique (X;)i<r est adapté par rapport o la

filtration(F})i<o si

Vt > 0; X; € F, i.e. X; est F;—mesurable pour tout .

Modification d’un processus, Processus indistinguables

Définition 1.1.7 Soient (X;)i<oet (Y;)i>0 deux processus stochastiques définis sur

méme espace (2; F; P)

i) X est une modification (ou une version) de Y si pour tout ¢ > 0; les variables
X, et Yisont égales :
P—psVtP(X;=Y;) =1

ii) X et Y sont indistinguables si P— p.s.; les trajectoires de X et Y sont les
mémes i.e.

P(X, =YVt >0) =1

Définition 1.1.8 Un processus stochastique (X;)i>o est progressivement mesu-
rable par rapporta (Fy)i<o ; si Uapplication (s;w) — X,(w) de [0;t] dans R? est

mesurable par rapport a B([0;t]) @ F; et S(RY).

Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

On note aussi que si X est processus mesurable et adapté alors il possede une

modification progressivement mesurable.
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1.1.5 Mouvement Brownien

Définition 1.1.9 Un mouvement Brownien est un processus stochastique (Wy)i>o

a trajectoires continues dont les accroissements disjoints sont indépendants,et

Vs >0, (Wis —Wy) ~ N(0,s).

Si de plus, Wy = 0, alors (W;)¢>0 est un mouvement Brownien standard.

Si X; est de la forme suivant :

Xt = XO exp(ut + UWt),

On dit que X; est une mouvement Brownien géométrique.

On peut montrer (Yong et Zhou, 1999)|p. 30-32] que les trajectoires du mouve-
ment Brownien sont presque strement (p.s) nulle part différentiables, c’est a dire

que :

P({w €

lim Wiin(w) = Wen(w) =00 }) = 1.
h—0 h

de plus, la fonction ¢ — W;(w) n’est pas p.s. a variation bornée.

1.1.6 Théoréme de représentation de Riesz

Définition 1.1.10 Si f une forme linéraair dans H' (H' est une espace de Hilbert)

alors il existe y unique tel que y € H' vérifiée la représentaion suivant :

flz) =<y, z>.
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1.1.7 Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy

t

E[sup| [ o(s, X, )dW(s)]?] SKE[/Ot lo(s, X,)|*ds].

t<T Jo

1.1.8 Lemme de Gronwall

Soient @, v, et ¢ des fonctions non négatives, continue définie sur [a, b]. Supposons

que « est dérivable et a dérivé non négative, si pour tout ¢ € [a, b
t
O(t) < aft) —|—/ P(s)P(s)ds.

Alors Vt € [a,b] :
B(t) < a(t) exp / $(s)ds).

1.1.9 L’intégrale stochastique (1’intégrale d’Ito)

Il s’agit d’une intégrale de la forme :

T
/ X,dW,. (1.1)
0

Ou (W3)>0 est un mouvement Brownien, et (X;);>o un processus stochastique ré-
pondant & certains critéres d’intégrabilité. En ingénierie financiere, (W;);>o pour-
rait par exemple représenter ’évolution du prix d'un actif dans le temps et (X;)i>0

la stratégie de transaction sur cet actif d’un investisseur.

L’intégrale (1.1) est alors le gain réalisé a I’horizon 7. La manipulation de cette
forme d’intégrale est facilitée par I'utilisation de la formule d’It6, faisant référence

a son auteur, le mathématicien Kiyoshi Ito.

10
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1.1.10 Propriétés de I’intégrale stochastique

L’intégrale stochastique posséde les propriétés suivantes :

T
/ ((IXl +CX2 / X1 dW / X2 dW

/X )dW (s)] =0

T
= E[/ X (s5)*ds](isométrie d’Ito).

[/Xl )dW (s /X2 YdW (s }:E/Xl ) Xo(s)ds]

E[/O X (s)dW(s)|Fy] :/0 X (s)dW(s) (propriété martingale).

1.1.11 Processus d’Ito6

Rappelons que S! désigne I’ensemble des processus intégrables, S? est I’ensemble

des processus (X;);>o adapté a la filtration F; tels que :

E (/OTXQ(s)dzs) < 00

Définition 1.1.11 Un processus X = (X;)i>0 est un processus d’Ité s’il existe

Xo, Y € St et Z € S? tels que
t t
Xt:X0+/ sts+/ ZdW.
0 0

Théorlme 1.1.2 (formule d’It6)

11
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Soit f une fonction continument différentiable deux fois et W; un mouvement

Brownien standard. On posse :
t t
X = X —|—/ f(s,Xs)ds—i-/ o(s, Xs)dWs.
0 0
Pour tout ¢, on a :

df (t, X;) = lft(t,Xt) + f(t, X)) fo(t, X)) + %a(t,Xt)Qfm(t,Xt) dt

+ O'(t, Xt)fw(t, Xt)th,

ou f;, fr et fu. sont les dérivées partielles.

Soit W; un mouvement Brownien standard, et
dX; = X dWy
et on pose f: R} — R tel que :
f(z)=Inzx.
On a donc f;(X;) =0, f.(X;) = X%v Joa(Xy) = —Xltz. D’apres la formule d’It6 :

1
d(ln Xt) = XO eXp(—gt + Wt)

On reconnait la, un mouvement Brownien géométrique.

12
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1.2 Variation quadratique

Soit M7 et M, deux martingales, et n € N : t; < --- < t,, = t, une partition de

[0, ] telle que max |t; — t;_1] — 0, alors on pose :

n

(M, M)y = lim y ~(Mi(t;) = My(ti1)) (Ma(ts) = Ma(ti 1)),

n—oo 4
=1

(M7, My), s’appelle la covariation quadratique de M et M.

On définit ainsi la variation quadratique d’une martingale M, :
n
M), =l My, — M,
(M), nl_{lc}oi; t; ti1
1=

et dans le cas de mouvement Brownien standard (W), = t.

1.3 Equations différentielles stochastiques (EDSs)
Soit (2, F, (Fi)e>0, P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.3.1 Une équation différentielle stochastique est une équation de la

forme :
dX(t) = u(t,X(t))dt + o(t, X(t))dW(t), (1.2)
X (0) = X, |
Ou
X est de R™.

W (t) est un mouvement Brownien.

u(t, X (t)) et o(t, X (t)) sont des fonctions continues.

13
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Définition 1.3.2 Une solution forte de ’EDS est un processus X = (X (t))cjo,1

continu, Fi-adapté, et tel que :

f(f lu(s, X)|” + |o(s, X)|> ds < oco.
X vérifie 1)

1.3.1 Condition d’existence et d’unicité d’une solution forte

On rappelle que L% (2; R"™) désigne 'ensemble des variables aléatoires F-mesurables

X a valeurs dans R"” telles que
E(|X]") <oo, (p=1).

Théorlme 1.3.1 Si les fonctions u(t, X(.)) et o(t,X(.)) sont Lipchitziennes,

c’est a dire qu’il existe M > 0 tel que :

u(t, z(.)) — u(t,y(.)] < M |z() —y()],
o (t,2(.) —o(t,y( )| < Mlz() —y()l,

et si de plus

u(t, X()] +|o(t, X ()] € L*([0, T]; R),

Alors pour tout Xo € LU-(S;R™), il existe une solution fort X de qui vérifie :

E(supg< <7 | Xs]") < Li(1 + E(|X0]")),
E(|X, — X,|") < L(1 + E(|Xo[") |t — 5|2,

Vs, t € [0,T], Ly € RY.. D’autre part on suppose qu’il existe X une autre solution

de , et tel que X, € L (9, R™)

14
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Alors pour tout 1" > 0, il existe Ly > 0 tel que :

E( sup ‘Xs — X,

0<s<T

<L+ E(’Xo - Xo(p))‘

Pour la démonstration de ce théoréme, voir (Yong et Zhou,1999).

Exemple 1.3.1 L’équation de Black scholies, voir (Pandry wilson, 2010)|p. 8-9].

1.3.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades (ED-
SRs)

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades(car la valeur terminale de la
fonction inconnue est donnée),sont introduites par Bsmut 1973 dans le cas linéaire
et par pardous et peng 1990 dans le cas générale, en abrege EDSR, apparaissent

dans de nombreux problémes en finance.

Selon les auteurs sus-cités, une solution d’'un EDSR, est un couble de processus-
adabteés (Y,Z)

satisfaisant :
dY, = —f(t,Y:, Zy)dt + Z[dW (t)

Y, =¢,

Ou Z' est transposée de Z.

ThéorBme 1.3.2 On suppose que : [ est uniformément Lipschitzienne, c’est a

15
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dire qu’ilexiste C' > 0 tel que :

[f(t oy, 21) = [t y2, 22)| < C(lyn — w2] + |21 — 22]) Yy, 21), V(y2, 22).-
f(.,0,0) est de caré integrable, c’est a dire :

E([) |£(.,0,0)]dt) > oc.

¢ € Ly, (4 RY), c-a-d B(|¢]) < oo.

alors, il existe une paire de processus adapté (Y, Z) qui satisfait 'EDSR (1.3).

1.4 Classes des controles

1.4.1 Controle admissible

On appelle controle admissible tout processus u(t) ou t € [0;7] mesurable et

F;-adapté a valeur dans un borélien U de R,

Notons par U I'ensemble de tous les controles admissibles :
U={u:[0,T] x Q2 — U, tel que u est mesurable F; — adapté} .

1.4.2 Controle optimal

Le probléme de controle optimal consiste & minimiser une fonction de cott J(u)

sur un ensemble de controle admissible .

On dit que le controle u* est optimal si

J(u*) < J(u), YVu e U.

16
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1.4.3 Controle Feed-back

Soit u(t) un controle Fi-adapté, et soit F;¥ la filtration naturelle engendrée par le

processus X.

On dit que u(t) est un controle Feed-Back si u(t) est aussi adapté par rapport la
filtration {F;*}.

On dit aussi qu’un controle u est Feed-Back si et seulement si v dépend de X.

17



Chapitre 2

Conditions nécessaires et

suffisantes d’optimalités

Dans ce chapitre, on va établir les conditions nécessaires ainsi que les conditions
suffisantes d’optimalité pour les EDSs de type Mckean — Viasov. La méthode de

démonstration basée sur le principe d’optimisation convexe.

2.1 Formulation du probléme

Dans ce travail, nous étudions un probléme général de controle optimal stochas-
tique pour de systéme gouverné par EDS de type Mckean — Vliasov controlée de
la forme :

dz*(t) = f(t,x"(t), Poury, u(t))dt + o(t, x*(t), Pyugy, u(t))dW (1), 2.1)

z*(0) = xo,

ot W(.) est un mouvement Brownien unidimensionel défini sur un espace de pro-

babilité complet (2, F,P), P, = Pox~! disigne la loi de la variable aléatoire z, les

18
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applications : f : [0, T|XRIxQ2(RY) xU — R, 7 : [0, T]x RIx Qz(R?) x U — R,
sont des fonctions déterministes, ot () (Rd) est I'espace de toutes les mesures de
probabilité ;1 sur (R?, B(R?)) de moment d’ordre deux fini muni d'une distance

W, (distance de Wassertien) pour tout i, v € Qs (R?) :

Wi, v) = mf{ [ ol oty é}

pe Q2(Rd)7p('7Rd) = Map(Rd7 ) =v.

Le systéme stochastique de type Mckean — Viasov (2.1)) est trés générale, dans
le sens ou la dépendance des coefficients a la loi de la solution P, pourrait
étre véritablement non linéaire en tant qu’élément de I'espace des mesures de

probabilité.

Le tout attendu & minimiser la fonction de cotit sur la classe du controle admissible

est égalment de type Mckean — Viasov, qui est a la forme :

J(U(-))ZEUO g(t, (1), Pavgey, ut))dt + Y (2*(T), Pouiry) | - (2:2)

o g : [0,7] xR x @QaR) xU — R;1p : R x @Qa(R) — R sont des fonctions

déterministes .

L’objectif du controleur est obtient un u*(-) de processus -adapté qui minimiser

la fonction de cotut J.

Pour tout controle admissible u*(-) satisfait :

I () = min J(u()

alors un controle u*(-) est appelé controle optimale.
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Soit IL2(F, R?) 'espace Hilbert de produit intérieur (x-y)y = Efz -y], ot 2,y €
L2(F,R?) et la norme :

Iz, = [(x - y)2)]? .

On note par L%([0.7] , R?) 'ensemble des processus F-adaptés tel que z(+) € [0, T

|mu=EUfmmwt

Nous rappelons maintenant briévement, I'outille principal utilisé pour prouver le

et
P
< Q.

résultat principal.

La diftférentiable par rapport au mesure de probabilité. I’idée principale est d’iden-
tifier un distribution u € Qo (R?)

avec la variable aléatoire z € L?(F,R?) sort que pu = P,.

Plus précisément, on suppose que ’espace de probabilité (£2, F,P) suffisamment
riche au sens que pour chaque u € Qy(RY).

Il existe un variable aléatoire z € LL2(F,R%) telle que p = PP,(par exemple Ies-
pace de probabilité ([0, 1] ,f( [0, 1]), dx), ou dz est la mesure de Borel) satisfait cet
propriété.

Tou au long de cet travail, nous considérons le probléme de controle stochastique

Mckean — Vlasov du type suivant.

A (8) = F(t,2(1). Bouey, u(t))dt + o (¢, 2(0), Py, u(t))dW (1),

x(0) = xo,

Soit 7" > 0 un nombre réels strictement positive fixé, et (2, F,P) un espace de
probabilité fixé, satisfaisant les conditions usuelles, dans lequel les mouvements

Browniens d-dimensionnels W (t) = {W(t) : 0 <t < T} et W(0) = 0 sont défini.
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Nous supposons qu’il existe un sous-o-champ F, C F, tel que le mouvement

Brownien W (-) est independent de Fy, et Fy un assez riche,
ie. Q2(RY) = {P,; z € L*(F,R%)}.

Par F = (Ft)cjo7) » on note la filtration engendrée par W(-), complétée est aug-

mentée par Fyg.

Pour tout fonction f : Q(R%) — R, on défini la fonction f : L2(F,R%) — R telle
que :

f(z) = f(P.); 2 € L*(F,RY).

Clairement, la fonction f est appelée la portance de f, ne dépend que la loi de z,

et indépendant du choix de représentant z.

Définition 2.1.1 une fonction f : Q2(R?) — R est dérivable en g € Q2(RY),

s’il existe zy € L2(F,RY) avec pg = P,

telle que sa portance f soit fréchet dérivable en zy. De plus précisément, il existe

une fonction linéaire continue D f(z) : L?(F,R%) — R telle que :

flzo+€) = f(z0) = (Df(20) &) +O(l¢ll,)
= De¢ f(10) + O([[€]ly)-

ot (-, -) est le produit dual en L?(F, R?).

Nous appelons D¢ f(119) comme Fréchet dérivative de f en py dans la direction

&. Alors on obtenu :

D f(po) = (Df(z) - &) = %f(zo +t§)|

t=0

avec [y = Py,
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On appliquant le théoréme de représentation de Reisz, il existe un variable unique

Oy € L2(F,RY) telle que :

(D f(z0) - €) = (€0 &), =E[(60 - )],

ot £ € L?(F,RY).
Il a été montré (voire les travaux de Buckdahn et al'! ), qu’il existe une fonction
de Borel h 1] : R? — R?, dépendant uniquement de la loi o = P, mais pas de

le choix particulier de représentant zy tel que :

Og = h [1o] (20) -

On peut écrire :

f(P.) = f(Ps) = (B po] (20) - 2 — 20)2 + O ([|lz — 20ll5) ,

Vz € ]LQ(]-",]Rd).
On note
Ouf (Py, @) = hlto) (2) & € R,

De plus, nous avons les identités suivants :

D f(z0) = ©0 = h [po] (20) = 9 f (P2, 20)-
Et
Dé f(]P)Zo) = <8uf(]P)Z0’ zO) €>a
Ou € =2z — 2.
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Remarque 2.1.1 Pour chaque ji € Q2(R?), 8, f(P.,) = h[uo] (-) n'est défini que

dans un sens P,(dx), ot p = P,.

Nous rappelons maintenant briévement une notion important de la théorie du
champ-moyen, a savoir la différentiable par rapport au mesures de probabilité.

111

Dans l'ouvre de Cardalaiguet (voir les travaux de Buckdahn et al'' pour plus

discussion).

Définition 2.1.2 ( Espace de fonctions différentiables sur Q»(R%)) On dit
que la fonction f € CH(Q2(RY)), si pour tout z € L2(F,RY), il existe un P,-

modification de 0, f(P,,-) tel que :

Ouf : Qa(RY) x R — R

est borné et Lipchitz continu, c’est a dire pour un C' > 0, il tient que :

1) [0uf (1, )| < C, Vo € RY,

2) [0 f (11, 71) — Ouf (2, 22)| < C(Wolpn, pi2) + |21 — 22|),
V,Ulaﬂz S QQ(Rd)7 vxlaxZ S Rd)

Nous tenons é souligner que la version de 0, f(P,,-), z € L*(F,R?), indiqué dans
la dé finition (1.2) est unique (voir la remarque (1.2), dans les travaux de Bukdahn

lll

et al'' et les travauzr da Cardalaiguet pour plus discussion )

Maintenant, soit U une sous-ensemble convexe fermé de R, soit I/ une classe de

processus mesurable et F-adapté u : [0,7] x Q — U.

Comme 'objectif de ce travail est d’étudier le controle optimal stochastique, nous

donnons ici la définition de la controle optimale admissible.
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Définition 2.1.3 Un controle u(-) est dit admissible si :

i) u(-) € U.
it) z(-) est Uunique solution de léquation (2.1).
Z”) ng < Cil(R X QQ(R)uR)

On note par U I'ensemble de tout les controles admissibles.
Tout au longe de ce travail, nous supposons ce qui suite :

L’Hypothése (H1) Les fonctions : f,0,9 : [0,7] X R x @Q2(R) x U — R et
1 R x Q2(R) — R sont mesurables dans toutes les variables. De plus, pour
tout uw € U, f(-,-,u),0(-,u) € CLHQ2(RY),R).4(-,+) € CH{(Qo(R?), R)Plus
précisément, si ['(z, pu) = f(z,p,u), o(x, p,u), g(x, p,u), ¥(z, u), la fonction T

satisfaite les propriétés suivantes :

1) Pour x € R fixé, ['(x,-) € CE1(Q2(RY)).

2) Pour p € Qo(RY) fixe, T'(-, ) € CH(R).

3) Tout les dérivés 0,I",0,I', pour I' = f, 0, g, sont bornés
et Lipschitz continus,

ou les constantes Lipschitz sont independantes de u € U.

4) Les fonctions : f, o et g sont continuellment différentiables
par rapport 4 la variable du

controle p, et toutes leur dérivées 0, f, d,0 et 9,9 sont

continues et bornés.

Clairement, dans I’hypothése (H1)et, la dynamique M ckean — Viasov a une so-
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lution fort unique z“(t), qui donnée par :

2"(t) = o —i—/o J(s,2"(s), Pyu(sy, u(s))ds

+/0 o (s, 2" (5), Par (), uls))dW (s).

(Voir les travaux de Carmona et [9], et Buckahn et [9]).

Puis par 'arguments standards, il facile de montrer que pour tout n > 0, il tient
que :

E

te€[0,7

sup Ifc“(S)(t)lm] < k(m).

ot k(m) est constante dépendent uniquement de m et la fonctionnelle .J est bien
définie.
Soit u*(+) € U un controle optimale et le processus d’état correspondant z* (), et

la solution de la dynamique Mckean — Vliasov (2.1]) sont noté par 2*(-) = 2% (-).

2.2 Equation adjointe

Soit (Q, F , I@’) une copie de l'espace de probabilité (€2, F,P). Pour toute couble
de variables aléatoires (z,¢) € L?(F,RY) x L*(F,R%),

nous laissons (é,f) une copie indépendant de (z,£) défini sur <Q,.7:" , I@’) . Nous
considérons 1’espace de produit de probabilité ((Q X Q, FxF P x I@’) et réglage
(2,6)(w, @) = (2(&), (&) pour tout (w,d) € N x .

Soit (@*(t), #*(t)) un copie independant de (u*(t), x*(t)) de sort que Py« = Pz(y).

Nous désignons par E I'espérance sous la mesure de probabilité P. Nous disignons
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pour ¢ = f,0,g,% ce qui suite :

But) = 0u(t, 2*(t), Poery, u*(£); 7).

A (1)
Gult) = Oub(t, (1), Puv ey, 7527 (1),

Nous définissons I’Hamiltonien habituel au probléme du contréle stochastique de

champ-moyen (2.1)) et (2.2)) comme suite :
H((t, 2, p,u, (1), Q1)) = ©(0) f(¢, 2, 1, w) + Qt)o (¢, x, p,w) + g(t, , p, w), (2.3)

pour tout (¢, z, g, u, ®,Q) € [0,T] Xx R x Q2(R) x U x R x R,

ou (®(t),Q(t)) € R x R, et donné par I’équation différentielle stochastique arriére

de champ ([2.4)) ci-dessous.

2.2.1 L’équation adjointe impliquée dans le principe du

maximum

Nous introduisons I’équation adjointe impliquée dans le principe du maximum

stochastique pour notre probléme du controle,

¢

4D (1) = (fult, " (1) Pangy, " (0)@(1) + B [, (1,3 (1), Pavey, 0 (1); 27 (1) (1)
0 (1" (1), Py, 0 () QU)HE [0, (1, 3 (1), Pavey, 0* (1) 27 (1) Q1)

90 (8, 2% (1), Pae o, w* () + B [0g (8, 27 (1), Pan o, 0" (2); 2°(2))] )t

—Q(t)dW(t),
O(T) = u(a*(T), Por ) + B [0,00(27(T), Por(ry; 2°(2))] -

\

(2.4)

(Voir le travail de Buckdahn [3] pour plus discussion sur les équations différentielles
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stochastique rétrogrades & champ-myen ),nous avons :
E [8ﬂ¢(t7 T (t)a IP)ac*(t)a u* (t)v z* (t))} = E [aﬂ¢(t7 [L’*(t), IP>oc"(t)7 u* (t)a y)] y:m*(t)pour (b -
f,0,9,%, si nous dénotons par H(t) := H(t,z*(t), Ppeq, u*(t), ®(t),Q(t)), alors

I’équation adjointe peut étre récrite comme suivante :

-4@@:{H4@+E@H@Qﬁ—Qmwww

) (2.5)

Clairement, sou ’hypothése (H1), I’équation adjointe (2.4]) admet une seule solu-
tion forte, et Fi-adapté (®(.), Q(.)) € (L%(0,T;R))? (Voir letravail de Buckdahn[3])
telle que :
T
E{wp@@f+/\mm%4§+m
0

s<t<T

2.3 Conditions nécéssaires pour un controle op-

timal

Dans cette section, nous développons la condition necéssaire d’optimalité sous la
forme de principe du maximum stochastique de Pontrayagin pour le controle op-
timal stochastique, ot le systéme est gouvernés par une dynamique de Mckean —
Vliasov contrbélée non linéaire. La preuve de notre resultat est basée sur le dérivée
par raport a la mesure de probabilité est donée dans la section 2, avec la formule

d’It6 correspondante la méthode de dualité.

Le premier resultat principale de cete travail est énoncé dans le théoréme suivante :

Théorlme 2.3.1 Soit (u*(t),z*(t)) une solution optimale de probléme de controle
et (2.9). Que l’hypothése (H1) soit maintenue. Alors, il existe un paire unique
de processus Fi-adapté (P(.), Q(.)) solution de l’équation adjointe telle que
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pour tout u € U :

0<E [ /0 Ho(t, (), Py gy, ™ (1), D(1), Q1)) (u(t) — u’ (¢))dt (2.6)

Remarque 2.3.1 Sous l’hypothéses de théoréme (3.1), il existe un paire unique

de processus Fy-adapté (P(-), Q(+)) solution de l’équation telle que :

pour tout u € Uyet t € [0,T] :
0 < Hy(t,z"(t), Pyrry, u™ (1), P(t), Q1)) (u(t) — u*(t))dt, P-p.s

Nous avons besoin des résultats suivantes, que nous devons traduire en notre

probléme de controle Mckean — Viasov.

Soit (u*(t), z*(t)) la solution optimale du probléme de controle (2.1)) et ([2.2)), notre

résultat est prouvé en plusieurs étapes en utilisant le fait que :
J(u () = J(u*() > 0, (2.7)
ott u’(+) est le perturbation convexe de u*(-) telle que, pour tout t € [0, 7] :
u’(t) = u(t) + 0 [u(t) — w* ()],

o 0 > 0 est suffisamment petit, et u(-) est un élément arbitraire de & Nous

soulignons que la convexité de U a pour conséquence que u’(t) € U.

Soit 2%(-) = z’(-) est la solution de I'équation (2.1)) correspondant au controle

admissible.
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Lemme 2.3.1 Laissez U’hypothése (H1), nous avons obtient :

lim E [ sup |27(t) — m*(t)|2 = 0.
6—0 0<t<T

Preuve. A partir d’estimation standard et 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,

on obtient :

B sup () o (o) |

0<s<t
<E tf(s,xe(s),IP’me(s),ue(s)) — f(5,27(5), Py (s), u*(5)) ds]
0
+E /t 0(37 xe(s)a ]P):Jce(s)a u0<8)) - 0(87 SC*(S), ]P)z*(s)a U*(‘S)) dS]
0

En appliquant les conditions de Lipchitz sur les coefficients f, o par rapport & z, u

et u, on obtient :

E l sup |2%(s)(t) — x*(t)ﬂ (2.8)

0<t<T

t
< kyE U ([2°(s) = 2* ()| + [Wa(Pyos), Por(o) | )ds
0

t
+ kr0’E [/ (‘ug —u; 2)ds]
0

Rappelons que pour la métrique 2-Wassarstein, nous avons : avec Py = Pzo(y

et Pues) = P

WQ(]P)xe(s)u Px*(S)) = inf {[E }‘%9(8> - ‘%*<S)}2]% (29)
Pour tout 7%(-), *(-) € L*(F,R%).

1
2

< [E |2%(s) — x*(s)‘z}
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A partir de et nous avons :

E | sup |2°(t) —x*(t)ﬂ < krE

0<t<T

/0 sup ‘xe(a)—x*(a)Fds

a€l0,s]

En appliquant I'inégalité de Gronwall, le résultat souhaité suite immédiatement

en laissant 6 aller a zéro. m

Lemme 2.3.2 Soit ¢(t) la solution de systéme Mckean — Viasov suivant :

A3(t) = (Jult, 2" (8), Py, (D)0(0) + B [0, (1,27 (1), Paviy, w*(1: 5" (0)(0)|
Ll (0), Py () (ut) — (1)

(Ot (), Par 0 (0)0(0) + B [0,0(8,27 (1), B0 (1) 2 (1) (0|
+ou(t, (), Pee ), u* (1)) (u(t) — u*(t)))dWt,

#(0) = 0.

(2.10)

ensuite, ’estimation sutvant tient :

lim E

su
6—0 D

0<t<T

2] = (2.11)

Preuve. On appliquant ’hypothése (H1), I’équation (2.10) admet une solution

unique, nous mettons :
- ¢<t)7 te [OaT]

de puis D¢ f(P.,) = (Df(z) - &) = %f(zo +t£)| , nous avons la forme simple

t=0

suivante da la développement de Taylor :

f(]P)zo+§) - f(PZO) = D§f<]Pz0) + T(£)>
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Ou T'(¢) est d’ordre O(|[€]|,) avec O(||]],) — 0 pour & € L2(F,R?),

(1) = § o [f(5:2%(5), Paogy, u?(5)) = f (5,2 (5), Py, ()] ds
+5 3 [0(5.27(5), Pro(, u¥(5)) — (5,27 (), B, u*(5))] AW (5)

= Sy el 27 (5), Py, 0" (9))0(5) + B [ 0] (5,2 (5), P ), w” ()3 8% () 5)|
o Fulis, (), Ps e, u7) () — () s

= Jo (025,27 (5), P, 0" (3))6(5) + B |00 (5,7 (5), sy 07 ()57 (3))5)|
(5,27 (5), Pas (o), 07 (5))(ul's) — 7 (5)))dWV (s).

Nous décomposons 3 fot [f(5,2°(5), Pyo(s), u’(5)) — f(s,2%(5), Pyr(s), u*(s))] ds dans

les parties suivantes :

7$6(5)7Pm9(s)7u0(8)) - f(svx*(‘S)?Pm*(s)?Tj’*(S))] ds
f(S, xe(s)apx"(s)aue(s)) - f(S, ZL‘*(S),]P)CL,G(S),UQ(S))} ds

=
= O
o X —~
X »

5 Jo [F(5,27(5), Pasey u'(5)) = F(5,2%(5), oo (o), u”(5))] ds
+3 fot [f(s,2%(8), Pye (), u?(5)) — f(s,27(5), Py, u*(s))] ds

Nous remarquons que :

0

1/0 [f(saﬂce(s)apze(s),ue(s)) — f(s,x*(s),Pzg(s)7u9(5))] ds
— /0 /0 [fo(s,27(5) + 20(77(5) + B(5)), Progey, u”(5)) (77 (5) + ¢(s))] dAds
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Et

1 / [£(5,27(5), Paeey () — (5,2 (5), Pae g a”(5))] dis

/ / fu s, x* (), 0 (s) + A0(v(s) — u*(s))(v(s) — u*(s))] dds.

La relation analogique est valable pour o. Par conséquence nous obtenons :

E

sup ”)/ ‘ ]

s€[0,t]

Ef0 Jo 1 £2(5,2%(5) + A0(1() + 8(5)), Pae s), u” ()77 (5)|” dAds
+Ef0 fo Opf (s, (S) P 12063(5) 46 A(s))7UO(S)(S)@*(S)WQ(S)‘ dXds
+Ef0 fo |00 (s,2%(s) + A((5) + B(5)), Pussy, u’(s))7( s)| d)\ds
B[l B0
sup W(s)ﬁl )

s€[0,t]

d)\ds

O'(S, l’e($>, Px*(s)+/\0(ﬁ($)+¢;(8))’ u@(s); ;%*(S))’?G(S)

+E
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Ou :

= [ [ 10560 4 20005) 4 6060, Bura(5)
(52 (5), Barg () (s)dAds
[ B0 B s 60557 6)
0,1 (5,7°(5), Pusi, °(5); ()] (s)dN

/ / fuls,z* (s), u(8) + A0(v(t) — u*(t))
(5,27 (5), P () (0(2) — ()N

/ / 025, °(5) + M3 () + 9(5)), Pury, ()
— 2{5,°(5) Pangy, 0 ())]()NTV ()

// 100 (5,2 (5), P aa5000) 403y 1 (8)3 87 (5))

(5,2°(5), Py () 2 (DNG) NIV (5

/ / 05, 2°(5), Paegey 07 () + M(w(t) — (1))

— 0u(8,27(5), Pyr(s), us) (vp — u*(t))dAdW (s).

Maintenant, puisque les dérivées de f et o par rapport a (x, u,u) sont Lipchitz

continues en (z, i, u), on obtient :

lim E

0—0

sup ‘ﬁg(s)f] =0.

s€[0,T7]

Puisque les dérivées de f et o par rapport a (z, p, u) sont bornées, nous obtenons :

82}(1)%]}7 ()] ] < k(t) {E/o ‘7 } ds + E s%pt]}ﬁ |]}
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On appliquant le lemme de Gronwall, alors pour tout ¢ € [0, 7]

s | 59(5)}2] exp { /0 t k;(t)ds} |

Enfin, mettre t = T et laisser # aller 4 0 :

E | sup |79(8)|2] < k(t)E

s€[0,¢]

lim E

6—0

sup ‘79(5)‘2] = 0.
s€[0,T]

D’ou

Lemme 2.3.3 Pour tout u(-) € U, on a :

0 < B{[0a@"(T), Paviry) + B0, (T), Prvry))] 4(T)
+ fOT [gx(t7 .%'*(t), Px*(t); u* (t))¢(t) + E(aug(t’ z* (t)v ]P):Jc*(t)y (0 (t>7 x*(t)))gb(t)

+gu(t, 2 (1), Pyr iy, u* () (u(t) — u*(t))] dt} .
(2.12)

Preuve. De (2.2) et (2.7)), on a :

0 < JW(t) — J(u*(t))
= E [{(2"(T), Poo(r)) — ¢(2*(T), Pa=(1))]
FE [ [g(t,20(t), Pyogey, u (£)) — glt, 2% (t), Poery, u’(1))] dt (2.13)
E [y [t 2 (1), Pang, 0 (1)) = 9(6,2° (), Pavgey,w*(£))] ]

=1+ I+ I,

34



Chapitre 2. Conditions nécéssaires et suffisantes d’optimalités

On commencer par :

L =E [ (1), Pur) — (@ (1), Pprr))]
= E [¢(2"(T), Pao(ry) — $(2"(T), Bo(ry) — (2 (T), Bar(ay) + &(a* (T), Poery)]
= E [} E [0, (T), Py iy 100 0y 1oy (1)) 0 (T) = o(T))dA
HE [ [0(2*(T) + M (T) + ¢(T)), Por )] 0(7°(T) + ¢(T))dA

Par conséquence :

L =E [ [g(t,2(t), Paoy, u’(t)) — glt, 2" (T), Pyery, u’ (t))] dt
=E [ [g(t,2°(t) u(t)) — g(t, 2%(t), Pyery, u(t))] dt
FE [ [g(t, 2%(), Py, 1 (1)) — g(t, 2% (1), Pyery, u? (t))] dt
=E ) fo B [0,9(t, 2 (1), P 20020 )00 17 (£)] 03 (1)
+0(t))dAdt
+E [y fy 90t (8) + 2007 () + (), Paeey, u ()67 (1)
+o(t))dNdt.

x|
2 (t),

De méme pour I3
T
]3 =FK / [g(t, Z)’J*<t), Pa:*(t)7 Ue(t)) — g(t, z* (t), Pw*(t)a u* (t))]dt
0
Alors, on obtient :

/ / gu(t, x” uw*(t) + A0(v(s) — u*(t))0(v(s) — u*(t))dAdt.
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A partir de 1} on obtient :

0< Efo1 E [0,0(2%(T), Py 1y 12000 (1)1 61y T (T)] é( )
+E ff [ (27 (T) + M0 () + 6(t)), Porry; 27 (1))]
+E [ [T B[990t 2°(t), Poe iy irooc W0(1)) ]925 £)dAdt
+EfO fo gu(t, 2" () + MY (1) + ¢(t)), ,ue(t)) B(t)d\dt
+E Jy fy ult, 2% (8), Pas, u* (8) + A0 (t) — (1)) (v(t) — w* () dAdt
+ Ap(t).

(2.14)

Ag(t) =B [} B [0,0(2°(T), Py i1y xo0 (s 00ry; 27 (T)] A9(T)dA
+E [ [:(27(T) + M((D) + §(T)), Par(ry)] 4 (T)dA
tEJy Jo B [ k9t 2 (1), Por 1y 12000 (1400 0 (1) ] 37 (1) dAdE
+E [} [ (g0(t, 27 () + M (T) + G(T)), Py oy, u’ (£))7° () dAdE.

A partir de (2.11)), on voit que lim E [ sup ‘7 ‘ ] = 0.
0—=0  |o<t<T

De plus, puisque les dérivée de ¢ et g par rapport a (x, i, u) sont bornées, on a :

lim Ay (t) = 0. (2.15)

6—0

Enfin, & partir de (2.11)), (2.14]) et (2.15)), et la continuité de Lipschitz des dérivées

avec le fait que u?(t) — u*(t) comme 6 — 0, alors (2.12)) :ce ci achéve la preuve

du lemme (3). =

Preuve. (du théoréme (3,1)) En appliquant la formule d’Ité o ®(t)o(t)et en
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prenant ’espérance, ou ¢(0) = 0, alors un calcul simple montre que :

E(®(T)¢(T)) =

E [ ®*(t)do(t) + E [, 6(t)dd*(t)
+ B [y Q (t){on(t, 2*(£), Porry, u* (1)) 6(1)
+ B[0,0(t, 7 (1), Pye oy, w(£); (1)) (1))
+ou(t, 27 (1), Por gy, w (1)) (u(t) — w(t)) bt

=1+ I + I,

Ou:
I =E [, 2(t)dé(t)
+E Jy @ {fa:( "), Py, w (1)) 0 (1)
HE(0,f (1, 27(8), Pory, u (1); & (1)) (1))
Lot 27 (), oy, u (1)) (u(t) — (1)) at

Efo (ot 2 (1), Byegoy, w* (1) S(1)dt
+E fo [a F(t 2 (£), Py, 0 (1); (1) (1)t
B [ B(1) fult, 2 (8), Py, u” (1)) (ult) — u* (1))t
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En conséquence,

I, =E [ o(t)dd*(t)
= —E [} o(t){folt, (1), Poe i, w*(£)D(t) + B[O, f(t, 27(£), Poe oy, 47 (£); (1)) D(2))
+0 (1, 2 (1), Py, 0 (8))Q(E) + B[00 (2, (1), oo ry, @7 (1); 27 (£)) Q(1)]
+%axw,mm @D+ﬂ%ﬂwf@fmmwwmﬂmHﬁ
= -E fo (t) fe P
~E J 6()B[D,

) fo d(t)o,(t x*(t),]P’x*(t),u*(t))Q(t)dt
—E ) 6(1)B| (
= —Efo () gu(t, 2*(t), Pos(ry, u*(t))dt
JE|

“Efy ¢

De méme, on peut obtenir,

I; =E fOT (1) aa(t, 2% (), Pye y, u* (1)) o (t)dt (2.18)
+E [ QB[O 0(t, 2 (£), ey, u*(); (1)) (1) dt
+E ) Q au(t,w (), Pox ey, w (£)) (u(t) — w*(t))dt.

En appliquant le théoréme de fubini et puisque I’espérance E[] n’agit que sur une

variable aléatoire marché avecun“”, on a

E/ DEYBIO, f(t, 7 (1), Py gy, 0 (£); 2(8)) Sl

—E/¢ (0, /(1.3 (1), Bue oy 0 (1); 2(6)) ()] .
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Et

B / QUEYBID, (.2 (£), Py, w” (£); (1) (1)t
—E /0 SO0, 0(t, a7 (1), By oy, u* (£); 27 (1)) QU1 .

D’apres [2.16) et (2.18), et le fait que

A

O(T) = Yo (2™ (), Poe (1)) + E[D,10(27(8), P (r); 27(1))]

E{¢0 (2" (T), Pae (1)) + B0, (87 (1), Pae (1) 2 (1)) ]6(T) }
= E [} O(t)fu(t, 2 (), Porgry u* (t)) (ult) — w*(t))dt
+E [ Q(t)ou(t, 27 (1), Poe iy, u (1)) (u(t) — u*(t))dt
—E [, ¢(t)B[0,g(t, " (t), Py (o), 0 (t); 2% (1)) dt

—E fo t ga:( » & ( )’Px*(t)7u*(t))dt'

Enfin, en appliquant le lemme(3.3), on obtient :

0 <E [y B(0)fult, 2" (1), Paen, u*(£)) (ul(t) — u*(t))dt
+E fo (t)ou(t, 2 (t), Py (ry, w*(t)) (w(t) — w*(t))dt
+E [ gu(t x*(t) Py, u (£)) (u(t) — u*(£))dt
= E [y Hu(t, 2" (), Poery, w* (), B(1), Q1)) (u(t) — w(£))dt.
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2.4 Conditions suffisantes pour un contréle op-

timal

Le but de cette section est de dériver des conditions suffisantes pour un controle
optimal stochastique pour les systémes gouvernés par des équations différen-
tielles stochastiques de type MCKFEAN — VLASOV, nous prouvons que sous
certaines conditions de convexité sur I’Hamiltonien et sur la fonction v, les condi-
tions nécessaires deviennent également suffisantes pour 'optimalité.Une fonction

f R x Qo(R?) — RY est convexe, si pour tout (x, ), (2/, 1) € R x Qa(RY),

F@' o) = fa, 1) > folw, p) (@ — ) + B [0, f (2, ) (X' = X)],

ou u =Py et ;' = Pxs, nous imposons la conditions suivantes :
Hypothése (H2)

Les fonctions ¢(+,+) : R xR — R etH(t,-,-,-,P,Q) :R x R x U — R satisfait

(-, ) est convexe par rapport a (z, ). (2.19)

H(t,- -, -, ® Q) est convexe par rapport a (x, fi, u). (2.20)

Théorlme 2.4.1 Soit v(-) € Uun controle admissible, et z*(-), (P"(-), Q"(:)) la
solution de et , respectivement, correspondant a v(-).

Que T’hypothéses (H1) et (H2) soient vérifiées, supposons que le controle v(-)

vérifie que pour tout u(-) € U :

0<E /0 H, (27 (), Pyo oy, v(1), @°(£), Q¥ (1)) (u(t) — v(t))dt. (2.21)
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Alors, v(-) est un contrdle optimal, qui réalise :

J()) = inf J(u(-)). (2.22)

u(-)eU

Preuve. Pour tout u(-) € Uy et d’apres (12.2)), on obtient :

J(u()) = J(v("))
— E [¢(2"(T), Pyur)) — (a4, P, )]

T
+/ [g(t, 2" (1), Poogey, u(t)) — g(t,2°(t), Pyogry, v(1))] dt.
0
En utilisant (2.19)), on obtient :

T(u() = J(0()) (2.23)
> B (0" (7), Bascry) + B [0,0(37(T), Bavgrysa” (1)) (@(T) — 2°(T)|

T
+ E / [g(tv :Bu(t)> ]Pm“(t)7 U(t)) - g(ta x:f)a ]P)J:fa Ut)] dt.
0

Maintenant, on noté par :
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Et en utilisant la formule d’intégration par partie a ®*(t)(z"(¢)—xz"(t)), on obtient :

E [@°(T)(2"(T) — «*(T))]

— B [T o (t)d(z"(t) — (1) + E [T (z"(t) — 2 (t))dD¥ (2)

+E [ 0U(t) [o(t, 2"(t), Pougy, u(t)) — o (t, 2°(t), Pougey, v(t))] dt
= L+ Ly + Ls,

(2.24)

Ly =E [j & (t)d(a"(t) — " (1)

= EfOT OU(t) [f(t, 2(t), Paugry, u(t)) — f(t, xV(£), Pyogey, v(t))] dt.
A partir de (2.5), on obtient :

Ly =E [[(a"(t) — 2°(t))d®"(t)
= —E [/ (a"(t) — 2°(t)) [Ho(t, 2" (t), Pyogry, v(t), B¥(t), Q"(t))
+B(0, H(t, 3" (t), Paogry, 0(1), 3°(£), QV(1); x*<t>>>] dt.

De méme, on obtient

Is—E /O 8 ()0 (t, (), Paugyy, ult))dt — E /0 (1) (£, 2°(t), Py, 0(8)) dt.

(2.25)
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En combinant ([2.24))-(2.25)), nous obtenons :

E[0(T)(2"(T) — 2*(T))]

=B [} (H(t, 2% (), Py, ult), (), Q(1))

—H(t,2°(t), Py, v(t), DV (t), QV(t)))dt

—E [ (2(t) — 2°(t)) [Ha(t, 2°(t), Pyory, v(t), ®°(£), Q¥(t)) (2.26)
+B(0,H(t, 2" (t), Povey, v(t), DV(t), Q'(1)) | dt

—E [ g(t, (), Pyuey, u(t))dt

+E [ g(t, 2°(t), Pyory, v(t))dL.

A partir de (2.23) et (2.26]), nous obtenons :

J(u()) = J(v(-))

> E [y (H(t,"(t). Pogy, u(t), 2 (1), Q"(1)

—H(t,2°(t), Pyoyy, v(t), ®°(t), Q"(t)))dt (2.27)
—-E fOT(a:“(t) — 2V(t)) [Hy(t, 2°(t), Pyogry, v(t), ¥ (1), Q°(t))
+E(0,H(t,2°(t), Py, (1), @V (1), QU (t);z* (1)) | dt.

D’apres (2.20)) et (2.27)), on obtient :

J(u(-)) = J(v() = E/U H(t, 2" (t), Poviry, v(t), (1), Q" (1)) (u(t) — v(t))dt.
(2.28)

Puisque le controle u(-) est un élément arbitraire de 1’ensemble U, et qu’en com-

binant
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(2.21)) et (2.28)), on obtient :

J(u(-)) = J(v()) = 0.

pour tout u(-) € U.

Ceci compleéte la preuve du théoréeme (4.1). m
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous.

(Q,F,P)
(Q"’Tv (ft)t207p)
W(t)

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filtré.
Mouvement Brownien

équation différentielle stochastique.
Tribu Borélienne sur RY.

La fonction de cott.

Controle optimal.

Ensemble des controles admissibles.
FEspérence par rapport a la probabilité P
Controle perturbé.

Espace réel ecludienne de dimension d.
Hamiltonien.

Le produit scalaire dans RY.

presque surement pour la mesure de probabilité P
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