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Notations et symbols

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous.

H(t,z(t), p,v, P,p)
()

Espace de probabilité.

Filtration.

Espace de probabilité filtré.

Movement Brwonien.

Equation difiérentielle stochastique.

Equation difiérentielle stochastique retrogrede.

Espace réel euclidien de dimension d.

Tribu borélienne sur R?.

Espérance mathématique du processus stochastique X .
La fonction de cott.

Ensemble des controles stricts admissibles.

Controle perturbé.

Variable de controle strict.

Hamiltonien.

le produit scalaire dans R?.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous intéressons a 1’étude d’équations différentielles stochas-
tiques dons la solution est donnée en temps initial. Ce type d’équations est appelé

équations différentielles stochastiques (EDS) .

Rappelons ici brievement dans quel contexte la notion d’EDS a été introduite. On
se place sur un espace probabilisé (2, F, P) muni d’'un mouvement Brownien B (d-
dimensionnel) dont la filtration naturelle et augmentée est notée par F B — (F)e>o0-
Une EDS & horizon initial est définie par une équation dont la forme générique

est la suivante
t t
Y, =¢ +/ b(s,Ys)ds +/ 0(s,Ys)dBs, 0 <t < T,
0 0

dont les parameétres sont la condition Yy = &.

L’objectif de ce mémoire est I’étude les conditions nécessaire d’optimalités pour
controles convexes pour les EDS.

Ce travail est composé de deux chapitres

Le premier chapitre est consacré a la théorie du calcul stochastique, en donnant
les défénitions et les propriétés des processus continues, ainsi que leurs résultats
principaux (processus stochastiques, mouvement Brownien, martingales), qui nous

permettre de défénir 'intégrale stochastique, et puis l'existence et 'unicité de



Introduction

la solution d’une équation différentielle stochastique (EDS) d’appre Guesraya,
S. (2019). Université-biskra, et d’appre Kebbas, H. (2019). Université-biskra. Le
deuxiéme chapitre a pour objectif I’etude du principe du maximum stochastique
dans le cas ou les coefficients de drifte b et de diffusion o de I’équation d’état
contient un terme de contrdle .On note par U l’ensemble de tous les controle

admissible
dry =b(t,x{,v) dt + o (t, 2, v;) dBy,

x5 = &,

ol B = (Bi)i>0 est un mouvement Brownien standard défini sur un espace de
probabilité filtré (Q, F, (F;)i>0,P), satisfaisant les conditions habituelles. Notre
objectif dans ce chapitre, est d’établir les conditions nécéssaire d’optimalités d’un
principe de maximum stochastique, pour les controles convexe. Nous établissons
les conditions nécéssair d’optimalités, en utilisant la perturbation convexe (faible).
Nous obtenons 1’équation variationnelle de I’équation d’état, et I'inégalité varia-

tionnelle d’apres 'optimalité u c’est-a-dire

0<J(u) = J ().



Chapitre 1

Généralité sur le calcul

stochastique

Le but de ce chapitre est consacré & donner des définitions de base et des résultats

principaux pour les utiliser aux prochains chapitres.

1.1 processus stochastique
Soit (Q, F o (Ft)o ,]P) un espace probabilisé filtreé.

Définition 1.1.1 Processus stochastique Soit T' un ensemble. On appelle pro-
cessus stochastique sur un espace de probabilité (2, F,P) indexé par T et o valeurs
dansR?, une famille (X;),.,d applications mesurables de (2, F) dans (Rd, B (Rd)) ,

pour tout t € T, X, soit une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 Les fonctions t — X, (w)sont appelées les trajectoires du pro-

cessus stochastique X;.
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1.2 Filtration

On appelle filtration (7). de (€2, F) une famille croissante de sous tribus de F.i.e
Fs C Fy C F;¥s < t. Un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration

(Fi)ser est satisfaites conditions habituelles si

i. Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy.

ii. La filtration est continue & droite i.e. F; = ﬂfth.
s<t

La famille croissante de sous tribus G; = o (X, s <t) s’appelle la filtration
naturelle du processus stochastique X. Mais GGy ne contient pas nécessairement
les ensembles négligeables A, c¢’est pour cela on introduit la filtration naturelle
augmentée de X définie par F; = o (N U G;)Lorsque nous parlerons de filtration

naturelle, il s’agira toujours de la filtration naturelle augmentée.

1.3 Processus adapté

Définition 1.3.1 Un processus stochastique (Xi),.pest adapté par rapport & la

filtration (Fy),epsi Vt > 0, X, € Fyie. Xy est Fy—mesurable pour tout t.

Définition 1.3.2 Soient (X),, et (Y;),5odeuz processus stochastiques définis sur
méme espace (F, P)
i) X est une modification (ou une version) de'Y si : pour tout t > 0, les variables
X, et Y, sont égales

P—ps¥t P(X;=Y;) =1,

1) X et Y sont indistinguables si P — p.s,les trajectoires de X et Y sont les mémes
i.e:

P(X, =YVt >0) = 1.
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Définition 1.3.3 Un processus stochastique (Xt)tzoest progressivement mesurable
par rapport & (Fy),s, si Uapplication (s,w) — X (w) de [0,] x Q dans R?est me-

surable par rapport a B ([0,t]) ® F; et B (RY).

Définition 1.3.4 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.
On note ausst que si X est processus mesurable et adapté alors il posséde une mo-

dification progressivement mesurable.

Proposition 1.3.1 Soit (Xt)tzou” processus stochastique dont les trajectoires
sont continues & droite (ou a gauche), alors X, est mesurable et progressivement

mesurables s’il est de plus adapté.

Les variables aléatoires X; — X,,0 < s < £, sont appelées les accroissements du
processus stochastique X,

i) Processus a accroissement indépendants

(Xe —Xg) LF =0 (X,,0<7r<5),V0<s<Ht.

i1) Processus & accroissement stationnaires

Xt—XS’V‘)Xt_S—XO,VOSSSt.

Définition 1.3.5 Un processus stochastique X = (X;),., est gaussien ssi toute
combinaison linéaire de ses marginales ay Xy + ...+, Xy, suit une loi gaussienne

(pour tout n € N ty,...,t, € T,ay...c, € R).
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1.4 Mouvement Brownien

Définition 1.4.1 On appelle Mouvement Brownien un processus stochastique (By) @
valeurs réelles tel que :

i) Continuité P — p.s; la fonction s — B (w) est une fonction continue.

i1) Indépendance des accroissements : si 0 < s < t, By — By est indépendant de

Fs =0 (By,u < s)et de loi gaussienne centrée de variance t — s.

i11) Stationnarité des accroissements : si 0 < s <t la loi de B, — B est identique

a celle de B,_, — By = B;_;.
On dit qu'un mouvement brownien par rapport a x si :By = x.

Définition 1.4.2 Un mouvement brownien est dit standard si :By =0 P — p.s,

E[B)] =0 et E[B =t

Dans la suite si on parlera de mouvement brownien sans précision, il s’agira d'un

mouvement brownien standard.

Proposition 1.4.1 Soit (By),.,un mouvement brownien standard, alors By est
un processus gaussien i.e : pour tout n et tous 0 < tg < t1 < to < 0 < 1y,

(Byy,....By,) est un vecteur gaussien.

Proposition 1.4.2 Soit B un mouvement brownien Standard, on a
1. {Biyr — Br},s¢ est un mouwvement brownien indépendant de (By,u < T') pour
tout T' > 0.
2. (—By)est aussi un mouvement Brownien.
3. Pour tout ¢ > 0, {CB% }t>0 est un mouvement brownien.

c

4. Le processus défini par Xo = Oet X; = tB% est un mouvement brownien.

6
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Proposition 1.4.3 Soit B un mouvement brownien on a :

1. Vt, P — p.s, By n’est pas différentiable en aucun point t.

2. By n’est pas a variation finie en aucun point t.

1.5 Martingales
Définition 1.5.1 Un processus (X;)i>oest dit martingale si

i)Pour tout ¢t > 0, X; est F—mesurable.
it)Pour tout t > 0, X; est intégrable i.e : E[|X}|] < occ.
iti)Pour tout vt > s > 0,E[X;\Fs] = Xs.P — p.s.

On définit de maniére similaire une sous-martingale si iii)est remplacé par
E[Xi\Fs| > Xs.P —p.s, Vt > s
Et sur-martingale si #ii)est remplacé par
(E[X\Fs] < X5.P—p.s, ¥Vt >5s>0).

Proposition 1.5.1 Le mouvement brownien standard (By,t > 0)est une martin-

gale par rapport & sa filtration naturelle Fy* = o (Bs,0 < s <t).

Proposition 1.5.2 Soit (B;),5, un mouvement brownien. Les processus suivants
sont des martingales par rapport a (Fy)

i) My = B —t.

ii) Ny = exp [B; — 1].
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1.6 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie de fagon similaire a I'intégrale de Riemann comme
limite d’une somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mou-
vement Brownien),B; : [0,7] x Q — R ainsi que z : [0,7] x 2 — R un processus
stochastique adapté a la filtration naturelle associée a By, alors I'intégrale d’Ito :
fOT ¢sd B est définie par la limite en moyenne quadratique de Z;:OI ¢i (B, — Bt,) -
Soit (€2, F, P)un espace probabilité et B; un mouvement Brownien sur cet espace,
et la filtration naturelle du mouvement Brownien F; = o (B, s < t). L’objectif

c’est définir I'intégrale f(f ¢sdBs pour des processus.

1. Cas étagé : On dit est un processus étagé(ou élémentaire) s’il existe une
suite de réels t;, 0 <ty < t; < .... < t, et une suite de variable aléatoire ¢;
telle que ¢; est F;, —mesurables de carré intégrables ¢, = ¢; pour tout ¢t €

]tia ti+1]7 soit

n—1
¢S (w) = Z ¢l (UJ) 1]ti7ti+1] (S> .
=0
On définit

t n—1
/ ¢sst = Z sz (Btiﬂ - Bti) :
0 i=0

On sait que

E {/Otgbsst] =0 et var [/Ot@dBS} = {/Otﬁds],

alorSf(f ¢sdBs = 2?:_01 bi (BtHl/\t - Bti/\t) .
2. Cas général
Soit I'ensemble L? (Q x R, ) des processus ¢ F;—adaptés caglad (continus a

gauche limite a droite).



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

Si un meilleur processus, il existe(¢?) une suite de processus étagés telle que
t
B| [ (00— 00| o
0

quand n tend vers oo. Ainsi, pour tout ¢ > 0 il existe une v.a I; (¢) =

fooo ¢sdBg de carré intégrable. On va montrer que

E Mtd)sst} — 0.

t n—1
I (Cb) = /0 ¢sdBs = qu% (Bti+1 - Btz‘) )
=0

I; (¢) est gaussien, car (B;) est un processus gaussien alors

n—1
E(L (¢)] =B |> ¢ (Bi., — B:,)
=0
n—1
= Z Pl (BtiJrl Btz)
=0
= 0.

Comme E [By,,, — B;,] =0 car (By,,, — By,) sont a accroissement indépen-

dantes. Pour montrer que

var @) =8| [ as).
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En effet, on a

1.7 Formule d’It6

Théoréme 1.7.1 Premiére formule d’Ito

Soit B un mouvement Brownien défini sur (Q, F, (Fi),¢,P) et f : R — R est une

fonction de classe C? et bornée. Alors

t
0

FB) = 50)+ s [ s

Exemple 1.7.1 Calculer [} B,dB; tel que : f(z) = 2

t t
szz/ BSstJr/ ds.
0 0

10
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Ce qui donne, d’aprés lintégration

1

t 1
/ B,dB, = -B? — ~t.
0 2 2

Théoréme 1.7.2 Deuxiéme formule d’Ito

Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C*2, on a

£ = 10,80 + [ s BB+ [ s Byds 5 [ piGs s

Théoréme 1.7.3 Troisiém formule d’Ito

Soient

X0 =0+ [ 1638+ [ ol5)ts
Y(t) =yo + /Ot h(s)dB, + /Ot k(s)ds,

deux processus d’Ito, avec les fonctions f, g, h,k € .2, d’aprés la formule d’Ité6 on

Qa

donc

dX(t)dY (t) = X(t)dY (t) + Y (t)dX(t) + d(X,Y),,

et on obtient la formule d’intégration par parties suivantes

t
0

X ()Y (t) :X(O)Y(O)—l—/o X(s)dY(3)+/ Y(s)dX(s)—i—/o g(s)k(s)ds.

11
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1.8 Equations difiérentielles stochastiques(EDS)

Théoréme 1.8.1 Soit [’équation différentielle stochastique suivante

dxy; = b(t,x)dt + o(t, x;)d By,
¢ = b(t, z) (t, z)dBy (L.1)

Ty = 57
vérifier les conditions suivantes
1.
P('TO = 5) = 17

2.

t

P </ |b(s, )| + 0% (s, z5)ds < oo) =1,

0

3.

t t
xp=¢ —|—/ b(s,xs)ds +/ o(s,xs)dBs.
0 0

Le probléme est, comme les équations différentielles stochastiques consti-
tuent une généralisation des équations différentielles ordinaires pour montrer
que sous certaines conditions sur les coefficients b, o, I’équation différentielle

a une unique solution. Soit K est positive,on suppose que

[b(t, z) = b(t,y)|* + lo(t, @) — o (t,y)|* < klz —y|*, (1.2)

[b(t, 2)|* + lo(t, @) < k(L +[2[*). (1.3)

12
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La preuve d’existence et d’unicité de la solution, est basée sur les deux lemmes

suivants.

Lemme 1.8.1 Lemme de Gronwall

Soit f une fonction intégrable et non négative définie pour t > 0 et vérifiant
t
0 <p+e [ s
0
ol ¢ et B sont des constantes positives. Alors on a

ft) < ﬁexp(/o cs)ds.

Lemme 1.8.2 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

2

[E |sup

t<T

T T
/a(s,XS)dBS < CE U |a(s,Xs)|2ds},
0 0

ou C' est constante positive.
Maintenant, on se donne ci-dessous le théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 1.8.2 FExistence et unicité : Si les coefficients b et o vérifient les

conditions (1.2) et (1.3). Alors l’équation (1.1) admet une solution forte unique
X = (Xi)iejo,r), Fe-adapté et continue avec condition initiale xo = & de plus cette

solution est markovienne et vérifie

E

te[0,T]

sup Ithp] <M, Vp>1,
ou M est une constante qui dépend de k,p,T et &.

13
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Preuve.

1) lexistence : On montre 'existence d’une solution forte en étulisant la mé-

thode des approximation successives et pour cela on pose

X =&+ fot b(s, X" 1) ds+ fga (s, X" 1) dB,
X0 =¢.

s

Alors
¢ t
XproXp = / [b(s, X2) = b (s, X27)] ds+ / [ (s, X2) = o (s, Xi7) ] B,
0 0

d’appre Cauchy, Lemme de Gronwall et Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

on obtient
2 ! 2
E [|X§+1 — X7 } < c/ E [|X§ — XY } ds,
0
ol ¢ = max (2T'k; 2k) .D’aprés (1.3)) on a

B|[x} - x| <20 (148 [|X2[]).

14
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puisque

2 2

B||x} - x| < 2B +2E

/ b (s, X°) ds / o (s X0) dB,
< 2TE {/Ot|b(s,Xg)‘2ds} +2E Vot|a(s,xg)|2ds]
ngk/Ot <1+E[|X§\2])ds+2k/ot (1+B[[x0f]) as

< (@rk+2k) (1+B[[xf]) T

<27 (1+EB||x0[]).
donc
B||x} - x| < mT,

tel que M = 2¢ (1 +E [\XSﬂ) :

Par récurrence sur n il résulte que

n+1
E [|X;L+1 - X;@’ﬂ < ﬂ
(n+1)
On démontre que
n+2
B X+ - X < MI)
(n+2)

IN

t
c/ E “XS" —Xf_lﬂ ds
0

t (MT)n—H
< Trn

(M7
~Tmr2)

15



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

On obtient alors, lorsque n — oo on obtient
o\ 1
B[(X7 - X71)?] — 0

Alors on trouve

lim B [(x7 - Xt"y?)%] —0. (1.4)

n—-+0o

Donc X[ est une suite de Cauchy dans IL? (2) et par conséquant elle est

convergente. Notons X; sa limite ,c’est -a-dire :

lim X' — X;.

n—-+o0o

Maintenant, le processus X;' définit par

t t
X =&+ / b (S,X:_l) ds + / o (S,X?—l) dB;.
0 0
D’apreés I'égalité ((1.4) et lemme de Fatou on obtient
T T
E [/ | X" —Xf|2ds} < lim supE {/ | X" —Xt”|2ds} — 0,
0 m—0o0 0
et
T T
E[lim / \X;”—thfds} < lim supE U ]X[”—Xf|2ds] — 0.

Donc

T
E [/ |Xt—Xf|2ds] — 0.
0

16
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En utilisant 'isométrie d’It6, on obtient
t t
E [ [ ot X =0 (5. x2) dBﬂ <c [ B[x7- X[ ds —0,
0 0

et de plus

¢ ¢
/ o(s,X})dBs — / o (s, Xs) dBs.
0 0

On applique I'inégalité de Holder
t t
B [/ b (s, X7) — b(s,Xs)Fds} < CT/ E [|X" - X.[*] ds — 0.
0 0
Et par la continuité de b (¢,.) on obtient
t t
/ b(s,X!)ds — / b(s, Xs)ds;(n — 00).
0 0
En passant a la limite dans ’équation ([1.4}) on obtient
t t
X, :§+/ b(s, Xs)ds +/ o (s, Xs) dBs.
0 0
Donc X; est une solution de 1’équation (|L.1]), montrons que

E

t€[0,T]

sup |Xt|p] <M, Vp>1.

Par Dinégalité (a + b+ ¢)* < 3a2 4 3b% + 3¢? et on passant de espérance et

on appliquant holder et isometrie

E [|X/°] < 3E [|¢]’] + 3TE [ / t rb<s,xs>\2ds] 3B [ / t ro<s,xs>\2ds] -

17
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D’aprés (1.3]) on trouve

t

E [|X:*] <3E [|¢] +3Tk:/0t (1+E [|Xs\2})ds+3k;/0 (1+E[|X,%]) ds.
Posant M = 3max (3T'k; 3k) et ¢ = max (M;2M) on obtient
E[1X:*] <c(1+E[Ef]) + c/otE [1X,]?] ds.
En appliquant le lemme de Gronwall on obtient
E[|1X,°] <c(1+E[[¢?])exp (ct);Vt € T.

Puisque E[|§|2} < oo alors on posant M = ¢ (1+E [|§|2D exp (ct), on ob-
tient

E[|X:°] < M;vteT.

Ce qui implique
E

te[0,7

sup |Xt|p] < M.

D’ou le résultat.

2) Unicité : Soient X = (X;),.p et Y = (V}),., deux solution de I'équation([L.1])
tel que Xy = Yy = £. En appliquant Pinégalité : (a +b)* < 2a2 + 20%en
utilisant les formules de X; et Y; on obtient

2
+2

2

t t
X, — Y|P <2 / b(s, X,)—b(s,Y,)ds /O’(S,XS)—O'(S,YS)dBS
0 0

18
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Passant a ’éspérance mathématique on obtient :

2

+2E

2

t t
E[|X: - Yi’] <2E / b(s, X,)—b(s,Y,)ds /U(S,Xs)—a(s,Ys)st
0 0

Par les inégalités de Cauchy-Schawrtz et isometrie on obtient

</Og<s> st>T - / ¢ (s) ds

et

E (X, - Yi[*] < 2TE [/ b (s, X,) — b(s,mfds}

T
+ 2E [/ lo (s, X5) — J(S,YS)|2ds] .
0
En appliquant la condition de lipshitz on obtient
T
BIX -] <c [ B[X - Y[]ds
0

ol ¢ = max (2T'k; 2k) .

En appliquant I'inégaité de Tchébychef on obtient :

E[|X; — Yi[’]

c2

Ve>0;(PIX,—Y*>e) < — 0.

Donc pour tout ensemble D dénombrable partout dense dans [0; 7] on a

P(sup ]Xt—K]2>O) =0,

te€[0;T]
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Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

enfin le processus X et Y sont continues. On concut que

P(sup |Xt—Yt|2>0) = 0.

te(0;7T)

Ce qui prouve l'unicité forte de la solution.

Remarque 1.8.1 Remarquant que la condition de Lipchitz (1.2) nous assure

Pexistence et l'unicité de la solution de l’equation (|1.1)).
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Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

Exemple 1.8.1

2
dr: 3
G =3,
CL’O:O,
et
0: sit<a,

Ty =
(t—a)®: sit>a,

2
b(x;) = 3z} nest pas Lipchitzienne car les dérivées n’est pas bornées, n’est pas

dérivable au points o = 0.

Remarque 1.8.2 La condition de croissance (1.3)) nous évite I’éxplosition de la
solution et si on n'a pas cette condition ’équation (L.1) admettra une solution

unique mais seulement jusqu’au temps d’éxplosition.

Exemple 1.8.2 On considére l’équation différentielle suivante

doy _ .2
dt _$t>

170:1.

C’est-a-dire b(x) = x?,0 = 0, sont Lipchitziennes donc, il existe une solution

unique donnée par

car
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Chapitre 2

Principe de maximum de le cas

non linéaire convexe

Dans ce chapitre on donne une généralisation du principe du maximum stochas-
tique dans le cas ot les coefficients de drifte b et de diffusion o de ’équation d’état

contiennent un terme de controle.

2.1 Formulation du probléme

On note par U L’ensemble de tous les controle admissible.

dry =b(t,xf,v) dt + o (t, 2, v;) dBy,

x5 = &,

La fonction de cout & minimiser est de la forme

J(v(-)):E[/O [(t, 2" (), v(t))dt+a (2*(T)) | .
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Chapitre 2. Principe de maximum de le cas non linéaire convexe

J(u) = inf J(v).

velU

ou

b:[0,T] x R" x U — R",
a:R* — RY
o:[0,T] x R" x U — R™,

1:0,7) x R" x U — R,

Hypothése (H;) : U convexe, b, 0,1 sont continiment différentiable par rapport a
(x,v). Ils sont majorées par C(1 + |z|+ |v|) et leurs dérivées, par rapport a (z,v)
sont continues et uniformément bornées et la fonction a est convexe.

Sous I’hypothése (H;) ci-dessus, I’équation (2.1)) a une unique solution forte et le

colit J est bien définie deU dans R.

Nous prenons la perturbation convexe (sous forme faible), suivante
uw=u+elv—u), 0<e<1
Pour obtenons 1’équation variationnelle suivante
J (u®) — J (ug) >0,
on a besoin de deux lemmes suivant
Lemme 2.1.1 Sous l’hypothése (Hy) on a

limE | sup |25(t) — z(t)]*| = 0. (2.2)

n—0  |o<t<T
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Chapitre 2. Principe de maximum de le cas non linéaire convexe

Preuve. Ona

E[sup |m5(t)—x(t)|2] SE/Ot|b5 (s) — b (s)[? ds+E/ 10° () — o (s) 2 ds,

0<t<T

b et o sont lipchitziennes par rapport a (x,v)

E[sup |z (t) — z(t) 2] <C’TE/ |z°(s s)|? ds+C£2E/ lu(s)]>ds. (2.3)

0<t<T

En utilisant (2.3), on obtient

E [ sup |2°(t) —g;(tﬂ < (JTE/Ot sup |2°(s) — z(s)|* ds + Mpe.

0<t<T s€[0,s]

D’aprés le lemme de Gronwall, d’aprés l'inégalité Burkholder-Davis-Gundy, d’ot

resultat. |

Lemme 2.1.2
t) — x(t
lim sup BP0 pye g (2.4)

e=00<i<T €

ou Z est la solution de [’équation linéaire

dZ(t) = {ba(t)x1(t) + bu(t)v(t)} dt + {0, (t)x1(t) + 0, (t)v(t) }dB(1),
ZO =0.

Preuve. Pour simplifier ona

xp,a(t) — .Z'(t) —+ ps(x‘s(t) + Z(t))a
xp,s(t) — .T(t) —+ pe(x‘f(t) + Z(t))a

uPe(t) = u(t) + peu(t),
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Chapitre 2. Principe de maximum de le cas non linéaire convexe

onposej:w—Z(t),ona

bt 2o (), us(t)) = blt, x(t), u(t) Yt + {o(t,2°(t), u(t)) — o(t, x(t), u(t)) }dB,
dz® = —[{b: (1) Z(t) + bu(t)v(t) Ydt + {0 (t) Z(t) + o, (t)v(t) }dB(t)],
25(0) = 0.

Développement d’ordre 1 avec un reste intégrale on obtient

e | B0 + Z0) 4 00, )
+ fo o (t, P (t), uPe(t))(z°(t) + Z(t)) + oy (t, x5 (t), u?=(t))v(t)|dp}dB;.

On definie les quantités suinantes

%zéb@wwww%w@

of = [of — byt t/{tﬂaqw )) = bo(O)u(t)}dp

ﬁ:Aawxwww%mm

af = [aff — o.(t / {[ow(t, x”5(t), u”(t)) — 6,(t)]v(t) }dp.
Donc on a

dze(t) = [af2(t) + ob) dt + [ahat(t) + of] d B,
z¢(0) = 0.

On applique isométrie d'Tt6 |2°(t)|?, on obtient

Elxs(t)IQZEUO [((22°(t), af2"(t) + af)) + |ofa™(t) + of]*dt |,

< CE UOT’%%)‘%} + o(a).
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Chapitre 2. Principe de maximum de le cas non linéaire convexe

D’aprés le lemme de Gronwall, d’ou résultat(2.4]) . m

Lemme 2.1.3 Si u est un controle optimal alors on a
T
E {/lx(t)Z(t) + lv(t)v(t)dt] + Ela, (z(T)) Zr] > 0. (2.5)
0

Preuve. Si u () optimal control alors

J (u®) — J (uy)
g

> 0.

Blate) —ater]+ 28 [ (0F0 1))
By o (a4 (25 — ) (25— ) 0

+E [/ (/ Lo (- A (o = ) g - A (0 — ) (o — a) C“) dt”

+y (h + X (2 — o) up + Ae (v — we)) (ug — uff) dA] dt

1 ! A T — o
= E g (2 + XN(ap — o) uy + Ae (v — wy)) d\
0

£

+y (25 + X (27 — 2)) yu + Ae (ve — wy)) (vp — ue) dA] dt,
1 1
:—E {/ o (2 + XN (a3 — 2k)) Zrd)

=+ E/ / ﬂfT‘I—)\ “),ut+)\€(vt—ut))Zt

+ 1y (@h + A (2f — o) u + Ae (v — w)) (v — wy) dAdE
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Chapitre 2. Principe de maximum de le cas non linéaire convexe

d’aprés lemme (1), lemme (2), l,, l. ,, sont continue et bornée

g (v + A (2] — 7)) =m0 g (77)
Lo (2 + XN (25 — ') s ue + Ae (vp — ug)) —eo Lo (2, 24 uy)

Ly (xffﬁ + A (fﬁf - xf) yug + Ae (Ut - Ut)) —e0 by (xf, Y, Ut) )

T
0< —E{am(xﬁ)ZT+/ Lo (2 2 ug) Zy + 1y (2 e ug) (v — wg) dit |
0

2.2 Equation varitionnelle, processus adjoint et
équation adjointe

A partir de I'inégalité varitionnelle on va établier les conditions nécessaires d’op-
timalité verifies par le controle optimale w.

Soit ¢ la solution fondamentale matricielle associée a I’équation linéaire,

—dp(t) = by (t.,u) (D)t + 0 (1,0, u) 0, (1) dB,
SDO — Id,

© est inversible et son inverse 1 verifie

—dw(t) = (thDf - At%) dt — Dypd By,

Q/)0 = Id7

telque
E

sup ](pt\Ql < 0,
t€[0,T]

27



Chapitre 2. Principe de maximum de le cas non linéaire convexe

et

E

te[0,7)

sup ]%\2] < 00.

On définie le Hamiltonien H de [0, 7] X RxQ2(R)xU x RxR xR — R
H(t,x(t), p,v, P,p) = l(t,x,v) + b(t,z,v)p — o(t, z,v)P.
On pose p; = U,Y;, avec
dY, = —@X 1, (t, 2, uy) dt + pud By,

Pour obtenir I’équation adjointe vérifiée par le processus adjoint p, il suffit d’ap-

pliquent la formule d’It6 sur p; = ¥, Y,

dpy = V0 dYy + Yidpy + (U4, Yy),

- _Hx (ta x:‘,jla utvpzth7 Ptu> dt — ptdBt7
telque

Hm (t7 'rtua ut7pra Ptu) = l:lt (t7 xﬂ;’ ut) +prbm <t7 :Lﬂtl7 ut) - Ptuo-z <t7 I?, ut) )

By = by (x} — x),
X = org. () + [y @iha (t,2),w) dt,
Pt = YiYs,
P = Ufpt — Yoy,
Y = BX|F] — [y sl (8,27, up) dt,

\
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Chapitre 2. Principe de maximum de le cas non linéaire convexe

Po = oYy = Yp.

t
pr = brYy = 7B [X|Fr] — br / ool (8,2, ) dt.
0

X est Fr mesurable donc E [X|Fr| = X,

dp = —H, (t,z}, us, p, P") dt — PdBy,
( to Wty Pt t) t t (26)
Pr = gxm%v

L’équation( [2.6)) est une équation stochastique rétrograde.

Théoréme 2.2.1 (sous forme faible) pour qu’un controle u € U soit optimal, il

faut et il suffit que

H, (t,x}, ug, pyt, P) (v — ug) >0,

Ou (p, P) est la solution unique de l’équation adjointe, C-a-d

J(u) = inf J(v) = H, (vy —uy) >0, Yo e U.

vel
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté le principe du maximum dans le cas non
linéaire convexe. Plus précisément, nous utilisons lemme de Gronwall et Inégalité
de Burkholder-Davis-Gundy ainsi avec une technique on obtient un principe du
maximum telque le domaine de controle est convexe, et pour étudé Les condi-
tions nécessaire d’optimalités des controles convexes pour les EDS,et minimese la

fonction de cout
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Résumeé du memoire

Cette mémoire est porte essentiellement sur les problémes de controle optimal stochastique. On
s'intéresse a probléeme de controle optimal stochastique pour des systémes stochastiques gouvernés
par des équations différentielles stochastiques (EDSs). Ce probléme est consiste a minimiser une
certaine fonction de co0t.

Plus précisément, notre objectif est d'établir des conditions nécessaires d'optimalité sous forme
d’un principe du maximum stochastique de Pontriyagin.

Abstract

This thesis is essentially about stochastic optimal control problems. We are interested in
a stochastic optimal control problem for stochastic systems ticks governed by stochastic
differential equations (EDSs). This problem is consists in minimizing some cost function.
More precisely, our objective is to establish necessary conditions of optimality under
form of a Pontriyagins stochastic maximum principle.
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