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Notations

Mxq (R) : Espace de n x d matrice réelle.
M2 . (R) : Espace linéaire des vecteurs M = (M, ..., My), M; € M, (R).
~» :Suit la loi.

p.s : Presque partout.

P.p.s : Presque stirement pour la mesure de probabilité P.

EDS : Equations différentielles stochastiques.

EDSR : Equations différentielles stochastiques rétrogrades.
EDSP : Equations différentielles stochastiques progréssive.
M.B : mouvement brownien.

M.B.S : mouvement brownien standard.

U : L‘ensemble des controle admissible

u : Controle admissible.

u? : Controle perturbation.

j(.) : Fonction de coft.

H{(t,us, x¢, yi, 2, Pt, @, 7¢) : Hamiltonien.
F(t) = F(t, z,uy) ,Fe(t) = F(t,xt,uf) sfor =10, b,,
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F(t)=F(t,z;) sfor F =o0,0,,
F(t> :F<t7$t7yt7zt7ut) 7F6(t> :F(t7xt7yt7zt7u?> ;fOT F:f7fmvfy7fZ7
F(t) = F(t,z,y,u) FOt) = F(t,x,y,ul)  for F =1, Ly, Ly
VI3 =B | sup %] <,
0<t<T
S2(R*¥) :le sous-espace formé par les processus continus.

M2 (RF*4) : le sous-espace formé par les processus 7, progressivement mesurables,

T
a valeurs dans R¥*4, tel que :||Z|]3,, = E {f“ZtHth < 00
0

Si Z € R¥4 || Z|]? =trace (Z, Z*)
M?(RF*4) : désigne I'ensemble des classes d’équivalences de M (R¥*4).

Les espaces S?, 5% M? sont des espaces de Banach .

On désigne 32 I'espace de Banach S?(RF) x M?2(RF*4),
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Introduction

On considére un probléme de controle stochastique, ol le domaine de controle
est non convexe et le systéme est régi par une équation différentielle stochastique

progréssive et rétrograd (EDSPR) de type :

;

dxt =b (t, T, Ut) dt +o0o (t, I't) th7
x (0) = xo,
dyy = f (L, 26, Y, 2, u) + 2edW,

y(T) =~ (vr) =¢,

\

telle que : b, o, f,et v sont des fonctions données et W = (W;),~, est un mouvement
brownien standard définit sur un éspace de probabilité filtré (Q,f  (Ft) >0 ,IP)
satisfaisant aux conditions usuelles, la variable de controle u est un processus

F,—adapté avec des valeurs dans U C R*.

Le but du probléme de contréle est de choisir v de maniére a minimiser une

fonction, avec des valeurs initiales et terminales du type :

J(u) =B | g (er) +hgo) + / L (t, 2 yo,wr) dt

ou g, h,l, sont des fonctions données.



Introduction

Les problémes de controle stochastique pour les systémes forward-backward ont
étudié par de nombreux auteurs dont Peng [§], Xu [11], El-Karoui et tout [3],
Wu [10], Dokuchaev et Zhou [2], Peng et Wu [9]. Les travaux qui est basées sur le
principe de la programmation dynamique la a été étudiée par Fuhram et Tessetore
[4]. Nous notons que dans Peng [§] et Wu [10], a été étudié le principe du maximum
stochastique les systemes d’équation différentielle forward-backward , mais avec

contrainte d’état convexe et condition terminale restreinte.

D’une maniére classique de dériver les conditions nécessaires d’optimalité, ot le
domaine de contréle est non convexe,. Plus précisément, si u est optimal conrole

et v est arbitraire, alors nous définissons la perturbation forte comme suit :

v siter,T+46],

Uy si non,

avec f positive.

Ensuite, nous dérivons 1’équation variationnelle de I’équation d’état , et 1'inéga-

lité variationnelle du fait que :

0<J (W)= J(u).

De I'inégalité variationnelle, on déduit les conditions nécessaires d’optimalité en in-
troduisant trois équations adjointes, qui sont respectivement associées aux 1’équa-

tion Forward (EDS), I’équation Bakward (EDSR) et la valeur terminale de EDSR.

Apres ce résultat, nous étudions quand les conditions nécessaires d’optimalité
dérivées devient suffisant. Nous prouvons que sous des hypothése supplémentaire,

les conditions nécessaires sont suffisants.



Introduction

Ce probléme peut avoir des applications sur le marché financier et il peut étre
adapté au probléme de la minimisation d’un investissement initial et de la maxi-

misation d’un richesse finale.
Ce mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre ,on va énumérer tous les outils mathématiques qui vont
nous permettre de mieux comprendre le probléme qui est le Principe du maximum
dans le cas non convex .nous donnons des rappelles sur le calcule stochastique et

des notions de base

Dans la deuxiéme chapitre, nous formulons le probléme et donnons les différentes
hypothéses utilisées ;puis nous déduisons 1’équations et inégalité variationnelles,
nous énonce le principe du maximum sous forme globale on introduisons les équa-
tions adjointes et en déduire notre premier résultat principal qui est les conditions
nécessaires d’optimalité et le deuxiéme résultat principal ces conditions suffisantes

d’optimalité .



Chapitre 1

(Généralites sur le calcul

stochastique

Le calcul stochastique est une extension du calcul différentiel et intégrale
classique, dans laquelle les processus a temps continus remplacant les fonctions,

et les martingales jouent le role des constantes.

Le but de ce chapitre est consacré & donner des définitions de base et des résultats

principaux pour les utiliser aux prochains chapitres.

1.1 Généralités sur les processus stochastiques
Soit (2, F, P) est un espace de probabilité

Définition 1.1.1 (Processus stochastique)
Soit T' un ensemble. On appelle processus stochastique sur un espace de pro-
babilité (0, F, P) indexé par T et o valeurs dans RY, une famille (X;)ier

d’applications mesurables de (0, F) dans (R? B(R%)) ; pour tout t € T, X; soit



Généralites sur le calcul stochastique

une variable aléatoire.
On dit que le processus est & trajectoires continues (ou est continu) si les applica-

tions t — X,(w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.1.2 (processus mesurable) Un processus X est dit mesurable si

Uapplication suivante :

([0, +00[ x Q, B ([0, +00[) ® F;) — (R%, B (RY)) ,

(t,w) — X; (w).

est mesurable.

Définition 1.1.3 (Processus adapté) Un processus (Xy),.p est dit adapté (par

rapport a F) si pour tout t € T, X, est Fy-mesurable.

Définition 1.1.4 (processus a trajectoire continue) Le processus X = (Xy),cp

est dit a trajectoire continue si pour tout w € € la fonction t — X, (w) est conti-
nue sur R.
Définition 1.1.5 (cadlag et caglad)

1. Un processus est dit cadlag (continue a droite, pourvu de limite & gauche)

st ses trajectoire sont continue a droite et pourvu de limite a gauche.

2. Un processus est dit caglad (continue a gauche pourvu de limite & droite)

st ses trajectoire sont continue a gauche et pourvu de limite a droite.

Définition 1.1.6 (filtration) Une filtration sur (2, F,P) est une famille crois-

sante F = (ft)teR+ de sous-tribu de F, c’est a dire :

VO <s<t<oo ,F,CF CF.



Généralites sur le calcul stochastique

Et nous appelons (Q,]—", (ft)tzo ,IP’) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.7 (processus progressivement mesurable) On dit que X (t)

est progressivement mesurable par rapport a une filtration (Ft)tem: siVt > 0,VA €
B(R),
{(s,w) /0 < s < t; X, (w) € A} € B([0,]) @ F,

c’est a dire que [’application
([0,t] x Q, B([0,t]) @ F; : (s,w) — X, (w),
est mesurable.

Définition 1.1.8 (Temps d’arrét) Une variable T ) — {oco} est un temps

d’arrét par rapport a une filtration (F,), ¢80 :
Vn e N{T =n} € F,.

Ou bien :

Vn e N{T <n} € F,.

1.1.1 Martingales

Définition 1.1.9 (Martingales) Un processus (M), est dit martingale si :
i) Pour tout t > 0, M, est F,—adapté.
ii) Pour tout t > 0, M, est intégrable i.e B (|M;|) <oo.

iwi) Pour tout s < t,B (M;/Fs) = M.
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On définit de maniére similaire sur -martingale si (ii7) est remplacé par :

E (M;/Fs) < M,

et sous-martingale si (iii) est remplacé par : E (M;/Fs) > M;.

Définition 1.1.10 (Martingale locale) Un processus M adapté caglad est une
martingale locale sil existe une suite croissante de temps d’arréts {T,}, -, telle
que : lim+Tn = 400 P.p.s, et le processus arrété (M T”) est une martingale pour
tout n.

Toute martingale cad-lag est une martingale locale mais la réciproque n’est pas

vraie

Définition 1.1.11 (Semi martingale) Une semi martingale est un processus

cadlag adapté X admettant une décomposition de la forme :

X=Xo+M+A,

o M est une martingale locale cadlag nulle en 0 et A est un processus adapté a
variation finie et nul en 0. Une semi martingale continue est une semi martingale

telle que M et A sont continus, est unique.

Théoréme 1.1.1 (Convergence des martingales)
1. Soit X = (X3),eq une sur-martingale cadlag bornée dans L' (en particulier
si elle est positive) Alors X, converge p.s. quand t — +00.

2. Soit X = (Xy),ep une martingale cadlag. Alors (Xi),cp est uniformément

intégrable si et seulement si X, converge p.s. et dans L* quandt — +oo vers
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une variable aléatoire X o .Dans ce cas, X, ferme X a droite, i.e.X; =

E [X o0/ Ft] pour tout t > 0.

Définition 1.1.12 (Variation quadratique, crochet)

1. Soient M = (My)er et N = (Ny)ier deux martingales locales dont 'une
des deuz est localement bornée (par exemple continue). Alors il existe un
unique processus prévisible a variation finie, noté < M, N >, nul en 0, tel
que MN— < M, N > Soit une martingale locale. Cette martingale locale est
continue si M et N le sont. De plus, pour toutt € T', si 0 =tf <t} < ... <

L. =t est une subdivision de [0,t]de pas tendant vers 0, on a :

k'fl
< M,N >=lim 3 (Mt? _ Mty_l) (Ntln _ Nty_1> ,

n—oo 4
=1

au sens de la convergence en probabilité. Le processus < M, N > est appelé
crochet (oblique) de M et N. On dira de plus que M et N sont orthogonales

st <M, N >= 0 ce qui signifie que le produit M N est une martingale locale.

2. Lorsque M = N, le processus < M, M >, noté parfois < M > et appelé la
variation quadratique de M ou le processus croissant de M, est croissant. De

plus, on a la relation de “polarisation” :

<M,N>==(<M+N,M+N>— (MM —(N,N)).

N —

1.2 Mouvement brownien
Soit (Q, F o (Ft) =0 ,]P’) un espace de probabilité filtreé.

Définition 1.2.1 Soit B = (Blt)7520 un processus stochastique,on dit que B est un

8
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(M.B.S) si :

1. BOZO

2. pour tout 0 < to<t;<ts<....<t, < T les variables

(By, — By, By, — Byy, ..., By, _, — By,) sont indépendentes.

3. ¥0<s<t B —Bs~ N(0;t—s).

Proposition 1.2.1 Soit B = (Bt)t20 un processus stochastique telle que toutes
ses trajectoires sont continues et By = 0 .Alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes

1. Le processus B est un (M.B.S).

2. Le processus B est un processus gaussien avec :

Esperance m (t) =0,

Covariance I (s,t) = min {s,t} .

Proposition 1.2.2 Soit X; = (X;),5, un processus stochastique et Bet un M.B
alors :

1. Pour toutt >0 et s > 0,et X; = {Bi1s — By} ,alors (X;) est un M.B.

2. Pour tout t > 0,et X; = —By,alors (X;) est un M.B.

3. Pour tout t > 0,et X; = tB1,alors (X;) est un M.B.

4. Pour tout t >0, et soit (¢ > 0)et X; = L B2y,alors (X;) est un M.B.

c
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1.3 Intégrale stochastique

Définition 1.3.1 (Intégrale stochastique) L’intégrale stochastique est un in-

tégrale de la forme :

b
[x.w)aB. ),
otaetb € Ry, (X;), est un processus stochastique et (Bt),s, est un M.B.

L’intégrale stochastique est vérifier les propriétés suivantes :

1. Linéarité :Soit (X;),5, et (¥;),5, deux "bon processus" on donc :

t

Va5 € R, [ (aX.(w) + BY. (W) dB. (w) = o [ X, (w) dB (w)+5 [ Y. (w) dB. (w)

0

2. Centrage :Soit X = (X;),,, "bon processus" on a :

B /Xs(w)dBS(w) 0.

3. Appartenance a IL? :Soit X = (X,),,,"bon processus" on a :

t

B | (X ), w)?| =5 /Xf(w)ds

0

4. Variation quadratique : La variation quadratique de intégrale stochas-

tique est donnée par :

</th (w) dBy (w)> = /txfds.

0

10
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5. Isométrie :Soit (X;),., et (¥;),5, deux "bon processus" on donc :

tAs

B /txs<w>st<w> /tmw)st(w) ~B | [X.)Y.()ds

1.3.1 processus d’It6
Définition 1.3.2 Un processus (Xt>t€[0,T} défini sur (Q, F (Ft)so ,IP’) est appelé
processus d’Ité s’il est de la forme :

t t
Xt:Xo—i-/b(s)ds—l—/a(s)st, vt > 0.
0 0

ot b (s) est un processus Fy—adapté tq :
t
/\b(s)|ds<oo vt > 0.
0

et o (s) est un processus F;—adapté tq :

t
/02 (s)ds<oco ¥Vt >0.

0

le processus b(s) s’appelle la dérivée (ou drift) et o (s) s’appelle le coefficient de

diffusion ou volatilité.

11
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1.3.2 Formule d’Ito6

Théoréme 1.3.1 Soit

t

t
Xt:XoJr/b(s)der/o(s)st,VtZO.
0

0

X, et un processus d’Ito ,et soit f : R? — R une fonction de clacce C* alors :

f(Xy) = f(Xo)+ /f/ )dXs + /f// d(X),.

ol

/f/ )dX, = /f/ )ds+/tf/(X

Plus généralement,si f : (t,7) € Ry x R — f(t,z) € R et de classe CH? (conti-

ndment différentiable en t et deux fois contindment différentiable en x) alors

F0X) = £O.X0)+ [ £ X)Xt [ (s X) X4 5 [ Fua (XA (),.
0 0 0

1.4 Equation différentielle stochastique (EDS)

Définition 1.4.1 Une equation différentielle stochastique est un equation de la

forme :
t t

Xi=z+ /b (s, Xs)ds+ /a (s, Xs)dBs, ¥t > 0. (1.1)
0 0

12
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Ou sous la forme différentielle :

dXt =b (t, Xt) dt +o0o (t, Xt) dBt,
XO =X.

Ou {By;,t > 0} est un mouvement brownien.
L’inconnu est le processus X . Le probléme est, comme une équation différentielle
ordinaire,de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients, l’équation

différentielle a une unique solution.

1.4.1 Existence et unicité

Théoréme 1.4.1 On dit que (1.1] )posséde une unique solution dans lintervalle[0, T

pour tout x,y € R" sl existe K<oo,avec

1 )b(t,x) = b(t,y)| +|o(t,x) —o(t,y)| < K|z —y.
2. b(t,x)+o(t,z)] < K(1+ |z|).

3. B (|X]*) <co.

1.5 Equations différentielles stochastiques rétro-

grades(EDSR)

Considérons un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)i>0, P), une variable aléa-
toire £ mesurable par rapport & Fr. On veut résoudre I’équation différentielle

suivante :
-Y;
dt
Yr=¢

:f(Y;f>a te [OvT]

13
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En imposant que pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur aprés t c’est a

dire que le processus Y soit adapté par rapport a la filtration (F)i>o -

Prenons 'exemple le plus simple & savoir f = 0. Le candidat naturel est Y; = £
qui n’est pas adapté si & n’est pas déterministe. La meilleure approximation -
disons dans Ly adaptée - est la martingale Y; = E(¢ | F;). Si on travaille avec la
filtration naturelle d’'un mouvement brownien, le théoréme de représentation des
martingales browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable

et adapté tel que :
t

Yi—B(¢| 7) =B + [ 2B,

0

ce qui implique que
T
Y, =¢— /ZSdBS i.e. —dY, = —-Z;dB; avec, Yr=¢
t

On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est
le processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté. Par conséquent,
comme une seconde variable, apparait, pour obtenir la plus grande généralité, on

permet & g de dépendre du processus 7 ; I’équation devient donc :
—dY, = f(t,Ys, Z,)dt — Z;dB,,  avee, Yr=¢

— Soit (2, F, P) un espace de probabilité complet, B un mouvement brownien
d-dimensionnel sur cet espace. On note (F;);>o la filtration naturelle du mou-
vement brownien B.

— On note S?(R¥) I’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement me-

surables, & valeurs dans R, tels que :

14
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— On donne une application aléatoire g définie sur [0, T] x Q x R* x R¥*? 3 valeurs
dans R¥ telle que pour tout (y,z) € R*¥ x R**4 le processus {f(t,y,2) }o<i<r
soit progressivement mesurable.

— On considére une variable aléatoire & mesurable par rapport a Fr et a valeurs

dans R”.

Le probléme est de résoudre I’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

suivante :
—dYy = f(t,Ys, Zy)dt — Z;dB,, 0<t<T avec, Yp=2E¢,

ou, de fagon équivalente, sous forme intégrale,

T T
Y= ¢+ /f(r,K, Z)dr — /ZrdBT,. 0<t<T. (1.2)
t

t

La fonction g s’appelle le générateur de 'EDSR et £ la condition terminale.

Définition 1.5.1 Une solution de ’EDSR est un couple de processus {(Yi, Zt) Yo<i<r

vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs dans R* et R**? respec-

tivement ;
T
2. P—ps. [{lg(r,Y,, Z)| + | Z.]]*}dr < oc;
0
3. P—ps,ona:

T T
Yt—£+/g(r,Yr,ZT)dr—/ZrdB. 0<t<T.

t t

Remarque 1.5.1 les intégrales de l’équation ( étant bien définies et comme

15
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le processus Y est progressivement mesurable,il est adapté et donc en particulier

Yo est une quantité déterministe.

Lemme 1.5.1 (Lemme de Fatou) Soit (X,,),, une suite de v.a réélle positive,

alors :

/ lim inf X,,dY < lim inf/XndY.

n—oo n—oo

Théoréme 1.5.1 (Inégalité de doob) Si (X;),., est une martingale continue,

alors :

E [ sup ]th <4 sup E UXTﬂ :
0<t<T

0<t<T
Lemme 1.5.2 (Lemme de Gronwall) Soit T > 0 et g une fonction positive

mesurable bornée telle que :

t
g(t) < a—l—b/ g(s)ds, Vt<T,
0
ol a et b sont des constantes positives. Alors :
g(t) <aexp(bt), Vt<T.

Définition 1.5.2 (Fonction convexe) On dit qu’une fonction J définie sur un
ensemble convexe non vide K € V et & valeurs dans R est convexe sur K st et

seulement si :
JOu+(1—-0)v) <0J(u)+ (1—-0)J(v), Vu,ve K,V8e]|0,1]. (1.3)

De plus J est dit strictement convexe si linégalité est stricte lorsque u # v
et 6 €]0,1].

On dit que la fonction J est concave lorsque la la fonction —J est convexe.

16



Chapitre 2

Conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalité pour des
systémes FBSDE (cas non

convexe)

2.1 Formulation du probléme

Soit (Q, F, <-7:t)t20 ,lP’) un espace de probabilité filrté satisfaisant aux conditions
usuelles sur aquelle un d-dimentielle mouvement brownien W = (W;);>. On

suppose que (F),~, est le P—augmentation de la fitration naturelle du W.

Soit T" un nombre réel strictement positif fixe et U un sous-ensemble non vide et

non convexe de R?.

Définition 2.1.1 (Controéle admissible) Un controle admissible u est un pro-

cessus progressivement mesurable par apport une filtration (‘7:'5>t20 et avec des
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valeurs en U telles que :

sup E |u|* <.
0<t<T

pour tout u € U ,on note U ’ensemble de tous les controles admissibles.
Considérons le systéme FBSDE suivant :

(

dﬂft =b (t, T, Ut) dt +o0 (t, th) th,

z (0) = xo,
(0) = @0 21
dys = [ (t, 24, Ys, 20, wp) dt + 2, dWs,
|y (@) =) =¢,
ou
b:[0,T] xR" x U — R".
0:00,T] x R" = Mpxq (R).
00, T x R* x R™ X Mg (R) x U — R™.
v:R" — R™,
Nous définissons le critére & minimiser comme suit :
T
J (u) =E (g (mT) +h (yo) + /l (75,%7 yt;“t) at| , (2-2)
0

ol

g:R" =R
h:R" — R.

1[0, T] xR"xR"™ x U — R.

18
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Remarque 2.1.1 L’equation admet un solution unique .

Preuve. voir Hu et Peng [5] m

Le probléme du controle est de minimiser la fonctionnelle J sur U, un controle

u € U est appelé optimal s’il résout :

J(u) = infJ (v).

velU

Un controle qui résout ce probléme est dit optimal.

Notre objectif est d’établir un conditions nécessaires d’optimalité, satisfaites par

un controle optimal donné, sous la forme de principe du maximum stochastique.

Exemple 2.1.1 Considérons un marché financier, ot yy est l'investissement ini-

tial et xr la richesse finale, et posons :

I(u) = B[ (y)] = inf 1 (v),

velU

vel

T
R (u) :E/ L(t,ze, yp,up) dt = inf R (v) .
0

Ensuit

J(w)=1(u)+F(u)+ R(u).

Le contréle optimal uw minimise le codt initial I et maximise le gain final F.

Les ’hypothése
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(H1) b,0, f, g, h,l,~ sont continuement différentiable par rapport a (x,y; z,v) les
dérivées bornées par C (1 + |z| + |y| + |z] + |v|) et sont délimités,telle que C' une

constante positive.

Remarque 2.1.2 Sous l'hypothése (H1) et pour tout u € U, l’équation

admet une solution unique et la fonctionnelle J est bien définie de U dans R.

2.2 Equations variationnelles et inégalité varia-

tionnelle

Pour dériver une condition nécessaire d’optimalité, supposons que u € U soit une
condition optimale controler et désigner par (zy,y, 2:) la solution de corres-

pondant & w,on definit un contréle v par la perturbation suivante :

v site[r,T+40],
u’ = (2.3)

Uy si non,

ou 0 < 7<T et 0>0 est suffisamment petit et v est un élément quelconque de U

est un F;-mesurable tel que :

sup |v (w)| <oc.
we

Le controle u’ est admissible et soit (xf, y?, 20 ) la solution de 1' associée & u?.

Puisque u est optimal, I'inégalité variationnelle sera dérivée du fait que :

0<J (W)= J(u). (2.4)
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Introduisez les équations variationnelles suivante :

(

dz} = [by (t) x} + b0 () — b(t)] dt + o, (t) x}dW,
ry=0.
dyt = [fo ()t + fy Oyl + f- @) 2} + f0 (1) — £ ()] dt + 2} dW,

L yr = Ve (27) T

(2.5)

Pour dériver 'inégalité variationnelle de (2.4]) et, nous avons besoin des lemmes

suivants.

Lemme 2.2.1 Sous l’hypothése (H1) on a

sup E ‘x%f < 00, (2.6)
0<t<T
sup E ‘ytl‘z < 06, (2.7)
0<t<T

E(/OT}szdt) < 6. (2.8)

Preuve. par [’équation et en utilisant "inégalité de Holder on obient

2

Bl =B ( [ s +0 () b)) ds+ [ (o)) (29)

E(/Otbx(s)x;ds) +E</Ot [ (s) — b (s)] ds) +E/0t(0t(s)xi)2ds]

2

< 602T]E/0t (z})* ds + 3B (/Ot 67 (s) = b(s)] ds) .

2 2

<3

On applique 'inégalité de Gronwall

Elol|* <C#?,  forte[0.1]. (2.10)
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Cela prouve (@ Prouvons maintenant et (@

Et par la deuxiéeme équation variationnelle on a :

T
—ytl —/ z;dWs
t

= —%, (vr) 27 + /t [ (8) g+ fy (8) ys + f2 () 2 + f7(s) = f ()] ds,

et en utilisant le fait que

T
E <ytl/ z;dW5> =0,
t

on a :

T

E}yif—l—E/ (z;)st (2.11)
t

2

~E <_% (wr) b + / [fo () ah 4 fy () s + S () 2 + (7 () = £ (9))] ds)

< 5C°E (z4)? + 5C*TE /t ' (z})* ds + 5C*TE /t ' (y})* ds
—|—5CQ(T—t)]E/tT ()" ds + 5E (/tT (f7(s)— f(s)) ds)2.

Ainsi

s

T T
E ’ytl!2 + %E/t ztds < 5C*E (x%p)2 + 5C’2TE/0 (x1)2 ds
T
+ 5C’2TE/ (yi)st
t

2

+ 5B (/tT(fe(t)—f(t))dt) :

Avec e = gz, t € [T —¢,T].
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On applique linégalité de Gronwall,

By’ <06 tellT—eT), (2.12)

T
E/ zids < CH*, te[T —eT],
t

de méme nous avons

T—e
—y — / zydW,
t

() ah o+ / A ) a4 ()l + £ () 2+ £ (s) — £ ()] ds.

Alors :
2 e 2 2 e 2
By +E/ (1) ds < 5B|yk | +5C2T]E/ (1) ds
t t
T—e
 5CPTE / (51)* ds
t T—e 9
+502(T—e—t)E/ (22)" ds
T—e t 2
—|—5E(/ (fe(s)—f(s))ds) :
t
Ainsi

Elyt|* <C6? telT—2,T)], (2.13)

T—¢
E/ 2ids < CH*, te [T —2eT].
t

Aprés un nombre fini d’itérations,on obtient : et .
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Lemme 2.2.2 Sous ’hypothése du lemme 2.2.1, on a les estimations suivantes :

sup E|z) — z;, — JJH2 < Co, (2.14)

0<t<T
2

sup B |y} —y —y;|” < C6?, (2.15)

0<t<T
’ 2
E {/ |zf — 2 — zt1| dt} < Co*. (2.16)
0

Preuve. Pour prouver , on voit que :

/Otb(s,xs ol ) ds+/0ta (5,20 + 1) dW, (2.17)
_ /0 t {b (s5,00,0) + /0 by (5,2, + Ao o) m;] s

[0 (s,74) + /01 o (8,25 + Axy) d)\:ni} dW,

b

:/Ot (s,xs,us)ds+/0t0(s,xs)dws+/Ot (bt — b (5) — b (s)] ds

t t t
-+ / O'J;l’idWS + / AldS + / AQdWS
0 0 0

t t
=2, — 29 + T} + / Aids + / AydW,
0 0

telle que :

1
A = / [bm (,xs + )\xi,uf) —b, (S,st,us)] d\r?,
0

1
Ay = / [O'x (s,a:s + )\xi) -0 (s,xs)} d\r}.
0

A partire du lemme 2.2.1 ona

021%1@ { (/Ot Alds) 2 + </Ot AQdWS)Q} =0(67). (2.18)
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Depuis
t t
2! — = / b(s,2?,ul)ds+ / o (s,xs)dWs,
0 0
on a :
t
af —x — = / C(s) (2% — x5 — xl) ds (2.19)
0
t
+/ D (s) (2% — 2y — 2}) dW
o t
—I—/ AldS +/ AQdWS,
0 0
telle que :
1
C(s)= / by (s,xs + A (:L‘g — T — x;) ,ug) dX, (2.20)
0
1
D (s) :/ 0 (5,25 + A (xg —z, — z}) ,ug) d.
0

En utilisant 'inégalité de Gronwall et , on obtenons . Nous
montrons ensuite (2.19) et (2.16). On peut facilement vérifier que :

T T
/ f(s,as+al,ys +yh, 26+ 20,ul) ds + / (25 + 23) AW (2.21)
t t

T
=y (27) + Yo (T7) Tp — e — Y} +/ Gds,
t

telle que :

1

G=[ (fo(soas+ Al ys + Myl 2o + Az uf) = fi (5)) dAa)

1
(fy (svms + Ak, ys + Ayl, 2 + Azl ul) — £, (s))dAy!

1

+ (fz (s,ms + Azl g+ Ayl 2+ )\z;,ug) — f. (s)) d\z!.

+
S— S— S—.

25



Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour des systémes FBSDE

Donc nous avons :

— (W —ve—v) == (v (%) — v (zr) + % (1) 21 (2.22)

T
+ f( ) 57y57257 g) f(87x8+xi7y8+y;728+257uz>] dS

T
+

[
t
T
20— g+ 2N AW, + Gds.
(s s
t t

Ainsi que :

Blyf -y — gl + B 1|20 — 2 + 22| ds
=E{- (v (27) — 7 (27 + 27))
_fo Vo (27 + A2p) — 72 (7)) d)\xT—i-ft Gds

2
LS (5000wl 20 ul) = f (5.0 @by b 2 + 24, uf) ] ds |

De lemme 2.2.1 et nOus reMarquons que :

T 2
sup E (/ Geds) =0 (92) ,
0<t<T ¢

E [y (25) =7 (zr + 21)]" = 0 (6%) .

En appliquant la méthode itérative utilisée dans le lemme 2.2.1 on obtenons

et . [ ]

Lemme 2.2.3 Sous les hypothéses du lemme 2.2.2, on a

0(0) < B g (v7) 21 + hy (y0) 5] (2.23)

g
+E/T Lo () 2 + 1, () | dt
+E/T [17(t) + 1 (1)] dt.
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Preuve. On a de (2.4)) :

0<E[g(z%) —g(xr)]+E [k (y5) — h (yo)HE/O [0t 2, 9] ul) = L(t, x4, e, wp)] dE.
(2.24)

Ainsi du lemme (2.2.2)

o(0) <E g (vr + ;) — g (xr)] + B [k (yo +v5) — h (v0)] (2.25)
T
+E/ [l (t7$t+$tlyyt+yt1,ut) _l(tuxt)ytaut)]
0
T
+E/ [l (tht +x1}7yt +ytl’uf) —1 (twrt +$1}7yt +ytl7ut)}
0

< [g, (2r) 2 + hy (40) 9] +E / [y (£) 2t + 1, (6) gt + 17 (8) — 1 ()] dt.

2.3 Equations adjointes et conditions nécessaires
d’optimalité

Dans cette section, nous dérivons I'inégalité variationnelle de (2.22). A cette fin,

introduisez les trois équations adjointes suivantes :

dpy = =1 (t) = bx (8) pr — 0 (1) P] dt + PAWV:, (2.26)

pr = gz (T1),

dg: = [l, (t) — f, (t) @] dt — f. (t) @udW},

qo = hy (3/0) )

(2.27)
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dry = [—by () 1y — 04 () Ry — fo () @] dt + RydW,, (2.28)
T = —Vg (xT) qr,

telle que :

(p, P) € L5 ([0, T];R"™) x L% ([0, T]; R"™*)
g€ Lz ([0,T];R™),

(r,R) € L% ([0,T];R") x L% ([0, T]; R™%) .

En appliquant la formule d’Tt6 respectivement a (piz}), (qyt) et (riwi) et en

prenant ’espérance, on a

B pret] = a8 [ [ ()= b (0)] . (2:29)

E [q0ys] = E [aryr] — E/O (L, )y + fo () zpqe + (f° (1) = [ () @] dt, (2.30)

E [rray] = B [roz) + E/O (L () zp — fo W) ziq + (b7 (t) — b(t)) ] dt. (2.31)

et rr = =Y (T7)qr

puis, ([2.29), (2.30) et (2.31))deviennent

E (g (vr) v7] = B /0 [0 (1) = b ()] pedt,
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E [hy (y0) %o] = —E/O (Lo (8) 2y 1y () s + (0 (£) = (&) e + (f7 (1) = f (1)) @] dt.

Enfin, on peut réécrire (2.23) comme

T
0(0) < E/ [H (t, we, T, Yo, 2, Dty oy ) — H (ﬂ%?a%vyt,zt,pt,Qtﬂ“t)] dt, (2.32)
0

ot ’hamiltonien H est défini & partir de [0,7] x U x R™ x R™ x M,,,4(R) x R™ x

R™ x R™ dans R par :

H (t,wg, e, e, 20, 0es @iy ) = —1L(E) = b (t) (pr — 1) + f () @t (2.33)

De cette inégalité variationnelle ci-dessus, nous pouvons facilement déduire les

conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 2.3.1 (Les conditions nécessaires d’optimalité) Soit u un controle
optimal minimisant la fonctionnelle J sur U et (x4, y;, 2z¢) désigne la valeur opti-
male correspondante trajectoire il existe trois processus uniques adaptés

p€ Lz ([0,T];R") , g€ L% ([0,T];R™) et r € L% ([0,T];R"),

qui sont respectivement solutions des équations différentielles stochastiques ,

t Jtel que :
H (T, Ur, Tr,Yr, 20y Dry Gry T7) = max (7,0, Tr, Yr Zry Pry Qe T7) (2.34)
ve

Preuve. A partir de Uinégalité variationnelle et de la définition de u’, nous
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avons
T74+0
0(9) < E/ [H (tautaxhyta Ztaptv%;rt) - H (t>U7$tayt7Zt;pt7Qt77”t)] dt,

donc

) 1 T+60
0 S lim EE/ [H (t»Utyﬂaytth;ptaQt,Tt) - H(tvval‘hytazt,pt?q?ﬁart)] dt.
6—0 T

Enfin, on obtient :
0<H (7’, Ury L7y Y7y ZT7pT7qT7TT) —H (Tavaxﬂyﬂ ZT7pTaq7'7rT) Vo e U.

La preuve est terminée. m

2.4 Conditions suffisantes d’optimalité

Dans cette section, nous étudions quand la condition nécessaire d’optimalité

devient suffisant. On suppose que U est convexe et on rappelle les hypothéses (H1)

et les systéme d’équations adjoints (2.26)),([2.27),([2.28))

Théoréme 2.4.1 (Les conditions suffisantes d’optimalité) : Supposons que

pour tout v € U et pour tout t € [0,T]

1. Les fonctions g, h et

zy = ¢ (a]) = qy (¢}) € R,

sont convexes
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2. Les fonctions :

v = ()) =o(t,)) (R — P) €R,

(o () v v v v
<$t7yt7zt) - H(t7Ut7$t7yt72t7pt;Qt,7"t)-

Sont concave

Alors u est un controle optimal du probléme { (2.1),(2-3)} s’il satisfait

Preuve. On pose quelques simplifications. pour tout v € U.

Fv(t) = F(tvvtaxfayga szaptaqtﬂnt) ;fOTF = H> HxaHysz“
Fo(t) = F(t,x{,v;) ;forF =0b,b,.
Fo(t) = F(t,xy) ;forF =o0,0,.

FU(t) = F(t,xf,yf,zf,vt) ;fOTF = f;fmfy;fz-

FU(t) = F(t,z],y.,v) ; forF =111,

Soit w un contréle admissible arbitraire (candidat o étre optimal). Pour tout

contréle admissible v,on a

J(u) = J(v) =Elg (27) — g (x7)] + Blh (y5) — h (yo)] + E/O [ () = 1° ()] dt.

Comme g et h sont convexes, on a

T () =T () < B (g (22 (2 — 22)] 4T [hy (58) (% — o))+ / (1) — 1° (1) d.
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Nous remarquons que pr = g, (z%) et qo = hy (yy), ensuite nous avons

J(u) = J (v) < Blpr (27 — 27)] + Bl (y5 — o)) + E/O [ (8) = 1" ()] dt.

En appliquant la formule d’Ito respectivement o p, (xf — x}) e tq (y;" — v}), et en

prenant attente, on obtient

J(u)~ T () < / () B () pe) (a2 — )+ (1 () + £ (1) g (i — w)] e
IE / Y () a0 (24— 22) + (0" (1) + 1 (8)) pu + (0™ (8) — 0*(8)) P e

+E/0 (=7 @) + @) g+ 1 () = 1" @) dt + Blgr (yr — y7)]-

De la définition et de la convexité de la fonction ¢, on a :

On remarque que :

rr = —Vz (l’%) qr,

ensuite

u_

qr (yr —yr) < —rr (vp — 7).
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En appliquant la formule d’Ito a v (x} — x}) et prenons l’espérance, nous avons

J(u) = J (v) SE/O [H" (1) = H" (t) + H (1) (o — 27) + Hy(t) () — wi) + HX(t) (2 — 27)] dt

T
+B [ o0 (o}~ o)~ " () + 0" (0] (R~ P
0
De la définition et de la concavité de la fonction 1, nous avons
o (t) (2} — x}) — 0" () + 0" ()] (R — P) = ¥ () (2 — x) =0 (2) +4 () < 0.
Ensuite
T
T ()= (0) SB[ [ (0 = B0+ ) 0 =)+ H(0) (= o) + H2 G2 = =)

En utilisant les gradients généralisés de Clark de H" (t) , il découle de la condition

nécessaire d’optimalité et de la concavité de H en (x,y,z), ce
H () = H* (1) < H(1) (v — o) + Hy () () —v))) + HI() (2 = 2).
Ou équivalent
0> H"(t) = H" (t) + Hy(t) (o} — ) + Hy(t) (9" — vi) + HX(1) (2 = 2) -

Cela implique que
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Conclusion

Dans ce mémoire Nous considérons un probléme de contréle stochastique ot
le domaine de controle n’a pas besoin d’étre convexe, le systeme est régi par une
équation différentielle stochastique EDS-EDSR non linéaire avec non constante
condition terminale. Le cout & minimiser se présente sous la forme générale, avec

les cofits initiaux et terminaux.

Nous dérivons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité en introduisant
trois équations adjointes.

Ce probleme peut avoir des applications sur le marché financier et il peut étre
adapté au probléme de la minimisation d’un investissement initial et la maximi-

sation d’un richesse finale
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Résumé

Dans ce mémoire nous donnons des rappelles sur le calcule stochastique et des notions de base,
puis nous considérons le probléeme de contrdle stochastique ol le domaine de controle n’est pas
convexe, le systéme est régi par un équation différentielle stochastique Forward-Bakward non
linéaire avec non constante condition terminale. Les critéres a minimiser se présentent sous la forme
générale, avec les colits initiaux et terminaux. Nous introduisons des processus adjoints et nous

dérivons les conditions nécessaires d’optimalité.

Mots clés : équation différentielle stochastique progressive et rétrograde, principe du maximum

stochastique, controle optimal, équation adjointe, équation variation.

Abstract

In this thesis we give reminders on the stochastic calculus and basic notions, then we consider the
stochastic control problem where the control domain has not convex, the system is governed by a
nonlinear forward-Backward stochastic differential equation with non-constant terminal condition.
The criteria to be minimized are presented in the general form, with the initial and terminal costs.

We introduce adjoint processus and derive the necessary optimality conditions.

Key words: forward and backward stochastic differential equation, stochastic maximum principal,

optimal control, adjoint equation, variational equation.
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