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Notations et symbols

A : Opérateur Laplacien.

div :  Opérateur Divergence.

L>(2) : {f mesurables sur Q pour lesquelles, 3 C' telle que, |f(x)| < C p.p sur Q}
A1 : L’inverse de la matrice A.

|| : Valeur absolue.
Q :  Domaine de RY (N = 1,2 o1 3) .
h :  Pas du maillage dan ]0, 1].
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Introduction

La méthode des volumes finis a été largement étudiée depuis plusieurs années dans
différents domaines de I'ingénierie, par exemple en mécanique des fluides, en génie
pétrolier et dans nombreux autres domaines. C’est une méthode numérique sou-
vent utilisée pour résoudre des équations de conservation de masse, équations de
conservation de la quantité de mouvement et équations de conservation 1’énergie.
La méthode des volumes finis est construite a partir d’une formulation intégrale
basée directement sur la forme forte des équations a résoudre. Les intégrales ici
portent sur des cellules disjointes de domaine de 1’équation, ces cellules sont ap-

pelées volumes de contréles ou mailles.

L’analyse théorique des schémas de volumes finis (analyse de convergence, esti-
mations d’erreur,...) a commenceé a la fin des années 1980 et a connu une rapide

expansion dans les années 1990.

Dans le présent travail, nous nous intéressons a ’application de la méthode des
volumes finis pour quelques problémes aux limites. Pour cela, nous avons opté
pour le plan de travail qui s’articule autour de trois chapitres :

Le premier chapitre sera consacré a la présentation des généralités sur les équations

aux dérivées partielles ainsi que leurs classifications.

Dans le deuxieme chapitre, nous expliquerons le principe de la méthode des vo-
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lumes finis, nous appliquerons cette méthode pour quelques problémes aux limites
monodimensionnels et bidimensionnels. Une analyse théorique sera présentée pour
quelques problémes.

Le dernier chapitre sera dédié a la simulation par Matlab de la méthode appliquée

aux modéles mathématiques présentées dans le chapitre 2.

Nous terminerons notre travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Rappels sur les équations aux

dérivées partielles

1.1 Equations aux dérivées partielles

1.1.1 Définition

Soit u = (z,y, ....) une fonction de plusierurs variables indépendantes en nombre
fini. Une équation aux dérivées partielle pour la fonction u est une relation qui
lie :

- Les variables indépendantes (z, v, ...).

- La fonction "inconnue" u de variables indépendente (z,,....) € RY.

- Un nombre fini des dérivées partielles de u

ou Ou 0%*u
F (x,y,...,u,%,a—y,@,...) —O

u est solution de 'EDP si, aprés subsitution, la relation
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ou Ou 0*u e .
Flzy,...,u,—,—,==,... | =0, est satisfaite pour z,y... appartenant & une
Ox’ Oy’ Ox?

certaine région Q0 C RY de I’espace des variables indépendantes.

On dit que 'EDP est linéaire si F' 'est pour tout (z,v,....) € €. et homogene si

et seulement si 0 est solution.

1.1.2 Exemples
Déformation d’un fil élastique

Nous allons étudier la déformation dans un plan d’un fil élastique maintenu a ses
deux extrémités matérialisées par les points = 0 et x = 1. Le fil est déformé sous
l'action de charges. On suppose le probléme statique. On note u(z) la déformation

du fil au point z, z € [0, 1] qu’est par hypothése indépendante du temps.

Le modéle mathématique associé acette étude consiste a déterminer la fonction
u : [0,1] — R solution du probléme suivante :
0%u
~ 52 (@) T cl@)ulz) = f(z), = €]0,1]
u(0) =0 et u(l) =0.

ou ¢ et f sont deux fonctions données, définies sur [0, 1], liées aux caractéristique

mécaniques du matériau constituant le fil et aux efforts.

Probléme de la corde vibrante

On considére 'exemple du fil élastique mais qui est en mouvement dans un plan.
Le probléme est de déterminer, & tout instant ¢, la position du fil. L’inconnue u du
probléme est maintenant une fonction de z € [0, 1], mais aussi du temps ¢ € [0, 7],

ou T est un temps final donné.
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Le modéle mathématique consiste a trouver u : [0,1] x [0,7] — R solution du

probléme suivant :

0*u 0?u
w(w,t)—@@(x,t):f(x,t), r€]0,1] et t € 0,77,
u(0,t) =0 et u(1,t) =0, tel0,7],
u(z,0) = ug(x) et uv'(x,0) = uy(z), x €]0,1].

ou c¢ est la vitesse de propagation du son dans le fil, uy et u; précisent la position

et la vitesse du fil & 'instant ¢ = 0.

Diffusion de chaleur

Le probléme consiste & déterminer la température d’un fil métallique chauffé a ses
deux extrémités et ploge a l'instant initial dans une piéce elle-méme & une tem-
pérature donnee. Ce fil est assimilé & un segment [a, b] . On cherche & déterminer

a tout instant

Le probléme mathématique s’écrit trouver w : [a,b] x [0,7] — R solution de

0%u 0%u

w(m,t)—@(x,t):f(a:,t), x € la,b[,t €]0,T],

u(a,t) = ua(t) et u(b,t) = up(t), te€]0, 17,
u(z,0) = up(x), x € la,b[.

ou [ matérialise le soure extérieure de chaleur, u, et u;, sont les températeures

aux deux extrémités du fil.



Chapitre 1. Rappels sur les équations aux dérivées partielles

1.2 Quelques modéles classiques

1.2.1 Equation de Laplace

L’équation de Laplace homogéne non linéaire est donnée par I’équation suivante :

N 82’&
j=1 2
ﬁmj

De nombreux problémes physique peuvent se ramener & la recherche d’un champ

ou lopérateur A est le Laplacien. Au = >

scalaire, appellerons potentiel, u(x,y, z) vérifiant I’équation de Laplace, voici un

exemple :

En régime stationnaire, la températue u(x,y, z) d’'un milieu de conductivité ther-
mique uniforme, soumis sur ses bords a des températures différentes, vérifie Au =

0.

1.2.2 Equation de Poisson

L’équation de Poisson est ’équation lin¢aire non homogéne suivante :

Au=F

ou A est 'opérateur Laplacien et F' est une distribution généralement donnée.

En coordonnées cartésienne tridimensionnelle, il prend la forme

0%u N 0%u N 0%u
ox?  0y? 022

- f(.I,y,Z)

Quand a l'identique f = 0 on obtient I’équation de Laplace. Ce probléme est in-
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portant en partique, par exemple en gavitation universelle, potentiel gavitationnel

® est relié a la masse volumique I' par la relation

A® = 47GP,

ou G est la constante gravitationnelle.

1.2.3 Equation des Ondes

On appelle équation des Ondes ’équation aux dérivées partielles suivante :

9%u

2
W_CAU’

oll u est une fonction définie sur sur RV x R, ¢ est la constante de vitesse de

propagation de I'onde. Par exemple, pour le son, ¢ = 343m/s.

1.2.4 Equation de Burgers

L’équation de J.M Burgers est une EDP issue de la mécanique des fluides, elle est

donnée par I’équation suivante :

ou N ou 0%u
R U— = -,
ot ox 0x?
ou u est la vitesse et 1 le coefficient de viscosité cinétique. Quand ¥ = 0, ’équation

devient équation de Burgers sans viscosité :

ou ou B

gu 0 g
ar " Uar =Y
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La forme conservative de cette équation est :

@‘1‘1@_0
ot 20x

1.3 Classification des EDP de second ordre

Les équations aux dérivées partielles du second ordre de la forme suivante :

0%u 0*u 0*u ou Ou
A B D —_— =
Ox? + Oxdy + C@yz + D@y, u, oy’ Oy

) =0

telle que A, B et C'sont considérés constants pour simplifier. Sont classées en trois
types, selon la valeur du déterminant B? — 4AC, ou 'on distingue :

1. Si B2 —4AC = 0, Alors I'EDP est parabolique.

2. Si B2 — 4AC < 0, Alors P’EDP est elliptique.

3. Si B2 — 4AC > 0, Alors 'EDP est hyparbolique.

- Considerons I'équation de Laplace d’ordre 2. B2 —4AC = 0> —4(1)(1) = —4 < 0,

I’équation de Laplace est alors elliptique.
- Pour I’équation des Ondes, le détérminat. B? —4AC = 02 —4(—c?)(1) = 4¢* > 0,

I’équation des Ondes est alors hyparbolique.



Chapitre 2

Méthode des volumes finis

2.1 Introduction

Pour résoudre des équations aux dérivées partielles linéaires, non linéaires et com-
plexes, nous utilisons plusieurs méthodes, dont les plus connues sont méthode de
différences finies, méthode des éléments finis et méthode des volumes finis, ce qui

nous donne des solutions approximatives.

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur la méthode des volumes finis qui
est appliquée initialement aux problémes d’équations elliptiques et paraboliques
puis elle s’est rapidement répandue dans la résolution des problémes hyperbolique
de propagation d’ondes de physique choc en mécanique des fluides.

La méthode des volumes finis permet de traiter des géométrés complexes avec des

volumes de forme quelconque contrairement aux differénces finies, mais malheu-

resement on trouve peu de résultats théoriques sur la convergence.

La méthode des volumes finis est une méthode physique consiste & intégrer les

équations sur des volumes élémentaires, basée sur théoréme de divergence qui
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transforme une intégrale volumique a intégrale surfacique. Cette méthode trans-
forme un probléme continu en un probléme discret dont la solution est approxi-

mativement la méme que celle du probléme continu aux points de discrétisation.

Définition 2.1.1 :( Formule de la divergence)

Soit u champs de vecteur défini sur Q C RY

/divu dQ:/W.u dA
Q A

- 278 . — \
A : surface qui entoure le volume élémentaire Q2 et m' vecteur normale a la surface
dA.
n.u : composante du vecteur u suivant la direction du vecteur n qui est normal

a la surface dA.

2.2 Etapes de résolution des EDP par volumes
finis

— Définir I’équation de phénomeéne.

— Discrétisation de domaine (diviser ce domaine en un nombre de sous domaines
appelés volumes de controle (maille) non chevauchant et entourant chacun d’eux
un noeud).

— Intégration de ’équation sur chaque volume de controle (théoréme de diver-
gence).

— Traitement des conditions aux limites.

— Formation du systéme des équations algébriques résultant et résolution.

10
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2.3 Volume finis pour les problémes monodimen-

sionnels

2.3.1 Probléme elliptique

Cas conditions de Dirichlet

Considérons 1’équation différentielle suivante :

—u'(z) = f(z), x€]0,1]
u(0) = a, et u(l) =p

(2.1)

ou f est une fonction continue.
On consider le maillage 73, suivant :

Nous divisons l'intevalle |0, 1] en N mailles de centre x; et de taille

hi=xit1/2—xi_1/2, Vi=1,...,N

telle que

To = T2 < 1 < T3/2 < ... < Ti—1/2 < z; < Tit1/2 < .o < Zy-12 <y <

TNt12 =Tng1=1,1=1.N et Zf\il h; =1.

Fic. 2.1 — Maillage D1

La fonction u(x) est supposé constante dans chaque maille 7 et égale a une valeur

11
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approchée u; de la moyenne sur la maille considérée. C’est Vx € [xi_l /25 Tig1 /2} ,
u(z) = w;. Les indices demi-entier désignent les interfaces de maille avec les

mailles.
La discrétisation spatiale par les volumes finis consiste a intégrer maille par maille
I’équation ([2.1)).

Soit pour la 7 — éme maille :

Tity1/2 Tit1/2
/ —u"(z)dx = / f(x)dx

Ti—1/2 Ti—1/2

Ce qui donne aprés intégration :

Ul(ﬂfiq/z) - U/(xz'+1/2) = hifia pourt=1,..., N

NI P . . Cf 1 (Tig1)2
Ou f; désigne la valeur moyenne de f sur la ¢ — éme maille : f; = i fo/Q f(z).
Pour exprimer les u'(z;_1/2) et u'(x;11/2) en fonction des inconnues w;, il suffit
de prendre la valeur moyenne u'(x) sur [z;_1,x;] et [z, ;11] respectiviment. Nous

obtenons

1 i i) — u (T P — Ui
o= g [ e 2 nt) s
2 Ti—1

hi1+hi
i1 thi hi—1/2 hi—1/2

hi—1 + h;

avec hi—1/2 = B

1 Ti41 U <$i+1) — U ($1> Uj41 — Uy
Et (x4 = h_ith, "(w)dr = B
, u'(Tis1y2) hi—1+h; /3E w(z)dr hit1/2 Riti/2

hiy1 + hi
-

Ces derniéres expressions ne sont pas valables aux bord gauche, pour ¢ = 1 en

avec hz‘+1/2 =

12
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r1//2 = 0, et au bord droit, pour ¢ = N en xy1/2 = 1. Il est possible de considérer

la valeur moyenne de u'(x1/2) et w'(zni1/2) :

u'(w12) = h% / L) = 2 ;1@4(0)) _ 2(u1h 1_ 2}
T1/2
2 TN+1/2 2 1 . 2 B
U(ZNty2) = E/ u'(x) = (ul i)zN uy) _ <6hNUN>'

La discrétisation en volumes finis est donc finalement :

(

Ui — Uiy | Uiy — Ui hif;, pouri=2,...N
hi—1/2 hi+1/2
2 — _ -
(i —a) u—w =hif;, pouri=1 (2.2)
hl h3/2
uUunN — UN-1 _2(6_UN) :h»NfN pouri:N,
{ hn-ape ha 7

Dans le cas particulier d’un maillage régulier de pas h. La discrétisation en volumes

finis devient :

20 — Uiy — Uiy ~ .
: : T —f, pouri=2,....N

h2
3u; — Us < 2x )
1h—2:f1+ﬁ’ pour i =1

3U,N—UN_ ~ 25 .

TIZfN—i—ﬁ, pour i = N

La forme matricielle est donnée par :

13
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3 -1 0 0 Uy fi + 20/ b2
-1 2 -1 -+ 0 Uy fa

1

ﬁ =
0 0 -1 2 -1 Un_1 fyn1
00 0 -1 3 || uv | | fvt+28/K

Considérons maintenant le probléme ([2.1)) avec conditions de Dirichlet homogéne
(e = =0). Nous allons présenter dans la suite quelques résultats concernant

I'estimation d’erreur et la convergence de schéma a volumes finis(2.2)

Théoréme 2.3.1 [9] Soit f € C([0,1],R), et soit u € C?([0,1],R) une unique
solution de probléme (2.1). On considére le maillge T,. Alors, il existe un unique
vecteur u = (ul,u2,...,uN)t € RY solution de (2.2) et une constante C > 0

dependant de u tel que

=N
¥ (€z‘+1 - ei)2

< C?h?* et lej| < Ch, Vi=1,..,N.
hiy1/2

1=0

avec eg = eny1 = 0 et e; = u(x;) — u; pour touti € {1,...,N}

Avant de présenter le théoréme de convergence, il est necéssaire d’etudier la sta-

bilité de schéma (2.2]) . Le résultat est donné par le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 [§] Considérons le maillage 73,. Soit A la matrice obtenue. Alors

A est inversible et

1

-1
ay, <L

Ainsi, pour la convergence, un résultat d’existence d’un certain vecteur doit étre

prouvé

14
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Lemme 2.3.2 [9] Soit o, > 0, tel que h; > a.h pour i € {1,..., N} ou

h = max{hy,..,hx}. Soit U = (u(x1),...,u(zy)) € RY, ot u est solution de
probléme et vérifie u € C®([0,1],R). Soit A la matrice obtenue de schéma
. Alors il existe un unique vecteur U = (uy,...,uy)" solution de et un

vecteur T et V€ RY tel que
r=AU-U)=AV +T,

avec |V, < ch? et H?Hm < Ch.

ot C' dépend selument de u et c,.

Le résultat de stabilité avec le résultat d’existence de vecteur V' donné par le

lemme précedent permettent de prouver le résultat de convergence de schéma

22):

Théoréme 2.3.2 [9]Considérons le maillage 7. Soit o € RY, h; > a;h, pour
tout i = 1,...,N (h =max {hq,....hx}). Soit U = (u(x1),...,u(ryn)) € RY, et
on suppose v € C*([0,1],R), u solution de [2.1). U = (w1, ...,un) une solution
obtenu par le schéma . Alors il existe C' > 0, depandant de o, et u, tel que
|U-U|_ <Ch.

Cas conditions mixtes Dirichlet-Neumann
Considérons I’équation différentielle suivante :
—u'(z) = f(z) =€]0,1]
u(0) =« et /(1) =0

ou 'on a cette fois une condition de Neumann en z = 1.

15
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On se place le méme maillage que précédemment et on adopte la méme démarche.

L’équation (2.3)) intégrée sur une maille élémentaire est :

W(2ii12) — W (Tigaje) = hifs, pouri=1,. N

Le calcul des termes de dérivée aux interfaces s’effectue de la méme maniére que

précédemment.
Au bord droit, & I'interface xy41/2 = 1, 'application de condition u'(1) = 3
s’applique trés naturellement et I'on a : v/ (zn41/2) = 5.

La discétisation en volumes finis est donc finalement :

Uy — Uj—1 Uir1 — Uy

= hif;, i=2,.,N—1

(hi—l/Q ) hiv1/2
2(u; — « Uy — Uy - .
— =h =1
hl h3/2 1f17 1
—UNh_ AN B = hyfn, i=N
N-1/2

Dans le cas particulier d’un maillage régulier de pas h. La discrétisation en volumes

finis devient :

2U; — Ui — Ujq1 3

h2 :fi> 2:2,,N—1
3u; — Us ~ 2«
N
UN —UN-1 7 B .
R

Sous forme matricielle, ceci s’exprime :

16
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3 -1 0 0 uy fi + 20/ b2
-1 2 =1 - 0 Us f
1
ﬁ =
0 0 -1 2 —1|/| uy froa
0 0 0 -1 1 || uv | | fv+B/h]

2.3.2 Equation scalaire conservative

On s’intéresse ici a I’équation (non linéaire)

ou Of (u)

—(t,$>—|— ox

o (t,2) =0 (2.4)

ou f : R — R est une fonction donnée, suffisamment réguliére. Cette équation
est appelée conservative car si u en est une solution (bornée), pour tout intervalle

[a,b] CR on a

/ab {% (t,x) + aggcu) (t,x)} dr = /abO dx,

Ce donne aprés intégration :

o [ utt.o)de = fatt.) - fute.t) (2.5)

et, si u est intégrable et tend vers 0 en +oo (et est suffisamment réguliére),

0

5 Ru(t,x)dmzo

La fonction f est appelée flux, car I’équation ([2.5) nous montre que 'integrale de

17
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u entre a et b varier en temps selon-ce qui passe en b et a.

Le résultat suivant montre que les solutions régulieres de (2.4) ont en général un

temps de vie fini.

Proposition 2.3.1 ([4])On considére le probléme (2.4) avec f € C*(R) et une
donnée initiale u(0,.) = u®(.) € CY(R) N L>®(R) telle que u” € L>®(R). Alors
- Si ' (ul(z))u”(z) > 0V x € R, le probléme a une unique solution

u € CH(]0,400] x R).

-1
Vinfyer f7(ul(2))ud (2

- Sinon, le probléme a une unique solution u € C( |0 ke R) qui

ne peut étre prolongée en temps supérieur.

Dans tous les cas, la solution vérifie u(t,x + tf'(u’(z))) = u°.

Remarque 2.3.1 Pour les temps négatifs, les résultats analogue sont vrais.

Exemples

1. Advection a vitesse constante : f(u) = au. Alors f”(u) = 0 et 'on a une
solution pour tout ¢ € R. La proposition (2.3.1) nous apprend 'unicité de

la solution réguliére.
2
2. Equation de Burgers : f(u) = % On a f”(u) = 1. La proposition ({2.3.1])

donne l'existence et 'unicité d’une solution réguliére si et seulement si

u”(z) > 0Vr € R.

Solutions au sens des distibution

Soit u € C* (R x R) solution de ([2.4]) associé a donné initiale u° :

O N (2.6)



Chapitre 2. Méthode des volumes finis

Soit p € CL (Ry x R). On a

(t,x)—l—go(t,a:)%(;)(t,x) =0 V(t,x) e Ry xR.

Ou

@ (t,x) T

Donc [, [[Z ¢ (t,x) % (t,z) + ¢ (t,x) ag;u) (t,z) = 0.

En intégrant par parties, on en déduit que

[o(, x)ul., z)] ™ — f(u(t,x))—i(t,x)dt da
(e [t
+ [ (w.,x)u(.,x)]tz [ f(U(t,x))aa—f(t,x)dt) dz =0

Puisque ¢ est a support compact dans R, x R, cela se simplifie en

+oo

/O ) / Oou(tvx)aa—f(t,x)+f(u(t,x))g—i(t,x)dxdt: / W0 (2)(0, )dx.
(2.7)

cette équation a un sens sans que u soit réguliere. Il suffit que u € L* (R4 x R).

Définition 2.3.1 [5/On appelle solution faible de (2.6) avec u® € L (R) une
fonction u € L*® (Ry x R) vérifiant (2.7)) pour toute fonction ¢ € C* (R; x R).

Schéma de volumes finis

Nous voulons calculer une solution approchée de probléme ({2.6). Nous avons déja
2

u
vu qu'une solution de ce probléme existe que lorsque f(u) = au et f(u) = 5

Dans la suite, nous allons présenter des résultats qui montrent 1’existence d’une
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Chapitre 2. Méthode des volumes finis

solution dans le cas ou f est convexe.
Généralités

On se donne un maillage de R :

R = Uiez [961'—1/2, Tiy1/2 [,

avec pour simplifier, ;12 = (1 + 1/2)Ax, Vi € Z, avec Az € R (il s’agit donc

d’un maillage régulier). On se donne de méme un maillage de R,
]R-F = Upen [tna tn+1 [ )

avec t" = n/At, Vn € N, avec At € R%. Soit u une solution faible de ([2.6]). Elle

oo [T g dp
/0 /_Oo w92 4 fw) L dndt = 0

VngCé’o(]RixR).Enprenantgo:1

vérifie :

[t tn ] x [%‘71/2@#1/2]

On en déduit

Tit1/2 Tit1/2
/ uw(t™ x)dr — / u(t™, x)dz+

Ti—1/2 Ti—1/2
tn+1 tn+1

[ stttz [ttt =o

pour tout n et tout .

Le principe de bas d’un schéma de volumes finis est de calculer des valeurs appro-

chées de

1 Tiy1/2
A / u(t" ™ x)dr
T

Ti-1/2
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Chapitre 2. Méthode des volumes finis

avec la condition initiale discréte

o L [0 @)de, viez
u’_A_x/ u (z)dx, Vi€ Z.

Ti—1/2

On remplace dans le probléme ({2.6]), on obtient :

A (uftt —uf) + At (flye— i) =0, VieZet VneN. (2.8)

(2
tn+l

AT Jin

Il existe plusieures maniéres efficaces de définir les flux numérique.

ot les flux numérique f;" /o Sont des valeur approchées de — J(u(t, xi—1/2))dt.
Schéma de lax-Friedrichs

Le schéma de lax-Friedrichs s’écrit de maniére suivante :

At

w4 ul n n
it = = 2 S 20z (f (uier) = fluiy)) (29)

et c’est bien un schéma de la forme (2.8))

A n) = fthy A
u:H—l u? N _A_:i [(f( H_l) f(UZ ) + QAZ; (uz z+1)>
fui) = fluiy) | At
_< 2 +1+2Ax(“+“)>

A
Avec f+1/2 <f(u7:+1) + f(uZH_I) + K:: (U? - uzn—l-l)) Vn € N7 S/

0

On suppose dans la suit que u” € L*°, ce qui donne (u?)iez € (>, ainsi que
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Chapitre 2. Méthode des volumes finis

f € C?(R) et est convexe.

Proposition 2.3.2 [5] On considére le schéma de Lax-Friedrichs (2.9)). Sous la
condition, dit Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) :

(40 §<1
i’.gg‘f(“l)‘m;— ,

il est tel que

infu) < ul' <supu!, Vn € N etic Z.
€7 =/

Dans [5] 'auteur a montré que la solution numérique définie par le schéma de Lax-
Friedrichs converge sous une condition de CLF et sous 'hypothése de convexité

de f vers une solution faible de probléme.

Mais par experience, la solution faible n’est pas unique, c’est pour cela, on fait

appele aux d’autres. hypothéses supplémentaires :

Supposons que f est de classe C?, est « :

Ja e R} tel que f(z) > aVz ek

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.3.3 [5] Sous les conditions de CFL

AN
sup }f’(ug)} At < _Bx et a/\t S'up(u?Jr1 —ud ) < Az
€L 1EZ

La solution de (2.9)) vérifie l'inégalité d’Oleinik discreéte :

" " 20x

(i AT Vi € Z et Vn € N*.
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Une conséquence de ce dernier résultat permet de conclure 1’existence d’une solu-
tion faible de probléme ({2.6) vérifiant I'inégalité d’Oleinik et il est connu qu’'une

telle solution est unique.

2.4 Volume finis pour probléme bidimonsionnel

2.4.1 Probléme modéle

On cosidére le probléme bidimonsionnel suivant :

o*T  9*T

@ + 3_y2 = 0; (x,y) € [07 Lx] X [07 Ly]
T(0,y) =T, et T(Ly,y) = Ty, O<y<L, (2.10)
T(x,0) =T, et T(x, L) = Tp, 0<z<L,.

Ce probléeme modélise la condition de la chaleur dans un domaine rectangulaire

[0, L] x [0, L,], u(z,y) represent la temperateur de point = en temps ¢.

2.4.2 Maillage

On discrétise le domaine [0, L,] x [0, L,] en N x M maillages de centre (z;,y;),
Vie {l,..,N}etje{l,..,M}. Les pas d'espaces Az = T;y1/2 — Ti_1/2,

i€ {l,...,N} et Ay =yit1/2 — Yi—12, j € {1,..., M}, sont constant.

Comme dans le cas monodimonsionl, on suppose que la températeure T'(z,y) est
constante dans chaque maille et égale & une valeure approchée de la moyenne sur

la maille considérée. On notera T;; cette dans la maille (z, j).
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L L L L
—_— Yiapn
. . . . ay | i
Y
L ] L ] L ] . Volume de contrdle
® L] L ] ®
Kpysz X Miraf2

Centre (nceud)

Fic. 2.2 — Maillage D2

2.4.3 Formulation en volumes finis

La discrétisation spatiale par les volumes finis consiste a intégrer par maille '"TEDP

du probléme, soit pour la maille (7, j) de centre (z;,y;) :

Tit1/2 Yi+1/2 82T aQT
/ / (—2 + —2> dxdy = 0,
Ti—1/2 Yj—1/2 aI ay

Ce qui donne :

/‘yj+1/2
Y

7—1/2

orT oT Yit1/2 | (OT oT
a— — a— dy+ a— — a— dx = 0,
x Tit1/2 X Ti—1/2 Ti—1/2 Y Yj+1/2 Yy Yj—1/2

Le terme (—> a I'interface z;41/2 peut tre évaluer en calculant une valeur
Tit1/2

ox

moyenne sur Uintervalle [z;, z;,1] :

oT 1 /ﬂf+ OT Ty =T
Ox tii1e - Ax oxr v Ax ’

T
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Chapitre 2. Méthode des volumes finis

oT .
De méme, le terme (— a l'interface z;_1/; est évalué¢ en calculant une
Ti-1/2

valeur moyenne sur l'intervalle [z;_1,z;].

or _ b / Ty~ Toi =Ty
Ox Azx [, O Ar

Ti-1/2
Remplagons les deux derniére approximations dans la formule d’integrale, on

trouve :

a_T B 8_T dy _ /yj+1/2 Ti+1,j _ Tm B T” — Tz‘—l,j dy
ox ) . ox ) . _ Ax Ax
Tit1/2 Ti—1/2 Y

i—1/2
_ Ly
- Ax

/yj+1/2
Y

j—1/2

(Tip1; +Ticay —2T55) .

Par maniére identique, on évaleure les termes 8_y aux inferfaces y;11/2 et y;_1/2,

on aboutit a ’expression suivant valable pourt=2,.... N—1let j=2,.... M —1:

ANy (Tiprj + Tiovg) + A (Tija + Tijoa) — 2(A2% + Ay*) T, = 0,

Cette derniére relation n’est pas valable aux bord du domaine, pour les cellules

adjacentes au bord gauche (i =1,j = 1,..., M), la formulation est :

Ay2(T27j + 2Tg) + AZL‘z(TLj_H + T17j_1> - (2A$2 + 3Ay2)T1,j = O, ] =2aM-1
Ay2(T21 + 2Tg) + AIQ(TH + 2Tb) - 3(A$2 + AyQ)TH == 0, j =1
Ay2(T2M + 2Tg> + A.%Q(Th —|— 2T17M,1) — 3(AZE2 + AyQ)TlM = O, j = M

On aura une formulation équivalente pour les cellules adjacentes aux 3 autres
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bords du domaine.

Prenant le cas ot N = M = 3, on pose A = Ax? + Ay?, B = 3Ax? + 2/\y? et
C = 2022 + 3092

La forme matricielle s’écrit :

34 A2 0 A2 0 0 0 0 0 ||T, [ AT, + Ay?T,
ANy —B Ay2 0 A2 0 0 0 0 T5 Ax?Ty,

0 Ay?r =34 Ay2 0 Azx2 0 0 0 T3 A2?Ty, + ANy*Ty
Az 0 Ay —C Ay2 0 Az 0 0 T Ay*T,

0 Ax2 0 Ay? 24 Ny2 0 A2 0 Toy| = —2 0

0 0 Az2 0 Ay —C Ay2 0 Ax?| |[Tx Ay?*Ty

0 0 0 Az 0 Ay? =34 Ay? 0 T3 Az?Ty, + Ay?T,

0 0 0 0 Az?2 0 Ay? —B Ay?| |1 Ax?T),

0O 0 0 0 0 A2 0 Ay —3A| [Ty ATy, + Ay*Ty

Dans le cas ot les pas d’espace sont identique Az = Ay, la formulation matricielle,

pour N = M = 3 devient :
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61 0 1 0 0 0 0 0] -Tu- -Tb—i—Tg-
1 -5 1 0 1 0 0 0 O T T,
0o 1 -6 0 0 1 0 0 0 Ts T, + Ty
1 0 0 -5 1 0 1 0 0 T T,
0o 1 0 1 -4 1 0 1 0 Ty | = —2 0
o 0 1 0 1 -5 0 0 1 Tso T,
o 0 0 1 0 0 -6 1 0 Tis Ty, + T,
o 0 0 0 1 0 1 -5 1 Tos T,
0 0 0 0 0 1 0 1 —6]]| T Ty, + Ty

Remarque 2.4.1 Dans le cas de conditions aux limites mixztes Dirichelet-Neumann,
la condition de flux de chaleur sera prise en compte, directement dans les temes

de dérivées aux interfaces du bord concerné.
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Chapitre 3

Sumilation par Matlab

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les schémas de la méthode des volumes

finis déja trouvés précédemment par le logiciel Matlab.

3.2 Probléme de 1D

Considérons le probléme ({2.1)) avec maillage de pas h. Le programme suivant sert a
calculer une approximation de la solution par MVF et la comparer avec la solution

exacte. Le programme est alors composé de 4 parties :

— Présentation des paramétres.
— Ecriture matricielle de schéma.
— Calcul de la solution numérique.

— Calcul de la solution exacte.

Pour la résolution exacte, nous utiliserons la commande ’dsolve’.
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La commande dsolve

Il est possible de résoudre certainer EDO analytiquement avec la commande

"dsolve".

D désigne 'opérateur de dérivation de sorte que, par exemple, Dy et D2y dési-
gnent respectivement la premiére et la deuxiéme dérivation de y. La syntaxe de

base est

syms y(x)

ysym=dsolve(’ode’,’cond’,’x”)

syms y(x) : pour créer la fonction symbolique y(x).
ode : L’équation différentielle.

cond : Conditions initiales.

Programme

n=100;% nombre de volumes de controle.
ubeg=0;% condition & la limite.

uend=0;

dx=(b-a)/n;%taille de la maille.

x=[dx/2 :dx :b-dx/2] ;%coordonnées des Noeuds.
xx=[a,x,b] ;

xi=[a :dx :b];

f=Q(x) x.72;

F=zeros(1,n);

for i=1 :n
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F(i)=1/dx*integral (f xi(i),xi(i4+1)) ;

end

F(1)=F(1)+2*ubeg/dx"2;

F(n)= F(n)+2*uend/dx"2
Al=diag(ones(n-1,1),1)*-1;
A2=diag(ones(n-1,1),-1)*-1;
A3=diag(ones(n,1))*2;
A=(1/dx)"2*(A1+A2+A3);

A(1)=3/(dx"2)

A(nn)=3/(dx"2);

yl=inv(A)*F’;

y=[ubeg;y1;uend];

plot(xx,y,’r*") % tracé la solution numeérique.
syms u(t)
usym=dsolve(’-1*D2u=t"2"u(0)=0",'u(1)=0",’t") ;
hold on

plot(xx,subs(usym,t,xx),’b-") %tracé la solution exacte.
legend(’Solution avec MVE’’Solution exacte’)
xlabel("xx")

ylabel(’y’)

title(’ellptique de D1’)
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ellptique de D1
0.04 T T

*  Solution avec MVF
Solution exacte

0.035

0.03F

0.025

> 0.02f

0.015

0.01f

0.005

I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
XX

FiG. 3.1 — Solution par MVF de probléme elliptique 1D

Considérons maintenant le schéma de Lax-Friedrichs donné pour le probléme ({2.6))

avec f(u) = su® et

0 si r <0.1
w(x)=< 1 si 01<z<06

0 si x> 0.6.

La condition initiale est périodique de période 1 ce qui implique la périodicité de
la solution approchée. Il est possible alors de faire les calculs sur 'intervalle [0,1].
On subdivise I'intervalle en N sous intervalle [iAx, (i + 1) Ax[, i € {0, ..., N — 1},
ou Ax = 1/N. Dans le schéma de Lax-Friedrichs

" iyt ug At . n
uz‘“ = 9 L N (f (Ui+1) - f(uzfl))

Nous remarquons que pour calculer v/, i = 0,N — 1 nous aurons besoin de
connaitre les valeurs u]"!'. Mais avec la périodicité de la solution ces valeurs

peuvent étre trouvées par les égalités suivantes :
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Vn € N.

Dans [5] on trouve un programme avec scilab qui calcule une solution approchée
de notre probleme pour 7' = 0,4 par le schéma Lax-Friedrichs. Pour le méme but,

nous présentons ici notre programme Matlab :
Programme
function y = Cond( x )

n = size(x);

for i=1 :n
if x(1) < 0.1
y(i) = 0.;
elseif x(i) < 0.6
y(i) =1.;
else

y(i) =0
end ;

end ;

end
T=04;

N = 100. ;%nombre de mailles
f= @ (x) 0.5*x*x;
C =04; % C=dx/dt est le nombre Courant

N = 2*N; % on multiplie le nombre de mailles par 2.
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dx = 1./N; %le pas de discrétisation
x=dx :dx :(N+2)-dx;

%condition initiale

for i=1 :N+2

u(i)=Conl(x(i));

end

t=20.;

%Boucle en temps.

while t < T

% Conditions périodiques

u(l) = u(N+1);

u(N+2) = u(2);

cmax = u(2);

for j=3 :N+1

cmax = max(cmax,u(j)); % Valeur maximale de f.
end

dt = min(dx/cmax*C,T - t); % la condition CFL pour assurer la stabilité de

schéma

for j=2 :N+1

Ut(j) = 0.5%(u(j-1) 4+ u(j+1))- 0.5*dt/dx*(f(u(j4+1)) - f(u(j-1))); % Schéma de
Lax-Friedrichs

end

33



Chapitre 3.Sumilation par Matlab

for j=2 :N+1
u(j) = Ut(j);
end

t =t + dt;

end % Fin de la boucle en temps.
ufin = ones(N/2,1);

xfin = ones(N/2,1);

for j=1 :N/2,

ufin(j) = u(2%);

xfin(j) = x(2%)) ;

end

hold on

plot(xfin,ufin,’b-’)

F1G. 3.2 — Solution numérique de ’équation de scalaire conservative par le schéma
de Lax-Friedrichs
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3.3 Probléme de 2D

Considérons le probleme avec M = N =3 et Ax=At:
Programme

Tg=50;

Td=50;

Th=100;Tb=100;

n=9:% nombre de volumes de controle.
v=[-6,1,0,1,zeros(1,n-4)];

A=toeplitz(v);

for i=1 4

A(2%,2%1)=-5;

end

for i=2 :3

A(2%1,2%i41)=0;

A(2%141,2%1)=0;

end

A((n+1)/2,(n+1)/2)=4;
B=-2*[Tb+Tg;Tb;Tb+Td;Tg;0;Td;Th+Tg;Th;Th+Td];
T=inv(A)*B;
C=[T(1),T(4),T(7);T(2),T(5),T(8);T(3),T(6),T(9)];
[X,Y]=meshgrid(0 :0.5 :1)

surf(X,Y,C)% tracé la solution numérique.

xlabel ("X")
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ylabel("Y")

title(’Solution de MVF pour dim 2’)

Solution de MVF pour dim 2

Fic. 3.3 — Solution par MVF d’un probleme de 2D
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Conclusion

Le but de ce mémoire est d’étudier une des méthodes numériques qui sont utili-
sées dans la résolution des équations aux dérivées partielles avec conditions aux
limites. Il s’agit de la méthode de volume finis qui est considéré comme la meilleure
méthode de traitement des géométries complexes avec des volumes de formes quel-

conques.

Aprés avoir déterminé les schémas de volumes finis de quelques problémes aux
limites, nous avons présenté quelques résultats théoriques sur la stabilité et la
convergence des schémas malgré peu de résultats théoriques qui exstent pour

cette méthode.

Finalement, nous avons utilisé le logiciel Matlab pour écrire des programmes qui
servent & résoudre par volumes finis quelques problémes déja étudiés précédem-
ment. Une étude comparative a été faite aussi pour un probléme elliptique de
dimension 1 qui nous permis a déduire que la méthode des volumes finis a donné

une bonne approximation.
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est I’étude de la méthode de volumes finis (MVF), cette
méthode est utilisée pour la résolution des équations aux dérivées partielles avec conditions aux
limites.

En premier lieu, nous commencons a donner quelques rappels sur les équations aux dérivées
partielles, ensuite nous expliquons les principales étapes de résolution par MVF. Nous
appliquons cette méthode pour quelques probléemes monodimensionnels (probléeme elliptique,
équations scalaires conservatives) et bidimensionnel (équation de la chaleur
stationnaire).Nous présentons également quelques résultats théoriques sur la convergence et
Stabilité.

A lafin de ce mémoire, nous donnons des programmes Matlab qui servent a résoudre par
MYVF quelques problémes déja étudiés.

Mots —clés: Méthode de volumes finis- Probléme elliptique- Equations scalaires
conservatives- Equation de la chaleur- Stabilité-Convergence.

Abstract

The main objective of this memory is the study of the finite volume method (MVF), this
methodis used for the resolution of partial differential equations with boundary conditions.

First, we present some reminders on the partial differential equations, and then we give the
main steps of resolution by MVF. We apply this method for some one-dimensional problems
and two-dimensional. We also present some theoretical results on convergence and Stability.

At the end of this memory, we give Matlab programs which are used to solve by MVF some
problems already studied.

Key words: Finite volume method- Elliptic problem- Conservative scalar equations- Heat

equation- Stability-Convergence.
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