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Introduction

Motivation

Au cours de la derniére décennie, les réseaux de neurones, ou mieux les réseaux de neurones
artificiels (AN N), ont regu de plus en plus l'attention dans la physique et les sciences de
Iingénieur . La motivation pour cet intérét est la capacité d’apprentissage des ANN qui
permet, sous conditions, de déplacer le fardeau d’effectuer des téaches de calcul difficiles
de I'ingénieur au réseau de neurones, la « machine & apprendre », dans des domaines tels
que le controle, le traitement du signal et reconnaissance de formes. Le présent travail
s’occupe de la présentation de la mémoire auto-associative bidirectionnelle (BAM) afin
de poser les bases nécessaires pour comprendre le modeéele de réseau dynamique proposé

en 1982 par Hopfield.

Organisation du mémoire

La partie principale de ce mémoire est composée de trois chapitres, Le mémoire comporte
également, un résumé, une introduction et deux annexes, I’annexe dans lequel ot on
donne les précisions mathématiques pour le chapitre [2] ,chapitrdd] et 'annexe [3.7.2] est

reservé pour les abréviations et les notations.

Dans le chapitre [I]; nous parlerons du neuronne comme étant un élément de base d’une

structure complexe du cerveau



Chapitre 1.Introduction

Le chapitre [2] présente un bref rappel de la mémoire auto-associative bidirectionnelle
(BAM) afin de poser les bases nécessaires pour comprendre le modeéle de réseau dynamique
proposé en 1982 par Hopfield.

Dans le chapitre[3] nous aborderons les modeles discrets et continus proposés par Hopfield,
partant de ’architecture de ce type de réseau, nous poursuivrons le traitement des données

et des algorithmes d’apprentissage respectifs.

A la fin, nous montrerons quelques applications dans l'optimisation du systéme et la re-

connaissance et la classification des formes.

Et on termine par une conclusion 3.4



Chapitre 1

Concepts de réseau neuronal

1.1 Notes historiques

La forme et la fonction du cerveau humain fascinent les chercheurs depuis des siécles. L’une
des premieres contributions & la neurophysiologie moderne a été la travail de Ramon y
Cajal en 1911, qui a suggéré les neurones ( Fig ) comme éléments de base d’une

structure complexe du cerveau [1].
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Chapitre 1. Concepts de réseau neuronal (Concepts)

Le modele neuronal introduit par McCulloch et Pitts (1943) considére également les neu-
rones comme 1’élément informatique de base du cerveau. Leur modeéle de neurone est en-
core largement utilisé, que ce soit dans sa version originale ou forme modifiée, comme base
pour les modeéles informatiques du cerveau. En particulier, le neuron de McCulloch-Pitts
incluait la notion de connexions synaptiques des neurones comme facteurs de pondération,
ce qui est une simplification clé pour la représentation des synapses dans les réseaux de
neurones artificiels. Au fil des décennies, notre connaissance de la structure du cerveau
s’est affinée et bien que nous soyons loin d’une compréhension compléte du fonctionne-
ment du cerveau humain, il est certain que son organisation comporte un traitement de
I'information distribué dans un grand nombre de neurones et les schémas de connexion
synaptique extrémement riches. Cela permet au cerveau d’effectuer des taches complexes
de traitement de I'information, qui n’ont pas encore été accomplie avec des ordinateurs
conventionnels.

La connaissance est acquise dans le cerveau humain via un processus d’apprentissage qui
se produit de deux manieres différentes. Le cerveau d’un nouveau-né ne montre qu’un mo-
déle de connexion clairsemé, mais se développe rapidement au cours des deux premiéres
années suivant la naissance. Le modeéle de connexion se développe en fonction de I’environ-
nement pergu par I’enfant, la croissance la plus spectaculaire se produisant au cours des
premiers mois. Ce développement structurel peut étre considéré comme un « cablage » de
la structure cérébrale selon 'expérience de 'individu enfant@. Le deuxieme type d’appren-
tissage utilise la modification de la synaptique connexions entre les neurones adjacents.
La premiere et la plus célébre regle ’'apprentissage qui décrit ce dernier phénomeéne a été
suggéré par Hebb (1949). L’apprentissage de la langue postule que la synapse entre deux
neurones actifs simultanément (corrélés activités neuronales) est renforcée. Ce processus
d’apprentissage peut étre considéré comme un « logiciel conception» selon ’expérience
de l'individu. Selon la définition de « connaissance » de Fischler et Firscheinfd] (1987),

les informations stockées sont alors disponibles pour interpréter, prédire et répondre de



Chapitre 1. Concepts de réseau neuronal (Concepts)

maniére appropriée au monde extérieur.

A partir des années 1950, les ingénieurs et informaticiens ont modifié les modeéles de neu-
rones et théories d’apprentissage pour leurs objectifs spécifiques. Les architectures de ces
premiers ANN peuvent étre séparés selon deux concepts de base : les architectures des
réseaux feedforward ( d’anticipation ) et les réseaux de feedback (retour) d’information.
Des réseaux de neurones feedforward ont été appliqués par exemple. par Uttley (1956)
pour la classification des motifs binaires, ou par Gabor (1954) pour les non-linéaires fil-
trage adaptatif. Rosenblatt (1958) a inventé le perceptron classique, un seul neurone, et
I’a utilisé pour la reconnaissance de formes. Il a également présenté le théoréme de conver-
gence perceptron, la premiere preuve de convergence pour un processus d’adaptation de
poids. Webos (1974) ont décrit un algorithme d’apprentissage en mode inverse dans le
contexte des réseaux généraux avec les réseaux de neurones comme cas particulier. Cette
méthode d’apprentissage a été redécouverte et popularisé comme ’algorithme de rétro-
propagation(en anglais «backpropagation»)d’erreurs par Rumelhart, Hinton et Williams
(1986). La deuxieme classe d’ANN, les réseaux de neurones Feedback, a d’abord été étudiée
comme mémoires associatives. Cette ligne de recherche a été établie par Grossberg (1967)
et par Taylor (1956), qui a simulé les activités fonctionnelles du systéme nerveux avec
un circuit électrique. La mémoire matricielle de corrélation basée sur le produit extérieur.
La régle a fait 'objet d’une enquéte indépendante par Anderson, Kohonen et Nakano. Le
modele de I’état du cerveau dans une boite a été proposé en (1977) , posant le fondation
du célebre article de Hopfield(1982)[5] . Hopfield a établi une classe de réseaux de neurones

de rétroaction dynamiquement stables qui sont aujourd’hui appelés réseaux de Hopfield.

1.1.1 Caractérisation des réseaux de neurones artificiels

Bien que les théories des réseaux de neurones artificiels aient été motivées par leur origines,
de nombreux modéles et algorithmes d’apprentissage développés a partir d’une ingénie-

rie perspective ne sont pas trop préoccupés par la plausibilité biologique. Au cours des



Chapitre 1. Concepts de réseau neuronal (Concepts)

années, la recherche sur les réseaux neuronaux dans la communauté de 'ingénierie et de
I'informatique a dévié (plus ou moins) de ses racines d’inspiration biologique. Mais il est
évident qu’'une expression explicite. L’objectif de la recherche sur les réseaux neuronaux a
toujours été de trouver des principes par lesquels un grand nombre d’unités de traitement
simples (« traitement local ») peuvent effectuer des calculs, et par lequel les connaissances
nécessaires pour effectuer ces calculs est acquis par un processus d’apprentissage. Les mo-
déles neurophysiologiques ont motivé la conception de paradigmes de réseaux de neurones

artificiels, qui intégrent généralement les éléments suivants caractéristiques :

— Elément de traitement (traitement local). Variations du modele de neurone de McCulloch

Pitts est principalement utilisé comme élément de base de traitement ANN (PE).

— Couches de PFEs (parallélisme). Les AN N sont organisés en couches de PE paralléles,
mettant ainsi en ceuvre un traitement paralléle et distribué.

— Mémoire distribuée. Les informations sont stockées dans un (grand) nombre de connexion
poids entre les couches de PFE.

— Algorithme d’apprentissage. pendant le processus d’apprentissage, les informations peuvent
étre stockées soit dans les poids de connexion (via le réglage du poids) soit dans la struc-

ture des connexions (via un apprentissage a structure variable).

Résumant le propriétés ci-dessus, la définition suivante des réseaux de neurones artificiels
est présentée comme une version étendue de la définition dans[2] [Aleksander et Morton

1990].

Définition 1.1.1 : Un réseau de neurones artificiels est un processeur massivement pa-
ralléle qui a la capacité de stocker des connaissances expérimentales et de les rendre dispo-
nibles pour utilisation. Il ressemble au cerveau & deux égards : 1) La connaissance s’acquiert
par un processus d’apprentissage. 2) Les poids de connezion entre les neurones, et ou le

modéle de connexion entre les neurones est adapté pour stocker les informations apprises.



Chapitre 1. Concepts de réseau neuronal (Concepts)

1.1.2 Concepts mathématiques

Cette section passe en revue les concepts mathématiques pertinents des paradigmes AN N.
Un modéle mathématique de neurone (élément de traitement, ou PFE), est montré dans
Figure [I.2] Les entrées z; de PE sont multipliées par leurs poids de connexion correspon-
dants w; En notation vectorielle, il s’agit du produit scalaire du vecteur d’entrée X € RF
et du vecteur poids W € RP, ce qui donne la valeur d’activation a (équation [1.1)). La
sortie de PE est donnée par la fonction d’activation (ou fonction de transfert) g(a) dans

I’équation (1.2

gla) 1
o
£(a)
g(a) y !
1 a
2(a) /_ 1
A
a
F1G. 1.2 — Modéle de neurone mathématique
a=w'z (1.1)
y=g(a) (1.2)

Des exemples de fonctions d’activation courantes sont la fonction échelon, la fonction

linéaire et la fonction sigmoide, étiquetée g, , g2 et g3 , respectivement, sur la figure (1.2



Chapitre 1. Concepts de réseau neuronal (Concepts)

Le neurone de McCulloch-Pitts utilisait a I'origine une fonction échelonnée. L’activation

linéaire et sigmoide les fonctions utilisées dans ce travail sont définies comme

g9,(a) =a (1.3)
o) = ——— (1.4

Le modeéle de connexion entre les PE d’un réseau de neurones est appelé ’architecture ou

la structure de AN N.



Chapitre 2

Mémoire auto-associative

bidirectionnelle (BAM)

Un réseau de neurones est un modéle informatique dont la structure en couches est similaire
a la structure en réseau des neurones du cerveau (Tableau ci-dessous), avec des couches

de noeuds connectés.

Nourone biologique | Nourone formel
synapses Poids des connexions
Axones Signal sortie
Dendrites Signal d’entrée
Noyau ou Somma Fonction d’activation

TAB. 2.1 — Analogie entre le neurone biologique et le neurone formel

Un réseau de neurones peut apprendre a partie de données; il peut ainsi étre entrainé a

reconnaitre des tendances, classer des données et prévoir des événements a venir.

Un réseau de neurones décompose vos données en couches d’abstraction. Il peut étre

entrainé sur de nombreux exemples en vue de reconnaitre des modeéles au niveau de la



Chapitre 2. Mémoire auto-associative bidirectionnelle (BAM)

parole ou des images, par exemple, & I'instar du cerveau humain. Son comportement est
défini par la fagon dont ses éléments individuels sont reliés et par la solidité (ou poids) de
ces liaisons. Ces poids sont automatiquement ajustés au cours de I’entrainement selon une
régle d’apprentissage spécifiée jusqu’a ce que le réseau de neurones exécute correctement
la tache souhaitée.

Dans ce chapitre, nous commencerons par un bref rappel de la mémoire auto-associative
bidirectionnelle (BAM) afin de poser les bases nécessaires pour comprendre le modeéle de

réseau dynamique proposé en 1982 par Hopfield.

2.1 Meémoire auto-associative bidirectionnelle (BAM)

L’une des caractéristiques les plus puissantes de l'intelligence humaine c’est la capacité
d’associer des faits, des données, des situations, etc. Par exemple, Si nous posons une ques-
tion, qui est Larbi? Quelles réactions pourrions-nous attendre a 7. Comme il est naturel
dans la communauté en général, tres probablement, il n’y aura pas de réaction particuliere
et trés stirement, ils I’associeront au nom d’une personne d’origine arabe. Mais parmi nous,
lecteurs de sujets liés aux réseaux de neurones artificiels, nous espérons qu’une sorte de
réaction ou d’association spéciale a été générée ; sans crainte de se tromper, en entendant
ce nom tres stirement a nos esprits le nom du réseau de neurones de type Perceptron vient
immédiatement. Cette merveilleuse capacité de nous, étres humains, a accomplir associa-
tions entre des idées, des concepts, des choses, etc. nous allons essayer de I'imiter avec ce

nouveau type de réseau de neurones appelé BAM.

2.2 Architecture BAM

La mémoire associative bidirectionnelle (BAM) présentée dans la figure Fig. [2.1] Il est

composé de deux couches de neurones qui sont les éléments de base de traitement d’infor-

10



Chapitre 2. Mémoire auto-associative bidirectionnelle (BAM)

mations. Ces couches sont complétement interconnectées et le flux d’informations va de
la couche d’entrée a la couche de sortie et de la couche de sortie a la couche d’entrée, les

pondérations sont donc bidirectionnelles.

A 4 FY
- = =
(' L\ (AR Sortie §R™
- oy Sy
= | - | - | 1
(A - (AN Sortie 91
'y - 'y

Fic. 2.1 — Mémoire associative bidirectionnelle

Si le probléme est bien défini, alors nous connaissons tous les vecteurs d’apprentissage a
I’avance et pouvons déterminer la matrice de poids W a 'aide de 1’équation [2.1], ot p est

le nombre de modéles d’entrainement.

W:ylxlT—l—---—i-yixZT—l—----l—ypr (2.1)

Avec cette expression on obtient la matrice W (Voir[B.5.3) des poids synaptiques du
réseau les données neuronales des paires ordonnées de vecteurs d’entrée et de sortie de

I’ensemble d’apprentissage.

2.3 Mémoire auto-associative

Comme BAM, la mémoire auto-associative est composée de deux couches de neurones

qui sont les éléments de base du traitement de 'information (figure [2.2)). Ces couches sont

11



Chapitre 2. Mémoire auto-associative bidirectionnelle (BAM)

complétement interconnectées et le flux de données va de la couche d’entrée a la couche de
sortie et de la couche de sortie vers la couche d’entrée, donc les connexions et leurs poids

respectifs sont bidirectionnels.

A A 4
A {.x { o
N\ AN Sortie $R’
- W
- - -
| | - ) . 9
f .\ AL Sortie SR’
“ - .

F1G. 2.2 — Mémoire auto-associative

Si nous connaissons tous les vecteurs d’apprentissage a I’avance, nous pouvons déterminer

les poids a l'aide de 'équation [2.2]

W:xlxlT—l—---—inxiT—i—---—i—xpxg (2.2)

Avec cette expression, nous obtenons la matrice W [3.5.3des poids synaptiques du réseau
de neurones, basée sur les paires ordonnées de vecteurs d’entrée et de sortie de I’ensemble
d’apprentissage. Notez que puisqu’il s’agit d’un processus d’auto-association, les vecteurs
d’entrée et de sortie utilisés pour 'apprentissage sont les mémes. Dans ce cas, les deux
couches sont de méme dimension, donc la matrice de poids W est symétrique et de dimen-
sion nXn.

Une fois la matrice de poids obtenue, nous pouvons utiliser le réseau pour associer les
vecteurs d’entrée et de sortie, garantissant qu’il est capable de répondre aux données

contaminées par le bruit.

12



Chapitre 2. Mémoire auto-associative bidirectionnelle (BAM)

Traitement de I'information dans le BAM

Une fois que la matrice de poids a été construite sur la base de ’équation le BAM
peut étre utilisé pour mémoriser les informations stockées par les vecteurs de ’ensemble
d’apprentissage. Les étapes que nous effectuerons pour traiter les informations sont les

suivantes :
1. Nous appliquons une paire de vecteurs (z;,y;) aux neurones du BAM.

2. Nous propageons les informations de la couche x a la couche y et elles sont mises a
jour les sorties des unités de couche et. Dans ce cas, il part de x & y, mais il peut

aller de y a x et est connu sous le nom contre-propagation.

3. On propage les informations et mises a jour & ’étape précédente vers la couche x, et

ces unités sont mises a jour.

4. Nous répétons les étapes 2 et 3 jusqu’a ce qu’il n’y ait aucun changement dans les

sorties des deux couches.

Si 'apprentissage est adéquat, le systéme convergera vers un point qui correspondra a
I'un des vecteurs utilisés pour construire la matrice de poids en phase d’apprentissage. La
sortie pour toute entrée x sera la plus proche O(m) = Yi.

Cet algorithme nous montre le caractére bidirectionnel du traitement des données dans le
BAM. Pour élargir ce concept, considérons un probléme ou il est nécessaire de concevoir
un systéeme avec ce type de réseau qui associe l’empreinte et le nom d’un utilisateur,
la différence avec une table traditionnelle est que si l'on introduit une empreinte digitale
contaminée par le bruit , le systéme est capable de récupérer le nom correct, contrairement
a une solution basée sur une table.

Le cas inverse peut aussi étre résolu par le systéme, par exemple, si I'on introduit le
patronyme "Larba" au BAM , celui-ci sur plusieurs itérations par les connexions du méme
serait en mesure de récupérer le nom de famille correct "Larbi" et son empreinte digitale
correspondante. Une base de données avec un systéme de recherche traditionnel ne serait

pas en mesure de se remettre de ces types d’erreurs.

13



Chapitre 3

Modéle de Hopfield discret

Le modele discret du réseau de neurones de Hopfield est assimilé & une mémoire auto
associative, ou la proposition est de réduire les deux couches de neurones du BAM a
une seule, ou la sortie de ces neurones est amenée a ’entrée. Sur la figure Fig. |3.1, nous
montrons ce modeéle de réseau dynamique proposé par Hopfield et dont il tire son nom.
L’entrée I; atteint chacun des neurones, qui sont transformés par I'unité de traitement
avec les poids synaptiques w;;, pour générer la sortie y;.

L’architecture correspond & un réseau d’une couche de neurones ou d’unités de traitement,
ce réseau appartient donc a ce qu’on appelle réseaux de neurones monocouches. Cette
couche est constituée de n neurones et la sortie de ces neurones constitue I’état du réseau.
La sortie de chaque neurone se propage vers l'entrée de chacun des autres neurones, mais
pas elle-méme, il n’y a donc pas d’auto-récurrence ; c’est-a-dire que la sortie d’un neurone
n’affecte pas 'entrée de lui-méme.

Pour représenter les poids du réseau de neurones de Hopfield, nous utiliserons la notation

matricielle.

14



Chapitre 3. Modele de Hopfield discret

’Yl Win ’ Y: Wzn’ Yi Wip ’ }'n

[w\ | [ ws\] / /
/e \\1/

—
™S
2

f=
y

Fic. 3.1 — Modeéle de Hopfield discret

3.1 Processus d’apprentissage

Dans cette section, nous présentons le processus d’apprentissage d’un réseau de Hopfield
discret. L’information que ce réseau va traiter est de type binaire, pouvant coder les
données comme zéro et un (0,1), ou comme plus un et moins un (+1, —1).

Dans I’équation , nous présentons la fagon de calculer le poids w;; pour les motifs codés
avec les valeurs 0 et 1, et dans 1’équation I’expression mathématique pour calculer le
poids w;; pour les régularités codées avec les valeurs —1 et 1.

Ou ef et ef , sont les i-iéme et j-iéme composantes du k-iéme modele d’apprentissage, n est

le nombre de modéles & mémoriser dans le réseau de neurones [3.6.2.

S (2efF —1) (2eF —1) = 1<i,j<nji#
Wij = (3.1)
0=1<ij<ni=j

Sty (eFed) = 1<d,j <myi#j

0=1<43<ni=

En conclusion :

15



Chapitre 3. Modele de Hopfield discret

L’apprentissage est un processus dynamique et itératif permettant de modifier les pa-
ramétres d’un réseau en réaction avec les stimuli qu’il regoit de son environnement.Le
type d’apprentissage est déterminé par la maniére dont les changements de paramétre

surviennent.

3.2 Principe de fonctionnement

Comme nous sommes déja capables de calculer la matrice de poids d’un réseau de Hopfield
discret, nous allons maintenant étudier son fonctionnement, c’est-a-dire que nous allons
voir comment mettre a jour la sortie du réseau.

Comme nous 'avons décrit tout au long du texte, chacun des neurones traite les informa-
tions d’entrée en calculant son entrée totale comme la somme des entrées par leurs poids
respectifs, mais maintenant nous ajoutons l'effet de la récurrence qui se fait a partir des
sorties des autres neurones, comme le montre ’expression qui calcule ’entrée nette
net;.

Une fois que la valeur totale d’entrée a été calculée avec 1’équation [3.3], nous sélectionnons
aléatoirement un neurone du réseau pour calculer la sortie qu’il va générer. Dans ’étape
suivante, nous calculons la valeur de I'entrée nette dudit neurone. Prenant la valeur du
revenu net calculé, Nous mettons a jour la sortie du neurone avec 1’équation pour les
valeurs codées comme {—1,+1}.Dans ces expressions, I; correspond a l'entrée externe du
ieme neurone, et y; est la sortie du j-iéme neurone. Quand on dit que ¢ # j c’est parce
que ce type de réseau n’admet pas d’auto-récurrence. Si les entrées sont codées en {0, 1},
I’équation [3.4] conserve son structure, en considérant que lorsque le Net est négatif, la

sortie est nulle.

net; = Z yjw;; + 1; avec 1 # j (3.3)
k=1
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Chapitre 3. Modele de Hopfield discret

1;net > 0
ri(t+1) =9 zi(t);net =0 (3.4)

—1;net <0
3.3 Concept énergétique dans le modéle hopfield dis-
cret

Le réseau Hopfield est un systéme dynamique car les sorties du réseau peuvent étre as-
similées & un vecteur d’état qui, au fur et & mesure que l'information est traitée, évolue
dans le temps. Pour vérifier sa convergence, le critére de stabilité de Lyapunov est utilisé.
Afin de montrer la conformité avec le critére de stabilité de Lyapunov, nous définissons
dans l’équation [3.5] une fonction d’énergie pour le rapporter. Nous pouvons vérifier que
comme ’état d’un réseau Hopfield évolue I’énergie du réseau devient de moins en moins.

En d’autres termes, 1’énergie du réseau a tendance & décroitre asymptotiquement.

1 N N N

i=1 j=1
Ou,

w;; Valeur du poids entre le i-iéme neurone et le j-iéme neurone
x; Sortie du i-iéme neurone

x; Sortie du j-iéme neurone

N Nombre de neurones dans la couche

f; Seuil du iéme neurone

3.4 Exemple de traitement

Afin de clarifier la procédure de calcul de la matrice de poids, le fonctionnement du réseau

et la procédure pour 1’énergie, passons en revue ’exemple suivant ot le probléme est décrit
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Chapitre 3. Modele de Hopfield discret

par deux vecteurs d’apprentissage x; et xs.

B

Si nous appliquons les expressions vues dans les sections précédentes, nous pouvons calculer

a:lT:{l 1 -1 —1}etw§=

la matrice des poids, comme ceci :

1 -1 0 2 -2

1 -1 2 0 -2
w = z12] frel = [1 1 —1 —1}+ {—1 —1 1 1}2

—1 1 2 —2 0

1 1 9 9 2

Une fois la matrice de poi(_is calculée, on peut paséer ala phase d’exploitation et_pour cela,
supposons que 1’on présente le motif & I’entrée du réseau.

Le réseau répondra au stimulus de ce modeéle d’entrée en modifiant ses sorties dans chacun
de ses neurones :

Pour le neurone 1, nous calculons ’entrée nette :

nety = Towig + x3wWis +rqwu+ 1 =1x24+1x -24+—-1x-24+1=3

Ensuite, nous évaluons cette entrée dans la fonction d’activation et obtenons leur sortie
respective :

T =1

Pour le neurone deux, nous calculons I’entrée nette :

nety = T1Wo + T3Wo3 + TaWos +Io =1 X2 +1 X -2+ —-1x-2+1=3

Ensuite, nous évaluons cette entrée dans la fonction d’activation et obtenons leur sortie
respective :

To =1

Pour le neurone trois, nous calculons ’entrée nette :

nets = T1Ws, + ToWsg + Tagwszy + I3 =1 X —24+1x —24+ -1 x2+4+1= -5

Ensuite, nous évaluons cette entrée dans la fonction d’activation et obtenons sa sortie
respective :

T3 =—1

Notez que dans ce cas la sortie x3 a changé de valeur, donc pour calculer le réseau du
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Chapitre 3. Modele de Hopfield discret

neurone quatre cette nouvelle valeur doit étre prise en compte :

nety = T1Wa + XoWyo + 3wyz3 + L =1X —24+1x 2+ —-1x2—-1=-7

Ensuite, nous évaluons cette entrée dans la fonction d’activation et obtenons sa sortie
respective :

£L’4:—1

Enfin, la sortie du réseau est déterminée par le vecteur x :

Ty = { 11 -1 -1 }

Comme nous pouvons le voir, la sortie du réseau converge vers le premier modeéle qui a
été stocké dans le réseau. Voyons maintenant comment est le comportement de 1’énergie
du réseau, pour cela on revient au vecteur d’entrée x.

To = { 111 -1 ]

Lors du démarrage de la sortie du réseau, c’est le méme schéma d’entrée et, par conséquent,
I’énergie du réseau dans ce cas, nous la calculons comme ceci :

E=—3 30 S wiymiay, i #

pour ¢ =1

E1 = W91 X112 + W31X1T3 + Wy T1T4 = 2
pour ¢ = 2

E2 = W12T2T1 + W32T2T3 + W24 — 2

pour . =3
Es = wi3r371 + Wa3®3T2 + Wazw3xy = —6
pour 1 =4

Ey = wiarax + Wouxs e + wsyrs3 = 2
E=-130 E=2+2-6+2=0
Calculons maintenant ’énergie du réseau pour la sortie finale xf, vers ’endroit ot le réseau

converge.

xf:|:1 1 -1 —1]
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Chapitre 3. Modele de Hopfield discret

pour i =1

Ey = w1213 + w3113 + Wy x4 = 6

pour ¢ = 2

FEy = wia%211 + w3pTaT3 + WyaTory = 6

pour ¢ = 3

E3 = W13T3T1 + Wa3T3To + Wy3T3T4 = 6

pour ¢ =4

Ey = w1441 + Wy Ty + W34T47T3 = 6

E=-13" E=-1(6+6+6+6)=-12

Notez que la sortie vers laquelle le réseau converge a une énergie inférieure a la sortie
initiale. C’est logique car lorsque le réseau de Hopfield modifie sa sortie c’est parce qu’il
converge vers un minimum de la fonction énergie.

L’explication en est que le réseau Hopfield a été congu de telle sorte qu’a lui seul il consti-
tue un systéme stable. Cela signifie que la sortie du réseau converge vers une valeur &
laquelle le réseau se stabilise. Ce que nous espérons, c’est que cette sortie vers laquelle le
réseau converge, soit 'un des modéles qui y sont stockés. Cependant, il est & noter que ce
comportement est garanti si les motifs & mémoriser sont orthogonaux. Si cette condition
n’est pas remplie, le réseau peut se stabiliser & un débit qui n’a pas été stocké, mais qui

constitue un minimum de la fonction énergie.
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Conclusion

Ce mémoire avait un objectif principal de poser les bases nécessaires pour comprendre le
modele de réseau dynamique proposé en 1982 par Hopfield. & partir de la mémoire auto-
associative bidirectionnelle (BAM). 1l s’agit d’une mémoire hétéro-associative, pour un
motif d’entrée, elle renvoie un autre motif qui est potentiellement d’une taille différente . Ce
phénomeéne est tres similaire au cerveau humain. La mémoire humaine est nécessairement
associative. Il utilise un ensemble d’associations mentales pour récupérer une mémoire
perdue comme des associations de visages avec des noms, dans des questions d’examen

avec des réponses, etc.
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Annexe A : Mathématiques pour les

chapitres 2 et 3

3.5 Mémoire associative

Définition 3.5.1 soit P des paires de vecteurs : {(z1,y1) - - - (zp,yp)} , avec x, € RNy, €
RE définissant un échantillon ; alors la fonction M : RN — RX avec N, K et P € N7 est

appellée mémoire hétéroassociative ssi :

- M(zy) =y, Vp=1,..P
M@ =y e e — sl <o — il 1= 1, P £p

Définition 3.5.2 soit P des paires de vecteurs : {(x1,y1) - - - (2, yp)} , avec x, € RNy, €
RE définissant un échantillon ; alors la fonction M : RN — RX avec N, K et P € N7 est

appellée mémoire associative interpolative ssi :

- M (zp) =y, Vp=1,..P
~Vd= M (x,+d) =y, +e de R, e€ R jesisiz # x,alorsy= M (z) # y,,Vp =

1,..P

g ..

Définition 3.5.3 Soit M : RN — RX est appelée mémoire associative interpolative ssi :
peut étre construit a partir d’un ensemble orthonormé de vecteurs {x,},p = 1,...P, alors

la fonction M est définie comme — M (x) = (Zle pr:g) x
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Annexe A : Mathématiques pour le chapitre 2 et3

@ O----=-=-=- O = layer
©) (@ Qv layer

[ e

Définition 3.5.4 un ensemble de P vecteurs {z1, .., x,} avec x, € RN, N, P € N*ensemble
nommé échantillon alors on dit que la fonction M implémente une mémoire auto-associative

interpolative ssi :

- M(zp) =2,Vp=1,..P
-~ M(z)=x, Vo ||z —xp|| < ||z —x|[l =1,..Pl#p

3.6 BAM (Bidirectional Associative Memory)

L’implimentation d’une mémoire associative interpolative consiste en deux couches de
neuronnes totalement connectés
— Dl'entrée et la sortie peuvent étre commutées de maniere interchangeable, ie les sens des

fleches sont inversés.

3.6.1 Architecture BAM

Matrice des poids W = 25:1 YpZ,,{2p} ., p = 1,...P ensemble orthogonal

— sortie réseau : y = Wz

— fonction d’activation f (z) =z

— si {y, est orthogonal, alors le réseau est réversible : x = Wty

— le réseau peut étre utilisé comme mémoire auto associative en considérant x = y, alors

P
W=3_ o)

p
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Annexe A : Mathématiques pour le chapitre 2 et3

3.6.2 Dynamique de la BAM

Dans ’ANN-BAM, les poids ne sont pas ajustés pendant la période d’entrainement.lIls

sont calculés dés le départ, en fonction de I'ensemble des vecteurs stockés (zp, yp),_;  p

Des vecteurs bipolaires sont utilisés (avec des valeurs "—1" ou "1") appartenant a I’es-
pace de Hamming),

— x = 2x* — 1(avec des valeurs "0" ou "1")

De {z,} et {y,} orthonormés, BAM

L’espace de travail en temps discret

Distance de Hamming

=1-1,1), (1.-1,1)

-1.1,1) Iu,m)

(0,0,0)

(=1-1,-1 (1,-1,-1)

[-1,1,-1)! (1,1,-1)

Processus
— At =0,z =0 s’applique au réseau y se calcule y (0) = W z (0).
— La sortie des couches x et y est propagée dans les deux sens jusqu’a ce qu'un état stable

soit atteint en utilisant

+1siW (i) y(t) =0
1) = F(WED 5®) = m@) s W) y@)s W) y#) =0,i=1,.N

—1siW () y(t)<0
(3.6)
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Annexe A : Mathématiques pour le chapitre 2 et3

F1si W () x(t+1)=0
gt + ) = F (W) 2+ D) =9 g s W) ot +1)=0,i=1,.K  (3.7)
—1siW () zt+1)<0

Forme matricielle

z(t+1) = sign (WTy (1)) + |sign (WTy (t))|" @z (t)
y(t+1)=sign(WTz (t+1)) + |sign WPz (t+1))| @y (t)
Condition de stabilité : sign (WTy (1)) = sign (W' (t +1)) =0

— Lorsque l'on travaille dans le processus inverse y (0) est appliqué au réseau, = (0) =
W7y (t) est calculé & partir de : y (¢ + 1) = sign (W7 z (1)) + |sign W'z (t))|" @ y (t)
z(t+1) = sign (WTy (t+1)) + |sign WPy (t+1))|" @ 2 (¢) Condition de stabi-
lite :  sign (WTz (1)) = sign W'y (t +1)) = 0

— Le systeme résultat est stable

— Il existe une solution stable

— Le procesus converge vers la solution en un temps fini.

3.6.3 Energie de la BAM

La fonction energie de la BAM

E(x,y) = —y'Wz

Théoréme : La fonction d’energie posséde les propriétés suivantes :
S EL @1,y (1) 2 E (x(t),y (1))

— Enin = Z“ |Wyz|

- AE=FE,1—E <
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Annexe A : Mathématiques pour le chapitre 2 et3

1. On peut vérifier que la fonction énergétique est une fonction de Lyapunov(qui décroit
toujours pendant I’évolution libre du réseau de neurones de Hopfield ; les états stables
de celui-ci sont donc des minima de cette fonction d’énergie)et donc le systéme

dynamique a une solution stable.

2. Essentiellement, la matrice de poids détermine une surface avec des vallées (dépres-

sions avec attracteurs) et des collines similaires & BPL.

3. BAM ressemble a un systéme physique dispatif dans lequel la fonction E, correspond

a I’énergie du systéeme physique.

4. Initialement, les changements de F (z,y) sont importants et lorsque les vecteurs x
et y atteignent leur état stable, la valeur de E (z,y) a des changements de plus en

plus petits.

Proposition 3.6.1 Si le motif d’entrée x; est égal au {x,} stocké, alors y, sera renvoyé

Proof. y = sign (W (x (t))) = sign <Z§=1 ypxéxo n

. P .
sign (Zp:1 ypépz) = sign (yi) =y’

3.6.4 Commentaires

- Le processus d’exécution est convergent et la solution est atteinte en un temps fini.
- Le nombre maximum de vecteurs pouvant étre enregistrés est 21

- Les vecteurs de Hamming sont symétriques par rapport a la notation +1. Par conséquent,

le vecteur de Hamming porte la méme information que son complément x
comme z°= —xety, =Wz,
L. C _ _ _ _ c
vous avez: Yy = —y, = Wz, =W (—x,) = Waj

- La BAM enregistre la direction des vecteurs échantillons et non leurs valeurs.

Algorithme
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1. Initialisation du réseau
2. calculer la matrice de poids W
3. réseau récursif en avant
(a) étant donné x (0), calculer y (0) = Wz (0)
(b) Calculer z (t+1) = sign (W'y(t)) + |sign Wy ()| @ z(t) y(t+1) =
sign (W'z (t + 1)) + |sign WPz (t+ 1)) @y (1)
(¢) Jusqu’a ce que le réseau soit établi
4. Réseau récursif vers l'arriere
(a) étant donné y (0), calculer x (0) = Wy (0)
(b) Calculer y(t+1) = sign (W z (t)) + |sign WPz (t))|" @ y(t) z(t+1) =
sign Wy (t+1)) + [sign Wy (t+ 1))@z (t)

(c) Jusqu’a ce que le réseau se stabilise

________ O = layer

F1G. 3.2 — La structure de la mémoire auto-associative

3.7 Meémoire de Hopfield discréte

Il se compose d’'une mémoire auto-associative avec une couche entiérement connectée qui

recgoit en outre un signal d’entrée externe =,

P
W = Zp:]_ ypyzj;
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Fic. 3.3 — La structure du réseau de Hopfield

3.7.1 Caractéristiques

Travaille avec des vecteurs binaires {0, 1}

R AT
Matrice poids W = 25:1 (2yp — 1) <2yp — 1) avec une diagonale égal 0.

+1 si Z?:l wjiyi + fL’j b tj

La fonction d’actualisation y; (t + 1) = ¢y, (t) si Y1, wyy; +x; =t; avec{t;}._ , =

. K
0 si Zk:l Wy Y + T; < tj
t est le vecteur symbolique

Sous forme matricielle A (t) = sign (Wy (t) +z —t)

y+1) =3 A0 +T- A0 +1A®I 2y @)

3.7.2 Energie de la Mémoire Hopfield discréte

La fonction energie

E=—3y"Wy—y" (z—1t)

Théoréme 3.7.1 : La fonction d’energie posséde les propriétés suivantes :
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- E(y(@+1) 2 E, (y()
- Emin = _%2271 |le| - K
— AE:EZ'+1—EZ'-<OO

Le processus d’itération converge en temps fini
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

ANN Artificial Neural Networks
BAM Mémoire auto-associative bidirectionnelle
PE Processing Element

BPL Back-Propagation Learning
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RESUME

L'une des caractéristiques les plus puissantes d'intelligence humaine c'est la capacité
d'associer des faits, des données, des situations, etc. Imaginez que I'on vous demande de
mémoriser 10 numéros de téléphone (10 images différentes, 10 phrases, etc). Aprés une
période d'apprentissage on vous présente les premiers chiffres d'un de ces numéros (ou une
partie d'un des images ou des phrases). VVous vous rappelez automatiquement le numéro ou
I'image mémorisée correspondant. Quel est le mécanisme neuronal sous-tendant ce type de
mémoire, appelé " mémoire associative'"?

Le réseau de neurones de Hopfield est considéré comme un modéle neuronal de la mémoire
associative. Le présent travail s'occupe de la présentation de la mémoire auto-associative
bidirectionnelle (BAM) afin de poser les bases nécessaires pour comprendre le modele de
réseau dynamique proposé en 1982 par Hopfield.

Mots clés: Réseau Hoffield, Mémoire Associative Bidirectionnelle (BAM), Réseaux de
Neurones Artificiels (ANN)

ABSTRACT

One of the most powerful characteristics of human intelligence is the ability to relate facts,
data, situations, etc. Imagine being asked to memorize 10 telephone numbers (10 different
images, 10 sentences, etc..). After one learning period you are presented with the first digits
of one of these numbers (or a part of one of the images or sentences), You automatically
remember the number or the corresponding memorized image. What is the neural
mechanism underlying this type of memory, called “associative memory"?

Hopfield's neural Network is a neural model of memory associative. The present work deals
with the presentation of auto-associative memory (BAM) in order to lay the foundations for
necessary to understand the model of dynamic network proposed in 1982 by Hopfield.
Keywords: Hopfield Network, Bidirectional Associative Memory (BAM), Artificial Neural
Networks (ANN).
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