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Introduction

Avant les années 1970, I’étude des systémes dynamiques était cantonnée a un
domaine relativement limite des mathématiques et de la physique mathématique. La
théorie des systémes dynamiques désigne couramment la branche des mathématiques
qui s’efforce d’étudier les propriétés d’un systéme dynamique. Cette recherche active
se développe & la frontiére de la topologie, de ’analyse, de la géométrie, de la théorie

de la mesure et des probabilités.

Le chaos est une autre branche mathématique attire I'intérét des chercheurs scienti-
fiques, Poincaré (1854 1912) fut 'un des premiers a entrevoir la théorie du chaos, il
découvrit la notion de sensibilité aux conditions initiales a travers I'interaction des
trois corps célestes ; elle correspond au fait que de petites causes entrainent de grands

effets.

L’ceuvre de Poincaré a donc la particularité de constituer un point d’origine incontes-
table du domaine, par la variété des outils, des méthodes et des concepts nouveaux

qui s’y déploient au service du probleme de la mécanique céleste.
Apres cette ceuvre fondatrice on peut mentionner les principaux moments suivants

— La théorie de la stabilités d’Alexander Lyapunov a la fin du 199 siécle.

— Les travaux de Géorgie D-Birkhoff sur la topologisation des systémes dynamiques
conservatifs dans I'entre deux guerres.

— Les travaux autour d’Andrei Kolmogorov sur ’étude de la stabilité des systémes

hamiltoniens, etc...
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— Les travaux d’Eberhard Hopf ou ceux de Kurt Otto Frierichs sur les bifurcations.

— En 1963, Edward Lorenz découvre le premier systéme chaotique dans la météo ou
encore appelé attracteur étrange, a mis en évidence ce phénomene grace notam-
ment a ’arrivée des ordinateurs.

— En 1975, Tien-Yien Li et James A. York ont présenté pour la premiére fois le terme

"chaos" dans un article intitulé " Period three implies chaos ".

Dans ce mémoire on introduit trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présentons des généralités sur les systemes dyna-

miques et donnons quelques définitions ( points d’équilibres, trajectoire, flot....).

Nous présentons dans le deuxieéme chapitre de systeme dynamique chaotique continu.
On introduit les définitions du systéme dynamique chaotique et systéme dynamique
chaotique continu et donnons quelque propriétés du le systéme dynamique chaotique

continu.
Dans le troisieme chapitre nous sommes donner, on étude le systéme dynamique

chaotique de Rossler, on a donné un apercu historique. Nous avons étudié les points

d’équilibres et leurs stabilités, changement des variables b et ¢ et section de Poincaré.



Chapitre 1

Généralités sur les systémes

dynamiques

Un systéme dynamique est un systéme physique qui évolue au cours du temps (sys-
téme continu) ou par rapport a une autre variable suivant I’espace de phase ( systéme

discret).

Cette évolution peut étre décrite par un ensemble fini d’équations qui peut prendre
des formes mathématiques diverses : équations différentielles ordinaires (autonomes

ou non), équations aux dérivées partielles, applications.

1.1 Classification des systémes dynamiques

Les systémes dynamiques se classifient en fonction de leur facon d’évoluer dans le

temps. Ainsi, il existe trois types de systémes dynamiques :

— Les systémes stochastiques, qui évoluent au hasard dans tout 1’espace sans qu’au-
cune équation ne les régisse. Aucune prévision exacte dans le temps n’est possible.
— Les systemes déterministes, régis par des lois mathématiques bien connues et dont

on peut donc prévoir exactement leur 1’évolution dans le temps.



Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques chaotiques

— Les systemes chaotiques, qui possédent un comportement complexe. Ils sont ir-
résistiblement attirés par une caractéristique géométrique de structure également
complexe, sur laquelle ils se comportent erratique ment, au hasard, mais sans jamais

la quitter, ni repasser deux fois par le méme point.

1.2 Systéme dynamique a temps continu

Définition 1.2.1 On appelle systéeme dynamique a temps continu sur un ensemble )
une famille d’applications {py;t € RT}, ou{ps;t € R}, paramétrée soit par ’ensemble
Rt des réels positifs ou nuls, soit par l'ensemble R de tous les réels, vérifiant les
propriétés suivantes :

(1) Chaque application ¢, est définie sur une partie Uy de ), et & valeurs dans 2.
(2) L’application @y définie sur S entier, est Idg.

(8) Si 0 <ty <ty, alors U, C Uy.

(4) Soient t et s deux éléments de l'ensemble (R ou R™) qui paramétre la famille

d’applications considérée .Soit x© € U, .Alors ps(x) est élément de Uy si et seulement

si x est élément de Ugyy et , lorsque c’est le cas,

Pi(ps(z)) = Pare(T).

L’ensemble 2 est appelé espace des phases du systéme dynamique.

1.3 Systéme dynamique a temps discret

Définition 1.3.1 On appelle systéme dynamique & temps discret sur un ensemble €2
une famille d’applications {@,;n € N} jou{pn;n € Z} paramétrée soit par I’ensemble
N des entiers naturels, soit par ensemble 7 des entiers relatifs, vérifiant les propriétés

sutvantes :
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(1) chaque application p,, est définie sur une partie U, de S) et & valeurs dans ).
(2) L’application @y définie sur S entier, est Idg.

(8) Si 0 < ny <ns, alors U,, C Uy,,.

(4) Soient n et m deux éléments de l’ensemble (N ou Z) qui paramétre la famille

d’applications considérée. soit v € U, .Alors o,(x) € U, si et seulement si x € U,y

et ,lorsque c’est le cas,
en(om(T)) = Omin().

— Cas continu (L’oscillateur de Duffing)

ix
ot -
d—‘z:x—aﬁ—éy—l—”ycoswt

Ou 6, w, v sont des parametres physique réels (variables statistiques). L’espace des
phases est : R, 'espace des paramétre est R3. Ce systéme est non linéaire, non
autonome, il peut étre dissipatif ou conservatif (suivants le mouvement avec ou
sans frottement).

— Cas discret (I’application de Hénon )

Xir1 = yp + 1 — aX?

Yp41 = DX}

Ot a, b sont des parameétres réels, ’espace des phases est : R?, I'espace des para-
metres est RZ.

1.4 Espace de phase

Un systeme dynamique est caractérisé par un certain nombre de variable d’état, qui

onl apropriété de définir completement I’état du systéme & un instant donné. Le
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comportement dynamique du systémeest ainsi relié a I’évolution de chacune de ces
variables d’état. Cet espace est appelé ’espace de phase ol chaque point définit un

état et le point associé a cet état décrit une trajectoire.

1.5 Trajectoire, Orbite et point d’équilibre

On appelle trajectoire d'un point x de M D'application définie sur G et a valeurs

dans M par :

vo: G—>M

t— @ ()

On appelle orbite d’un point x 'image de la trajectoire issue de x c’est a dire le sous

ensemble 7 (z) de l'espace des phases défini par :

v(x) = ¢ (o)

Un élément x de 2 est dit point fixe, ou point d’équilibre du systéme dynamique son

orbite est {x}.

On dit qu’'un équilibre est stable si une petite perturbation de cet équilibre évolue
dans le temps en restant petite et en convergeant vers zéro. Le systéme revient alors

dans sa position d’équilibre.

1. On dit que a est un point d’équilibre de systéme (1.1), s’il satisfait F'(a) = 0

( ou pour tout t € R: ¢(a) = a ) sinon a, est dit point ordinaire.
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2. Une orbite 7, telle qu’elle existe deux points équilibres a et b vérifiant

lim ¢,(Xo) = a, et lim ¢ (Xo) =b

t—+o00
est dite une orbite hétérocline si a # b et homocline a = b.
Exemple 1.5.1 Soit le systéme
X=Y2-X

Y = X3_9X — XY
Z=—74+XY

L’origine 0 est un point critique.

Y2 X =0
X3 -2X - XY =0

—7Z7+XY =0
Son linéarisé est :
X 1 0 0 X
vy [=] 0o =2 o0
7 0 0 -1 Z
On calcule  det(AI,, — A)
Telle que
-1 0 0
A= 0 -2 o0
0 0 -1
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et n=3

A+1 0 0
det(A\l; — A) = 0 A+2 0

0 0 Xx+1

=AM+ D) [A+2)A+ D] =A+1)*A+2)

On trouve les valeurs propres

detM 3 — A) =0 => (A +1)2(A+2) =0

Alors :
A+1)2=0 A= —1 double
ou — ou
(A+2)=0 A= -2

Les valeurs propres de D f (0) sont :

A =-1
Ay = —2
A3 =—1

Toutes négatives d’ou I’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

1.6 Systéme autonome ou non autonome

Un systéme autonome est tout systéme dynamique non linéaire qui ne dépend pas

explicitement du temps. Il est donné comme suite :
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Un systeme autonome est indépendant du temps initial, Dans le cas contraire, on
dit que le systéme est non autonome. Lorsque le systéme dynamique non linéaire

dépend explicitement du temps le systéme est dit non autonome.

1.7 Systéme conservatif ou non

Le caractére conservatif ou non de la dynamique fait référence a un nouveau point
de vue sur I’évolution dans l’espace des phases. En effet, les définitions que nous
avons introduites jusqu’a présent sont implicitement rattachées & la détermination

de trajectoires individuelles (probléme aux valeurs initiales).

La différence essentielle entre systémes dissipatifs et non dissipatifs (improprement
appelés ( conservatifs )) se traduit dans I’espace des phases par la propriété suivante :
le flot engendré par le champ de vecteurs conserve les volumes pour un systéme non
dissipatif, et les contracte ou les dilate pour un systéme dissipatif. Cette contraction

est mesurée par la divergence du champ de vecteurs.

1.8 Systéme dynamique linéaire

Un systéme physique est dit linéaire si la relation entre les grandeurs d’entrée et
de sortie peut étre définie par des équations différentielles linéaires (& coefficients
constants). Ces derniérs vérifient alors les principes de proportionnalité des effets

aux causes, et de superposition.

1.9 Systéme dynamique non linéaire

Un systéme non linéaire est un systéme qui n’est pas linéaire, c’est-a-dire(au sens

physique) qui ne peut pas étre d’écrit par des équations différentielles linéaires a
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coefficients constants.

Cette définition, ou plutot cette non-définition explique la complexité et la diversité
des systéme non linéaires et des méthodes qui s’y appliquent. Il n’y a pas une théorie
générale pour ces systéme, mais plusieurs méthodes adaptées a certaines classes de

systémes non linéaires.

La dynamique non linéaire a joué dans I’étude de la stabilité du systeme solaire,
I’étude de la mécanique céleste sous cet angle révele, par exemple pour quoi la densité

des astroides varie d’une fagon particuliére.

1.10 Flot

Soit M un ensemble quelconque et G un groupe additif (R ou Z). Considérons {¢;},
un groupe a un paramétre d’applications M dans M indexées par le groupe G. On

appelle flot ou systéme dynamique le couple (M;{¢:},.)

L’ensemble M précédent constitue ’espace des phases du flot. Tout point x de cet

espace représente un état du systéme dynamique.

1.10.1 Flot d’un systéme linéaire

Soit le systéme linéaire

= Az (1.2)

ou A une matrice constante. La solution du systeme ([1.2]).

avec la valeur initiale 2(0) = xq est x(t) = xo exp(At).

Définition 1.10.1 L’ensemble des applications exp(At) : R" — R" est appelé le flot

du systéme (1.2).

10
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1.10.2 Flot d’un systéme non linéaire

Soit le systéme non linéaire

r = f(z,1) (1.3)

On suppose que les solutions du systéme(1.3)) sont définies pour tout teR ; le flot du
systéme (1.3) est la famille avec un parametre d’applications {¢(t)}, de Q dans
lui-méme définies par ¢;(a) = z(t,a) , pour tout aeQd, x(t,a) est 'unique solution

du probléme de Cauchy

* ¢, est différentiable sur €
* g = Id , ¢, = G, 1s,poUr tout £y, t2eR | ¢; est un bijection de Q et (¢;) ™' = ¢,

Alors lensemble G = (¢;),p est un groupe & un parameétre de difféomorfisme.

* doi(a)
dt

= F(a,0) cette formule montre que la donnée du flot ¢, définit
t=0

le systeme(|1.3)).

1.11 Stabilité des systémes dynamiques a temps

continu

La question de la stabilité et de ’équilibre se posait naturellement en dynamique,
depuis les débuts de ’étude du probléme a trois corps au milieu du XVII siécle (avec
Clairaut, sur la figure de la Terre, d’Alembert, Euler, Lagrange, Laplace, Poisson,

etc..., sur le systéme solaire dans son ensemble).

11
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1.12 Classification des points d’équilibres

1.12.1 Cas des systémes linéaires :

Considérons le systéme linéaire :

T = Ax

Ou z = (x1;x9;--;x,) et A est une matrice a coefficients constants appartenant a

R™ ™ inversible. Soient \; i = 1;2;...;n les valeurs propres de A :

1. Point selle(S) : si les valeurs propres A; i = 1; 2;...; n sont réelles, non nulles et de

signe différent.

2. Neeud (N) si les valeurs propres \; i = 1; 2;...; n sont réelles et de méme signe.
3. Foyer (N) si les valeurs propres \; i = 1; 2;...; n sont complexes avec Re \; # 0
Vi=1;2;...;n.

4. Centre (N) si les valeurs propres \; i = 1; 2;...; n sont imaginaire pure.

1.12.2 Cas des systémes non linéaires :

Considérons maintenant le systéme non linéaire :

#(t) = f(x) (1.4)

Définition 1.12.1 Un point critique de x* de est appelé puits si toutes les
valeurs propres de la matrice A = Df(x*) ont des parties réelles négatives, il est
appelé sources si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(x*) ont des parties
réelles positives, il est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = D f(x*) a au moins

une valeur propre avec une partie réelle positive ou au moins une valeur propre avec

12
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une partie réelle négative.

Théoréme 1.12.1 Soit ©(t) = f(z); x € R" , f € C', un systéme dynamique a
temps continu. Si x* un point fixve ( f(x) =0), alors si les valeurs propres de D f(z*)
sont de partie réelle négative x* est stable, et instable si l'une de ces valeurs propres

de Df(x*) est de partie réelle positive.

13



Chapitre 2

Systéme dynamique chaotique

continu

Le chaos est défini généralement comme un comportement particulier d’un systéme
dynamique qui inclut la non-linéarité, le déterminisme, 1‘imprévisible, 'irrégularité

en plus de la sensibilité aux conditions initiales .

Définition 2.0.2 Un systéeme dynamique est défini a partir d’un ensemble de va-
riables qui forment le vecteur d’état X = {x;eR} i =1,...,n ou n représente la
dimension du vecteur. Nous appelons état d’un systéme [’ensemble des variables qui
état connues a linstant initial, permettent de décrire [’évolution de ce systéme. L’en-
semble de tous les états pouvant étre pris par le systéme s’appelle l’espace des phases
. Le processus évolue de maniére déterministe si ses états futurs sont caractérisés
par la connaissance de ses états présents et passés. La lot d’évolution dans le temps
de ce systeme dynamique est généralement désignée par "dynamique” En somme, la
notion de déterminisme provient du fait que le systéme est caractérisé par son état

initial et sa dynamique.

14



Chapitre 2. Systéeme dynamique chaotique continu

Remarque 2.0.1 Un systéme chaotique est un systéeme dynamique non linéaire. Un

systéme linéaire ne peut pas étre chaotique.

2.1 Systéme dynamique chaotique continu

Définition 2.1.1 Un systéme chaotique & temps continu est décrit par un systéme

d’équation différentielle de forme :
z=f(t,z,u) ;y=nh(tzu) (2.1)

Ou :x eU C R"™ est un vecteur de dimension n , f: R"™ — R" est une fonction non
linéaire désigne le champ de vecteurs, h : R™ — R une fonction éventuellement non
linéaire qui désigne le vecteur de sortie et ueV C RP représente [’entrée du systéme.

Si ce systéme ne dépend pas de l’entrée, on aura alors :
z = f(t,x) (2.2)

1l existe plusieurs systéme chaotique continus, parmi eux l’on peut citer les systémes

de Lorenz, Réssler, Bogdanov, le circuit de Chua, etc.
—  Systéme de Lorenz :

Le systéme de Lorenz est généré par le systéme d’équation suivant :

x = a(y — )
y=a(b—z) -y (2.3)

z =Y — CZ

Cet exemple a été publié en 1963 dans un journal météorologique.

Les variables x,y et z représentent l’état du systéme a chaque instant. Et a,b,c

15
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les paramétres du systéme . Le systéme présente un comportement chaotique pour

a = 10;b = 28;c = 8/3 et présente un attracteur étrange en forme d’ailes de papillon.

2.2 Propriétés du systéme chaotique continu

Bien qu’il n’y ait pas de définition mathématique du chaos universellement acceptée,
une définition couramment utilisée stipule que pour qu’un systéme dynamique soit

classifié en tant que chaotique, il doit comporter les propriétés suivantes
* Aspect aléatoire

* Section de Poincaré

* Sensibilité aux conditions initiales

* Notion d’attracteur

* Exposants de Lyapunov

* Bifurcation

2.2.1 Aspect aléatoire

Les systémes chaotiques semblent évoluer de maniére aléatoire. En tout cas, on ne

peut pas prévoir facilement quelle sera leur évolution dans le temps.

Cet aspect aléatoire du chaos vient du fait que I'on est incapable de donner une
description mathématique du mouvement, mais ce comportement est en fait décrit
par des équations non linéaires parfaitement déterministes, comme par exemple les
équations de Newton régissant 1’évolution d’au moins trois corps en interaction. Les

figures ci-dessus illustrent les aspects aléatoires du systéme chaotique continu ([2.3).
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Fic. 2.1 — Aspect aléatoire du systéme de Lorenz

2.2.2 Section de Poincaré

Henri Poincaré a apporté une contribution trés utile pour I’étude des systémes chao-
tiques. Parmi ces contributions on trouve les sections de Poincaré. Faire une section
de Poincaré revient a couper la trajectoire dans ’espace des phases par un plan en
dimension 3 ou par une droite en dimension 2, afin d’étudier les intersections de cette
trajectoire avec ce plan ou cette droite, ces intersections sont faites avec un sens pré-
défini. [’avantage des sections de Poincaré dans I’étude des systémes dynamiques est
le passage d’une dynamique a temps continu & une dynamique a temps discret, ce

qui facilite 'analyse.

TAB. 2.1 — Tableau récapitulatif des différents scénarios de transition vers le chaos

Attracteur dans ’espace des phases | Section de Poincaré
cycle limité 1 point

tore courbe fermé
Attracteur étrange (chaos) nuage de points

La figure suivante montre le principe de la section de Poincaré, pour une solution

périodique et une solution non périodique.
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Fic. 2.2 — Section de Poincaré

2.2.3 Sensibilité aux conditions initiales

La sensibilité aux conditions initiales est un phénomeéne découvert pour la premiére
fois, dés la fin du XIXe siécle par Poincaré, puis a été redécouvert en 1963 par Lo-
renz lors de ses travaux en météorologie. La sensibilité des trajectoires chaotiques
aux conditions initiales est une autre caractéristique permettant de reconnaitre un
comportement chaotique. Illustrons ce phénoméne de SCI par une simulation numé-
rique. On affecte & un systéme chaotique deux conditions initiales trés proches. Dans
un premier temps, les deux systémes évoluent de la méme maniere ; mais, trés vite,
leur comportement devient différent.
- Sensibilité aux conditions initiales du systéme de Lorenz :
On a le cas initial :

x1(0) = 0,100

x2(0) = 0,101
En prenant z;(0) et x9(0) pour conditions initiales trés proches, les évolutions
des signaux x; et xo Sant comportement différent au fur et a mesure que le temps

augmente, on a obtenu les résultats suivants :
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=—Cl=0.1
ol — CI=0.101

X 4

H =

] Il.i F!IJ!I |

Fic. 2.3 — Sensibilité aux conditions initiales du systéme de Lorenz

2.2.4 Notion d’attracteur

Un attracteur comme étant une limite asymptotique des solutions de toute condition

initiale localisée dans un domaine de volume non nul ou bassin d’attraction.

Les trajectoires complexes dans 1’espace de phase qui attirent les solutions du systéme
chaotique sont alors des attracteurs. L’ensemble de points attirés vers l'attracteur
constitue le bassin d’attraction. Autrement dit, 'attracteur est une géométrique
de 'espace de phase (formant une structure feuilletée) indiquant le comportement
d’un systéme chaotique. L’attracteur peut étre étrange avec structure fractale ( une
courbe ou surface de forme irréguliére ou morcelée qui se crée en suivant des régles
déterministes ou stochastiques impliquant une transformation ponctuelle de type
homothétie interne ) ou point fixe ou encore cycle limite. Parmi les premiers exemples
des attracteurs étranges mentionnés dans ’histoire du chaos, on cite ’attracteur de
Lorenz. Ci-dessous, nous donnerons des exemples d’attracteurs étranges pour les

différents systémes chaotiques continus ou discrets.
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- Attracteur de Lorenz

FI1G. 2.4 — Attracteur de Lorenz

2.2.5 Exposants de Lyapunov

En régime chaotique, la distance entre deux trajectoires initialement proches tend a
augmenter a une vitesse exponentielle, puis a se stabiliser lorsque la distance atteint
une valeur limite de ’ordre du diameétre de I'attracteur. Le temps que mettent deux
conditions initiales a atteindre cette valeur limite constitue I’horizon prédictif du sys-
téeme. Les exposants dits de Lyapunov permettent de mesurer ce taux de divergence

et donc de mesurer la sensibilité aux conditions initiales.

Les exposants de Lyapunov sont des coefficients qui permettent de mesurer la sen-
sibilité aux conditions initiales d’une série temporelle, par définition un exposant de
lyapunov est le taux exponentiel moyen de divergence ou de convergence de trajec-

toires voisines de ’espace des phases.

Calcul de ’exposant de Lyapunov

Les valeurs propres de la matrice d’état A d’un systéme linéaire permettent de ca-

ractériser les points d’équilibre et leur stabilité. Les exposants de Lyapunov sont une
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généralisation de ces valeurs propres pour les systémes non linéaires et caractérisent
les attracteurs comme cité antérieurement. Cela se fait par la mesure de la distance
Euclidienne de deux évolutions du systéme & partir de deux conditions initiales diffé-
rentes, cette mesure nécessite d’itérer la dynamique du modele pour deux conditions
initiales trés proches, et de mesurer au bout d’un temps fini la distance entre ces deux
trajectoires. Pour que ce calcul soit valable, il faut bien sir que ces deux conditions
initiales soient situées a proximité de I'attracteur. Cette distance peut étre approxi-

At+a

mée par e oll a est une constante et une constante réelle appelée exposant de

Lyapunov.
Pour le calcul de ces exposants, il existe différentes méthodes, par contre, il est
difficile de le déterminer par les méthodes analytique, c’est pour cela qu’on a recours

aux simulations numériques.

TAB. 2.2 — Résumé des différents cas rencontrés

Etat stable Flot dimension | exposants de Lyapunov
point d’équilibre point 0 Ap <o <y

| périodique cercle 1 AM=0et A, <--- <A <0
quasi - périodiques | tore 2 AM=X=0ect N\, << Ay <0
chaotique complexe-irruglier | non entiere | A\; > 0 et Z)‘i <0

Remarque 2.2.1 llustration :

Pour illustrer cette caractéristique nous avons choist le systéme de Lorenz décrit par
le systéme d’équations , la figure sutvante montre [’évolution des trois exposants

de Lyapunov du systéme de Lorenz.

On remarque que la trajectoire qui décrit [’exposant de Lyapunov positif A\ augmente
a une vitesse exponentielle au début, puis se stabilise a une valeur five. Ce qui traduit
la divergence exponentielle des deux trajectoires du systéme issues de deux conditions

initiales différentes, utilisées pour la mesure de [’exposant.
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Dynamics of Lyapunov Exponents

2,7085922 |

| o

A,7-0.0015763|

-4t

Lyapunov Exponents
&

J14f A;=-145208 -

. . . .
0 50 100 150 200 250 300
Time

Fic. 2.5 — Exposant de Lyapunov de systéme de Lorenz

2.2.6 Théorie de Bifurcation

La théorie des bifurcations est un aspect fondamental de ’étude des systémes dyna-
miques, ses origines se situent dans les travaux de H-Poincaré. Ce concept renvoie a
I’étude des changements de comportement d’un systéme lorsque les parametres de ce
dernier changent. La bifurcation signifie un changement qualitatif de la dynamique
du systéme, qui résulte du changement d’'un des parametres du systéme.

La valeur pour laquelle la bifurcation se produit est nommeée le point de bifurcation.

Soit le systéme dynamique non linéaire de dimension n
dx
— = f(x,t 2.4
avec le parameétre de controle y ; et soit x*sa solution.

Définition 2.2.1 Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution x* du
systéme lorsqu’on modifie, et d’une maniére plus précise la disparition ou le
changement de stabilité et ’apparition de nouvelles solutions.

Dans un systéme se raménent a quatre types de bifurcations générique que nous allons

présenter sur quatre cas simples monodimensionnels.

22



Chapitre 2. Systéeme dynamique chaotique continu

Bifurcation noeud-col

C’est la bifurcation la plus simple lorsque ¢ franchit 0, un point d’équilibre stable
(nceud) et un point d’équilibre instable (col) apparaissent simultanément, elle est

souvent représenté par I’équation :
— =c—X? 2.5
pn (2.5)
Qui s’appelle équation générique de bifurcation noeud-col, On a alors F/(X, ¢) = c—X?
— Sic <0, 'équation f(X,c) = 0 n’admet pas de solution alors on n’a pas de
points fixes

— Sie>0ona:

c—X’=0eX?=c¢

Par conséquent (2.5) admet deux points fixes.

dF(X,c
Alors )
LAy o T T2V 0
et
B PR
Par suite :
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Le point fixe X = —y/c est stable, mais X = /c est instable.

- Si ¢ =0 le seul point fixe est X = 0, par intégration de (2.5)) on obtient :

1

X(t) =
*) t+XLO

D’ou le point X = 0 est semi-stable. (stable si Xy > 0 est instable si Xy < 0 )

2
| [ ¥
L] ¥ _'_'__|_—-£_
-
' I
|
s o) e e e i e e 3 ) G e

Fi1c. 2.6 — Bifurcation noeud-col

Bifurcation transcritique

Elle est caractérisée par un échange de stabilité entre des points fixes ( les points

stables deviennent instable et vice versa ) lorsque ¢ franchit 0.

Elle est souvent représentée par 1’équation :

dX

Qui s’appelle équation générique de la bifurcation transcritique. On a alors :

cX-X’=0X(c—X)=0

24



Chapitre 2. Systéeme dynamique chaotique continu

X=0
g ou
X=c
Par conséquent on a deux points fixes
dF(X,c)
—— L =c—-2X
ax
Alors
dF(X,c) c
aX | y_o
et
dF(X,c) _
T |, T c—2c=—c
Par suite :

-Si ¢ < 0 le point fixe X = 0 est stable, mais X = c est instable.

-Si ¢ > 0 le point fixe X = 0 est instable, mais X = c est stable.

On remarque un échange de stabilité en ¢ = 0.

-Si ¢ = 0, le seul point fixe est X = 0, par intégration de on obtient :

D’ou le point X = 0 est semi-stable (stable si Xo > 0 et instable si Xy < 0).

A g=x

Fi1G. 2.7 — Bifurcation transcritique

25



Chapitre 2. Systéeme dynamique chaotique continu

Bifurcation fourche(Pitchfork)

Au point de bifurcation fourche la stabilité d’un point fixe change au profit de la

naissance

d’une paire de point fixes.

dX
— =X - X?
dt

Et pour sous -critique :
dX
— =X+ X3
7 cX +

Dans le cas d’une bifurcation fourche sur-critique on a

F(X,c)=cX — X3

F(X,c)=0cX-X*=0& X(c—X?)=0

c—X%?2=0 X2 =¢
Alors

- Si ¢ < 0 on aun seul point fixe X = 0.

- Si ¢ > 0 on a trois point fixes :
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=c—3X?
dX
Alors
dF(X,c) .
X |y ©
et
dF(X,c) _
X |x_ig —2c
Par suite :

- Sic¢ <0 e seul point fixe X =0 est instable.

- Sic¢ >0 e point fixe X =0 eststable , mais X = \/c et X = —\/c sont

instables.

On remarque un échange dans le nombre des points fixes est dans la stabilité en

c=0.
f2 £ LT '.I'.lh X
o W po = . K 'Ih"'
A e
¥
B ¢ H
I&.\\‘:‘ .IA-. i
S0y
A M e T8 e,
-~ by

F1G. 2.8 — Bifurcation fourche(Pitchfork)
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Bifurcation Hopf

La bifurcation Hopf aura lieu lorsque la parameétre de controle ¢ prend une valeur
critique ¢y pour laquelle la matrice jacobienne du systéme posséde une paire de
valeurs propres complexes conjuguées qui traversent l’axe imaginaire et le type de

stabilité de I’équilibre existant change avec ’apparition d’un cycle limite.

Définition 2.2.2 Soit :

dx
— =F(X,t,c 2.7
= F(X.1,0) (27)
Un systeme dynamique non linéaire de dimension n et de parametre de controle
c.Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution X, de systéme ( [2.7))

lors qu’on modifie ¢, d’'une maniére plus précise la disparition ou le changement de

stabilité et 'apparition de nouvelles solutions.

Fic. 2.9 — Bifurcation Hopf
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Systéme de Rossler

Otto Rossler, en 1976, et dans un but purement théorique, a la quéte d’'un nouvel
attracteur étrange, avait proposé un modele non linéaire dont les équations s’avé-
rérent pourtant trés utiles dans la modélisation de ’équilibre dans certaines réactions
chimiques. L’article original de Rossler mentionne que son modéle a été congu pour
fonctionner d’une facon similaire a celui de Lorenz, mais devrait étre plus simple &

analyser : il ne présente en fait qu’'une seule spirale.

Les équations de ce systéme sont le suivantes :

T=—Yy—2
y=1r+ay

Z=b+z(x—c)

Avec a,b et ¢ sont des constantes réelles. Rossler étudia ce systéme pour :

a=b=0,2etc=05,T7.

Calcul des points d’équilibres

Les points fixes sont par définition tel que & =y = 2 = 0.
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Pzerder dilnacior wkh s =03 b= 3.2 8 == 4T

EH

F1G. 3.1 — Attracteur de Rossler

—y—2=0& y=—2 (1)
r+ay=0& z=—ay (2)
b+z(x—c)=0 (3)
(1) dans (2) donne x = az  (4)

4) dans (3) donne b+ az®> —cz =0
(4)

Alors
A = — 4dab
Donc
2] = % (c — v/ —4ab + 02)
29 = % (c + v/ —4ab + 02)
Alors )
T = (c — v/ —4ab + 02)

1
2

Ty = % (c + v/ —4ab + 02)

Y1 =5 (—c+ V—4ab+ 2)

(—c — v/ —4ab + 02)

gl

Yo =

\

Les points fixes P; et P, sont :
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P1:

( (e~ vVt @): - (et Voaabt @)
et pF(

(c_m))
(Cwm))

N~ DN~

1 1
2a 2a
1 1

<c+v—4ab+02) ;2— (—c— \/—4ab+02) ;2—
a a

(3.1)

L’un de ces points fixes réside dans le centre de la boucle d’attracteur et 'autre se

trouve relativement éloigné de ’attracteur.

Stabilité des points d’équilibres

Nous allons maintenant étudier la stabilité linéaire des points fixes.

La stabilité des points d’équilibre est déterminée en linéairisant le flot au voisinage
de ces points et en calculant les valeurs propres, notées \;, de la matrice jacobienne

en ces points. La matrice jacobienne s’écrit :

son polyndéme caractéristique est donné par :

PN =XN+(c—a—a) N+ (z—alc—2)+ DA+ (c—2—az)=0

Pour P;

Les valeurs propres associées au premier point fixe P; de paramétres a = 0,41 ;

b=0,8¢etc=4,7":
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A1 = 0,186972 — 0, 9785027
A2 = 0,186972 + 0, 9785027
A3 = —4,59309

Les deux paires valeurs propres (\; et A2) a parties réelles positives. Alors, le premier
point fixe Pjest instable.
Pour B,

Les valeurs propres associées au deuxiéme point fixe P, de parameétres a = 0,41 ;

b=0,8etc=4,7:

A =—1,6124 x 1072 — 3, 503 3;
Ay =—1, 6124 x 1072 + 3, 503 3i
A3 = 0,37139

La troiseme valeur propre A3 est positive,alors le point P, est instable.

3.1 Changement des paramétres(b et c)

Le modeéle ne montre pas la bifurcation de Hopf pour 4ab < ¢?. Mais il y a une
possibilité de montrer Hopf bifurcation quand 4ab > ¢2. Dans ce modéle nous avons
d’abord fixé les parameétres a a 0,41 et b & 0,8 et fait varier ¢ entre 1,7 et 5. Dans
le second cas, nous avons fixé a & 0,41 et ¢ a 4,7 et avons augmenté b pour observer

les changements. Nous avons obtenu les valeurs propres dans les deux cas.
Pour P;

Ici, les conditions initiales sont prises comme (x¢; yo; 20) = (1;1;1) , 'une des valeurs
propres est négatif qui montre que le point critique est un noeud stable, alors que

la partie réelle des valeurs propres complexes est positive comme le parameétre c
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augmente. Le tableau 3 montre les valeurs propres au point fixe P; lorsque c est

augmenté.

TAB. 3.1 — les valeurs propres au point fixe P1 lorsque ¢ est augmenté.

Cc M )\2,3

1.7 | —1,17877 | 0,0553366 + 1, 03083:
2 —1,61099 | 0,100617 4 1,00378:
2.5 | —2,23125 | 0, 140087 £ 0, 9880791
2.6 | —2,34739 | 0,140087 £ 0, 986541

3 —2,79721 | 0,160425 £+ 0,982603:
4 —3,86643 | 0,,1800 £+ 0,979179:¢
5 —4,90166 | 0,189071 4 0, 97861

Pour B,

I'une des valeurs propres est positive qui montre que le point critique est un nceud
instable, alors que la partie réelle des valeurs propres complexes est négative quand

on augmente le paramétre c. Le tableau 4 montre les valeurs propres au point fixe

P; lorsque c est augmenté.

TAB. 3.2 — les valeurs propres au point fixe P2 lorsque ¢ est augmenté.

C A )\2,3

1.7 1 0,0443408 | —0,0443408 + 2, 129957

2 0,304333 —0,0372886 + 2,32074:
2.5 | 0,330607 —0,0297633 £ 2,59241:
2.6 | 0,33431 —0,0286314 + 2,64216:

3 0,346134 | —0,0248861 + 2, 62488611
4 0,363918 —0,018836 + 3,245121

5 0, 373896 —0,0151901 + 3,60789:

On observe maintenant qu’au point fixe Py, lorsque nous augmentons b en gardant a
et ¢ fizés respectivement a 0,41 et 4,7 l'une des valeurs propres est réelle et négatif
quit montre que le point critique est un neeud stable alors que la partie réelle des

valeurs propres complexes passe de positive a négative lorsque la valeur de b augmente
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c’est-a-dire que [’origine passe d’une spirale instable & une spirale stable. Cela suggeére
qu’une sorte de bifurcation de Hopf a lieu lorsque la partie réelle de la valeur propre

compleze est nulle. Le tableau 5 montre les valeurs propres au point fize P;.

TAB. 3.3 — les valeurs propres au point fixe P1 lorsque b est augmenté.

b At A2

0.8 —4,59309 | 0,186972 £ 0,9785027
2 —4,42292 | 0,157199 £ 0, 9776884
3.5 —4,19011 | 0,114178 £ 0, 9756937
4 —4,10648 | 0,0980382 + 0,974702¢

6.444 | —3,63729 | 0,0000483 £ 0, 9660321
6.454 | —3,6351 | —0,000439 £ 0,965978:
7 —3,51154 | —0,028555 £ 0, 9626961

De méme au point fire Py.l’une des valeurs propres est positive ce qui montre que
le point critique est un neceud instable, alors que la partie réelle des valeurs propres
complexes passe de positive o négative lorsque le paramétre b est augmenté c’est-
a-dire que ['origine passe d’une spirale instable o une spirale stable. Cela suggére
qu’une sorte de bifurcation de Hopf a lieu lorsque la partie réelle des valeurs propres

complezes est nulle. Le tableau 6 montre les valeurs propres au point five de P;.

TAB. 3.4 — les valeurs propres au point fixe P2 lorsque b est augmenté.
b A A2z

0.05 | 0,377105 | 0,01426461 + 3, 52704
0.1 |0,376733 | 0,012263 + 3, 52549

0.5 |0,373712 | —0,0038711 % 3,512954¢
2 0,3615865 | —0,0665308 + 3, 46266867
2.6 |0,3563348 | —0,092646 £ 3,4409390:
3 0,3563348 | —0,092646 + 3,4409390:
4 0,363918 | —0,018836 =+ 3,24512:
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3.2 Section Poincaré

Lorsque le paramétre ¢ est augmenté : Nous avons observé que notre modéle montre
une période un cycle limite lorsque ¢ se situe entre 1,7 et 2,1 et une amplitude
distincte dans la série chronologique, puis il subit un comportement de période deux
lorsque ¢ est compris entre 2,2 et 2,5, avec deux amplitudes distinctes. Lorsque ¢
est compris entre 2,6 et 2,8, il affiche un cycle limite de période quatre avec quatre
amplitudes. Lorsque ¢ = 2,9 et plus, il subit un comportement aléatoire, c’est-a-dire
un comportement chaotique. Nous avons montré la section Poincaré, le portrait de
phase et les séries chronologiques de notre modele lorsqu’il affiche la période un,
deux, quatre et finalement le choix a certains parameétres fixes dans la plage donnée.
Par conséquent, nous avons observé que notre modeéle subit une route de doublement
de période vers le chaos, c’est-a-dire qu’il subit une bifurcation lorsque le parameétre
c est augmenteé.

Poincare mapfor c=2.00

1
* kK K g
** * .
05 *
P, *
* *
*
0 * *
*
* *
*
A-O.5 * **
> % x|
1 * *
* *
*
15 * *
* **
* %
2 * P
* *
*

25 . . . .
-15 -1 -05 0 05 1 15 2 25

()

FiG. 3.2 — Section de Poincaré pour ¢ = 2
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2 Polncare map for c = 2.60
* * #*

1t * »
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* *
4 .
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N *
- E
L *
=2 - "
-

at #*

*
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-3 -2 -1 qa 1 2 3 4
(0

Fic. 3.3 — Section de Poincaré pour ¢ = 2,5

Polncars map for ¢ = 2.80
Ed

2 E3
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FiG. 3.4 — Section de Poincaré pour ¢ = 2,6

Poincare map for c=2.90
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Fic. 3.5 — Section de Poincaré pour c = 2,9
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Fic. 3.6 — Diagramme de bifurcation de systéme de Réssler a = 0,41,
b=0,8, centre 1 et 5,8.

— Lorsque le paramétre b est augmenté, nous observons que notre modeéle subit
une route sans dédoublement de période vers le chaos. Lorsque b < 3, il montre
un comportement chaotique avec un comportement aléatoire dans le tracé de la
série chronologique, a b = 3,1, il montre un comportement de la période quatre
avec quatre amplitudes distinctes dans le tracé de la série chronologique, lorsque
3,2 < b < 3,6 montre le comportement de la période deux avec deux amplitudes
distinctes, entre 3,7 et 5,8 il montre le comportement de la période un. Nous
avons montré la section Poincaré, le portrait de phase et la série chronologique qui

montre la période de choas quatre, deux et un lorsque le parametre b est augmenté.

Remarque 3.2.1 Le modéle ne montre aucun comportement spécifique lorsque le

paramétre a est augmenté ou diminué en gardant les deux autres paramétres fizes.
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Chapitre 3. Systeme de

Rossler
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Chapitre 3. Systéeme de Rossler

Poincare map for b = 3.20
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Fic. 3.10 - Diagramme de bifurcation de systéme de Réssler a

c=4,7,bentre 0.2 et 5.
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