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Notations et symbols

(Q,F,P)
(L F, (Fi)e0, P)
Rk:

kad
B[X]
E[X\B]
v.a.r
B(RY)
P—ps
Wi
EDSRs
sup

inf

()

Il

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filtré.

Espace réel euclidien de dimension k.

Espace réel euclidien de dimension k£ X d.

L’espérance de la variable aléatoire X par rapport & une probabilité P.
L’espérance conditionnelle de X sachant B.

variable aléatoire rélle.

tribu borélienne.

Est la notation presque stirement pour la mesure de probabilité P.
Le mouvement brownien

Les équation différentielle stochastique rétrograde.

Désigne la superieur.

Inférieur.

Produit scalaire dans R

Désigne la norme.

Désigne la valeur absolu.
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Introduction

Les equations differentielles stochastiques retrogrades (notees EDSRs) ont été in-
troduites pour la premiére fois en 1973 par J. M. Bismut [4] dans le cas linéaire
lorsqu’il étudie I’équation adjointe associée au principe du maximum stochastique
en controle optimal. Cinq ans plus tard, (Bismut, 1978) prolonge sa théorie et
montre I'existence d’une solution unique bornée de 'EDSR de Riccati. Le premier

résultat dans le cas général a été publié en 1990 par S. Peng et E. Pardoux.

La notion d’equation differentielle stochastique retrograde a été introduite par

Pardoux-Peng dans [§]. Il s’agit de trouver un processus adapté (Y., Z.) tel que,

T T
Y;f :€+/ f(S,Y:s,Zs) dS—/ stW57
t t

ou W. est un mouvement brownien sur un espace de probabilité (2, F, P) et £

une variable aleatoire Fr -mesurable (), ., est la filtration naturelle de W.

Dans ce mémoire, on étudie le probleme d’éxistence de controle optimal stochas-
tique, ol le systéme est gouvernés par des équations différentielles stochastique

rétrogrades linéaire de la forme suivante

T T
Yt = § + / (a’SY:S + Zsbs + Csus)ds - / stW57 (1)
t t



Introduction

Notre objective est de minimiser sur I’ensemble des controle admissible une fonc-

tion cotit donneé par :

J(u) = Elg(Yo) + / Bt Yis Zes )] 2)

oi h: RF x RF*4 x I = R, et g : R¥ — R sont des fonctions données.
Le controle qui résout ce probléme est dit optimal.

L’organisation de ce travial est comme suit

Le premier chapitre : Divise deux parties :

part 1(Outils fondamentaux) : Dans cette partie, nous allons expliquer la théorie
du calcul stochastique, on va présenter une foule de défnitions, propositions et des

résultats de bases du calcul stochastique.

part 2 : Dans cette partie, nous avons présenté brievement le résultat d’existence
et d’unicité de la solution d’'une EDSR dont les coefficients sont globalement

Lipschitziens.

La deuxiéme chapitre : Dans ce chapitre nous démontrons I’existence du controle
optimal pour les équations diférentielles stochastiques rétrogrades linéaires. On
suppose ici, que le domaine de controle est convexe ainsi que les fonctions h et g

(de fonction de cotit) sont convexes.



Chapitre 1

Calcul stochastique

L’objet de la théorie des processus stochastique (ou aléatoires) est 'étude des

phénomeénes aléatoires dépendant du temps.

Le but de ce chapitre est consacré & donner des défnitions de base et des résultats

principaux. Pour plus de détails sur le calcul stochastique voir [1], [2], [3] et [10].

1.1 Généralités

Définition 1.1.1 (Tribu) Une tribu ( o-algebra en Anglais ) sur € est une
famille de parties de €0, contenant ’ensemble vide, stable par passage au complé-

mentaire, union dénombrable et intersection dénombrable.
Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu.

Définition 1.1.2 (Probabilité) une probabilité P est une application P : F —

[0,1] qui posséde les deux propriétés suivantes :

~PQ)=1.



Chapitre 1. Calcul stochastique

— Si Ay, As, ... € F sont disjoints, alors P (U Ai> => P(4).
i=1 i=1

Définition 1.1.3 (Espace de probabilité) Un espace probabilisable est un triple
(Q,F, P) formé d’un ensemble €2, d’une tribu ou oc-algébre F sur Q et la proba-
bilité P. L’ensemble Q) est appelé l'univers et les éléments de F sont appelés les

évenements .

Définition 1.1.4 (Espace de probabilité complet) L’espace de probabilité (2, F, P)
est dit complet si pour tout t > 0 et pour tout A C ) négligeable, A est contenu

dans F ..

Définition 1.1.5 (variable aléatoire) Une variable aléatoire X est une appli-

cation mesurable de (Q, F) vers (R?, B (R?)).

On rappelle que X est mesurable si et seulement si, pour tout B € B (Rd),
X1 (B)={w/ X (w) € B}.

et X1 (B) € F, B(R?) désigne la tribu borélienne de R?.

Définition 1.1.6 (Processus stochastique) On appelle processus stochastique
sur un espace de probabilité (2, F, P) indexé par un ensemble de temps T C R

est une famille X = (Xy)ier des variables aléatoires de (), F, P).

Un processus dépend de deux parameétres : X;(w) dépend de t (en général le temps)

et de l'aléatoire w € Q2.
. Pourt € T fixé, w € Q — X;(w) est une v.a sur 'espace de probabilité (2, F, P).

. Pour w € Q fixé, t € T — X;(w) est une fonction & valeurs réelles appelée

trajectoire du processus.

On peut définir différentes relations d’équivalence entre deux processus ainsi :

4



Chapitre 1. Calcul stochastique

Définition 1.1.7 Les processus X etY sur (Q,F, P) sont des modifications l'un
de l’autre

Vit >0, Xi(w) =Y (w) P—p.s.

Définition 1.1.8 Les processus X et Y sur (2, F, P) sont indistinguables si et
seulement st

{w/ vVt >0, X;(w)=Y; (w)},
est mesurable et a pour probabilité 1.

Définition 1.1.9 (Filtration) Une filtration (ou flot d’information) (F;)er est

une famille croissante de sous tribus de F i,e :

Vs, teT,s<t= F, CF;.

La famille croissante de sous tribus G = o(Xs; s < t,s € T') s’appelle la filtration
naturelle de X c’est a dire la plus petite sous tribu de F qui rend mesurable toutes

les applications w — X,(w) pour tout s <t,s € T.

On dit alors que (Q, F, (F;)ier, P) est un espace probabilisé filtré , alors que
lespace probabilisé filtré (0, F, (F;)ier, P) complet si : pour tout ¢ > 0 et pour

tout A C €2 négligeable, A est contenu dans F.

Définition 1.1.10 (Processus adapté) Un processus stochastique (X;)icr, est

(F)

teR, —adapté si pour tout t € R, la variables aléatoires X, est Fy—mesurable.

Définition 1.1.11 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X;)er,
est dit progressivement mesurable si : YT > 0 lapplication X, : ([0, T| ,5[0,T}) X
(Q,F) — (R%, B (R?)) est mesurable.



Chapitre 1. Calcul stochastique

Définition 1.1.12 Un processus X = (Xt > 0) est dit a variation finie sur
[0,t] si :

Sltlpz ‘Xti-&-l — Xti‘ < 00.
iy

Théoréme 1.1.1 (de Fubini) Soit f : E; X Ey — R une fonction mesurable.

Alors, pour tout x € Ey, la fonction

y € Fy— /f(x,y) dmq(x)

est mesurable et

/{/f(m’y)dml(x)}dmﬂy) :/{/f(fﬂ,y) dmz(y)}dml(:c).

1.1.1 Espérence conditionnelle

Définition 1.1.13 Soit (2, F, P) et (F;) une filtration et G une sous-tribu de F
Uespérance conditionnelle de X sachant G est l'unique variable aléatoire E (X\G)

G—mesurable telle que

/ E(X\G)dp = / Xdp,VA € G.
A A

Propriété 1.1.1 Soit X,Y de variable aléatoire appartenant o L*(Q, F, P), soit

G une sous-tribu de F, on a alors :

1. Linéarité : soit a et b deux constantes :

E(aX +bY\G) = aE(X\G) + bE(Y\G).



Chapitre 1. Calcul stochastique

2. Croissance : soit X et Y deux v.a telles que : X <Y alors

E(X\G) < BE(Y\G).

3. Si X est G—mesurable alors :

E(X\G) = X.

4. S1Y est G—mesurable alors :

E(XY\G) = YE(X\G).

5. Si X est indépendant de G alors :

B(X\G) = B(X).

1.1.2 Mouvement brownien

Définition 1.1.14 Fizons un espace de probabilité (2, F, P). On dit qu’un pro-

cessus stochastique (Wi, t > 0) est un mouvement brownien (standard) si :

2. Vs < t, W, — Wy est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance
(t—s)ie: Wy —Ws~ N(0,1).

3.Vn, Vit;, 0 < tg <t < ... <ty les variables (W, — W, ., ... Wy, — Wy, Wy,)
sont indépendantes.

4. En dehors d’'un ensemble de probabilité nulle, les trajectoires ¢ — W () sont



Chapitre 1. Calcul stochastique

continues. Notons que (1) et (2) implique que W; = W; — W, suit la loi gaussienne

centrée de variancet dont la densité est :

Martingales

Définition 1.1.15 Soit (2, F, (F;)i>0, P) un espace de probabilité filtré. Un pro-
cessus (My)i>o est dit martingale (respectivement une sous martingale, sur mar-

tingale) si pour toutt > 0 :

1. M, est F,—mesurable.

2. M, est intégrable (i.e : E'|M;| < 00).

3.Vt > s >0, E(M,\Fs) = M, (respectivement E(M\F,) > M,, E(M\F;) <
My).

Propriété 1.1.2 Soit W; est un mouvement brownien, alors :

1. (W, t > 0) est une martingale.

2. {W2 —t, 0 <t < oo} est une martingale.

Théoréme 1.1.2 (Bukholder-Davis-Gundy) Soit p € |0,T[. Il existe deux

constantes c, et C,, telle que, pour toute martingale continue M, nul en 0.

oE [ 0] < B [sup |Mt\f’] < e [r.0)]

t>0

En particulier, si T" > 0,

¢, B [(M, M)ﬂ <E { sup |Mt|P} < C,E [(M, M)ﬂ

0<t<T



Chapitre 1. Calcul stochastique

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de représentation des martingales) Soit (F;)o<i<r
la filtration naturelle du mouvement brownien standard (Wy)o<i<r, soit M une
martingale continue de carré intégrable par rapport & (Fi)o<i<r. Alors il existe un

processus adapté H, tel que :
T
E( / H2ds) < oo,
0
et pour tout ¢t € [0, 7]

T
M, = My + / H,dW, P —p.s.
0

1.1.3 L’intégrale stochastique

On se donne un espace (€2, F, P) et un mouvement brownien W sur cet espace,

on désigne par F; = o(W;, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Définition 1.1.16 On définit l’intégrale stochastique (L’intégrale d’It6) de la forme :

t
/ X dWy
0

simultanément pour tous t € [0,T], ot (X;)>0 est processus stochastique et

(Wi)i>o est un mouvement Brownien.

Propriété 1.1.3 Soit X etY des processus stochastiques et W, mouvement Brow-

nien, alors on a :

1. Linéarité :

t t t t t
/ (Xs 4+ Y5)dW, = / X, dW, +/ Y.dW, et / (cXs)dW, = c/ X, dWs.
0 0 0 0 0

9



Chapitre 1. Calcul stochastique

2. Si fOT FE(X?)dt < oo, alors pour tout
t t t
t<T: E(/ X, dW,) =0 et E((/ X, dW,)?) _/ E(X?)ds.
0 0 0

De plus, le processus { f(f XSdWS} est une martingale.
>0

1.1.4 Processus d’Ito

Définition 1.1.17 On appelle processus d’Itd, un processus X a valeurs réelles
tel que

t t
VO<t<T Xt:Xo+/bsd8+/05dWS P —p.s,
0 0

ou Xo est Fo—mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions

t t
/ |bs| ds < oo et / |os]|? ds < oo.
0 0

Le coefficient b est le drift ou la dérivée, o est le coefficient de diffusion.

Théoréme 1.1.4 (Formule d’Ito) Soit f une fonction définie sur R, x R de

classe C* par rapport a t, de classe C? par rapport & x, & dérivées bornées, on a

f(t,2) —f(O,X0)+/O fz(s,Xs)dXer/O fs(s,XS)ds—i—%/o Foa(s, X,)o2ds,

Définition 1.1.18 (L’intégration par parties) La formule d’intégration par par-

ties est donnée par

10



Chapitre 1. Calcul stochastique

X} X2 = wag + [ X2X2 + [} X2dX! + p [} olo?ds,
d(X'X?), = X}dX?+ X2dX} +d (X', X2),.

1.2 Equations différentielles stochastiques rétro-

grades

La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSRs en
abrégé) a connu un grand développement, grace notamment a ses diverses ap-
plications dans plusieurs domaines. Formellement, les EDSRs sont des équations

différentielles stochastiques ot ’'on se donne la condition terminale.
Dans cette partie, on va donner un petit apercu sur les EDSRs.

On se donne (2, F, P) un espace de probabilité complet et W un mouvement
Brownien d-dimensionnel sur cet espace. On notera {F;},, la filtration naturelle
du mouvement Brownien W.

On note aussi :

7 :10,T] x Q — RF*4; 7 est progressivement mesurabe :

MQ(kad) N
: o ,
12152 = E [y 122" dt < o0
( )
S2(RY) Y :[0,7] x Q — R*; Y est progressivement mesurabe :
\ [Y|lge = E [SUPogth |Y;f|2} < o0 )
¢ )
Y :[0,7] x Q — R*; Y est progressivement mesurabe :
2k .
Se(RY) = ||Y||s2 =F [SUPogth |Yt|2] < 00, J
le sous espace formé par leprocessus continus.

\
ousi Z € R¥4 || Z|]> = trace(ZZ*). M?(R**?) désigne ensemble des classes
d’équivalence de M?(R**4). R* et R¥*? seront souvent omis, les espace S?, S?

et M? sont des espaces de Banach pour les normes définies précédemment. Nous

11



Chapitre 1. Calcul stochastique

désignerons B2 I'espace de Banach S?(R¥) x M?(RF*4).

Définition 1.2.1 FEquation différentielle stochastique rétrograde est une équation

de la forme :

—dY, = f(t,Ys, Zy)dt — Z,dW,

,Vt € (0,77,
Yr =¢
ou se forme intégrale
T T
Yt:5+/ f(s,YS,ZS)ds—/ Z,dW,, t €[0,T]. (1.1)
t t

La fonction f s’appelle le générateur de 'EDSR.

a/ T : temps final.
b/ £ : condition terminale (v.a Fr—mesurable).

c/ (Y (t),Z(t)) : les inconnues adaptées.

Définition 1.2.2 Une solution de 'EDSR est un couple de processus {(Ys, Zt) } o<y

vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R” et

kad'
2. [T {|f (5,Ye, Z)| + | Ze|* Y ds < 00, P — p.s.

3.0n:Y, =€+ [ f(5,Ys, Z)ds — [ ZdW,, 0<t<T, P—ps.

Remarque 1.2.1 1. Les intégrales de l’équation sont bien définies.

2. Le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particu-

lier Yy est une quantité déterministe.

12



Chapitre 1. Calcul stochastique

Proposition 1.2.1 Supposons qu’il existe un processus { ft}ogtgw positif, appar-

tenant a M? (R) et une constante positive \ tels que :
V(t,y,2) € [0,T) x R* x R™ | f(t,y, 2) < fi + Ayl + 1 Z]).

Si {(Ys, Zt) }o<ycp €St une solution de ’EDSR telle que Z € M?, alors Y

appartient ¢ S?.

Lemme 1.2.1 SoientY € S (R¥) et Z € M2(R**4). Alors {fOtYS.ZSdWS, te [O,T]}

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. En appliquant 'inégalité B-D-G (1.1.2)), il existe une constante positive

C telle que :

t
/ Y Z,dW
0

[/ T 3
|<ee|(] wuzsugds)]
0

E[sup

0<t<T

T 3
<CE| sup v (/ ||zs||2ds)]
0<t<T 0

. . . o, s 2 b2 . X
et par suite en appliquant inégalité : ab < % + %, on obtient :

T
| <o (B[ s ] + 2| [ 12070
0<t<T 0

et comme Y € 52 (R¥) , Z € M? (RF*?) | Alors :

t
/ Y ZdW,

E[sup
0

0<t<T

t
/ Y ZdW
0

E{sup ]<oo.

0<t<T

13



Chapitre 1. Calcul stochastique

1.2.1 Le résultat d’existence et d’unicité

Ce résultat est di a E-Paradoux et S.Peng [9].
Voici les hypotheéses sous lesquelles nous travailler.
(L) : 1l existe une constante \ telles que P — p.s

A. condition de Lipschitz en (Y, Z) : pour tout ¢,Y,Y' Z 7'

|f(t7Y7 Z) - f(t,Y/,Z/)| < )‘(|Y o Y/| + ||Z - Z,H)v
B.condition d’intégrabilité :

T
E l|§|2+/0 |f(s,0,0)|2ds] < 00.

Nous commengons par un cas trés simple, celui ot f ne dépend ni de y ni de 2
i.e. on se donne § de carré intégrable et un processus {F}}, ., dans M 2 (Rk) et

on veut trouver une solution de 'EDSR
T T
Y, =¢ +/ F.ds — / ZdWs, 0<t<T. (1.2)
¢ ¢

Lemme 1.2.2 Soient £ € L* (Fr) et {F}o .. € M* (R") . L’EDSR pos-

séde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant
Z € M2

Si on prend I'espérance conditionnelle sachant F;,on a nécessairement ,

T
Yt:E<§+/ Fsd8|ﬂ)-
t

14



Chapitre 1. Calcul stochastique

On définit donc Y a l’aide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Remar-
quons que, d’aprés le théoréme de Fubini (1.1.1), comme F' est progressivement
mesurable, fot F,ds est un processus adapté a la filtration {ft}te[o )5 en fait dans

52 puisque F est de carré intégrable. On a alors, pour tout ¢ € [0, 7],

T t t
Yt:E(er/ Fsds|}“t)—/ Fsds::Mt—/ F.ds.
0 0 0

M est une martingale brownienne; via le théoréme de représentation des mar-
tingales brownienne ((1.1.3) on construit un processus Z appartenant a M? tel
que :

t t t
Y, =M, — / F.ds = M, +/ ZdWs — / Fds.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de '"EDSR étudiée

puisque comme Y = &,

t t T T
Y, — &= M, —i—/ ZsdWs —/ Fyds — (MO +/ ZdW, —/ Fsds)
0 0 0 0
T T
—/ Fsds—/ ZsdWs.
t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?. m

Nous montrons & présent le théoréme de Pardoux et Peng.

Théoréme 1.2.1 Sous l’hypothése (L), ’EDSR posséde une unique solu-
tion (Y, Z) telle que Z € M>.

Preuve. Nous utilisons un argument du point fixe dans ’espace de Banach B? en
construisant une application ¥ de B? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B? est

solution de 'EDSR ([1.1)) si et seulement si c¢’est un point fixe de ¥.Pour (U, V)

15



Chapitre 1. Calcul stochastique

élément de B%, on définit (Y, Z) = ¥ (U, V) comme étant la solution de "TEDSR :
T T
Vimet [ rovavdr— [ zaw, o<t<T
t t

On remarqueque cette derniere EDSR posséde une unique solution qui est dans
B2. En effet, posons F, = f (s, U, V,). Ce processus appartient & M? puisque, f
étant Lipschitz,

| Fo[<[f(5,0,0) [+A [ Us [+ ]| Ve ],

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons
appliquer le Lemme pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que
Z € M?.(Y,Z) appartient a B? : I'intégralité de Z est obtenue par construction
et, d’aprés la proposition ((1.2.1)), Y appartient a S2.

L’application ¥ de B? dans lui-méme est donc bien définie. m

Soient (U, V) et (U',V’) deux éléments de B* et (Y, Z) = ¥ (U,V), (Y, Z') =
V(U V). Notons Y =Y —Y' et Z=2Z—-27""0OnaYr=0et

dY;ﬁ = - {f (t7 Uta V;f) - f (t7 Ut/a ‘/t,)}dt - thWt'

On applique la formule d’Ito & et | Y; |? pour obtenir :

d(e [ Y [?) =ae | Y, [2dt —2e*Y, {f (t, U, Vi) — f (£, UL VY) } dt
+2€atK.thWt -+ eat ” Zt ||2 dt.
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Chapitre 1. Calcul stochastique

Par conséquent, intégrant entre ¢ et T, on obtient :

et |V, |2+ [Te || Z, |? ds = [T e (—a | Y, | +2Y,
Af(5,U, Vi) = f(s,ULVI)}) ds
— [ 2e*Y,. Z,dW,

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant U et V pour U — U’ et V — V'

respectivement,

Y P [T e || Zo |2 ds < [T e (—a| Yy P20 | YL || U |
A Y, | [[VA]]) ds
— [ 2e%Y,.Z,dW,.

Pour tout € > 0, on a 2ab < a?/e + b?, et donc, I'inégalité précédente donne

et | Yy |2+ [T e || Z, |? ds < [Ters(—a2X?/e) | Y, |2 ds
— [ 2e%Y,. ZydW, 4 [ e (| U,
+ [ Vs [?) ds,

et prenant o = 2)? /e, on a, notant R, = aftT e (| Us |2+ || Vs |1?) ds,
vVt e [0,7],

T T
e Y, |? +/ e || Zs || ds < R. — 2/ Y. Z,dW. (1.3)
t t

D’aprés le Lemme (|1.2.1]), la martingale locale { ftT eaSY;.ZSdWS.} : }en réalité
te[0,T"

est une martingale nulle en 0 puisque Y, Y’ appartiennent & M?2.

En particulier, prenant ’espérance - ce qui fait partir I'intégrale stochastique via
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Chapitre 1. Calcul stochastique

la remarque précédente, on obtient facilement, pour ¢ = 0,

Bl [ ez a] <pin. (14

Revenant a I'inégalité (1.3)), les inégalités BDG ([1.1.2)) fournissent avec C' uni-

verselle,

T
E { sup e | Y, 12] < E[R]+CE {(/ e | Y, 2| Zs | ds)é] :
0

0<t<T

puis , comme ab < a?/2 + b?/2,

E{supeo‘t|Y}|2] SE[Rg]—I—%E{supeatH/tP}

0<t<T 0<t<T
2 T
+%E [fo e || Zs |2 ds}
Prenant en considération I'inégalité ((1.4)), on obtient finalement

T
E[sup eo‘t|Y;|2—|—/ e || Zs ||2d8:| < (3+C* E[R],
0

0<t<T

et par suite, revenant & la définition de R.,

E [ sup e | Y; |? —i—fOTeO‘S | Zs ||? ds] < <€ B+C*H(1VT)E sup e | Uy |2

0<t<T 0<t<T

B s e |UF 4 e v s

0<t<T

Prenons ¢ tel que € (3+ C?) (1V T) = 1/2, de sorte que lapplication ¥ est alors

une contraction stricte de B? dans lui-méme si on le munit de la norme

=

T 2
|uammFE[mpW|wF+/e%nnww},
0

0<t<T
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Chapitre 1. Calcul stochastique

qui en fait un espace de Banach - cette derniére norme étant équivalente a la
norme usuelle correspondant au cas o = 0.¥ posséde donc un unique point fixe,
ce qui assure 'existance et 'unicité d’une solution de 'EDSR dans B2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la proposition

(1.2.1)) implique qu’un telle solution appartient a BZ.

Remarque 1.2.2 A partir de maintenant et sans plus insister, ’expression << la

solution de 'EDSR > signifiera la solution de ’EDSR vérifiant Z € M?.

Remarque 1.2.3 (Le role de Z) Nous allons voir que le role de Z, plus préci-
sément celui du terme ftT Z,dW est de rendre le processus Y adapté et que lorsque

ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

1.2.2 EDSR linéaires

On s’intéresse au cas particulier ot le générateur f est linéaire en y et z. Pour
simplifier les notations, on considére le cas unidimensionnel m = 1 et on a donc

une EDSR de la forme :

=Y, = (aY, + Z;b + ¢;)dt — ZdW,

YTZS,

(1.5)

ol a, b sont des processus bornés progressifs a valeurs dans R et R? et ¢ est un
processus progressif de carré intégrable. Dans ce cas la solution de cette EDSR

peut étre explicitée.

Proposition 1.2.2 La solution unique (Y, Z) de ’EDSR est donnée par :

T
I, =FE |:Ft§ +/ Fscsds | Ft:| ’ (16)
t
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Chapitre 1. Calcul stochastique

ou I' est le processus adjoint (ou dual) donné par I'EDS
dT', = Ty (aydt + b,dW;) ,Tg = 1.
Preuve. Par la formule d’'It6 ‘a I'.Y; :
d(IY;) = —Tedt + Ty (Z, + Yiby) AW,

soit

t t
Fth+/ I‘Scsds:if()+/ T, (Z, + Y.b,) dW,. (1.7)
0 0

Comme a et b sont bornés, on a que E[sup, |T't|?] < +0oo et en notant b, la borne

supérieure de b, on a :

t
( / 12 (Z, +Y.b,)* ds>
0

Par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, ceci prouve que la martingale locale

[NIE

1 T T
E < [sup|rt|2+2/ |Zt|2dt+2b§0/ |Yt|2dt] < +o00.
t 0 0

dans est une martingale uniformément intégrable. On en déduit que

t t t
FtY}jL/ Iyeeds = F {Fth +/ [yeqds | Ft] =F [th —I—/ [seqds | ft] , (1.8)
0 0 0

ce qui donne ’expression de Y . Notons que Z est donné par la représentation

d’It6 [I.7] de la martingale n

1.2.3 Rappels d’analyse

Définition 1.2.3 (I’ensemble compact) Un ensemble A est compact si pour

tout suite d’élément de A on peut extraire une sous-suite convergente faiblement
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Chapitre 1. Calcul stochastique

vers un élément de A.

Définition 1.2.4 (L’ensemble convexe) Un ensemble A est dit convexe lorque

pour tout x ety de A, le segment [z;y|est inclu dans A, c¢’est -a-dire
Va;y €eA;VAe[0;1] Az + (1 — Ny €A.

Définition 1.2.5 (Fonction convexe) On dit qu’une fonction f défnie sur un

ensemble convexe non vide A et & valeurs dans R est conveze si et seulement si
Vo ye A;VA[0;1] 5 f A+ (1= A y) <Af (@) + (1 =Nf (y).

De plus, la fonction f est dite strictement convexe si ['inégalité est stricte lorsque

x £y et Xel0;1].

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Hélder) Soit X etY deuz v.a. Si X € L)Y € L4
1,1 _ :
avec 5 + o = 1, alors :

ENXYI] < X, 1Yl -

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Mazur) Six,, converge faiblement vers x alors

il existe une suite de combinaisons convexes c,telle que

Cp = Zamxi, ouca; >0 etZai =1.

i>0 i>0

qui converge fortement vers x :
llen, — || — 0, commen — oo.

Définition 1.2.6 (I’inégalité de Young) Soient a et b deux réels positifs, et p
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Chapitre 1. Calcul stochastique

et q des réels strictement positifs vérifiant : %D + % =1
Alors on a
X
ab < — + —.
q

Un cas simple (relativement fréquent) de I'inégalité de Young est I'inégalité avec

des exposants 2 :

a’> b
b< —+ —.
ab < 2+2

qui donne également 'inégalité de Young avec ¢ (valide pour tout € > 0) :
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Chapitre 2

Existence du controéle optimal

pour les EDSRs linéaires

L’existence du controle optimal pour les EDSRs linéaires a été étudié par K.

Bahlali, B. Gherbal, B. Mezerdi [7].

2.1 Préliminaires

Soit (W};)g<;<pun mouvement Brownien de dimension r défnie sur un espace pro-

babilisé complet (2, F, P) , Soit () _ _  la filtration naturelle de (W;) telle que

0<t<

Fo contienne tous les ensembles P-nuls de F, soit £ est une variable aléatoire
Fr-mesurable de carré integrable, soit a;, by, ¢; des processus progressivement me-

surable bornés avec des valeurs dans R, R¥ et R, respictivement.

On considére le probléme de controle optimal gouvernés par ’EDSRs linéaire

T T
Y, =&+ / (asYs + Zsbs + csu,)ds — / ZsdWs . (2.1)
t ¢
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Chapitre 2. Existence du controle optimal pour les EDSRs linéaires

Définition 2.1.1 Un controle admissible u est un processus de carré intégrable,

progressivement mesurable & valeurs dans U C R¥.

On note U,4 'ensemble des controles admissibles.

Notre probléme est de choisir un controle admissible qui minimise la fonction de
cout

J(u) = E[g(Yo) + /OT h(t; Yi; Zy; ug)dt], (2.2)

od h: RF x RF*4 x U — R, et g : R¥ — R sont des fonctions données.

Le controle qui résout ce probléme est dit optimal.

Afin de résoudre le probléme ci-dessus, nous considérons les hypothéses suivantes.
(A1) ensemble U C RFest convex et compact .

(A2) h et g sont continues et convexes.

Laisse

LZ(0,T;R¥) := {f(t,w) F; — adapté tel que : ||f||% = EfOT f(t,w)?dt < oo } .

Usa = {u € L%(R%); u,eU Vit € [0,T],p — a.s} avec U C RE.

Remarque 2.1.1 Notons que nous avons une contrainte supplémentaire selon
laquelle un controle doit étre carré intégrable juste pour assurer l’existence de so-
lutions de par u. St U est borné. cette restriction est alors satisfaite automa-
tiquement. Lorsque (Al) et (A2) sont supposés. Alors notre probléme de controle
est généralement appelé un probléme de controle optimal linéaire-convexe stochas-

tique, puisque le systéme controlé est linéaire et la fonctionnelle de cott est conveze
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Chapitre 2. Existence du controle optimal pour les EDSRs linéaires

2.2 Existence d’un contrdle optimal
Le résultat principal de cette section est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1 Supposons que (A1) et (A2)sont valides. Alors il existe un pro-

cessus Fi-adapté (Yt, Zt,ﬂt) tels que :

(1) (Yi, Z¢) est la solution unique de I’EDSR .
(74) u; minimise J .
Pour prouver le théoréme nous avons besoin d’un lemme.

la solution unique de ’equastion est donnée sur [0, 7] par :

T
Y, =T 'E (ng + / uaTudls | j’-}) , (2.3)
t

t 1 t t
'y =exp {/ b dW, — —/ bids + / agds} )
0 2 /o 0

Soit (Y7, Z7,47) une suite minimisante (i.e tell que lim J(u/) = inf J(u) as j — oo)

J—00 u 6Uari

Puisque U est un ensemble compact, il existe une constante positive k avec
T
E/ lul|"dt <k Vj=>o0.
0
Ainsi,il existe une sous-suite (notée par u’) telle que

u) — 4 faiblement dans L% (0, T; Rk) .
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Chapitre 2. Existence du controle optimal pour les EDSRs linéaires

D’apres le théoreme de Mazur, il existe une suite de combinaisons convexes

) = E Oéz'jUH_] avec Qy; Z 0 et E Q5 = 17

i >0 i >0

tell que

w/ — 1 fortement dans L% (0,T;R").
L’ensemble U C R¥ est convexe et compact, alors @el,q
Théoréme 2.2.2 Soit <}~/j, Zj,fﬂ) I’a solution unige de I’EDSR
Ny T B T
Y/ =¢+ /t (asYs + Zsbs + cstig)ds — /t ZdWs,
avec (Yt, Z, ﬂt) la solution unique de 'EDSR

T T
Yt - 5 + / (as}_/:s + Zsbs + Csﬂs)ds - / thW57
t t

alors

f/tj — Y, fortement dans C'z (0, T Rk)

et

T T
/ ZﬁdWs — / Z.dW, fortement dans L?: (0, T, Rk) ,
t t

Preuve. preuve de HOUS avons
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Chapitre 2. Existence du controle optimal pour les EDSRs linéaires

By 2| = B[ exo{ [y 2., — § [y 22ds + [y 2a2ds } di]
= B[ f, exp{ Jy 2b.dW, — § [y 4b2ds + § [y 22ds + [y 2a%ds } di]
= B[ f, exp{ Jy 20.dW, — & [y 402ds | exp {4 [y 20%ds + [ 202ds | dt]

[ pu—

Soit
M :=sup|a; (W)| et k :=sup |b (W)],
t,aw taw

puisque exp { f(f 2b,dW, — % f(f 4b§ds}est une martingale de moyenne 1, il n’est

pas difficile pour voir ¢a :

E |y T2t < B[} exp{ fy 20,dWW, — § [y 20%ds | exp {Mt + 2kt} dt|
< exp {MT + 2k} . | [ exp { [y 20.aW, — § [y 22} dt]

=exp{MT + 2kT} . (2.9)

D’autre part,d’apés 'inigalite de Holder et puisque ¢;, est borné, il existe une

constante positive k' avec

T ) T ) 9] 2 T 3
0 0 0

, , 1
< k[exp{MT+2kT}]% =k [exp{ﬁMT—FkT}] < 00,

ce qui implique que
T ' T
/ c.u) Tpdt — / ¢y Tydt fortement dans Ly ((), T ]Rk) )
0 0

ainsi

T ' T
E [/ cs.wl .Tdt | .7-}] — F [/ sy Tsdt | ‘7-",51 fortement dans Lj (O,T; Rk) )

t t
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Chapitre 2. Existence du controle optimal pour les EDSRs linéaires

Depuis
~ . T .
Y} =T'E (ng +/ Co. i) .Tyds | ]—“t> :
t

et

T
Y, =I;'E <§FT +/ Cs.ls.Tsds | ]:t) :
t

on en deduit que
Y/ — Y, fortement dans Cr (O, T, Rk) .
Preuve de 2.8
~ T ~ . ~ . T ~ .
Y =¢ +/ (asY] + bsZ) + csul)ds — / Z1dWs,
0 t

et

T T
Vi=¢&+ / (asYs + by Zs + cstig)ds — / ZdW,
0 t
on en deduit que

(ytj _ yt) _ / T<as (yJ _ }7S)+bs (Zg - Zs)m (@] — 1) )ds— / ' (zg - Zs) dw,

A (V) =Y) == o (7 =) + 0 (% = 2.) + (i — )| de+ (2 — 2.) awi.

2

Y/ —Y,| ; on obtient

On appliquent la formule d’It6 a

2

dY) -Yi| =2)Y/ -V|d|Y{ -V,
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Chapitre 2. Existence du controle optimal pour les EDSRs linéaires

2 ~ . _ ~ . _ - _ .
W7 | [a (77 = %) =0 (20~ 2) —e0 (i — )|

=2

d|Yy -,

2
dt,

-

Zl -7, th+‘

v

+2

passant a l'integrale , on a

N _ 2 r,_ . _ - - . -
Y;n—Y; = / <Y;J—Y;,CLS(Y;J—YVS>—|—bS<Zg—ZS)—|—CS(’L~L]—'L_LS),<Y;J—}/S>>dS
¢
T, L Tyl 2
—2/ <YSJ—YS,Z§—ZS>dWS—/ (Zg—zs ds,
¢ ¢
donc
o 7l = 2
Y -Y,; —i—ft T — Z|| ds
:2ﬂT<stj_Yts’as<Y/sj_Z>+(~g__s>bs+cs(aj_as)>d5

comme Y7, Y sont dans S2, et Z7,Z sont dans M2,
T ~ . —_ ~ . -_—
/ (V) ¥ Zi - Z.)aw.,
t
une martingale de carré intégrable nulle en 0. Ainsi, prendre des espérances permet

de montrer que

T =~ _ 12 T ~ . _ 12
Bl ’Zg—zs ds| < 2B | [T |al |[¥7 - V2| ds
 Jy ol |77 = Y| |2 - 2] as
o Jy sl [ = V3| J7 = ] ]
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Chapitre 2. Existence du controle optimal pour les EDSRs linéaires

Puisque ay, by, ¢; sont bornés, alors une application de 'inégalité de Young montre

que

=[]

7 - 7.

S

o] s
L EE [/T (ai
+7E[/0

Choissez o = \/%fkpour obtenir

2
Y/ Y| +a?

7l — 7,

)

2 r 9
ds+/ | — i ds]
0

-7,

S

2

vi- Y.

S

71— 7,

([ 12 e[ o]

puisque les suits (?j > et (@’) sont convergentes , on considere que

T T
EV |2 -2, ds}g2(2M+2k2+7)EU
0 0

T
+2vE [/ \a; — us{st} — 0 comme j — o00.
0

ds} < (2M+2k:2+7)E[/0T

2

Yi

S S

2
ds}

Ainsi(Zj ) est une suit de cauchy dans M? (]RK ) et donc il existe un processus
J

progreressivement Z mesurable tel que :

=[]

ce qui implique que

7 - 7,

S

2
ds] — 0 comme j — o0,

/ ZIdW, — / ZsdW, fortement dans L% (0,T;R") .
0 0
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Donc il rest minimiser.J(u) dans U,qSupposons que (A1) et (A2) soient vraies et

posons

[ = inf J(u).

ueUqq

Soit (Y7, Z7,u7) tel que

T
l=1limJ (v/) = imE {g (%) +/ h(t,Y?, Z],u) dt] .
0

j—oo j—o00

Nous avons
J () = B g (o) + fy b (t.Y:, Z,0,) dt]
=E [g (nmf/g + [y h <t, lim ¥}, lim Z] 1imag) dt] .

Comme g et h sont continues, il s’ensuit que :

J (@) = lim J (@)

j—o0

T
= limFE [g (Yq{) +/ h (t,ffg,Zg,a{) dt]
j—oo 0

> 9 (ay¥g ) + / R (t7 Yoy a2y agup ) dt] :
0

>0 1>0 >0 >0

= lim F

j—oo

Comme g et h sont convex, il s’ensuit que

T
J(u) < limZaijE [g (YgH) +/ h(t, Y7, 207 w™) dt}
j 0

j—o0 i>0
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i g () 3 o
= limy (u”"(j))
j—o0

= inf J (u).

uelqq

En consequence

J(u) < inf J(u).

T uelUyqg
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Conclusion

Dans ce modeste travail, on a démontrer ’existence du contréle optimal pour les
équations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires ot la fonction de cotit
non linéaire. La méthode de démonstration est basée sur le fait que ’ensemble
des controles est convexe et compact et la fonction de colit est convexe ainsi que

le théoréme de Mazur.
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