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Notations et symboles

Les différentes notations et symboles utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous:

R : Espace vectoriel de n dimension.
RP : Espace vectoriel de p dimension.
exp : Fonction de exponentielle.
V : Fonction de Lyapunov.
C : Cycle limite.
T : Période.
Cct : Ensemble des fonctions continues et dérivables.
(F\9) Restriction de F' & 9.
PC : Probléme de cauchy.
% : Dérivée temporelle.
% : Dérivée partielle.
B (z9,9) Boule de centre z et le rayon 0.
c : Parameétre de controle.

A : Valeur propre.
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Re(\)
A e M,(R)
ker(A)
DF

Partie réelle de .
Matrice carée réelle.
Noyau de A.
Matrice jacobienne de F.
Valeur absolue.

Norme sur R"™.
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Introduction

Les systémes dynamiques désignent couramment la branche de recherche
active des mathématiques. L’universalité des phénomeénes dynamiques intervenant
en Physique, en Biologie, en Ecologie, en Economie, et bien d’autres domaines
d’applications font de ce formalisme un outil puissant pour entre autres, agréger
les connaissances, analyser les comportements dynamiques des systémes et prédire

leurs comportements en fonction des parameétres.

Les systémes dynamiques ont été développés au XIXe siécle par le mathé-
maticien physicien francais Henri Poincaré. Un des aspects qualitatifs les plus
importants des systémes dynamiques est leur comportement asymptotique, c¢’est-
a-dire le comportement des solutions lorsque le temps tend vers I'infini, ce concept
qui est directement lié & la stabilité, a fait I'objet d’une recherche abondante de-
puis la fin du XIXe siécle, qui été développé par le mathématicien Russe Alek-
sandre Lyapunov a effectuée des recherches sur la stabilité du mouvement dans

son mémoire intitulé:"Probléme général de la stabilité du mouvement".

L’étude de la stabilité des systemes dynamiques comporte les systémes linéaires
et non linéaires. Henri Poincaré (1854-1912) montra que pour caractériser un
systéme dynamique a plusieurs variables, il n’est pas nécessaire de calculer les
solutions détaillées, il suffit en effet de connaitre les points d’équilibres et leurs

stabilité. Ce résultat de grande importance simplifie considérablement 1’étude des
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systémes non linéaires qui pose un probléme trés difficile en effet, en raison de

leur comportement assez compliqué.

D’autre part du I’étude on trouve que mémes conditions initiales ménent a
des systémes dynamiques qualitativement différents. Il peut donc existe certaines
valeurs pour lesquelles le comportement du systéme passe d’un état qualitatif & un
autre ( 'attracteur du systéme était un équilibre et devient un cycle par exemple),
ce changement d’état qualitative est dite bifurcation qui a était introduit par Henri

Poincaré au début du XXe siécle dans ces travaux sur les systémes différentieles.
Notre mémoire est organisé de la facon suivante:

Chapitrel: le but de ce chapitre est de fournir les principales clés pour étudier le
comportement d’'un systéme dynamique, on introduit en bref les notions de base
sur les systémes dynamiques continues et discrets, flot, existence et unicité des

solutions, trajectoire, cycle limite...ect.

Chapitre2: Dans ce chapitre on s’intéresse de I’étude qualitative des systémes
dynamiques autonomes linéaires et non linéaires et leur stabilité selon le point

d’équilibre en particulier & temps continu.

Chapitre3: ce chapitre a pour but de donner des notions de base sur la théorie
de bifurcation, ol s’intéresse aux bifurcations locale, on introduit quatre types de

bifurcation et présentons leurs diagrammes dans 1’éspace de phase.

Enfin, nous cloturerons le travail par une bréve conclusion et des références

bibliographiques assez diverse qui utilisée pour cette étude.



Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre, nous rappellons quelques notions de base des systemes
dynamiques. Il concerne par: les définitions relatives aux systémes dynamiques
continues linéaires et non linéaires, flot, existence et unicité du solutions, espace

des phases et cycles limites, on finalisons par les solutions périodiques.

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique est un modéle classique qui permettant
décrire ’évolution au cours du temps d’un ensemble des objets en interactions
entre ces variables. 1l est définie par un triplet ( X, T, f ) telle que:

X : espace d’état ou espace des phases ( X est de dimension finie ).

T : un domaine temporel est un l’esemble ( R,Z ou N ).

Et d’une application f de transition d’état:

fi XxT — X

(1) — flz,1)
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Définition 1.1.2 Un systéme dynamique sur R™ est une application:
fRxR" —R"

définit sur tout R x R" telle que:
z) : R — R" est continue.

f(t,.) : R — R™ est continue.
0,x) =

fC

W

I
o f(t1 +ta, ) = f(t1, f(ta,x)) pour tout t1,ty € R, x € R™.
Exemple 1.1.1 Soit le systéme différentiel:

r(t) = Ax(t) ,teR A

z(0) = , To € R”

Avec, A est une matrice constante, tel que la solution de ce systéme définie par:
x(t) = exp(tA) xzo.

Engendre un systéme dynamique du fait que ’application f :
f:RxR"— R".

Qui a tout t € R , x € R" associé:

f(z,t) = exp(tA) xo.
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1.1.1 Systémes dynamiques continues et discrets

Définition 1.1.3 Dans le cas ot la composante de temps est continue: le systéeme

dynamique est dit continue et présenté par un systéme différentiel ordinaire de la

forme:
F1<.737t)
. d Fy(x,t
x:—x:F(:U,t): 2(z. 1) , ot x€R"
dt :
Fo(x,t)

Définition 1.1.4 Dans le cas ou la composante de temps est discret: le systéme

dynamique est dit discret et présenté par une application (fonction itérative) :
Tpi1(t) = Fxg) ,ou zp € R" et k=1,2,3....
Avec: R™ l’espace des phases.

1.1.2 Systémes dynamiques linéaires

Définition 1.1.5 Quand on dit un systéme dynamique linéaire c’est-a-dire on
parle sur les systémes différentieles linéaires, alors on peut définir un systéme

déffirentiel linéaire par ’équation de la forme:

X(t) = A®)X(t) + B(2). (1.2)
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Qui est équivalent au:

Telle que la formule matricielle est:

$1(t> ajlr a9 o Q1p bl (t)
¥ ) (t) ’ A 21 Q22 A9y, ’ B bg (t)
T (1) Apl Apa oo Opn b, (1)

e Ou A est une matrice carrée réelle inversible, de plus les a;; sont des fonctions
de t.

e B est un vecteur dont les éléments sont des fonctions de t.

Remarque 1.1.1 Si la fonction F' n’est pas sous la forme décrite dans l’équation

(11.9), on dit que le systéme est non linéaire.

1.1.3 Systémes dynamiques non linéaires

Définition 1.1.6 Un systéme non linéaire est un systéme qui n’est pas linéaire,
c’est-a-dire qui ne peut pas étre décrit par des équations différentielles linéaires a

coefficients constants.

oCette définition explique la complexité des systémes non linéaires et des méthodes
qui s’y appliquent. Il n’y a pas une théorie générale pour ces systémes, mais

plusieurs méthodes adaptées a certaines classes de systémes non linéaires.
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1.1.4 Systémes autonomes et non autonomes

Définition 1.1.7 Un systéme différentiel est dit autonome: si le temps n’apparait

pas explicitement dans la fonction F' est de la forme:

r = F(z).

Exemple 1.1.2 Le systéme suivant est autonome:

r = 3exp(zr)—1

x(m) = e

Définition 1.1.8 Un systeme différentiel est dit non autonome: si la fonction F

dépend explicitement du temps est de la forme:

r = F(x,t).

Exemple 1.1.3 Le systéme suivant est non autonome:

x(m) = e

Remarque 1.1.2 Dans ce travail, nous intéressons aux systémes dynamiques au-

tonomes au temps continus.
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1.2 Existence et unicité du solutions

On considére le systeme différentiel sous la forme:

z(t) = F(z(t)) ,2€ X CR'ettecICR. (1.3)

La continuité de la fonction F' est une condition insuffisante pour avoir I'unicité
de la solution de (|1.3)), si F est localement lipschitzienne sur X, alors on a l'unicité

de la solution maximale.

Définition 1.2.1 ( F' Localement Lipschitzienne )
Une fonction F : X — R" est dite localement lipschitzienne st pour chaque point
de X il existe un voisinage ¥ de x, tel que le restriction de F a 9 (F |9) est

lipschitzienne.

Définition 1.2.2 ( Probléme de Cauchy )
Le probléme de trouver une solution du systéme (1.5) satisfaisant & la condition

initiale z(tyg) = o est appelé probléme de cauchy (PC).

Théoréme 1.2.1 ( Cauchy-Lipschitz )
On Considére le probléeme de cauchy suivant:
z(t) = F(z(t)) ,t,telICR

(1.4)
ZL’(tO) = Zo , Lo, T € X CR”

Si I est continue et localement lipschitienne sur X, (PC) admet une unique so-

lution maximale sur X.
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1.3 Flot

Définition 1.3.1 On appelle flot sur X dans R" un ensemble d’applications {p;},cp

contintiment différentiables.
p:Rx X — X

définie par

wi(xo) = p(t, x0) = x(t,29) Vro € X.

Ou x(t, zo) est l'unique solution de (1.5) avec condition initiale x(ty) = xo.

Théoréme 1.3.1 L’application oy est différentiable sur X, le flot {¢;},.p vérifie
les propriétés suivantes:

x o = Id ( est lidentité de X ).

% Dp O Pry = Pryat, Vi, ta € R (loi de composition ).

* oy est une bijection de X et (p;) ' = p_; .

1.4 Espace des phases

Définition 1.4.1 L’espace des phases ( ou espace d’état ) est un espace multi-
dimontionnel abstrait il peut étre égale ou plus petit a R", dont les coordonées
X1, ..., Tp sont les variables dynamiques du systéme étudié, qui permettant dinter-

préter géométriquement le mouvement d’un systéme dynamique.
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Définition 1.4.2 (Trajectoire)
On appelle trajectoire d’un point x de X une application définie sur R a valeur
dans X par
p: R —- X
t = pix)

Remarque 1.4.1 Le trajectoire est une solution du systéme différentiel.

Définition 1.4.3 (Orbite)
On appelle orbite d’un point z, l’image de la trajectoire issue de x c’est-a-dire le

sous ensemble v (x) de l’espace des phases défnie par

V(@) =¢(x) VEeR.

1.4.1 Portrait de phase

Définition 1.4.4 Le portrait de phase d’un systéme dynamique est une repré-
sentation graphique d’ensemble des trajectoires dans [’espace de phase, tel que a
chaque condition initiale correspond un trajectoire différent. L’intérét d’un por-
trait de phase par rapport a un diagramme temporel est qu’il permet de visualiser
facilement le comportement asymptotique d’un systéme et d’étudier l’influence des

conditions initiales.

1.4.2 Cycle limite

Définition 1.4.5 Un cycle limite C' est une orbite fermée et isolée, ceci signifie
qu’il existe un voisinage ¥ de C' dans lequel il n’y a pas d’autres trajectoires fer-
mées, ce pendant il peut exister des orbites non fermées dans ¥ qui s’approchent

ou s’éloignent de C' est un solution du systéme.

10
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1.4.3 Classification des cycles limites

Soit C' un cycle limite alors:

a) C est stable ( ou attractif ): si les trajectoires intérieures et extérieures
spirales tendent vers l'orbite fermée C' quand ¢t — +oo.
b) C est instable ( ou répulsif ): si les trajectoires intérieures et extérieures

spirales tendent vers l'orbite fermée C' quand t — —oc.

c) C est demi-stable: si les trajectoires spirales intérieures tendent vers 'orbite
fermée C' quand t — +oo et les extérieures tendent vers C' quand ¢t — —oo.

-

. = - . ’ .
- [

cvcle linute stable cvcle limite instable cycle linute demi-stable

Fic. 1.1 — Cycle limite.

1.5 Solutions périodiques

Les points singuliers ne sont pas les seuls éléments déterminant le comportement
qualitatif des solutions d’un systéme dynamique, mais il existe d’autre types tels

que: les solutions périodique.

Définition 1.5.1 On dit que z(t) la solution du systéme (1.5) est une solu-

tion périodique de période T si est seulement si chacune de ses n composantes

11
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(xi(t))1< i <n est périodique de période T, et on écrit pour tout t € R :

z(t+T) = z(t).

Qui est équivalent au systéme suivant:

(

2a(t +T) = xo(t)

| Za(t+T) = za(t)

Remarque 1.5.1

1) Si x(t) a une période T, la solution a aussi une période kT, et supposons que
T est la plus petite période.

2) Les points d’équilibres sont considérés comme des solutions périodiques & une

période arbitraire T € RT.

Proposition 1.5.1 Une solution périodique du systéme différentiel autonome (|1.3)
correspond & une orbite fermée dans le plan de phase, et une orbite fermée cor-

respond o une solution périodique.

12



Chapitre 2

Stabilité Des Systémes

Dynamiques

Dans ce chapitre nous intéressons de 1’étude qualitative des systémes dyna-
miques linéaires et non linéaires et leurs stabilité au temps continu, et les méthodes
générales d’étude de cette propriété, et pour faire cette étude il s’agit d’étudier la

stabilité des points d’équilibres qui jouent un role capital dans I’étude du systémes.

2.1 Stabilité

Soit le systéme différentiel autonome:

@(t) = F(z(t)) ,2€ X CR'ettelCR (2.1)

13
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2.1.1 Point d’équilibre

On appelle z. € X un point d’équilibre ( aussi point singulier, point critique ) du

systéme ([2.1]) si est seulement si:

F(z.) = 0.

Exemple 2.1.1 Les points d’équilibres du [’équation suivante:

r =22-1

sont, Tog =1 et Teg = —1.

Exemple 2.1.2 Le point d’équilibre du systéme suivant:

y = —x—6z%y

est l'origine (0,0).
2.1.2 Stabilité du points d’équilibres
Définition 2.1.1 La position d’équilibre x. est stable au sens de Lyapunov si:

Ve > 0,Vty ,3 d(to,€) tel que, Vo vérifiant :|| xog — x. ||< d (ie: x9 € B(xe,d) ),

la solution de (2.1) vérifie:
1) x(t) est définie pour tout t > to.

2) || x(t) —xe ||[<e Vt=ty (x(t) € B(xg,e) ).

14
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Fic. 2.1 — x. Stable.

eQuand la définition précédente n’est pas satisfaite on dit que z. est instable.

Définition 2.1.2 La position d’équilibre x. est asymptotiquement stable si:
1) elle est stable au sens de Lyapunov.
2) lim || z(t) — 2. ||= 0.

t — 00

Fic. 2.2 — z. Asymptotiquement stable.

Remarque 2.1.1
1) z. est asymptotiquement stable implique que z. est stable.

2) Une solution est dit stable si les solutions associées a des valeurs voisines de la

15
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donnée initiale ( point d’équilibre ) reste proche de la solution considérée ( solution

stable ) jusqu’a linfini.

2.1.3 Stabilité des systémes non linéaires

L’¢tude de la stabilité dans le cas des systémes non linéaires pose un probléme
trés difficile. En effet, en raison de leur comportement assez compliqué, les mé-
thodes utilisées dans le cas linéaire ne sont plus applicables. De plus, Lyapunov
et autres ont remarqué aprés ’étude les points d’équilibres des systémes non li-
néaires peuvent étre ramenés aux mémes types de points d’équilibres des systémes
linaires. De ce fait, la méthode la plus classique pour la détermination de la sta-
bilité non linéaire du point d’équilibre se réduit a la linéarisation du systéme en

ce point.
Remarque 2.1.2 On va voir la méthode de linéarisation et de Lyapunov.

Théoréme 2.1.1 ( Méthode de linéarisation )

Considérons le systéeme différentiel autonome:

dx
— = F(2).
o (z)

Notons la matrice jacobienne de F' au point d’équilibre x. tel que:

oF o oF
o1 Oz o OTn
OFy 0F OFy
) ) R

A=DF(z,) = | o = E
o1 O0xa Oy,

16
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xS toutes les valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative,
alors le point d’équilibre x. est asymptotiquement stable.

xS7il existe au moins une valeur propre de A a partie réelle strictement positive,
alors le point d’équilibre x. est instable.

xS1 toutes les valeurs propres de A sont nulles, alors on ne peut rien dire sur le
systéme, ainsi on peut pas étudier la stabilité du systéme par la méthode de

linéaritation.

Ezxzemple 2.1.3 Soit x. = (x,y) point d’équilibre du systéme:
r = ylz+1)
y = a(y’+1)

Alors

(Wrx+1)=0Az(1P+1)=0) & (z=-1Vy=0)A(z=0Vy=-1)

& (r=0Ay=0)V(r—1Ay=-1)

Les points d’équilibres sont, x.1 = (0,0) et e = (—1,—1).

-Pour la stabilité de x.; = (0,0), on a

of1  0f
Df(z,y) = o a;’ =
b g >+ 1 3ay?
Alors
1
Df(0,0) =
10

Les valeurs propres de D f(0,0) sont, \y =1 et Ay = —1.

Done, z.1 = (0,0) est instable ( car il existe une valeur propre positive ).

17
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-Pour la stabilité de z.o = (—1,—1), on a

Df(-1,-1) =

Les valeurs propres de D f(—1,—1) sont, \y = —1 et A\ = —3.
Done, xey = (—1,—1) est asymptotiquement stable ( car les deuz valeurs propres

sont négative ).

Théoréme 2.1.2 ( Méthode de Lyapunov )

On suppose que x. est un point d’équilibre, il existe une fonction V de classe C*
définie positive sur un voisinage U de x, est dite fonction de Lyapunov de systéme
tel que:

1L.V:UCR"—R

2. V(z.)=0

3. V(x) >0,VaxelU—{x.}

Alors

i) si V(x) <0 dans U — {x.} alors: x. est stable.

i) si V(x) < 0 dans U — {x.} alors: x. est asymptotiquement stable.

iii) si V(ac) > 0 dans U — {x.} alors: x. est instable.

Remarque 2.1.3 Les propriétés de stabilité de ce théoréme sont dites globales si

U=R"
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Chapitre 2. Stabilité Des Systemes Dynamiques

Exemple 2.1.4 On utilise la méthode de Lyapunov pour étudier la stbilité de

["origine pour le systéme suivant:

r = y+ax(2®+y?) 22)

y = z+y(y?+2?)

Considérons la fonction suivante, V (x,y) = 2% + %

Le point d’équilibre de (2.9) est z. = (0,0). D’autre part,
V(z.) =V(0,0)=0 et V(z,y) >0 VY(z,y)# z. = (0,0).

De plus
V(iz,y) = §(V(z.y))
T d
= 2xfl—t + 2y
= 2((x24+42)* >0

Donc, l'origine est instable.

2.1.4 Stabilité des systémes linéaires

Considérons le systéme linéaire suivant:
r = Az (2.3)

Ou A € M, (R), avec x, un point d’équilibre de cette équation.

Remarque 2.1.4
1) Le point . = 0 est toujours un équilibre de (|2.5).
2) Chaque élément de ker(A) est un équilibre ( ker(A) = {x € R" : Az = 0}).
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Définition 2.1.3
0 Si toutes les valeurs propres X de A telle que: Re(\) < 0 alors, z. est stable.
0 S57il existe une valeure propre \ de A telle que: Re(\) > 0 alors, x. est instable.

0 Si toutes les valeurs propres A de A telle que: Re(\) < 0 alors, x. est asympto-

tiquement stable.

e Toutes Re(\) = 0 alors, x. est simple.

Exemple 2.1.5 Soit le systéme linéaire suivant:

T, = bry —3ry —dxg
To = —x, 4T —2T3
\ T3 = T —3Ts
Nous avons
5 —3 —4
A=1] -1 1 =2
1 =3 0

Les valeurs propres de A sont, Ay = —2 et \y = 4.

Done, z. est instable ( car Ay >0 ).

2.1.5 Classification des pointes d’équilibres

Cette étude sera dans I’éspase de phase de dimension 2, nous introduisons quelques
terminologies et discutons qualitativement le comportement des solutions selon le

signe des valeurs propres.

xCas réel: les valeurs propres sont réelles.
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Chapitre 2. Stabilité Des Systémes Dynamiques

1) Les valeurs propres \ différentes et strictement positives alors: z, est un noeud

instable.

",
",

LY P

R

S-S |

R SR ——— A N N

-r-...-.-.-\..-......,é..t...__...

RN

STy '}"\.'5\.‘

5

Fic. 2.3 — Noeud instable.

2) Les valeurs propres A différentes et strictement négatives alors: x. est un noeud

stable.

Fi1G. 2.4 — Noeud stable.
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Chapitre 2. Stabilité Des Systémes Dynamiques

3) les valeurs propres A sont de signe opposé alors: z. est un point selle ou col.

F1G. 2.5 — Point selle.

eSi A est diagonalisable :

1) Si les valeurs propres A sont identiques et positives alors: . est asymptotiquent

instable.

e - S —
i el E e e e
I s S e T S
[l L [ : - |

_,_o-_r__,.--—"_,.-;‘__.-: _f’r‘_,.r-" - A r ook E . P, -u:*;-u-.___:..
e e I NoR N T e e TEREa A
T ';?;;;«’;"7“;":"'.*";; B i S e e i
e B Rl S Ry A .:K L
:?‘;.P:‘C:_‘;;j;i-:“‘:'"y‘;r"r TR ';"\;;. N N

ol [ # i) 1 A Mo S - T

FiG. 2.6 — x. Asymptotiquent instable.

2) Si les valeurs propres A sont identiques et négatives alors: z. est asymptotiquent

stable.
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FiG. 2.7 — z. Asymptotiquent stable.

oSi A n’est pas diagonalisable :

1) Si les valeurs propres A sont identiques et positives alors: z, est un noeud

dégénéré instable.

Wi

|ll'l"l A_! ll‘ —d’ ___ -\J.:’-l'-- ,—}
fr/ P J-m«;rfﬂ; - N ST
r.n‘J..r' """.f_f.r i:,r.r/’,‘ea', - .-..;,_:.-'_,_T:"_.‘.-__..:_. = B
.||I‘.-ffllrf.-iﬁr? y - -";":::.—r_‘_‘f‘__,i
‘:*__ﬂ'—

st st i N N
R kA AT
- st e T s S g TR Y
- __'_,—0’ H = Ly ' i~ U
—_ N = = __/__Jg ol s ,af'l,.,_ /J
T T 5‘{-:' i j"}w v '
.__..:P-f.. . r

- s o

- '13'5‘*{’;-'_-3;’}‘}-”-’ 7 ,ﬁ:.,{-j et
ol _,_;,";"E_,/_';,:,;" ~ r&{;s;‘ Z, f‘:’??_; ""I:-'{”
- L J",ﬂ”f i
=2 mﬁ’-’: oy

Fic. 2.8 — Noeud dégénéré instable.

2) Les valeurs propres A différentes et strictement négatives alors: x, est un noeud

dégénéré stable.
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Fic. 2.9 — Noeud dégénéré stable.

xCas complexe: les valeurs propres sont complexes.
1) Si Re(A\) = 0 alors: z. est un centre
2) Si Re(\) < 0 alors: z, est un foyer stable.

3) Si Re(A) > 0 alors: . est un foyer instable.

F1Gc. 2.10 — Centre.
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\._.\1 e

_.\;_H.n.uv\huﬂnii
A s 3
T\\tv\msﬂr.rhwy

_._C.._‘.\

g a,ff_,f,{,f,:.f
aﬂhﬁ. Nt

AR

Fic. 2.11 — Foyer stable.

Foyer instable.

Fic. 2.12 -

Exemple 2.1.6 Soit le systéme suivant:

1

T

—21)2

2

T

0).

)

0

(

Les valeurs propres associées sont réelles négatives, \y = —1 et \;

tx,

eme es

\

Le point d’équilibre de ce syst

—2.

Done, x. est noeud stable ( les trajectoires tend vers le point d’équilibre ).
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Chapitre 2. Stabilité Des Systemes Dynamiques

Exemple 2.1.7 Soit le systéme suivant:

T, = 2z1 +xo

Ty = 2.%’2

Le point d’équilibre de ce systéme est x. = (0,0). On a

On remarque que: A n’est pas diagonalisable.

Les valeurs propres associées sont identiques positives, \y = Ay = 2.

/////

libre ).

Exemple 2.1.8 Soit le systéme suivant:

1 = —X2

Ty — 2%’1 —21'2

On trouve le méme point d’équilibre x. = (0,0).
Les valeurs propres associées sont complexes a parties réelles négatives,
)\1:—1—|—Z et )\2:—1—2

Done, z. est foyer stable ( spirale attractante ).
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Chapitre 3

Théorie De Bifurcation

Ce chapitre a pour but de donner des notions de base sur la théorie de
bifurcation et donnerons quelques types de bifurcation de cette théorie. Un sys-
téme dynamique posséde en général un ou plusieurs parameétres de controle. Selon
la valeur de ce parameétre, les mémes conditions initiales meénent & des systémes
dynamiques qualitativement différents. On s’intéresse ici aux changements qua-
litatifs du portrait de phase d’un systéme dynamique dépendant de parameétres.
De tels changements sont appelés bifurcations, se trouvent bifurcation "locale et
globale", sur ce on s’intéresse aux bifurations dites locales, c’est-a-dire relatives a

un point d’équilibre d’un systéme continu.

3.1 Définitions de bifurcation

Soit le systéme dynamique non linéaire de dimension n :
dx . n
= F(z,t,c) ou x€R"etceR. (3.1)

i
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Chapitre 3. Théorie De Bifurcation

Avec: ¢ est un parametre de controle, et z, sa solution.
Remarque 3.1.1 R” espace des phases et RP espace des paraméters.

Définition 3.1.1 On parle de bifurcation lorsque la variation d’un paramétre c
provoque la modification radical de comportement du systéme dynamique étudié

( changement du nombre de point d’équilibre ou de la nature des attracteurs ).

Définition 3.1.2 Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution x.
du systéme (3.1)) lorsqu’on modifie ¢ et d’une maniére plus précise la dispartion

ou la chengement de stabilité et [’apparition de nouvelles solutions.

Définition 3.1.3 Un systéme est dit structurellement stable ou robuste si le por-
trait de phase ne change pas dans une perturbation de ses paramétres. Par consé-
quent une bifurcation correspond & une perte de stabilité structurelle ( la valeur

du ¢ pour laquelle le systéme (3.1)) n’est pas structurellement stable ).

Remarque 3.1.2 Le nombre de parameétres qui sont nécessaires de varier pour
retrouver une situation structurellement stable partant d’une situation structurel-

lement instable est appelé la codimension du probléme.

3.2 Diagrammme de bifurcation

Définition 3.2.1 Dans les systémes dynamiques, un diagramme de bifurcation
montre les comportements possibles d’un systéme, a long terme, en fonction des
parameétres de bifurcation. Aussi il est une portion de l’espace des paramétres sur

laquelle sont représentés tous les points de bifurcation.
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3.2.1 Codimension d’une bifurcation

Définition 3.2.2 La codimention est la plus petite dimension de l’espace des pa-
ramétres, ot le nombre de paramétre qui doivent étre modifiés pour la bifurcation

de se produire. On parle ici seulement de la bifurcation de codimonsion 1.

3.3 Bifurcation locale

Dans cette section, nous décrivons les bifurcations de codimension un dites locales,
il existe quatre types de bifurcation de cette codimension, telle que chacune de
ces bifurcations est caractérisée par une forme normale qui est ’équation générale

typique de ce type de bifurcation, sont présentés ci-dessous.

3.4 Types des bifurcations

On va voir quatre types de bifurcation tel que dans chaque cas, on va chercher a:
a) Identifier les points d’équilibres z, du systéme.
b) Etudier leur stabilité.

c¢) Résumer ces informations sur un diagramme de bifurcation.

3.4.1 Bifurcation Noeud-col

Considérons I’équation qui sous la forme:

F(r,c)=c—1* ,x€RetcecR (3.2)
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Chapitre 3. Théorie De Bifurcation

La bifurcation noeud-col est le cas plus simple de la bifurcation, et nous appelons

la fonction (3.2) la forme normale de la bifurcation noeud-col.
Etudions le comportement de cette équation selon le parametre c.

eRecherche les points d’équilibres de (3.2)). On a
F(z,c)=0& 1% =c.

*S1 ¢ < 0 : équation (3.2]) n’admet pas une solution alors, il n’éxiste pas un point
d’équilibre.

*xSic>0:ona

2 ze = Ve

r=c&
Te = —\/c

Par suit I’équation admet deux points d’équilibres.

eLeurs stabilité, nous avons

dF
ﬂ — 9.
dx
Alors
dF(z,c) [
Tc CL’e:\/E 2\/E < O
dF (z,c
d(:r )‘er:—\ﬁ = 2\/6 > 0
Par conséquent selon les signes de: chgi’c) ». On voit que:
Te =  4/cest stable.
T, = —+/c est instable.

%51 ¢ = 0 admet un équilibre x, = 0.
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Remarque 3.4.1 Méme étude faite lorsque:

F(z,c) = —c—2a* F(z,c)=c+a* F(z,¢)=—c+a>

Remarque 3.4.2 Dans tous les cas, il y a une transition ¢ = 0 entre existence
d’aucun point d’équilibre et de deux points d’équilibre dont un est stable et [’autre

est instable ( dans ce cas le point d’équilibre dite semi-stable ).

Ceci conduit au diagramme de bifurcation noeud-col de figure (3.1]).

Fic. 3.1 — Diagramme de Bifurcation Noeud-col.

Remarque 3.4.3 Quelques explications sur la structure des figures:
xLignes bleues pleines: lieu des points singuliers stables.

xLignes bleues pointillées: lieu des points singuliers instables.

x Lignes noires avec fléches: orbites et orientation du flot.

xSurface rouge: famille de cycles limites.
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3.4.2 Bifurcation Transcritique

L’équation qui nous intéressons est la suivante:

F(z,c)=cx—2* | z€RetcecR. (3.3)
Cette formule dite la forme normale de la bifurcation transcritique, qui est la

derniére bifurcation stationnaire dans un dimension.

L’analyse usuelle donne:

eRecherche les points d’équilibres de (3.3]).Ona

F(z,c)=0 & cx—a2?=0

& x(c—x)=0

Alors, z, =0 ou z, = c.
Par suit I’équation admet deux points d’équilibres.

eEtudions leurs stabilité, nous avons

dF
dP(z,e) _ o
dx

Alors

dF(z,c)
dx |$e:0 - ¢

dF(z,c)

dzx

Te=cC pr— —C

Par conséquent on a

stable si, ¢<0
z, =0
instable  si, ¢>0
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Et
stable si, ¢>0

instable si, ¢<0

eCeci conduit au diagramme de bifurcation transcritique de figure (3.2)).

@£
Y
Y
C
A
£y
Y

Fic. 3.2 — Diagramme de Bifurcation Transcritique.

3.4.3 Bifurcation Fourche ( pitchfork )

Au point de bifurcation fourche la stabilité du point d’équilibre change au profit

de la naissance d’une paire de point d’équilibre.

On peut réduire F'(x,c¢) a un polynéme cubique a ces deux cas:

F(z,e)=cx—2° |, r€RetceR. (3.4)

F(z,c)=cx+a2° | z€RetceR. (3.5)
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Telle que:
-L’équation (3.4]) s’appelle la forme normale de bifurcation fourche sur-critique.
-L’équation (3.5)) s’appelle la forme normale de bifurcation fourche sous-critique.

D’abord, commencgons par bifurcation fourche sur-critique.

eRecherche les points d’équilibres de (3.4). On a

F(zr,c)=0 & cx—2> = 0
& z2(c—2?) =0

z=0

And ou

?=c

*S1 ¢ < 0 : (3.4) admet un équilibre z. = 0.
*Si ¢ > 0 : (3.4) admet trois points d’équilibres, z, = 0 ou z, = ++/c.

eEtudions leurs stabilité, nous avons

dF(x,c
dF(z,c) =c— 32°.
T
Alors
dFCE;E,c) - — c
dF(x,c
chac7 ) xe:iﬁ = _26

Par conséquent on a

stable si, ¢<0
z, =0:
instable si, ¢>0
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Et
z, = +£+/c est stable  si,

c> 0.

Passons maintenant & la bifurcation fourche sous-critique, faisons les mémes cal-

cules on obtient:

eRecherche les points d’équilibres de(3.5). On a

F(z,c)=0 &  cx+a3

& z(c+2?)

*Si ¢ > 0 : (3.5) admet un équilibre z, = 0.
#Si ¢ < 0 : (3.5) admet trois points d’équilibres, x,

eEtudions leurs stabilité, nous avons

df (z,c)

=0oux.==+y—c

= c+ 322
dx
Alors
df(da;C) IECZU = C
q )
ey = 2
Par conséquent on a
stable si, ¢<0
z, =0
instable  si, ¢>0
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Et
T, = ++v/—c est instable si, ¢ < 0.

eCeci conduit au diagramme de bifurcation transcritique de figure (3.3)).

| i

s r-critigu sous-crizique

Fic. 3.3 — Diagramme de Bifurcation Fourche.

3.4.4 Bifurcation Hopf

Tandis que toutes les bifurcations que nous avons décrites sont stationnaires, la
bifurcation de Hopf donne naissance & des solutions oscillantes. Cette bifurcation
est observée en dimension supérieure ou égale a 2, I’éspase de phase a maintenant
deux composantes, et pour Z € C la forme normale s’écrit dans le plan complexe

comme suit,

dz

iy A .
g = |Z| (3.6)

On pose: ¢ =¢,. +1 ¢y et Z = X exp(if) on obtient,

dx 3
G = gr—uw

(3.7)
o
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La bifurcation Hopf se produit lorsque le parameétre de bifurcation prend une
valeure critique ¢y, pour la quelle la matrice jacobienne du systéme a une paire de
valeurs propres complexes conjuguées qui traversent ’axe imaginaire. Ce qui veut
dire qu’au point de bifurcation Hopf, la partie réelle des valeurs propre s’annule,
et le type de stabilité de I’équilibre existant change. De plus, a ce moment un cycle

limite se crée avec une fréquence angulaire correspondant a la partie imaginaire

des valeurs propres (3.4)).

Fic. 3.4 — Diagramme de Bifurcation Hopf.
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Conclusion

Le travail développé dans ce mémoire a porté sur la stabilité des systémes
dynamiques et la théorie de bifurcation. Nous avons appris que les systémes dy-
namiques présentent un outil mathématique qui permet de modéliser des phéno-

menes en plusieurs domaines.

Dans le premier chapitre, on introduit notamment les principales clés pour étudier
le comportement d’un systéme dynamique avec un accent particulier sur le temps
continu. Le deuxiéme chapitre, concerne ’étude qualitative de stabilité des sys-
témes dynamiques linéaires et non linéaires autonomes continus et pour faire cette
étude nous avons utilisé la méthode de linéarisation et Lyapunov. Le troisiéme cha-
pitre, on a présenté un autre coté d’analyse ou un systéme dynamique posséde
en général un ou plusieurs parametres qui conduisent & la variation sur 1’état
qualitatif de systéme, celle-ci dite ’bifurcation’, nous ont permis de comprendre

I’évolution du systéme pour pouvoir controler la variation de ses parameétres.
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P

Le travail abordé dans ce mémoire intéresse 1'étude de stabilité des systémes dynamiques
et la théorie de bifurcation.

D’abord, nous avons donné des notions de base sur les systéemes dynamiques. Ensuite,
nous nous sommes intéressé a I'étude de stabilité des systemes dynamiques autonomes
linéaires et non linéaires au temps continu.

Enfin, nous avons vu I'influence du parametre de contréle sur la stabilité de systeme
dynamique tel que celui-ci provoque de la modification radicale de comportement de
systeme qui s’appelle la bifurcation.

Mots clé :

Systemes dynamiques, autonome, linéaire, non linéaire, temps continue, parameétre de
controle, bifurcation.

The work discussed in this memoir interested to study of stability of dynamics systems

and the theory of bifurcation.

First, we gave basic notions about dynamic systems. Then, we studied the stability of
linear and nonlinear autonomous dynamical systems in continuous time.

Finally, we have seen the influence of control parameter on dynamic system stability
where this parameter causes radical modification of system behavior which is called
bifurcation.

Key words :

Dynamic system, autonomous, linear, nonlinear, continuous time, control parameter,
bifurcation.
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