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Notations et symbols

L’ensemble de toutes les processus {®(t)}q<,<p

S([0,71)
est Fi-adaptés a valeurs réelles
B sup |®(¢)]” < oo,p >0
0<t<T
L’ensemble de tous processus z (.) est {Fi},5
2 (0,T;R") -

progressivement mesurable, £ fOT |z ()| dt < .

L’ensemble de tous processus x (.) est

¢ (0,71 L7 (@, R™)) {ft}tZO -progressivement mesurable, I’applicationt

t — x(t) € LP(Q) est continue et F

sup |z (t)]"] < oo.
te[0,T

Toute famille des processus (X;)s<t<r
M?({to, T} ; R?) .
dans LP({to, T}; RY), B[ [, 1X:[” dt] < oo.

SISS Semi Implicite Split Step.
SS Split Step.

Lr La norme d’ordre p.

E.[] Espérance conditionnelle.
E[.] Espérance mathématique.

{.}¢ Complémantaire.
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min Minimum.
B = (B¢)o<t | Mouvement Brownien standard.
p-s Presque surement.
Cov(Bs, By) | Fonction de covaraince du mouvement Brownien.
B(R?) Tribus Boréliénne sur R?
- Ensemble des fonctions k-fois dérivables
ot le k“dérivée est continue.
Rxd Ensemble des matrices réelles de dimension d X d.
R? Espace réel euclidien de dimention d.
Q Ensemble non vide (espace d’état).
- Ensemble des fonctions k-fois dérivables
’ ot le k®™dérivée est continue et bornée.
P-p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
E-M Euler Maruyama.
ie C’est-a-dire.
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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux équations différentielles stochastiques notées
EDS ou en anglais SDE (stochastic differential equations), ce dernier est considéré
comme une généralisation de la notion d’équation différentielle (EDO) perturbée
avec un terme aléatoire, ces équations fournissent des modéles en physique, biolo-
gie (génétique et dynamique des populations), économie et finance. Le modéle le
plus connu est basé sur une EDS, c’est le modele de Black et Scholes, qui est un
modele classique en mathématiques financiéres. Soit (B, ¢ > 0) un mouvement
Brownien standard défini sur un espace de probabilité (£2,F,P), on considére deux
fonctions b : [0,7] x R* — R" et o : [0,T] x R* — R"™? qui sont mesurables. On

cherche a résoudre 'EDS

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)th, (1)
X() = Xop-

Cette équation est a interpréter au sens d’une équation intégrale, comme suite :

t t
X =z +/ b(s, X)ds +/ o(s, X )dW,, 0 <t <T.
0 0

Le coefficient b s’appelle la dérive tandit que o s’appelle la matrice de diffusion.

Dans de nombreux cas, on ne peut pas trouver une solution exacte aux EDS
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(1), pour traiter ce probléme nous devons donc avoir recours & des méthodes
numériques afin de trouver une bonne approximation de la solution recherchée.
Parmi différentes méthodes de discrétisations approximatives (Euler-Maruyama,
Trapezes, Runge Kutta, Milstein...), nous présentons dans ce travail seulement les

approximations d’Euler-Maruyama et de Milstein.

L’approximation d’Euler-Maruyama "également appelée méthode d’Euler expli-
cite" est I'une des méthodes les plus simples pour la résolution des EDS, il s’agit
d’une simple généralisation de la méthode d’Euler pour des équations différen-
tielles ordinaires aux EDS, la méthode de Milshtein aussi est une technique de ré-
solution numérique approchée d’'une EDS basé sur la méthode de E-M, on ajoute

au schéma de discrétisation d’Euler, le terme suivant

1,
S0 (X o (X;;_l) {(B,, = B,_,)? — A"}
Nous avons appliqué ces deux méthodes a EDS , dans le cas ou la dérive et

la partie de diffusion sont globalement Lipschitz et vérifient une condition de

croissance linéaire.

Cependant, la plupart de ces méthodes ne s’appliquent pas lorsque les coefficients
ne sont pas globalement Lipschitz ou s’ils ont une croissance linéaire, pour résoudre
ce probléme nous avons recours & une nouvelle procédure numérique basée sur le
schéma d’Euler-Maruyama et représentée dans la méthode des étapes fractionnées
et la méthode de semi-implicite & étapes fractionnées, ces méthodes sont intro-
duites dans les EDS non linéaire localement Lipschitz avec une terme de dérive
prend une forme particuliere. De plus, on étudie certaines propriétés concernant
la stabilité des estimations de moments et les résultats de convergence. On ap-

plique ces méthodes sur une classe des EDS de type Ginzburg-Landau, nous avons
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soutenu le coté théorique avec quelques exemples numériques afin de comparer les

taux de convergences.
Généralement nous allons présenter dans ce travail trois chapitres.

Chapitre 1 : Est un chapitre introductif, ayant pour but de mettre en relief les
outils de notre étude, on va présenter une foule de définitions, propositions, théo-
remes et des résultats de bases du calcul stochastique tels que les processus sto-

chastiques, espérance conditionnelle, mouvement Brownien, l'intégrale d’Ito...etc.

Chapitre 2 : Le but de ce chapitre est de définir des schémas numériques pour
une équation différentielle stochastique dans le cas ot le terme de dérive et de dif-
fusion sont globalements Lipschitz et vérifient une condition de croissance linéaire.
Nous sommes concentrés sur deux méthodes, la méthode d’Euler-Maruyama et la

méthode de Milshtein.

Chapitre 3 : L’objective de ce chapitre est de présenter des nouvelles procédures
numériques qui sont les méthodes d’étapes fractionnées (Split-Step method) et
semi implicite a étapes fractionnées (Semi-Implicit Split-Step method) pour obte-
nir des solutions numériques d’une classe d’EDS non linéaires et localement Lip-
schitz vérifient certaines conditions de monotonie et de dissipativité sur le terme
de dérive. On applique ces méthodes pour résoudre une classe particuliére des
EDS généralisées de Ginzburg-Landau. A 1’aide de simulations, nous comparons

la forte performance de convergence de ces méthodes.



Chapitre 1

Outils fondamentaux

Ce chapitre consacré a la présentation des quelques résultats utiles au cours de
ce mémoire. Nous allons donc rassembler les notions de base de la théorie des
probabilités et le calcul stochastique dont nous aurons besoin dans la suite de
ce travail telles que le processus stochastique, le mouvement Brownien, processus
d’Ito, les équations différentielles stochastiques. La matiére de ce chapitre est basée

essentiellement sur les références suivantes [1], [2], [3], [10], [11], [12], [13].

1.1 Processus stochastique
On se donne (2, F,P) un espace de probabilité complet.

Définition 1.1.1 (Variable aléatoire) : On appelle variable aléatoire (réelle)

X:(Q,F) — (R,BR)),
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toute application mesurable, c’est-a-dire :
{weQ:X(w)eB}={X e B}eF, VB e B(R),

ot B(R) est la tribu borélienne.

Définition 1.1.2 (Tribu) : Une tribu F (o -algébre) sur S est une famille de
parties de § vérifiant :

1. Contenant l’ensemble vide .i.e : ¢ € F,

2. Stable par passage au complémentaire. i.e : YA € F = A° € F,

3. Stable par réunion et intersection dénombrable. i.e : si

neN

Définition 1.1.3 (Filtration) : Une filtration (F;),-, sur un espace de probabi-

lité (QU,F,P) est une famille croissante de sous tribus de F i.e Fs C Fy, V s < t.

1. L’espace (2,F, (F;) ,P) s’appelle espace filtré.

2. Une filtration est P-compléte pour une mesure de probabilité P si F; contient
tous les événements de mesure nulle, i.e N = {N € F tel que P(N) =0} C

Fo.

3. On dit que un espace filtré (Q,]—" , (.7-})20 ,IP’) satisfait les conditions habi-
tuelles si :
e Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy i.e N' C Fy,

e La filtration est continue a droite i.e F; = [ Fs V t.
s>t
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Définition 1.1.4 (Precessus stochastique) : Un processus stochastique X =
(Xi),er est une famille de varibles aléatoires X, indexée par un ensemble T. En
général T = R™ et on considére que le processus est indexée par le temps t.

1. SiT est ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire,

2. §i T =N, le processus est une suite de variables aléatoire,

3. 51T C7Z, le processus est dit discret,

4. Si T CR%, on parle de champ aléatoire.

Définition 1.1.5 (Mesurable- Adapté-Progressivement mesurable) :
1. Un processus X est mesurable si, Uapplication (t,w) — X; (w) de Rt x Q
dans R* est mesurable par rapport auz tribus B(R) @ F et B(R%).

2. Un processus X est adapté par rapport & la filtration (.7-",5),520 s, pour tout

t >0 X; est Fi-mesurable.

3. Un processus X est Progressivement mesurable par rapport o (F;) t>0 S pour
tout t > 0, lapplication (s,w) — X, (w) de [0,t] x Q dans R? est mesurable
par rapport & B([0,1]) ® F, et B(RY).

Définition 1.1.6 (Espérance conditionnelle) : Soit X une varaible aléatoire
réelle sur (2, F, P) telle que E (| X|) < co. On appelle espérance conditionnele de
X sachant F, toute variable aléatoire Y satisfaisant les deux conditions

1. 'Y est F-mesurable,

2.YVAeF, ona

/Xd]P’:/YdIP’.
A A

Proposition 1.1.1 (Propriétés de l’espérance conditionnelle) :
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1.

2.

3.

8.

9.

Linéarité : On a E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y),

On a BE(X | F)) = B(X) et BE(X | F)]) < B(X),
Si X est F-mesurable, B(X | F) = X,

Si X, Y € L! telle que X <Y, alors B(X) < E(Y),
Si Y est F-mesurable, B(XY | F) = YE(X | F),

Si X >0, alors E(X) >0,

Croisance : Soient X, Y deux v.a telle que X <Y, alors

E(X | F) <E(Y | F),

OnaX €L's |X|e€LetonalEX) <E(|X)),

Si X est indépendente de F, B(X | F) = E(X).

Définition 1.1.7 (Martingale) : Le processus stochastique M = (M;),., défini

sur l’éspace de probabilité filtré (0, F, (F;),er ). On dit que M est une martin-

gale si :

(i) M est adapté a la fitrartion (Fi),ep (s0it pour chaque t € T, M, est F;-

mesurable),

(ii) E[|M,|] < +oo, YVt €T,

(iii) E(M;/Fs) = My, pour tout 0 < s < t.

1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.2.1 (Mouvement Brownien) : Le processus (Bt > 0) est un

mouvement Brownien (standard) si :
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(i) Bo=0,

(ii) V 0 < s <t, B, — By est une variable aléatoire gaussien centrée de variance
(t - 8)7

(iii) Vn,Vt,0<ty<t; <... <t,, les variables B;, — By, ,,..., By, — By, sont

indépendants,

(iv) B est un processus a trajectoires continues.

Proposition 1.2.1 : Le processus B est gaussienne d’espérance nulle et sa cova-

riance donnée par

cov(By, Bs) = s A\ t.

Proposition 1.2.2 :

* Si B est un processus gaussien d’espérance nulle et de covariance cov (By, Bs) =

min (s,t) et By =0 alors B est un mouvement Brownier standard,
*B((By— B, )? | F) =t —s,
* Le mouvement Brownien est une martingale par rapport a sa filtration canonique.

Définition 1.2.2 (Mouvement Brownien géométrique) : Un processus sto-

chastique de la forme

1
X = Xgexp{(b— 502) t+aBt},

est appelé mouvement Brownien géométrique, telle que b et o deux constante et B

mouvement brownien.
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1.3 Processus d’Ito et les EDS

On se donne un espace de probabilité (€2, F,P) et un mouvement Brownien B sur
cet espace. On désigne par F; = o(Bs, s < t) la filtration naturelle du mouvement

Brownien.

Définition 1.3.1 (Processus d’It6) : On appelle processus d’Ité6 un processus

X a valeurs réelles tel que :
t t
Pps, VOL<tT, Xt:m+/ bsd3+/ o, dB,, Vt<T.
0 0

ou x est Fo-mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables

vérifiant les conditions P-p.s :

t t
/ bsds < oo et / o2 ds < oo.
0 0

On wutilise la notation plus concise suivante :

dXt = btdt + UtdBt,
X() = X.

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

Théorme 1.3.1 (Formule d’Itd) :

- Premaére formule d’Ité6 :

Soit f une fonction de R dans R de classe C*alors :

F(X) =F(Xo)+ [y /(X)) dX + 1 [ f"(X,)o2ds,
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et sous la forme différentielle : df (X,) = f'(X;)dX; + %f” (X;) o2dt.
- Deuxiéme formule d’Ito :

Soit f une fonction sur Ry x R de C* par rapport a t, de C? par rapport a x on

a .

FX) = F(0,Xo)+ [y £l (s, X)ds + [J f1 (s, X) dX, + L [T £7 (s, X,) d(X,),

ou

d(X,) = (dX;,dX,)
= (byds + 0,dBs, b,ds + 0,dB,)
= o2ds,

et sous forme différentielle :

df (ta Xt) = ft/ <t7 Xt) dt + f; <t7 Xt) dXt + %fg,c/ <t7 Xt) d<Xt>

Proposition 1.3.1 (Intégration par partie) : Si X etY sont deux processus

d’Ito, alors

t t
XY, = XoY, +/ X,dY, +/ Y,dX, + (X,Y), .
0 0

Définition 1.3.2 (Equation différentielle stochastique) : On appele équa-

tion différentielle stochastique une relation de la forme :

t t
X, ==x +/ b(s, Xs)ds +/ o (s, Xs)dBs,
0 0
ou sous forme différentielle :

dXt = b(t, Xt)dt +o0 (t, Xt) C13157

(1.1)
XO =

10
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on :
o Soient n, d € N, z € R" (condition initiale), et (B;),5, est un mouvement

Brownien d-dimensionnel.

o Les fonctions b : [0, T] x R" — R" et o : [0, T] x R* — R™*? sont mesurables

et bornées.

L’inconnue est le processus X. Le probléme est, comme pour une équation diffé-
rentielle ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients b

et o, 'EDS (|1.1) a une unique solution.

Définition 1.3.3 (Solution d’une EDS) : Une solution de I’EDS (1.1)), est un

processus continu X tel que :

1. X est progressivement mesurable,
2. On a
B[ [ {0 X0+l (s XD < oo
ot ||o||* = trace (o0*),

3. P-p.sona:

t t
Xy=z+ / b(s, Xs)ds + / o (s, X,)dBs.
0 0

Théorme 1.3.2 (Existance et uncité dans le cas globalement Lipchit-
zienne) :
Sotent b et o deux fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une constante

K > 0 telle que, pour tout x, y € R™ :

11
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1. Condition de Lipschitz en espace uniforme en temps :
b(t,2) = b(t,y)| + ot ) —o(t,y)| < K|z —yl, (1.2)
2. Condition de croissance linéaire :
[b(t, )| + [lo(t,2)]| < K(1+ |z]), (1.3)

3. E [|x|2} < 00.

Alors, il existe une unique solution de I’EDS a trajectoire continues pour

tout t.

Condition 1

(H1) b : @ x [0,7] x R* — R" est P ® B(R")-mesurable, ot P est la tribu
des processus Fr-progressivement mesurables sur Q x [0, T]. L’application
x — b(z,t) est C% (R",R") et satisfait une condition de a-dissipativité, i.e

il existe une constante o € R telle que, P-p.s.

2

<b(x,t) —b(z,t), —ac,> <a ‘x—xl ,te[0,T), z,  €R",

(H2) 0:Qx[0,T] x R® — R4 est mesurable par rapport 4 P ® B(R"). De plus
Papplication z — o(z,t) est C? (R™,R"*?) et il existe une constante C; > 0

telle que, P-p.s.

o(z,t) —a(x/,t)‘ < ‘x—x/ ,te[0,T), z, € R,

12
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(H3) (Croissance polynomiale) :
de>0etreN, |b(z)] <c(l+]z) Ve eR,

(H4) (Croissance linéaire) : 3 k > 0, |o(z)|* < k(1 + |z[*), ¥ # € R%

Théorme 1.3.3 (Existance et uncité dans le cas localement Lipchitzienne) :
Sous les hypothéses (H1)-(H4) Uéquation stochastique (1.1)) admet une solution

unique X; progressivement-mesurable en C ([0,T]; L? (Q,R™)).

Preuve. : En fixant v € C ([0,7]; L? (2,R™)), par un argument de point fixe on

veut montrer que le probléme
dX(t) = b(t, X (1)) dt + 0 (t,7(t)) dB;, X(0) = o,

admet une unique solution J(7y) qui appartient a C ([0, 7]; L? (2, R™)). La partie
existantce découle du fait que le probléme reformulé en une équation différentielle

de la forme

%n (1) = b(tn (1) + 7 (1)

ou w? (¢ fo ))dB (s) est bien définie grace a la croissance linéaire
imposée par 'hypothése de Lipschitz. Puisque b(.) est continue, on sait qu’il
existe une solution locale qui peut étre facilement étendue a ’ensemble [0, 77,
par les hypothéses de dissipativité. Il reste maintenant & vérifier que 1'opérateur
J : C([0,T]; L* (2,R™) — C([0,T];L? (2, R")) est une contraction si T, est

assez petit, alors pour tout 1, 72 € C ([0, T]; L? (Q,R")) :

Jo(m) = J(2) = fy [b(s, Jo(n)) = bls, Ji(32))] ds + [y [o(s,71(s)) — o(s,72(5))] dBs,

13
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alors par la formule d’Ito

d[[Je(n) = Te(2)P] = 2|J(n) = J(e) | d[Je(11) — Je(r2)] + 32d (Je(n) — Je(72))
=2|Ji(m) = Je(y2) [ [(0 (¢, Je(1)) — b(t, Je(v2)))dt
+Ho(t, (1) — o(t,12(8)dB] + [o(t, 11(t) — o(t,72(t))]* dt,

alors

E[|J,(n) — J(2)]?] = 2B f7 (b (s, Js(n)) — b(s, Js(72)), Je(m) — Ty (72)) ds
+E [ o (s, 71(s)) — o(s,72(s)) |3 ds
< 2 fJE | () — Ji(12)|? ds + C? fotE 71(s) — 72(s)|* ds,

et donc par le lemme de gronwall (1.4.1)

t
E[|Ji(m) = Ji()[*] < 01262‘”/ E [n(s) = 72(s)|" ds,
0
ol nous avons utilisé des hypothéses sur les coefficients. Eventuellement

sup B[] Ji(n1) — Ji(12)]?] < C? sup e fot sup E |y (s) — 72(s)[* ds
t€[0,T) t€[0,T] t€[0,T)

< 026277 sup E|yi(s) — 72(s)[,
t€[0,T]

et si on choisit T tel que C1v/Tpe®™® < 1 on prouve que J est une contraction. En
procédant de méme sur [Ty, 7], [11, T3] ,...on trouve une solution unique définie

sur 'ensemble [0,7]. m

Proposition 1.3.2 : Sous les hypothéses (H1), (H3) et (H4) l’équation stochas-
tique (1.1) admet une solution unique X (t) progressivement mesurable
en C ([0,T]; L? (2, R").

14
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Preuve. La preuve de cette proposition ce fait en utilisant le méme technique de

la preuve du théoreme (|1.3.3). m

1.4 Reésultats utiles

Définition 1.4.1 (La convergence presque sdr) : Une suite (X,,), converge
presque sirement vers la variable aléatoire X si la convergence est vraie avec une
probabilité 1

P(w eQ: lim X, (W) :X(w)> ~1

n—oo

On note la convegence presque sire : X, — X p.s.

Définition 1.4.2 (La convergence en moyenne quadratique) : La suite

(Xp)n>0 converge en moyenne quadratique vers la variable aléatoire X si :

lim E|X, — X[> =0,

n—oo

on note

X, 5 x

Définition 1.4.3 (La convergence dans L?) : Soient X et (X, )n>0 des va-

raibles aléatoires réelles, définies sur un méme espace probabilisé (2, F,P).

Sip > 0, on dénote par LP(Q, F,IP) l’ensemble des variables aléatoires X telles

que E (| X|") < c0. Si X,,, X € LP, on dit que X,, convergence dans LP vers X si

lim B( | X, — X[?) = 0.

n—oo

Définition 1.4.4 (Chaine de Markov) : Une chaine de Markov est une suite

15
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Xo, X1,... de varaible aléatoire & valeurs dans un ensemble E (dit ensemble des

états) ou lavenir ne dépend que du présent. i.e : ¥ g, ...,xp11 € E,

P (Xn+1 = Tn+41 | X, = xnaXn—l = Tp-1, XO = ZL’()) =P (Xn-l—l = Tnp+1 | X, = xn) .

Lemme 1.4.1 (Lemme de Gronwall) : Soit T > 0 et soit g une fonction posi-
tive mesurable bornée sur l'intervalle [0, T]. Suppons qu’il existe deux constantes

a>0,b>0 telle que pour tout t € [0,T] :

g(t) <a+b [y g(s)ds,
Alors, on a pour toutt € [0,T] :

g(t) < aexp(bt).

Théorme 1.4.1 (Théoréme du point fixe) : Soient (E, d) un espace métrique
complet et ¢ : E — E une application contractante, i.e. Lipschitzienne de rapport

k < 1. Alors, ¢ admet un unique point fize a € E tel que : p(a) = a.

Définition 1.4.5 (Erreur quadratique moyenne "EQM" ) : En statistique,

Uerreur quadratique moyenne d’un estimateur X" d’un paramétre X de dimen-

sion 1 (mean squared error (MSE), en anglais) est une mesure caractérisant la “

précision 7 de cet estimateur. i.e :
MSE(X") =E[(X" - X)?].

Proposition 1.4.1 (L’négalité de Cauchy Schwarz) : V (f,g) € L*(Q) x

16



Chapitrel.Outils fondamentaux

L*(Q), on a

[17) <t>|dt\ <([uwra) " ([wwra) "

ol :

||fg||L1(Q) < ||f||L2(Q) ||g||L2(Q) :

17



Chapitre 2

Discrétisation d’équation

différentielle stochastiques

Le but de ce chapitre est d’énoncer un schéma numérique d’une équation diffé-
rentielle stochastique. II est bien connu qu’il y a plusieurs méthodes pour discré-
tiser 'EDS mais nous avons concentrer a deux méthodes seulement, la méthode
d’Euler-Maruyama et la méthode de Milstein. Dans le domaine des EDS, il existe
une technique pour mesurer I'exactitude de cette approximation, en utilisant la
convergence forte qui consiste en I'approximation des trajectoires des solutions

peuvent étre calculés (pour plus de détails voir [4] et [14]).

On définit ’équation différentielle stochastique par :

dXt = b(t, Xt)dt +0 (t, Xt) dBt (2 1)
X() =x, 0 S t S T,

ot (B;,t > 0) est un mouvement Brownier standard a valeurs dans R? définie

sur l'espace de probabilité filtré (2, F, (Fi)i>0,P), et ¥V T' > 0, on définit deux

18



Chapitre 2. Discrétisation d’équation différentielle stochastiques

fonctions mesurables :
o:[0,T] x R* — R™4 et b:[0,T] x R" — R", vérifient la condition de Lipschitz
(1.2) et la condition de la croissance linéaire ([1.3)), telle que x est une v.a Fop-

mesurable et de carré intégrable.

2.1 Schéma de discrétisation par la méthode d’Euler-

Maruyama

Le moyen le plus simple de résoudre 'EDS ([2.1)), dans le cas déterministe (o (¢, X;) = 0)
est la méthode ou schéma d’Euler, qui est le plus connue et le plus utiles dans

le calcul stochastique pour trouver une solution approximée a une EDS donnée,
cette méthode s’étend au cas des processus de diffusion sous le nom de la méthode
d’Euler explicite (ou Euler-Maruyama), il consiste a calculer une approximation

du processus continue X; par une chaine de Markov sur une discrétisation de
I'intervalle [0, 7] .

Pour construire ce schéma, on se donne une partition de 'intervale [0,7], 7" :=

(to, ..y tiy....ty) avec t; = % et un pas uniforme h. Les accroissements du temps et

du mouvement Brownien sont donnés par A"t =t;,1 —t; et A"B;1; = B, . — By

it
pour tout ¢ =1,2,.....;n. On a :

123

Xti = Xti—l + /b(th)dS + /U (th) dBS

ti1 ti—1

~ Xti—l + b(th_l)Ant + o0 (Xti—l) AnB“

2]

d’ou la construction du schéma :

Xn

tit1

Xy =Xo , i:O,l,Q,...n.oﬁh:A”t:%,

= Xp +0(ti, X[1).h + o(ti, X]})A" B4,

19
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est approximation de X (t) discrétisée dans le temps.

Par définiton de mouvement Brownien, A™B; est une suit des vecteurs aléatoires
a valeurs dans R?, indépendants et de méme loi. Chacune des coordonnée de
A"B; suit la loi normale N (0, A"t) de moyenne 0 et d’écart type v/ Ant. Donc
la simulation de X" se rameéne & la simulation des accroissements de B, ou A" B;

suit la loi N (0, A"tl;) = N (0, htl;) pour i = 1,2, .., n.

Théorme 2.1.1 (Vitess de convergence) : Supposons que o et b sont des fonc-

tions Lipchitziennes de classe C*. Alors ¥ p > 1, il existe une constante C' tel que

RS

B ( sup || X7 —Xtup)] <<

te[0,7

Remarque 2.1.1 On a :

- L’approche forte consiste a comparer la solution exacte et son approximation
pour une méme trajectoire du mouvement brownien B.

- L’algorithme de simulation de la suite (X™) est trés facile a implémenter,

- La méthode d’Euler Maruyama a plusieurs avantage comme, la facilité de pro-
grammation, la rapidité de l’exécution mais elle représente aussi, comme dans
le cas déterministe, le probléme de cumulé des erreurs (I’écart entre la solution

exacte et la solution approximée augmente avec le temps).

Exemple 2.1.1 : Considérons I’EDS linéaire dX; = A X dt+pX,dB;, ot Xy = 0,
A=1, p =2 la figure FIG 2.1 représente une trajectoire de I’EDS réalisée par
un programme Matlab basée sur la méthode d’Euler-Maruyama, en la comparant

avec la solution exacte. (Voir L’Annexe pour le programme) .
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solution exacte

— —k— - solution approximée

FiG. 2.1 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approximée.

2.2 Schéma de discrétisation par la méthode de

Milshtein

Dans le schéma d’Euler on a utilisé I’approximation

ti

/ o (X)dB, ~o (X)) (By—B.,).

ti—1
et ce n’est pas la seule qu’on peut utiliser, on supposons que la dimension d = 1

etb=0

pour s € |t;_1,t;], on a
g (Xs> =0 th‘—l + /O' (Xt) dBt

ti—1

~ U(Xti—l +o (Xti—l) (BS - Bti—l))
~ 0-<Xti—l) + Ul(Xtifl)o— (Xtifl) (BS - Btz‘&) )

en utilisant ’égalité

123

/ (BS - Bti—l) dBS = %((Btv - Bti—1)2 - Anﬂ)

ti—1
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ce qui donne ’approximation :

ti

/ o (X)dB, ~o (X, ) (By—B.))

ti—1

—|—%O’l (Xtiﬂ)O- (Xtiﬂ) ((Btz - Bt¢71)2 - Ant)

Le role de terme b (dérive) est minime dans l’erreur d’approximation par rapport

au terme de diffusion donc il n’est pas necessaire de le corriger.
1. Pour d = 1, on a le schéma d’approximation suivant :
n J—
XU - X07

Xp = Xp 4 b(XP A" 4o (XZLJ (B, - Bi_,),
10" (X0 )o (X ) (B = Bi )P = A"}, i= 1,

2. Pour d > 1, en suivant le méme raisonnement on aura le schéma suivant :

XSL - Xo,
Xp o= Xp b )A o (X7 ) (B, — By )

d
+3° (Voiot) f0 (B - Bt )aBli=1,,.n.

\ ]7k:1

Théorme 2.2.1 (Vitess de convergence ) : Sib, a € C¢, alors pour toutp > 1,

maxB [} X7 - X, []” < <.

i<n

Exemple 2.2.1 : Considérons ’EDS dX; = bX;(k — X;)dt + 0 X dB;, ou Xo =
05,0=2,k=1,0=0.25etT =1, la figure FIG 2.2 répresente une trajectoire
de I'EDS réalisée par un programme Matlab basé sur la méthode de Milstein, en

comparant avec la solution approzimée. (Voir I’Annexe pour le programme)
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1.5

solution exacte
1.4}

solution approximée

0.8

FiG. 2.2 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approximée.

Remarque 2.2.1 : Ce théoréme montre lintérét de schéma de Milshtein, qui
permet d’avoir une vitesse de convergence LP en % a la place de \/Lﬁ dans le schéma

d’Euler.

- Lors lapplication de ce schéma, on a affaire a la simulation de lintégrale d’Ito

t;

/ (Bg o Bgi—l) dB§7

ti—1

ce qui difficile & calculer quand d > 1.
- 1l existe plusieurs schéma d’ordres supérieurs a 1 mais, malheureusement, ils

sont difficiles a appliquer, surtout quand la dimension est grande.
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Chapitre 3

Méthodes numériques pour les

EDS localements Lipschitziennes

Dans ce chapitre, nous discutons des solutions numériques d’une classe d’équations

différentielles stochastiques non linéaires de la forme suivante

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt, (31)

en utilisant des méthodes semi-implicites & étapes fractionnées. Sous certaines
conditions de monotonie sur le terme de dérive, nous étudions les estimations
des moments et les propriétés de convergence forte des solutions numériques, en
mettant 'accent sur PEDS de Ginzburg-Landau. De plus, nous comparons les
performances de différentes méthodes, y compris SISS1, SISS2, SISS3 et SISS4.
Voir [5], [8], [9].

Condition 2 : Supposons que o : R? — R%4 et b : R? — R? sont satisfait les

conditions suivantes :
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(i) Condition de croissance linéaire unilatéral :
3C >0, (2,b(z)) <C(1+zf) Yz € R,
(ii) Condition de Lipschitz unilatéral :

3C>0, (z—y,b(x)—by)]) <Clz—y[*, YV, yeRY

(iii) Dissipativité : 3o > 0 et § > 0 telle que (z,b(z)) < a— S |z]>, ¥V = € RY,
(iv) Croissance linéaire : 3 K >0, |o (2)]° < K (1+ |;1;|2) .V recRY,

(v) Croissance polynomiale :
Je>0etreN, |b(z)] <c(l+|z) . VaeR

Notez que chaqu’'une des conditions (ii)-(iv) implique la condition (i) (si elle est

appliquée a b(.)).

Lemme 3.0.1 : Supposons que b : RY — R? wvérifie les conditions (i) et (v), et
o : R4 — R4 satisfait la condition de la croissance linéaire (iv) de la Condition

2. Alors

(i) Il existe une unique solution {X ()}, est Fi -adaptée a UEDS (3.1)), Ues-

timateur d’ordre LP, ¥ p > 2, et t € [0,T] :
E|X#)P <2271+ |xo|?)eret, pour Cp > 0,

(ii) Sib(.) vérifie la condition (ii) ou (iti), alors la solution unique {X ()},
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est dans SP ([0,T]),V p > 2, et elle satisfait l’estimation suivante :

E sup [ X&) <Ci(1+ |xol”), pour Cy >0,
0<t<T

(iii) Si K <25 et b(.) vérifie la condition (iii), alors on a le résultat suivant de

la stabilité dans L* (P) :
BIX(P < Jrol’ +2(a+ )t >0,
(iv) 30y >0,V 0<s<t<T, la solution unique X de satisfait :
B X (1)~ X(s) < Ca (1t ro ™) ¢ — .

Preuve. : Voir 'annexe A dans [8]. =

Remarque 3.0.2 Sous la condition 2 I’EDS admet une solution unique

d’aprés la proposition (1.3.2)).

3.1 Meéthodes des étapes fractionnées et semi-
implicite a étapes fractionnées (SS |SISS)

On donne quelques résultats de moment et de stabilité de solution de I'EDS (3.1]).
Notre objectif donc est de construire une méthode numérique qui préserve ces
propriétés. En utilisant une partition uniforme A = % et I’étape initiale, Xy = x,

la procédure d’Euler-Maruyama standard consiste en les itérations
X1 = X +0(Xn)A 4+ 0(Xn)ABpy1, m=1,2,..n,
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ol

ABpiy = B[(m+1)A] — B (mA) .

Malgré sa simplicité, cette procédure numérique peut étre exploser en un temps
fini lorsque soit la dérive soit le terme de diffusion a une croissance superlinéaire,

comme prouvé dans [5].

3.1.1 Meéthode des étapes fractionnées

Nous allons d’abord présenter la méthode d’approximation en deux étapes avec

les itérations

X5 =X, 4+ Ab(X7), (3:2)
Xmi1 = X:)’L +o (Xr*n) ABm—i—h (3'3)

pour tout m = 1,2,...n. L’étape (3.2) peut étre besoin d’avoir résolu approxima-
tivement si une solution explicite n’est pas existée. Pour 1 < m < k <n, on a
E,, [Xi] = E[X}) | Fo] = E[X) | B, grace a la propriété de Markov. Si F2 (.)

est une fonction vérifie
F® () =24 Ab(x) = o, (3.4)
alors on peut représenter (3.3)) par des itérations explicites
X1 = FA(Xp) + 0 (F2 (X)) DB, (3.5)

tant que nous pouvons résoudre VEDS ((3.4)) exactement ou numériquement. Si

'expression F'2(x) est obtenue explicitement (sous une forme simple), alors la
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procédure peut étre mise en ceuvre facilement. Sinon, on peut appliquer la
méthode de Newton ou une autre approximation a chaque itération. Pour remédier
ce probléme, nous introduisons des procédures alternatives pour une classe de
termes de dérive dans la sous-section suivante, dont la mise en ceuvre peut étre
plus rapide que d’utiliser la fonction explicite F**(z) dans la procédure (3-5). Les
méthodes des étapes fractionnées et ces variations sont viables et alternatives
aux discrétisations explicites d’Euler-Maruyama lorsque le coefficient de dérive
b(.) ne satisfait pas la condition de croissance linéaire habituelle ou la condition
de globalement Lipschitz. Nous énongons maintenant les résultats suivants pour
la procédure des étapes fractionnées (3.2)-(3.3) dans une configuration générale.
Puis, nous considérons une famille d’EDS avec certaines formes des termes de
dérive, et introduisons notre procédures numérique alternative dans la sous-section

suivante. Notez que la stabilité de la procédure dépend de la valeur de K — 233

comme dans le lemme ({3.0.1)).

Lemme 3.1.1 : Soient b(.) et o(.) comme dans le lemme (3.0.1). Alors,

() B|X,.|° < (ff;éi) 20| + ((%) - 1), pour tout m =1, 2,...n.
(ii) Sib(.) satisfait également (iii) dans la condition 2, alors des meilleures bornes

sont obtenues : pour K — 2 # 0,

2 A\ 2 1A\ 20+ K 1A\ 2a+B) K
BIXnl < (3555) " lnol* + ((4555) " — 1) 2t + ((552) " —1) %%

Autrement, si K — 25 =0, alors

2 2 2(a 4(«
B[ Xm|” < ol + £52mA + L5522 mA2,

Preuve. :

28
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(i) Tout d’abord, nous multiplions les deux membres de I’équation ([3.2]) par cha-
cun des termes X,,, X} et b(X} ), respectivement pour obtenir les trois

équations :

(X, X5) = X"+ A (B(XE), Xo)
Redk = (X, X2) + A (b (X), X7
(X5, 0(X5)) = (b(X5), Xin) + A DX

En utilisant des substitutions successives et la condition (i) dans la condition 2,

on a
Xl = (X0, X5
= [ X" +20 (0 (X)), X5) — 87 (X)) 56)
< X" + 2000 + [ X5 [7) = A2 [b(X,) [
<Xl + 2AC + 200 | X5 |2 = A2 [b(XE)|,
alors
(1=2A0) X5 <Xl + 2400 = A2 [p(X)),
ce qui implique la majoration suivante pour tout m
* w2280 OO (1+IX5 7
|Xm‘2 < |X1—|2+AQC’ B 1(—2AC )
) (3.7)
< Xn+200

1-2AC

Alors a partir de cette inégalité, la croissance linéaire de o, I'étape (3.3) et

en prenant l’espérance conditionnelle on obient

Bon | Xmaal” = X5 + |0 (X3) P A
< (14 KA) BKald200 4 gop (3.8)

_ (1+K2) 2 | (2C+K)
— 12AC [ Xom|” + 172ACA'
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(1+KA)

204K
i2r0 b

= {5a0> On obtient inductivement les

Alors, si on suppose que u =

inégalités itératives,

E |Xm+1’2 =E [Em ’Xm+l‘2]
<um™ (20 +v (14 u+ud+ ... +u™) A,

umtl_q
u—1 7

Puis notant que vA =u—1let 1 +u+u?+ .. +u™ =
(ii) Revenons a l'inégalité (3.6) et en utilisant le fait que (z, b(z)) < a — 8 |z|?,
on trouve

Xl < [Xol* + 20 (0 = 81X

2 o | Xm|2+2Aa

Ceci implique que | X | 14284

En remplacant l'inégalité |o (z)]* < K (1+ ]1‘\2) dans (3.8), on a

E|Xpal? <1+ KA) X+ KA

(1+KA) 2 | 204K 2(a+B)K A2
1+28A |Xm| + 1JC:26AA + 1+28A A )

IN

En particulier, il est claire que si on prend K = 25 alors (1112[;2) =1, dou la

deuxieéme inégalité de (ii),

E|Xpal? <1+ KA)|XEP+EKA

2 20+ K 2(a+p)K
< | Xul® + EoR O + A5n A

Finalement, en utilisant des itérations comme dans la partie (i) et en simplifiant

la série géométrique correspondante dans les coefficients pour obtenir (ii).

Corollaire 3.1.1 : Supposons que les hypothése s (ii) du lemme (3.1.1) soient
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vérifiees et K — 28 < 0. Alors, pour tout m € N et /A > 0,
E|X,n)? < |wol* + 2 (a + B)mA + 4 (o + B) BmA2,
- T
En particulier, pour A\ = —,
n

T
E|X,|* < |x0|2+2(a+ﬁ)T+4(a+ﬁ)5;
Remarque 3.1.1 : Ce corrollaire implique que la solution numérique obtenue par

la méthode des étapes fractionnées préserve le résultat de stabilité de la solution

réelle dans le lemme (3.0.1)) (iii) lorsque K — 23 < 0.

3.1.2 Une classe d’EDS non linéaires et les méthodes semi-

implicites a étapes fractionnées

Dans cette sous-section, nous considérons une famille de coefficients de dérive
localement Lipschitz b : R — R? tel que la iéme composante de la fonction

vectorielle b(x) peut étre écrite comme
bi (2) = vi (x) + 2Vh; (2) (3.9)

pour tout i = 1,2, ...,d, ot v;(.) et h;(.) sont des fonctions & valeurs réelles et z(?)
est la iéme composante de x. Une condition suffisante pour que I’hypothése de

monotonie (i) de la condition 2 soit vérifiée est la suivante :

Condition 3 : Pour 1 < i < d, la fonction h;(.) est bornée, et v; (x) a une

croissance linéaire en z.

En résumé, on considére un vecteur non linéaire d'une EDS de la forme ({2.1)) dont
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la iéme composante satisfait ’'EDS

AXD(t) = by(X (£))dt + 04(X (t))dB(t),0 < t < T, (3.10)

ou o;(x) représente la iéme ligne de la matrice o(z), pour tout i = 1,2,....d et
r € R?. L’ approche numérique que nous allons proposer consiste & approximer
I'équation implicite (3.4]) dans 'étape (3.2)) de la méthode des étapes fractionnées

comme suit : Commencant par x = x(, nous résolvons

y@ =z 4 [vi (z) +yDh; (55)} A,

= o, () A

pour chaque i = 1,2, ...,d pour obtenir Iexpression explicite y(9 = A

Alors, pour A > 0, on définit les fonctions vectorielles 2, b : R x R? dont les

iémes composantes sont données par

2 4 v (z) A

AN
4 =< 3.11
o) = T (3.11)
A fiA(a:)—x(i) o bi(x
b (z) = A - 1—hi((ac))A’

respectivement. Alors, avec X& = zq, f2(z) = x4+ A2 (z) et A = L on obtient

le procédure d’approximation explicite suivante pour £k =0,1,....,.n — 1
A A A
Xy = FEXE) + o(X ) AByga, (3.12)

Un autre choix avec un terme de diffusion légérement différent, o (.) = o2 (f* (.)),
serait

X = FAXD) + o™X ABy. (3.13)
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Lemme 3.1.2 : Si les termes de dérive (3.9)) satisfont la condition 3 et o(.) sa-

tisfait Uhypothése (i) de la condition 2. Alors, il existe 0 < A* < T et D > 0

tels que les itérations X,, définies par (3.12)-(3.13)) pour résoudre I’équation (3.10))

satisfont l’estimation suivante pour tous 0 < A < A* :

sup E|X,,* < ePT (14 |wf°) — 1.

1<m<n

Preuve. : Soit M > 0 tel que sup{h;(z) : z € R%i=1,2,...,d} < M. Supposons

1/3
M > 0. Pour K; > 2M, soit /Ay < min {ﬁ (1 — (%) > ,T}. Alors les inéga-

<1+ KA

lites 1—MA > 0 et sup {m

) d.; _ 1
Lz eRYG = 1,2,...,d} < i
valable pour tout 0 < A = % < Aq. Dongc, par les conditions de croissance li-
néaire sur h; (x) et o (x), il existe deux constantes Cy, Cy > 0 telles que pour tout

m=1,2,...,n,

B =B [0 + o)

2 2
Epn_1 |AB| }

< Bl 4 Oy (14 B | Xp ') A+ Gy (14 B[ X0 ) A2

<14 (dKo + K1) A E | Xppoa|* + dEKoA.

Puisque A? < A. Plus explicitement, on peut trouver 0 < A* < min {1, /;} et

D > () + K telle que
E|Xn)* < (14 DA)E | X ) + DA,
et par suite, VA >0et m=1,2,....n.

E[|X> +1] < [1+ DA] (1 +E|Xa]?).

33



Chapitre 3. Méthodes numériques pour les EDS localements Lipschitzienne

Nous répétons ce procédure plusieurs fois afin d’obtenir
1+ B[ X" < (14 DA)™ (14 |zof*),

V1i<m<n,ou

Remarque 3.1.2 : II est facile de vérifier que pour 0 < A < A*, f2(z) a une
croissance linéaire en x, et b (x) est localement Lipschitz satisfaisant I’hypothése
de monotonie (i) dans la condition 2. De plus, si b(x) satisfait I’hypothése de
dissipativité (iii) dans la condition 2. Il en est de méme pour b™ (z), avec 0 <

A < A*. Alors I’EDS
Y2 () =b> (Y2 @) dt+0* (Y2 (t))dB, 0< t < T, (3.14)

avec le terme de dérive b> (z) et le terme de diffusion o (.) serait un outil trés

utile pour l'analyse des erreurs.

Corollaire 3.1.2 : Supposons que les hypothéses du lemme (3.1.2)) soient vérifiées
et que b(x) satisfait I’hypothése de dissipativité (iii) dans la condition 2. Pour
0 < A < A*, considérons 'EDS (3.14) avec Y* (0) = xq. Alors, la solution

unique de cette EDS est dans SP ([0, T],R) et on a l’estimation

B osup [Y2 (1) <1+ [wo]), (3.15)
0<t<T
0<A<A*
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pour tout p > 2, ou Cy = Cy (p, T, A*). De plus,

imE | sup |X (£) = Y2 (6)[*] = 0. (3.16)
A—0 0<t<T
Dans le reste de cette sous-section, nous focalisons sur ’application des méthodes
semi-implicite & étapes fractionnées sur les EDS de Ginzburg-Landau. Plus pré-
cisément, pour § > 0, A € R, k € N et 2 € R? on considére les EDS de la forme

(310) ou o; (z) a une croissance linéaire en z, et
b (z) = Az — 620 |z (3.17)

pour i = 1,2, ..., d. Il est facile de vérifier que la fonction b(z) satisfait I’hypothése
de monotonie (i) de la condition 2. Par conséquent, les estimations dans 1’espace
L? et les résultats de la continuité en moyenne quadratique dans le lemme ((3.0.1))

s’appliquent & cette EDS.

Remarque 3.1.3 : Si on suppose que vi(x) = 0 et hi(x) = A — §|z|?*, alors les
- o , : A _ 2(0)

termes de dérive de la forme (3.17) vérifient la représentation [~ (x) = TrA(A)

De méme, avec vi(z) = Ax® et hi(x) = —5|x|>*, on obtient une autre représenta-

M(a+nA , . . i
—xl +(A;x\2k)' Quelques versions supplémentaires peuvent étre ob-

. N
tion, soit g; (z) =
tenues en utilisant quelques itérations et approximations successives (par exemple,

voir le cas scalaire dans la sous-section suivante).

Lemme 3.1.3 : Soit o(x) satisfaire la condition 2 (iv) avec K = Ky > 0. Alors,
les itérations X, utilisant les méthodes semi-implicite a étapes fractionnées —
B-13) et les représentations [~ (x) et g (z) (comme dans la remarque (3-1.3))
pour résoudre I’EDS avec la dérive (B.I7T) satisfait les estimations sui-

vantes :
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(a) Lorsque A <0, pour tout m =1,2,....n et 1 + AA > 0, la majoration

E X" < (1+dKeA)™ (1 + |zol?) — 1

S edf(oT (1 + |[L‘0|2) N 1’

est toujours vraie pour toutes les méthodes semi-implicite & étapes fractionnées.

1/3
(b) Lorsque A > 0, soit K1 > 2A et A* = min{% (1 — (%) ) ,T}. Alors,
pour tout m = 1,2,...n et 0 < A < A*, en utilisant la représentation

f2(x), on trouve

B | X < [14 (dKo + K1) A]™ (14 |20]?) = 1, en utilisant (319),

E [ Xoml” < [(1+dEKoA) (1 + K™ (1+ |20*) — 1, en utilisant (3.13) .
(3.18)

(c) Lorsque A > 0, considérons les itérations semi-implicite a étapes fractionnées
Xk%rl =g~ <XkA> +o <X14A> + OBy, (3.19)

X =0 (X0) 4o (2 (X)) - BB, (3.20)

pour i = 1,2,...n. alors, pour tout m =1,2,...n et 0 < A < T, les estima-

tions suivantes sont valables :

E |Xm]2 < [(1 + AN + dKOA}m (1 + ]:130|2) — 1, pour (319),
E|Xn* < (14 AN (14 dK,N)™ (1+ |x0|2) — 1, pour (3.20).

Remarque 3.1.4 : Dans la sous-section suivante, nous mettons 'accent sur le
cas scalaire d’EDS de Ginzburg-Landau pour expliquer comment cette procédure

peut étre mise en ceuvre.
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3.1.3 Les méthodes semi-implicite a étapes fractionnées

pour le cas scalaire

Pour un entier positif impair > 3, et des constantes § > 0 et A € R, on considére

I’EDS unidimensionnelle de type Ginzburg-Landau suivante

AX(t) = [AX(t) — 6X"()]dt + o (X () dB(t),0 <t <T,  (3.21)

avec la condition initiale X (0) = z, ou o(.) satisfait la condition (iv). Il est facile
de voir que lorsque A < 0, la fonction b(x) satisfait les hypotheses (i)-(iii) de la

condition 2. Lorsque A > 0, pour tout 5 > 0, on peut choisir

a>(r—1) (%)% (As8)r

de telle sort que la condition de dissipativité (iii) soit vérifie. En particuier si on
choisit # = 0, la condition de dissipativité (iii) implique la condition de monotonie
(i). De méme, en utilisant le théoréme de la valeur moyenne, nous pouvons vérifier

la propriété de Lipschitz unilatérale :

Pour tout z et y, il existe z (entre x et y) tel que 2" — y" = (v — y)rz""1. Alors,

puisque 2"~ > 0, on obtient

(x =) (b(2) =b(y) = (A—=drz""") (z —y)* < Az —y)*.

Dans cette sous-section, nous fournissons plus de détails sur la construction des
méthodes semi-implicite & étapes fractionnées pour résoudre ’'EDS . L’équa-
tion de I'étape de la méthode des étapes fractionnées pour cette EDS
scalaire se réduit a

y=uz+ A(Ay — oy"). (3.22)
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Nous approchons le terme b(y) = Ay — dy" avec

pr (2, y) = Ay — dya™ 1,

ou avec

pa (x,y) = Az — dya™ .

On résout 'équation y = x+p; (z,y) A pour y, et obtenir les expressions

I2@) = maEay (3.23)
b(x
o (z) = 1—A(A(—25:ﬂ*1)’

ot f2(z) = x+ Ab” (z). Ces fonctions sont bien définies si 627! — A > 0 ousi A
est suffissamment petit. Il est facile de vérifier que b* (z) converge uniformément

vers b(z) sur les ensembles compacts si A tend vers & 0. De méme, si on utilise

I'approximation ps (z,y) = Ax — dyz" ! dans (3.22) et soit g°(z) = ﬁx%,

b(z)

TFAGe 1" Dans ce cas,

alors litération correspondante serait y ~ g“(x) = z + A

b(z)

TTAs—T qui aussi converge uniformément vers b(x) sur les

b (x) est approché par

ensembles compacts. Cependant, nous concentrons sur la premiére approximation
b(x) ~ Ay — dyz" .

Nous énoncons maintenant formellement les quatre méthodes semi-implicite a
étapes fractionnées. La premiére et la deuxiéme méthodes ainsi que quelques es-
timations de moments simples pour le cas scalaire ont été brievement discutées

dans Izgi and Cetin [9].

(1) La premiére méthode semi-implicite a étapes fractionnées (SISS1) :
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Pour
f2@) = maciey
=2+ Ab> (1),
on définit
X1 = [2(Xm) + 0(Xon) ABpia, (3.24)

qui correspond aux discrétisations d’Euler-Maruyama (E-M) appliquées a une

EDS ot son terme de dérive b(z) est remplacé par b* ().

(2) Laseconde méthode de semi-implicite a étapes fractionnées (SISS2) :

Pour f2(X,,) et 02 (x) = o(f2(x)),

X1 = [2(Xm) + 02(Xn) DB, (3.25)

(3) La troisiéme méthode semi-implicite a étapes fractionnées (SISS3) :

(1+AA)z

Pour ¢*(z) = 1t Asz—17

on a

X1 = 92(Xom) + 0(Xon) ABpi1, (3.26)

(4) La quatriéme méthode semi-implicite a étapes fractionnées (SISS4) :

Pour g (z), on a

X1 = 9°(Xm) + 02(X) A B 1. (3.27)

Notez que la premiere et la deuxiéme (de méme, la troisitme et la quatriéme)
méthodes coincident si le terme de diffusion ne dépend pas de x. Clairement, les
fonctions b2 (x) et o (z) sont différentiables (et donc localement Lipschitz) et

convergent uniformément sur les ensembles compacts vers des fonctions b(x) et
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||

AKX est

o(z), respectivement. De plus, puisque dz"~! > 0, I'inégalité ‘fA (x)‘ <
vérifie pour tout x et A. Grace a la condition de croissance linéaire unilatéral de
b(z), 1l est facile de voir que b*(z) satisfait la propriété de la croissance linéaire

unilatéral (i) dans la condition 2.
En utilisant le fait que les dérivées des fonctions > (z) et 2 () sont bornées, on
énonce leurs propriétés de Lipschitz (unilatérales ou globales) sous la condition

suivante :

Condition 4 : Il existe A* > 0 tel que pour tout 0 < A = % < A* avec

1 — AA > 0, telles que la fonction f2(x) est bijective (de sorte que la solution de

I'EDS(3.22]) soit unique).

Lemme 3.1.4 : Pour Ay > 0 fixé, on suppose que la condition 4 est vérifié pour

tout 0 < AN < Ag. Alors, pour A € (0, No],

(i) La fonction f~(x) est globalement Lipschitz, uniforemement en A\,

(ii) La fonction b>(z) satisfont la propriété de Lipschitz unilatérale, condition 2
(i1), uniformément en /\,

(iii) La fonction b>(x) est globalement Lipschitz (mais pas nécessairement uni-

formément en A) : il existe une constante C' = C(A) > 0 telle que pour

tout x, y on a :

0% () =02 (y)] < Clz—yl.
Preuve. : voir [§]. m

Remarque 3.1.5 : Puisque b>(x) satisfait la propriété de Lipschitz unilatérale,

’estimation et le résultat de convergence (3.16) du corrolaire (3.1.2]) sont

également valables pour les systémes stochastiques de Ginzburg-Landau.
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Lemme 3.1.5 : Si o(.) est globalement Lipschitzienne, alors il existe g > 0 et

C > 0 tels que 1—ANg > 0 et B[| X (T) — YA(T)‘2] < CA, pour tout0 < A < /.

Preuve. : Soit g > 0 comme dans le corrollaire ci-dessus et on considére 0 <

ASA[M

BIX(T) - YA =B f) {2 (X - ") (b(X0) = b2 (%) +

‘U (X)) — 0® <Y;A) ’2} Y (3.28)

Pour trouver une majoration pour le premier terme du membre de droite de

légalité (3.28)), notons que pour tout x et y, on a

(w—y) (b(x) =02 (y) =A(@—y)’—6d(x—y) (=" —y) - (w—y)%
<Al -y — (o —y) 2L,

(3.29)

D’apres le corrollaire et le lemme ([3.0.1]), tous les moments des processus

{X:} et {Y;} existent sur [0,7] avec une borne supérieure qui ne dépend pas de

A. Donge, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (41 et 'EDS (3.29), on a
2
E [’ { <Xt - Yﬁ) (b(Xt) - bA(YtA))} dt <E["A (Xt - Yﬁ) dt
+A {E By (- YtA)Z dt}
2 [5(YA)T'717A]4 12
{EfOT <Y;‘A> [ t r=1_ ]]2dt} )

144 [5(v)

1/2

ATl 4
pour tout 0 < A < Ay, E{fOT <YtA>2 [H[Z([:EY)A)T_:‘]AHZ,dt} < C,ou C =
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C (6, A, T, r, Ag) est un constant positive, ce qui est nous donne

E [T { (Xt - Yf) (b(Xt) - bA(YtA))} dt <E[’A (Xt - 3@&)2 dt

9 1/2
+CA {E Jy (x0-v?) dt}

(3.30)

Pour le dernier terme de (3.28]), nous utilisons les propriétés de Lipschitz de o(y)

et 02 (y) avec I'inégalité traingulaire : pour tout z et ¥, il existe K > 0 tel que

o(z) — W) <lolz) — o))’ + |o(y) — a(F2 )|
< Kl(z—y)?’+ - f~w)%
< K[z —y)?+ A2 [b(y)]?).

. n . . A .
Ensuite, grace aux estimations des moments de Y,™, on obtient

E [ ‘O'(Xt) ot w®)|1at <K xE [T { <Xt - Yf)z + A2 ‘b(yﬁ)’?} dt

2
gk:foOT{<Xt—YtA) +A2}dt,

pour une certaine constante générique K, et pour tout 0 < A < Ay. En supposant

que Ay < 1, en combinant cette derniére inégalité avec (3.28]) et (3.30), et en

utilisant I'identité /= < 1 + x, on obtient I'inégalité

1/2
E ‘Xt A

2 2
< KA? 4+ (K +24) [TE(X, — V)2t + CA {fOTE (Xt - Yﬁ) dt}

< KA+ C [IB(X, - Y,/2)dt,

pour certaines constantes positives C' et K. Enfin, nous introduisons une fonction
déterministe non négative, g(t) = BE(X, — YtA)Q, pour 0 < t < T, qui vérifie

g(0) =0et g(T) < KA + CfOTg(t)dt. Finalement, par le lemme de Gronwall
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(1.4.1), on obtient

A 2
E ‘XT — Y ‘ < KNeCT.

3.2 Quelque examples numeriques

Dans cette section, nous appliquons les méthodes semi-implicite a étapes fraction-
nées pour étudier quelques exemples d’EDS non linéaire avec un terme de diffusion
présentant une croissance sur linéaire. cette type d’équation nomée 1’équation de

"Ginzburg-Landau".

Puisque ces équations ont des solutions explicites, nous pouvons également com-

parer la performance de quatre méthodes SISS.

Soit B = [By, Ba, ..., By’ un mouvement brownien d-dimensionnel, o € R et

xo > 0, alors, pour 0 > 0 et A € R, on considére les processus

Ei (t)
<:p52+260ft|E(s)|2ds>

X; (t) =

Y

pouri=1,2,...,d, o0 E; (t) = exp [(A — 20?)t + 0 B;(t)] est un mouvement Brow-

nien géométrique. Par la formule d’'Tto ((1.3.1)), chaque X;(¢) satisfait une EDS de

Ginzburg-Landau de la forme suivante
dXi(t) = (AX;(t) — 62X, | X|? (1)) dt + o X, (¢)dBi(2),
pour 0 <t < T avec X;(0) = x¢ > 0.

Exemple 3.2.1 : Dans cet exemple, nous comparons les performances de conver-

gence de différentes méthodes semi-implicite a étapes fractionnées. On considére
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d’abord une EDS scalaire

dX(t) = — [X(t) + (0.1) X3 ()] dt + X (¢)dB(¢),

avec xo = 1, 0 =1 et T = 1. En utilisant le critére de la convergence d’erreur
quadratique moyenne, nous estimons E|X (1) — XnIQ, pour n = 16, 32, 64 et 128
en utilisant plusieurs ensembles de simulations. Voir la figure 3 ci-dessous pour
les résultats de la simulation. Les résultats de convergence quadratique moyenne
du graphe log-log (figure 3), on remarque que la méthode SISS/ fonctionne mieux

que les autres méthodes.

= = B

5.6
i3
=2 el SIS ]
=i SISE2
- s —n —— SISS3

—— HBI5E4
-
Fal- T T T 7
- . o — e

434 4.C03 4.0Z 4.D1 4 I3an 388 297 295 396 -3.54
I"'L';"- A

Figure3 : Graphique log-log pour le tauz de convergence EQM des multiples méthodes dans le cas x=1 et o=1
Exemple 3.2.2 : Pour une implémentation multidimensionnelle, nous avons d’abord
effectué des simulations répétées de taille N = 100000 dans chaque ensemble, en
utilisant la version d = 10 dimensions de I’EDS de l’exemple 1 avec une condition
initiale X (0) = zo[1,1, ..., 1]Iet n = 32, 64, 128 et 256 sur l'intervalles [0,1]. En-
suite, nous calculons ’EQM pour chacune des deux méthodes suivantes : SISS2,

SISS4. Nous obtenons le tableau de comparaison suivant en évaluant la moyenne
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des résultats multiples de simulation pour chaque méthode :

MSE for z=b, o=1,d=10 and N=100,000

Methods | n=32 n=064 n=128 n=256

SISS2 5,059E-02 | 3,58TE-02 | 2,844E-02 | 2,506E-02

SISS4 | 6,514E-02 | 4,292E-02 | 3,213E-02 | 2,676E-02

Tableaul : Analyse de convergence EQM pour SISS2 et SISS/.

MSE for x=5, 0c=2,d=10 and N=100,000

Methods | n=32 n==64 n=128 n=256

SISS?2 9,811E-01 | 5,908E-01 | 4,438E-01 | 3,816E-01

SISS) 1,001E+00 | 6,128E-01 | 4,569E-01 | 3,904F-01

Tableau2 : Analyse de convergence EQM pour SISS2 et SISS/.

Nous avons observé dans la figure 8 que la méthode SISS/ fonctionne assez bien
que la méthode SISS2, mais dans le tableau 1 et le tableau 2 la comparaison EQM
(était mélangé) selon les paramétres du modéle indiquent que la méthode SISS2
était meilleur que SISS4. De plus, ces estimations de ’EQM pourraient étre amé-
liorées avec plus de répétitions. article [6] contient des résultats théoriques et des
comparaisons numériques comprenaient plus de répétitions et sont donc un peu

plus précis.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons essayer d’exposer deux resultats sur les procédures

numériques pour 'EDS :

La premieére procédure on s’intéressé a la discrétisation d’EDS par la méthode
d’Euler Maruyama et de Milstein dans le cas ou le générateur est globalement

Lipschitz avec une condition de croissance linéaire.

La deuxiéme procedure alternative est de semi-implicit & étapes fractionnées dans
le cas ou le générateur non linéaire, localement Lipschitz avec une condition de
dissipativité. Nous mettons ’accent sur les EDS de Ginzburg-Landau pour expli-
quer comment cette procedure peut étre mise en ceuvre. A 'aide de simulations,
nous comparons les performances de convergence des méthodes SISS. Nous sug-
gérons pour les travaux ultérieur 1'article de [7] qui développe les versions de type
Milshtein des méthodes semi-implicites & étapes fractionnées pour les solutions
numériques des équations différentielles stochastiques non linéaires avec des coef-

ficients localement Lipschitz.
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Annexe

Simulation de trajectoire Brownienne
randn(100,1) ;

T=1; N=600; dt=T/N;

dB=zeros(1,N) ; Bzeros(1,N);
dB(1)=sqrt(dt)*randn ;

for j=2 :N

dB(j)=sqrt(dt)*randn;
B(j)=B(j-1)+dB(j):

end

plot(0 :dt :T,[0,B],’r-");
xlabel(’t’,’FontSize’,16) ;
ylabel("B(t)’,FontSize’,16,’Rotation’,0)
Programme de la méthode d’Euler Maruyama :
randn(’state’,100)

lamda=2 ;mu=1 ;Xzeros=1; %pp
T=1;N=2"8;dt=1/N;

dW=sqrt(dt)*randn(1,N); %B
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W=cumsum(dW); % DB
Xtrue=Xzeros*exp((lamda-0.5*mu"2)*([dt :dt :T])+mu*W);
plot([0 :dt :T],[Xzeros,Xtrue|,’ m-"), hold on

R=4 :Dt=R*dt :L=N/R; % L EM

Xem=zeros(1,L); % P

Xtemp=Xzeros;

for j=1 :L

Winc=sum(dW(R*(j-1)+1 :R*j));
Xtemp=Xtemp+Dt*lamda*Xtemp+mu*Xtemp*Winc ;
Xem(j)=Xtemp;

end

plot([0 :Dt :T},[Xzeros,Xem]|,’r-*") hold off
xlabel(’t’,’FontSize’,12)
ylabel(’X’,’FontSize’,16,’Rotation’,0,’Horizontal Alignment’,'right’)
emerr=abs(Xem(end)-Xtrue(end))

legend(” solution exact’,’solution approximé’).

programme de la méthode de Milstein :

sigma=0.4; mu=0.2; Xzero=1; T=1; N=2"14;

dt=T/N;

dB=sqrt(dt)*randn(1,N);

B=cumsum(dB) ;

Xtrue=Xzero*exp((mu-0.5*sigma~2)*(dt :dt :T)+sigma*B);

plot(0 :dt :T,[Xzero,Xtrue],'m-"),hold on
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R=20;Dt=R*dt; L=N/R; Xtemp=Xzero;

for j=1 :L

Binc=sum(dB(R*(j-1) + 1 :R*j));
Xtemp=Xtemp+Dt*mu*Xtemp-+sigma*Xtemp*Binc+0.5*(sigma~2)*((Binc"2)-Dt) ;
Xem(j)=Xtemp;

end

plot(0 :Dt :T,[Xzero,Xem],’b-"),hold off

Xlabel(’t’,’FontSize’,12) ;
ylabel("X’,’FontSize’,16,’Rotation’,0,’Horizontal Alignment’,’ri’)

emerr=abs(Xem(end)-Xtrue(end)) ;
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