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Résumé du mémoire

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l’estimation non paramétrique de
la densité de probabilités par la méthode du noyau. En particulier, nous étudions
le choix optimal du noyau pour 'obtention d’un meilleur estimateur possible de la

fonction de densité.

Malgré qu’en estimation & noyau le choix de cette fonction est de faible effet.
Nous mettons ['accent dans ce mémoire sur les types du moyau existent, leurs
construction et propriétés, le probléme du choix optimal d’une telle fonction et
l'influence de ce choix sur la qualité d’estimation, ainsi que le probléme des effets

de bord rencontré dans les cas d’estimation des densités a supports compacts.

Des exemples et simulations en utilisant le logiciel statistique R, nous permet

d’observer et illustrer ce phénoméne.

Mots-clés : Estimation non paramétrique, densité de probabilité, méthode du

noyau, parameétre de lissage, choix optimal de noyau.
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Abréviations et Notations

Les diffiérentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire

sont expliquées ci-dessous.

Notation Signification
(Xq,. X, échantillant de taille n.
F : fonction de répartition.
f : densité de probabilité.
E, : Fonction de répartition
fn : L’estimateur & noyau de la densité de probabilité f.
E () : Espérance mathématique.
Var(.) : Variance.
R : Ensemble des nombres réels.
N : Ensemble des nombres entiers naturels.
K : Noyau, kernel.
h : Paramétre de lissage
K, : Fonction de noyau Epanochnikov.
Rt : Parametre de lissage optimale.
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MSE : erreur quadratique moyenne.

MIES : erreur quadratique moyenne intégré.
MIES : Erreur quadratique moyenne asymptotique.
AMISE : Erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique.
X : Moyenne empirique.
b(.) : biais d’un estimateur

[] : La partie entiére

v.a : Variable aléatoire
1.0.d : indépendantes et identiquement distribuées
cad : C’est-a-dire
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Introduction

A ce jour, la plupart des modéles statistiques utilisés pour décrire les diffé-
rents phénomeénes, sont des modéles (distributions) classiques tel que la distribu-
tion exponentielle, gaussienne et celle de Poisson,... etc. Dans le cadre classique
de la statistique, nous utilisons souvent la statistique paramétrique dont le mo-
déle est défini par un paramétre 0 € R* pour un certain entier k. Typiquement
M = {Pg, VRS Rk} est le modéle qui décrit la distribution des variables aléatoires
observées. Par opposition, en statistique non-paramétrique, le modéle n’est pas dé-
crit par un nombre fini de paramétres. Mais il s’agit d’un cadre plus général et
offre des avantages intéressants, car il ne suppose aucune hypothése & priori sur

les données.

La densité de probabilité est une fonction de trés importantes outils et appli-
cations en statistique. Elle est rarement connue dans la pratique, son estimation
a partir d’un ensemble fini d’observations est un probléme fondamental en statis-
tique. On trouve deux types d’approches d’estimation de la densité de probabilité :
estimation paramétrique et non paramétrique. Dans le premier cas, le probléme
de l'estimation paramétrique (par mazimum de vraisemblance ou la méthode des
moments) on cherche & représenter la distribution des observations par une fonc-

tion f(x,0) ou le paramétre 6 (0 € R*) est la seule inconnue. L’estimation non-
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paramétrique consiste & estimer, a partir des observations, une fonction inconnue
f. D’une maniére équivalente estime la densité de probabilité directement a par-
tir de linformation disponible sur [’ensemble d’observations. Différentes méthodes
existent pour l’estimation non paramétrique, on peut citer la méthode de [’histo-
gramme et la méthode du noyau. Une bonne introduction & cette problématique
peut étre trouvée dans les livres de Silverman (1986) [12] et Tsybakov (2009)
[15].

La méthode d’estimation non paramétrique par noyauz, qui a été proposé par
Rosenblatt en 1956 [10], puis amélioré par Parzen en 1962 [9] est basée sur deux
quantités : une fonction appelée noyau (kernel en anglais) et une suite réel hy,
que l'on appellera la fenétre (bandwidth en anglais), qui dépend de la taille n de

[’échantillon.

Souvent, les noyaux employés pour ce type d’estimation sont symétriques (dit
aussi classiques). Comme exemple, le noyau triangulaire, parabolique (Epanech-
nicov en 1969 [5]), et gaussien,... Mais ces estimateurs connaissent quelques in-
convénients comme le probléeme de bords ou des dérivées supérieurs nulles. Ainsi,
il existe des noyauxr asymétriques tels que les noyaux béta et gamma proposés par
Chen en 1999 [1] et en 2000 [Z] respectivement qui permettent de résoudre ces

problémes.

Notre objectif dans ce mémoire est le choix optimal du noyau pour [’obtention

d’un meilleur estimateur possible de la fonction de densité.

Ce mémoire est composé de deux chapitres et d’une conclusion générale. Le
premier chapitre est composé de deux parties bien distinctes. La premiére partie

parle de la méthode d’estimation par histogramme, et dans la deuxiéme partie nous
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donnons des détails sur la méthode d’estimation a noyau classique. En particulier,

nous rappelons les différentes propriétés asymptotiques de cette méthode.

Le deuxiéeme chapitre est composé de cing parties. La premiére porte sur la
construction d’un noyau. La deuxiéme partie est un apercu sur les erreurs qua-
dratique moyenne et intégrée et leurs propriétés. La troisiéme partie présente le
probléme du choix du paramétre de lissage. La derniére partie aborde le probléme
du choix du noyau. Des exemples et des simulations par le logiciel R, sont donnés

pour une bonne explication du sujet.



Chapitre 1

Généralités sur 'estimation non

paramétrique de la densité

Le but de ce chapitre est de présenter les différentes méthodes non paramé-
triques (NP) d’estimation de la fonction de densité de probabilités. En particulier,
la méthode d’estimation par histogramme et celle du noyau. Nous donnons aussi

leurs principales propriétés statistique.

Soit X une variable aléatoire (va) de densité de probabilité inconnue f :
b
P(X € [a,b)) :/ f(z)dz, Ya,b € R
et de fonction de répartition F' :
Vz € R, F:x—>F(a:):P(X§3:):/ f(t)dt.

Supposons que nous avons n observations X1, X, ..., X,, i.e, un échantillon de taille

n (suite indépendantes et identiquement distribuées notée i.i.d) provenant de X.



Chapitre 1. Généralités sur ’estimation non paramétrique de la densité

L’un des problémes majeurs consiste a utiliser cet échantillon pour construire un

estimateur qui soit le plus proche possible de la densité f.

1.1 Estimation de la densité par histogramme

L’estimateur le plus ancien et le plus utilisé de la densité est I’histogramme.
Il s’agit d’approximation de f par une fonction étagée, qui permet d’étudier la ré-

partition des données et parfois de justifier certains choix de modeles (Comte, [3]).

Supposons que la densité f est définie sur un intervalle borné [a,b] C R. On
dispose alors de m intervalles disjoints (classes forment [a,b]), dont I'union est

[a, b] de mémes longueurs :

Pour chacun de ces intervalles, on compte le nombre d’observations parmi les
X1, Xy, ..., X,,. Ce comptage est effectué en formulation mathématiques par une

somme d’indicatrices que I'on écrite sous la forme :

n
§ , IXiECk,m
=1

ou

7 1 st sikX;e€ Ck’m,
XieCk’m -
0 st si Xz ¢ Ck,m-

Ensuite, ce cardinale et normalisé par I'effectif n, et nous définissons 1’estimateur
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de f par histogramme & m classes comme suit :

. m 1 n
fn () = (ﬁ > IXZ.GCk_,m> Ie,, (z), Vk=1,..m. (1.1)
=1 =1

Remarque 1.1.1 Un histogramme est dit régulier lorsque tous les intervalles Iy, p
de la partition ont la méme longueur. De plus, 'estimateur donné par (1.1) est

une fonction étagée et donc discontinue.

Exemple 1.1.1 Pour illustrer 'importance du nombre de classes utilisé dans
[’histogramme, nous proposons dans la Figure un histogramme de basé sur
5000 observations tirées aléatoirement d’une loi normale centrée réduite N(0,1).
Ces observations sont réparties sur un intervalle de référence Q = [—4,4], avec le
nombre de classes m : 20, 50. Il est clair, qu’une bonne estimation est assurée par

un nombre de classes élevé.

1(x)
)
02

F1a. 1.1 — Estimation par histogramme, X — N(0; 1), m = 20 a gauche et m = 50
a droite

Propriété 1.1.1 La vitesse de convergence de l’estimateur par histogramme de

-2/3

la densité est de l'ordre n (voir Comte, [3] pour plus de détails).



Chapitre 1. Généralités sur ’estimation non paramétrique de la densité

1.2 Estimateur a4 noyau de la densité

Considérons la fonction de répartition empirique :

1 n
F(z) = - Z Iixi<2),
=1

0 si X(l) >

|
3|

0 si X(n) <z

ou I (.) désigne la fonction indicatrice. Il s’agit d’un estimateur sans bias de F' et

de variance

Var (Fy(x)) = %F (2) (1= Fy(x).

Donc F;, est un estimateur convergent (consistant) de F. D’apres la loi forte des

grands nombres, presque stirement, quand n — oo
F.(x) —» F(z), VxeR.

Pour h > 0 assez petit on a :

f(x):(é_Z(x) . F(x+h)2—hF(x—h)'

En remplacant ici F' par F},, on obtient

Fn(x—i-h)—Fn(x—h).

fliw) = =
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La fonction f,? est un estimateur de f appelé estimateur de Rosenblatt [10]. On

peut aussi 1’écrire sous la forme :

fR(z) = ;h[ ZI (X; <x+h)—lZI(Xi§m—h)],

n <
=1
1
:—Ej—fx—h<X <z+h),
n
_1n 1] 1<X <1
_ni712h

ou

1
Ko(u):§[(—1<u§1), Vu € R.

Ce cas particulier nous améne a la généralisation suivante, qui revient a Parzen

(1962) et qui consiste a prendre comme estimateur de la densité :

x) . (1.2)

ou K : R — R est une fonction intégrable, et telle que ffooo K(u)du = 1. C’est

R n X
foo = >k (

I’estimateur & noyau de la densité ou estimateur de Parzen — Rosenblatt. La
fonction K est dite noyau (Kernel en anglais) et h est appelée paramétre de
lissage ou fenétre (bandwidth en anglais).

Pour n € N*, on supposera que la fenétre, h dépend de n et on la notera h,,, la

suite (hy,)n>1 tendant vers 0 lorsque n — oo.

Remarque 1.2.1 (T'sybakov (2003), p 3) Si K est un noyau positif et si Xi,

Xo, ..., X, sont fixés. Alors, la fonction v — fn (x) est une densité de probabilité.
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1.2.1 Propriétés de ’estimateur a noyau

Soit zy € R fixé. On définit le risque quadratique moyenne (Mean Squared

Error MSE) de f, au point zo par :

MSE (an) = B | (Ju (o) = £ a0))

ou E désigne I'espérance par rapport a loi de (X7, Xs, ..., X,,) . On peut décomposer
cette quantité en 2 termes, respectivement le biais b(.) et la variance o2(.) de

I’estimateur au point xg :
MSE(z0) = Biais*(fu (v0)) + Var(f, (x0)) := b* (z0) + 0 (o)

En notant

A

b(xo) = B [f, (20)] —  (w0) et 0% (x0) = E [(fn (20) ~ E [ (:L‘O)D2] .

Proposition 1.2.1 S f est bornée, et si K est de carré intégrable (z’.e. Jo K2 (u) du < oo).

Alors, Vg € R, h >0 etn > 1,

A o

Var(f, (xo)) < e

avec

0wwmgéwwm%
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Preuve. (voir Comte, p.48). En effet,

Var(fn (z0)) = Var <—ZK< x0)> = sVar (ZK( 3:0))
nh i=1 (’I’L ) i=1
n:lll)z ZZI Var (K (Xi ; :EO)) , (car les X; sont indépendantes) ,

(
oo (552) <k [ () 0

t —
nhg 11l / ( x0> dt, (car f est bornée et K intégrable),

h
— HfH / hK? (u) du, (en posant u = (t —ha:())) ,

— K?(u)d <_
e [ <

IN

| /\

| N

| A

Remarque 1.2.2 Si h = h,, , et si hn — oo, alors 02 (xo) — 0.

Définition 1.2.1 (voir T'sybakov (2003), p . 5) soit { € N*, on dite que K :
R — R est une noyau d’ordre { si les fonctions v — w K (u), j = 1,...,¢, sont

intégrables et vérifient :
/qu(u)du:(), /K(u)duzl, Vi=1,..,¢.
R R

Pour la valeur de biais, on a

On va étudier le comportement de b (zg) en fonction de h, en supposant que la
densité f et le noyau K sont suffisamment régulier. Dans la suite || désigne le

plus grand entier strictement inférieur a 5 (5 € R).

10



Chapitre 1. Généralités sur ’estimation non paramétrique de la densité

Définition 1.2.2 Soit T' un intervalle de R et soient § > 0, L > 0. La classe
de Héldre > (8,L) sur T est définie comme l’ensemble de toutes les fonctions

f:T — R telles que la dérivée f existe, £ = |] et vérifie
}f(e) (z1) — f(é) ($2)| < L|z — $2|’87€, Vaq, a9 €T.

Proposition 1.2.2 (Comte, [3, p. 50]) Si la densité [ est dans la classe de
Héldre > (6,L) sur T =R et si K est un noyau d’ordre ¢ = | 3] tell que

/ l? 1K ()] du < oo.
R

Alors, Vxg € R, h >0
|b($0ﬂ S C&hﬁ

avec

L
Cy = —/ u|? | K (u)] du.
0 Ju

Preuve. On a,

I
—
=
=
=
—~
S
o
_l’_
g
=

) — f (20)] du, (en posant 1 = <t _h$0)> ,

11



Chapitre 1. Généralités sur ’estimation non paramétrique de la densité

En effectuons un développement de Taylor au voisinage de xo d’ordre ¢, & f (xg + uh),

(uh)!

f (w0 +uh) = f (x0) + 1

L

ou f € [0,1], comme K est d’ordre I = |3], on a donc

V4
bieo) = [ Ko l O 0 () ot B0 k) — 1 (an)|

_ /RK () (uh)"
) (f(g) (xo + Ouh) — f(ﬁ) (xo)) du.

7
:/RK(U) (uh)

En utilisant le fait que f est dans une classe de Holdre > (3, L) sur R, on a :

9 (wo 4 Quh) du

| FO (2o + Ouh) du — O (2)| < L|(wo + Ouh) — (z0)|”" = L|0uh|”™"
et puisque 6 € [0, 1],

‘f(z) (w0 + Ouh) du — f© <$0)‘ < Ljuh|™ VueR

Ainsi, Vh > 0,
(Uh)g ) (0)
b (z0)| = RK(U> /1 (f (zo + Ouh) — f (xo)) du
< [ 1& (] 2 o Ouh) — £ (z0)| d
< [ 1 )G |1 (o uh) = £ (x| d
h
< ’gj /|K ) ul” [(£9 (zo + Ouh) — fO (20))| du

12



Chapitre 1. Généralités sur ’estimation non paramétrique de la densité

Donc

Bt
b(zg Su K ()| |ul* L |uh|?~* du
Yl
hﬁ
<2l [ 1K @l au

<L—/|K ()| Jul’ du

S CQhﬂa
avec Cy := % [o | K (u)| ul’ du. =

1.2.2 Majoration de risque quadratique

Si f et K vérifient les hyptheses des Propositions (1.1.1) et (1.1.2) . On obtient

MSE(xy) = Bz’aisQ(fn (ro)) + Var(fn (z0)) < C2h?P + % =1 (h).

La valeur de la fenétre A qui minimise ce majorant du M SFE est :

d
—w (hopt) — 0

hopt = Argmhin MSE <fn ($0)> , tel que o

En dérivant ¢ par rapport a h, on obtient donc,

C
_ 28-1 1 _
V' (hopt) = 25h o= 0.
Par conséquent,
Ch L
hopt = (m) n 26+1, (13)

Remarque 1.2.3 Le choix h,y est inaccessible en pratique car il dépende de (3

13



Chapitre 1. Généralités sur I'estimation non paramétrique de la densité

et d’autres constantes qui sont inconnues. En particulier, si nous substituons la
1

5
valeur de [ avec B = 2 dans (L.3), nous trouvons hy, = (%) n=4%. Cela
2

montre que la vitesse de convergence de Uestimateur & noyau est d’ordre n=*/".

2

Elle est donc meilleure que la vitesse n=%/® obtenue pour les histogrammes, (voir

Comte, [ pour plus de détails).

Remarque 1.2.4 Lorsque la fenétre h est trés petite (h — 0), le biais de [’estima-
teur a noyau est trés petit face a sa variance. Dans ce cas, on parle de sous-lissage.
Lorsque h grandit, la variance devient petite et c’est le biais qui devient dominant.

On parle alors d’un effet de sur-lissage, voir la figure suivante.

dnor m(x)
0.3 0.4 0.5
1 1 1

0.2

0.1

0.0
1

F1G. 1.2 — Biais, Variance et choix optimal de A : sur et sous lissage.

Finalement, la fenétre A & un réle important dans ’estimation a noyau. Elle
détermine la qualité d’estimation et controle le lissage (sur lissage, sous lissage)

d’une fagon trés sensible.

En effet, le choix de h tour au tour de la condition

h—0 et nh— oo (1.4)

14



Chapitre 1. Généralités sur ’estimation non paramétrique de la densité

Des faibles valeurs de h implique un sous-lissage (Biais — 0) mais la variance
augmente (la courbe en rouge dans la figure . Lorsque h grandit, la variance
devient petite et c’est le biais qui augmente (la courbe en bleu dans la figure ,
donc sur-lissage de ’estimateur. En pratique, il est primordial donc de trouver la
bonne valeur de h qui permet d’éviter le sous-lissage et le sur-lissage. Ce probléme

est étudié par plusieurs auteurs (citons par exemple les références [12], 13 [14]).

15



Chapitre 2

Choix du noyau dans ’estimation

de la densité

Mais malgré qu’en estimation a noyau c’est le parametre A qui controle la
qualité d’estimation et que le noyau K est de faible effet, il est important d’étudier
le probléeme du choix du noyau d’une fagon détaillée. Cela est le sujet principal du
mémoire. Dans ce deuxiéme chapitre, nous mettons ’accent sur les types du noyau
existent, leurs construction et propriétés, le probléme du choix optimal d’une telle

fonction K, et I'influence de ce choix sur la qualité d’estimation.

2.1 Construction d’un noyau d’ordre /

Nous suivons la méme démarche décrite dans T'sybakove (2003), p. 8, pour
construire un noyau d’ordre . Soit {¢., (.)}_, la base orthonormée des poly-

nomes de Legendre dans Ls ([—1,1], dz) définit par :

1 2m+1 1 d™
Yo (:E) = E’ Pm (I) = m2 om ml dxm |:(.l’2 - 1)2] ) Vm = ]-72)

16




Chapitre 2. Choix du noyau dans l’estimation de la densité

Pour z € [-1,1],

avec

1 sim==%

0 sim#Ek.

Proposition 2.1.1 La fonction K définie par

L
K (u) =) ¢m(0)om (u) Ijus.

m=0

est un noyau d’ordre /.

Preuve. Décomposons le polyndéme pour tout j = 0,1, ...,

(2.1)

(2.2)

¢, dans la base ortho-

normée des polyndémes de Legendre. Il existe des réels by tels que

J
w :Zbkgpk (w), Vuel-1,1].
k=0

Soit K le noyau . Alors d’apres (2.1)) et (2.3) :

/W = [ (zm )(z

1

- ©m ( ) bkémku
k=0 m=0
J
= Z Pk (O) bk?
k=0
- 1 sij73=0

o)

4
IS O [ om0,
l



Chapitre 2. Choix du noyau dans l’estimation de la densité

Exemple 2.1.1 Les deux premiers polynémes de Legendre de degré pair sont :

1 5322 —1
SOo(x)ZE’ po (7) = 2 9

Donc, un noyau d’ordre 2 est donné par

9 15
K (u) = (g - guz) Tju<1y-

2.2 Erreurs quadratique moyenne et intégrée

2.2.1 Erreur quadratique moyenne (MSE)

Dans cette section nous supposons les hypothéses suivantes :

i) La densité f est telle que sa dérivée seconde f” est continue (f € C?), de carré

intégrable et monotone (sur (—oo, M) et (0o, M) pour certains M > 0).

ii) La suite h,, := h vérifiée
h—0 et nh— oo, quand n — oo.

iii) La fonction noyau K est supposée (densité, bornée, symétrique, de moment

d’ordre 4 fini).

Proposition 2.2.1 Supposons que la densité f a estimer est bornée sur R, conti-

nue dans un voisinage de x et f(z) >0, et que K est un noyau tel que

/ K?(u)du < 0o (i.e., de carré intégrable) /K(u)du =1 (densité) .
R R

18
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Alors, la variance de l'estimateur f,, est donnée par :

Var(fu () = - (2) R(K) 40 <%) . (2.4)

avee R (g) = [ 9*(u)du.
Preuve. Voir Wand et Jones (1995), p. 21. m

Proposition 2.2.2 Supposons que la densité f est de classe C? (R), la dérivée

f" est bornée sur R, " (x) # 0, et que K est un noyau d’ordre 1 tel que

/u2 |K (u)| du < oo (moment d’ordre 2 fini), /u2K (u) du # 0.
R

R

Alors, le biais de ’estimateur fn en x vérifie, pour toutn > 1,

Biais (fn (a:)) = g

p (K) f" (z) + o (h?) . (2.5)
avee iz = [p u K (u) du.

Preuve. Voir Wand et Jones (1995), p.20. m

Théoréme 2.2.1 (T'sybakov (2003) , p. 14) Supposons que

i) La fonction K d’ordre 1 vérifiant les conditions

/Kz(u)du<oo, /u2|K(u)]du<oo, ,ug—/uQK(u)du#O.
R R R

i) La densité f est de classe C*(R) avec f(x) > 0, f"(z) # 0, et la dérivée

f" est bornée sur R. Alors, l'erreur quadratique moyenne de [’estimateur fn est

19



Chapitre 2. Choix du noyau dans l’estimation de la densité

donnée par :

N

MsE (£,0) = £ |(f.0) - £ )]

= BB 1 0+ @) RO+ o () +o ).

nh n

Preuve. Voir T'sybakov (2003), p. 14. En effet, il suffit de rappeler que

~

MSE (fu(2)) = Biais*(f, (2)) + Var(f, (x),
et d’appliquer les Propositions (2.2.1) et (2.2.2). =

Corollaire 2.2.1 Du théoréme précident nous déduisons la MSE asymptotique :

AMSE (f (@) = 4 (B) /" (0 + - (0) R(K). (2.6)

2.2.2 Erreur quadratique moyenne intégrée

L’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) est définie en ce basant sur

la formule (2.6) comme suit :

MISE (f, () :/E{fn (m)—f(x)}2da7:/MSE (Fu(a)) de

_ / Biais®(f, ())dz + / Var(f, (x))d

- [ |G @k @R +o (1) +o7)] as

= %Mg (K)R(f") + %R(K) + 0 (n—lh) + o (nY).
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Asymptotiquement, on a

AMISE (@) = Lug ) ripm + -

2.2.3 Choix du parameétre de lissage

Le parameétre de lissage h est un réel positif dont le choix est dominant par
rapport au choix du noyau K. On voit que plus le parameétre h est faible plus le
biais diminue mais plus la variance augmente, donc sous-lissage de I’estimateur,
et lorsque h grandit, la variance devient petite et c’est le biais qui augmente, donc
sur-lissage de l'estimateur. Il existe un optimum (global) qui est la valeur de h

qui minimise 'AMISE :
hyye = Argmin AMISE ( f, (g;)) .

Supposons d’abord que le noyau K est fixé en dérivant ([2.7)) par rapport a h, on

obtient :

S

Par minimisation en h de 'AM SE, on trouve la fenétre optimale (locale), notée

hopt .

hopt = ArgmhinAMSE (fn (x)) ,

ce qui est équivalent a

il

1
x g
o = (L) 29)
3(K) f ()
Remarque 2.2.1 Ces résultats @) et (.) qui donnent le hop et hy, sont ba-
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sés sur un choix optimal théorique qui n’est pas utilisable en pratique, car il dépend
de la quantité inconnue f”. Plusieurs méthodes ont été développées pour résoudre
se probléeme, nous citons :

1) Validation croisée des moindres carrés (Silverman (1986), p. 48 —52).

2) Validation croisée biaisée voir (Wand et Jones (1995), p. 65 et 66).

3) Validation croisée des probabilités (Silverman (1986), p. 52 — 55).

4) Validation croisée lissée (Wand et Jones (1995), p.75 et 79).

5) La méthode Plug-in (Wand et Jones (1995), p. 71-75 ).

6) Référence a une distribution standard (Silverman (1986), p. 45 —48).

2.2.4 Regle de référence a une distribution standard

Un approche tres simple et naturelle pour le choix de h consiste & utiliser une
famille standard de distribution pour attribuer une valeur au terme [, f” () da.
Silverman (1986) [12] a proposer de se référer a une loi normale pour le calcul

de At

o Cette régle de Silverman est basée sur le résultat classique du théoreme

central limite, qui assure 'approximation de la moyenne empirique par la loi
normale, quelque soit la loi de la variable initiale considérée (sous des conditions

sur la moyenne et la variance).

Soit X1, X5, ..., X,, une suite de va’s de densité de probabilité f, supposons
que f appartient a une famille de distributions normales N(u,c?). La quantité

inconnue R (f"), s’écrit alors :

R(f") = /R £ () di = }m
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Donc, 'expression du parametre de lissage optimal devient :

=

ol 62 est la variance empirique de la variance o2 de X :

n

. 1 S e
azzn_lz(xi—xf, X:E;Xi.

i=1

Remarque 2.2.2 Comme cas particulier de la régle de Silverman, nous avons

a) Si K est un noyau d’Epanechnikov (2.13)), alors
h, = 2.436075.

opt

b) Si K est un noyau gaussien (2.11)), alors

S

h, .= 1.066n"5.

opt —

c) Si K est un noyau Quartique (2.12)), alors

(S

h*

opt

=2.78n"5.

Exemple 2.2.1 On suppose que I’'on a observé un échantillon de taille n = 1000,

issu d’une va gaussienne et f, (x) lestimateur & noyau de la densité donné par :

o) = K (R,

Nous prenons différentes valeurs de h : h = 0.1,0.4,0.6 et 0.9. Pour le noyau K,

nous considérons deux cas :
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\

cas 1 : dans la figure (2.1, nous choisissons un noyau Gaussien & support non
compact.
cas 2 : dans la figure nous chotsissons un noyau d’Epanechnikov a support

compact.

h=0.1 h=0.4

fn(x)
0 02 04
| L1 L1 1
fn(x)
02 04
| L1 L1 1

0.
0.0

h=0.6 h=0.9

fnx)
02 04

L1 L1 L1
fn(x)

0.0

fnx)
0 02 04
L1 ] N
fn(x)
02 04
L1 ] N

0.0
0.0

h=0.6 h=0.9

fn(x)
0 02 04
L L1 1 L1
fn(x)
02 04
L L1 1 L1

0.0
0.0

F1G. 2.2 — Estimation & noyau de la densité : K est d’Epanechnikov, h varié¢,n =
1000.

24
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2.3 Types du noyau

L’estimation non paramétrique d’une densité de probabilité par la méthode
du noyau nécessite un choix du noyau K. Les noyaux usuels se limitent a la liste

suivante :

2.3.1 Noyaux usuels symétriques

Noyau Uniforme (Rosenblatt) : Ce noyau a été proposé par Rosenblatt
en 1956 [10], ’'avantage de ce noyau est la simplicité de sa forme. Il s’écrit sous la

forme :

siful <1
K(u) = . (2.10)

0 sinon

N =

Noyau triangulaire : L’avantage de ce noyau par rapport au précédent est
sa continuité partout, ce qui conduit & un estimateur continu. Ce noyau s’écrit

sous la forme :

l—u siful <1
K(u) =

0 sinon

Noyau Gaussien : Le noyau Gaussien s’écrit sous la forme :

1

K(u):\/ﬂ

exp (—u?/2), uweR. (2.11)
Noyau Quartique (biweight) : Ce noyau est trés intéressant car il donne

un estimateur dérivable partout. En fait, il s’agit du noyau le plus simple parmi

les noyaux de forme polyndmial dérivable partout. Ce noyau est d’une forme tres
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proche du noyau gaussien. Il s’écrit sous la forme :

B u2)?  siul <1
1o ) Jul < . (2.12)

K(u) =
0 sinon

Noyau Triweight : Il s’écrit sous la forme :

B(1-u?)’  siful<1

K(u) =
0 sinon

Noyau Epanechnikov : En 1969, Epanechnikov [5], a donné la forme du
noyau K défini par :

3(1—w?)  siful<1

K(u) = : (2.13)

sinon

jan)

Noyau Silverman : Le noyau du a Silverman s’écrit sous la forme :

1 — \u|) , ( |ul 7T)
Ku)=-exp|—|sin|{—=+-], ueR
() = £ exp ( Y sin (147
La représentation graphique des noyaux définis ci-dessus est donnée par la

figure [2.3] suivante

2.3.2 Noyaux polynomiaux ou de Legendre

Deheuvels [4], p 10 — 11, décrit une classe de noyaux polynomiaux ou de Le-

gendre. En général

K(u) = P(u), |u] <C, (2.14)
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triangulaire biweight Gaussien

00 01 02 03 04

Epanec hnik ov Unif orme Triweight

00 02 04 06

FiG. 2.3 — Courbes des noyaux usuels

ot P est un polynéome, K (u) = 0 pour |u| > C. Nous donnons ici des exemples

importants de K (u) :
(1) Noyau unité : K(u) =1, si|u| < 3.

(2) Noyau de Legendre d’ordre 1,  K(u) = (3 — 5u?), si |u| < 1.

(3) Noyau de Legendre d’ordre 2, K (u) = 1%(15 — 70u® + 63u?), si u| < 1.

2.3.3 Noyaux de Gram-Charlier
De méme, les noyaux de Gram-Charlier sont construits comme suit :

K(u) = P(u)exp (—%UQ) , (2.15)

P est un polynoéme. Les exemples importants sont :

(4) Noyau de Gram-Charlier d’ordre 1, K (u) = $(3 — u?) = exp (—3u?) .

V2r
(5) Noyau de Gram-Charlier d’ordre 2, K (u) = %(u4—10u2+15)\/% exp (—5u?) .

Remarque 2.3.1 En particulier, le noyau Gaussien est un noyau de Gram-Charlier.
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2.3.4 Noyaux de Laguerre

La troisieme classe de noyaux est celle de Legendre, définie par
K (u) = P(Ju]) exp (7). (2.16)

P est un polynome. Elle contient les exemples suivants :

(6) Noyau de Picard : K (u) = 5 exp (—|ul).

(7) Noyau de Laguerre d’ordre 1, K (u) = $(3u® — 3 |u| 4 3) exp (—|ul).

2.3.5 Noyaux divers

Il existe d’autre type de noyaux (citons Deheuvels [4], pour plus de détails),

tels que :

) . _ 22 T(r)?
(8) Noyau de Cauchy d’ordre 7 : K (u) = Ty e

(9) K (u) = %7 |u] <1, dont le cas particulier pour a = 1, est le noyau
triangulaire : K (u) = 1 — u.
(10) K (u) = —e"gﬁz';)' ),

(11) Noyau de Fejer, de la Vallée, Poussin : K (u) = < (£ sin (u))2
(12) Noyau de Jackson, de la Vallée, Poussin : K (u) = 2 (Lsin (u))4.
(13) Noyau de Fourier : K (u) = £ (Lsin (u)).

(14) Noyau cosinus : K (u) = cos (u), pour |u| < 7.

Remarque 2.3.2 [l existe aussi dans la littérature des noyaux (de support) asy-
métriques, tels que les noyaux béta et gamma, qui sont proposés par Chen en 1999

en 2000 [1, (2], respectivement.
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2.4 Noyau optimal

Le probléme du choix optimal de K, consiste & chercher un noyau optimal
sous la contrainte de positivé, (K > 0). Supposons que 'on a choisi le parameétre
de lissage h de telle sorte que 'AMISFE soit minimum. On fait le rappel de
I’expression asymptotique de cette erreur :

h4

AMISE (fu (@) = 703 (K) R(S") +

1
—-R(K).

avec

= (aom) ™

* . dépend de la densité f qui est inconnue. On remarque

On remarque que le A7,
aussi que h}, convergera vers zéro mais de fagon tres lente quand n augmente. En

substituant A’ , dans la formule, on montre que si h est choisi de maniére optimale

AMISFE sera :
¢ ) 2 mn p4 £ 4
AMISE,; (fn (q;)) = B E)R(f) R ()} n73.
=20 Rt
C (K) = {13 (K) R* (K)}* . (2.17)

Cette derniére expression ne dépend plus de h ou de z, elle dépend seulement du

noyau K. Pour désigner un noyau optimal dans I'estimation NP de la densité,
il faut choisir le noyau K qui minimise la valeur C'(K) dans (2.17). Hodges et

Lehmann (1956) [6] ont montré que ce probléme de minimisation est résolu en

29



Chapitre 2. Choix du noyau dans l’estimation de la densité

définissant K*

ot (1) comme suit :

31 —w?)  si|ul<1
* 4 =
Kopt(u) -

o

sinon

La notation K ,(u) est appelé le noyau d’Epanechinkov (Epanechinkov, 1969 [5]).

opt

Nous pouvons maintenant considérer D'efficacité d’un noyau quelconque K,

notée ef f(K). En le comparant avec le noyau optimal d’Epanechnikov K, .

Définition 2.4.1 L’efficacité relative d’un noyau K par rapport a K, est donnée

par :

_ AMISE (K;,) (13 (K5,) B (KZ,) é<
eff (K) = AMISE (K) — \  p3(K)R'(K) =t

Nous résumons dans le Tableau [2.1] quelques noyaux et leurs efficacités res-
pectives. Le lecteur peut éventuellement se référer a Silverman [11] et Deheuvels

[4] pour plus de détails.

Noyau K (u) ef f(K)

Noyau Epanechnikov 1

Noyau Quartique (biweight) (%)% = 0.9939
Noyau Gaussien (?1’67’;)% =0.9512
Noyau triangulaire (%)% = 0.9859
Noyau Uniforme (Rosenblatt) (%)% = 0.9295
Noyau Noyau unité 0.9424

Noyau Noyau de Picard 0.8051

Noyau de Cauchy d’ordre 1 0

Noyau de Cauchy d’ordre 2 0.7380

TAB. 2.1 — Efficacite des noyaux symetriques
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Exemple 2.4.1 L’objectif de cet exemple est la comparaison entre différents noyauz.
Soit un échantillon de taille n = 1000 d’une loi normale centrée et réduite X; ~
N(0,1), le parameétre de lissage ou la fenétre h est fizé h = 0.4. Ensuite, calculons
[’estimateur a noyau fn (x) basé sur les données X; par les différents choiz de K,
la sortie graphique est donnée par la figure [2.4] suivante :

1) Noyau Uniforme a support compact (couleur vert).

2) Noyau Biweight a support compact (couleur orange).

3) Noyau d’Epanechnikov (2.11)) & support compact (couleur rouge).

4) Noyau Gaussien a support non compact (couleur bleu,).

On remarque que le meilleur noyau est celui d’Epanechinkov.

fn(x)
fnx)

00 02 04
00 02 04

fn(x)
00 02 04

fn(x)
00 02 04

F1G. 2.4 — Estimation NP de la densité par différents noyaux

2.5 Choix du noyau et probléme des effets de
bord

Nous terminons ce chapitre par I’étude du probléme des effets de bord et sa

relation avec le choix du noyau. L’un des objectifs en estimation & noyau est de
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déterminer quelle forme de densité est la plus facile afin d’avoir de petites valeurs

de la quantité

R(f") = /R [ (@) do.

Dans certains cas (loi uniforme ou les lois polynomiales par exemple), la densité f
est telle que la premiére et la second dérivée sont nulles, i.e., f' () =0, f” (z) = 0.

Donc, R (f") =0, cela impliquerait

o= (aayme) = (U5°)

Ce résultat nous pose un probléme dans le choix du noyau dans ’estimation NP

[
(S

= OQ.

de f.

Lorsqu’on veut estimer des densités a support borné au moins d’un co6té, I'es-
timateur a noyau classique devient non consistant, a cause des effets du bord (le
probléme des effets de bord). Bien que les noyaux précédents diminuent le biais
aux bornes, ils ne sont pas trés efficaces car le biais reste grand si on le compare

aux biais de l'intérieur du support, par exemple : le noyau Gamma.

Plusieurs solutions ont été proposées dans la littérature pour résoudre ces
problémes. Schuster (1985) [11] a proposé une méthode dite des données reflétées
(reflection data method, en anglais), cette méthode consiste a remplacer la partie

K (%) par K (%) + K (%) . L’estimateur de la densité est donné dans ce

fo () = %% ; {K (Xh_m) + K (X}:rm)} (2.18)

Marron et Ruppert (1994) [7] ont proposé la méthode de transformation

cas par

(transformation method en anglais). Elle ce compose de trois étapes. Tout d’abord,
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une transformation g est choisie dans une famille paramétrique de telle sorte que
la densité des variables Y; = ¢g(X;) ait une dérivée premiere qui est approximati-
vement égale a 0. Ensuite, un estimateur & noyau de la réflexion est appliqué a
Y;. Enfin, cet estimateur est converti par un autre changement de variables pour

obtenir une estimation de f.

Miiller(1991) [8] a proposé d’utiliser les noyaux optimaux aux bornes. La
solution la plus récente est de remplacer le noyau symétrique par un noyau asy-
métrique, qui n’assigne pas un poids en dehors du support de la densité qu’on veut
estimer. Cette idée due a C'hen (1999) [I] pour des noyaux béta et C'hen (2000)
[2] pour les noyaux gamma, dans le cas de densités a support [0,1] et [0, +oof

respectivement.

En pratique, le choix du noyau associé dépend du support de la distribution
des données dont on se propose d’estimer la densité (on choisit le noyau K selon

le support des données) c-a-d.

— Si le support des données est | — oo, +00[, on peut prendre le noyau Gaussien

(2.11)), ou le noyau d’Epanechnikov(2.13)

— Si le support des données est [0, +00], on peut prendre le noyau Gamma.

— Si le support est [0, 1], on peut prendre le noyau béta.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons essayé d’étudier le probléme du choix du noyau
dans ’estimation de la densité. Cette méthode non paramétrique est une généra-
lisation de celle d’estimation par histogramme et elle basée sur deux quantités, le

noyau K et le paramétre de lissage h.

La fenétre h o un role important, car elle détermine la qualité d’estimation et
controle le lissage (sur lissage, sous lissage) d’une fagon trés sensible. En effet,
des faibles valeurs de h implique un sous-lissage et quand h grandit, la variance
devient petite et c’est le biais qui augmente, cela implique un sur-lissage de [’esti-

mateur de f.

Mais malgré qu’en estimation a noyau le choix de la fonction K est de faible
effet. Nous étudions dans ce mémoire, cette fonction en mettons l’accent sur les
types du noyau existent, leurs construction et propriétés, le probléme du choix op-
timal d’une telle fonction K, et [influence de ce choix sur la qualité d’estimation,
ainst que le probléeme des effets de bord rencontré dans les cas d’estimation des

densités a supports compacts.

Notons finalement, que la fonction noyau est-elle méme une densité. Une ques-
tion importante (perspective de recherche) est donc d’essayer de lestimer d’une

facon non paramétrique, afin d’obtenir une fonction noyau idéale.
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