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Introduction

Au début de 20°™¢€ siécle, de nombreux travaux ont étes effectués sur une nouvelle théorie connue par
la mécanique quantique. Cette derniére dont le domaine est tres vaste a été développée dans le but de
mettre au point des formalismes décrivant la structure fine de la matiére. Des efforts considérables ont éte
consacrés par les théoriciens dans ce sens afin d’apporter des explications aux nombreux problémes
physiques soulevés a I’époque [1,2,3]. Inspiré par 1’idée de louis de Broglie, d’Einstein et de Max Planck,
Erwin Schrodinger a établi sa célébre équation ondulatoire de 1’électron [4]. Par la suite, Dirac réécrit la
forme relativiste de cette équation [5,6] et introduit une méthode de factorisation de 1’oscillateur

harmonique en 1928.

Dés lors, Schrodinger note certaines symétries de son équation et fournit une méthode de factorisation des
Hamiltoniens [4]. Aprés une décennie, Infeld et Hull [7] généralisent cette méthode pour d’autres

systéemes quantiques.

Au début des années quatre-vingt, la physique des particules élémentaires a tenter de faire une conception
de la structure fondamentale de la matiere en vue d’unifier les quatre forces de la nature. Cette théorie
suggéré d’utiliser I’hypothese de partenaire pour chaque particule ou chaque fermion a comme partenaire
un boson et vice versa. Cette symétrie entre ces deux derniers est connue par la supersymétrie et abrégée
par I’appellation SUSY [9,10,11,12]. Appliquée au départ aux systémes a haute énergie [8,9] dont
I’analyse expérimentale ne parait pas évidente, le concept de la supersymétrie a rencontré des difficultés

critiques pour s’imposer.

Afin de contourner cette contrainte, les physiciens ont pensé a tester cette supersymétrie en mécanique
quantique ‘SUSYQM’ [10,11] ou des exemples d’application sont accessibles. En fait, le recours a la
mécanique quantique était dans le but de traiter des systemes de dimension (3D ) ou le test de la brisure
de symétrie est possible. Au cours de ces essais via la SUSYQM, une mise au point de la propriété de
I’invariance de forme suggérée par Gendenshtein en 1983 [13] a montré qu’il est possible de trouver des
solutions algébriques a certains potentiels qui n’ont pas de solutions analytiques. En effet, cette méthode
attribuée a des systémes quantiques a fait 1’objet de beaucoup d’études [13, 21]. Leur particularité de
factorisation a permet de construire le formalisme général de cette théorie servant comme outil de base

pour traiter d’autres cas plus compliqués [22,23]. le formalisme a contribué¢ dans I’étude des systémes




quantiques et qui a conduit les physiciens a établir un nouveau domaine qui est connu maintenant par le

nom de la mécanique quantique supersymétrique .

Les idées de la SUSY ont contribué a la naissance de plusieurs nouvelles approches dans différentes
branches de la physique; physique atomique, moléculaire, nucléaire, statistique, physique de solide et bien

sur la mécanique quantique.

De¢s le début des recherches sur la SUSY, il a été clair qu’elle n’était pas seulement un modele pour tester
les méthodes de la théorie des champs, mais aussi un outil intéressant et puissant par ses propres idées.
Pour la premiere fois, les idées de la SUSY ont été appliquées en mécanique quantique non relativiste
(SUSYQM) par Nicolai en 1976, et ensuite en 1981 par Edward Witten qui a proposé une classe de
grands modéles unifiés au sein du cadre théorique de terrain. Plus précisément, il a considéré des modeles
(en Moins de quatre dimensions) dans lesquelles SUSY pourrait étre brisée dynamiquement .Cela a
conduit a la découverte remarquable de SUSY en quantum Mécanique traitant de systémes inférieurs ou
égaux a trois dimensions. Nicolai et Witten [24] ont montré le lien avec la méthode de factorisation,
proposée pour la premiere fois par Schrodinger pour résoudre algébriquement le probléme de I’atome
d’hydrogeéne ; Ces travaux ont été¢ généralisés par la suite par Infeld et Hull qui ont obtenu une large
classe de potentiels exactement solubles en considérant six formes différentes de factorisation.(theses état
lie) Un développement considérable a été donné a ces travaux par plusieurs auteurs , et notamment apres
I’introduction du concept d’invariance de forme en 1983 par Gendenshtein [25]. Ce concept est a

I’origine de la découverte d’une large classe de potentiels analytiquement (algébriquement) solubles.

Cette nouvelle approche est devenue tres célebre par sa simplicité a obtenir le spectre des potentiels
supersymétriques algébriquement et avec un moindre codt. Elle est maintenant généralisée et appliquée a

la résolution de problémes avec potentiels non hermitiens.
Ce mémoire comporte trois chapitres, est organisé comme suit :

Le premiére chapitre est consacré a un rappel succinct de [’algebre et la formulation
de la supersymétrie en mécanique quantique en insistant particulierement sur la méthode de

factorisation.

Le sujet principal dans le deuxieme chapitre est 1’étude de I’invariance de forme avec translation des
parametres qui nous permettent de déterminer le spectre d’énergie et les fonctions d’onde du systeme

quantique.




le troisieme chapitre concerne des exemples pour introduit de maniere directe la détermination des états
liés en utilisant la méthode SUSY et aussi on va étudier 1’équation Klien-Gordon, nous allons voir que
pour quelque probleme physique ont été étudiés par la méthode SUSY QM, nous transformons 1’équation
de Klien-Gordon en forme de 1’équation de Schrodinger afin de résoudre ce probleme par la structure de
la supersymeétrie.

Nous terminons ce travail par une conclusion générale.




Chapitre 1

LLa Mécanique Quantigue de la supersymeétrie

1-1- Introduction

Nous allons parler du modele standard et ses limites dans un premier temps, nous allons rappeler les
¢léments essentiels du modéle standard en montrant qu’ils peuvent étre compris comme étant les reliquats
a basse énergie d’une théorie plus fondamentale décrivant la physique aux trés hautes énergies. On
précisera ensuite les limites du modele standard en insistant sur le probleme le plus quantitatif celui de la

hiérarchie de masse [26] .

Et puis vint la supersymétrie qu’est tout simplement une nouvelle symétrie, I’effet d’une transformation
supersymétrigue est de transformer un état bosoniques en un état fermioniques et vice-versa, avec As = +
1/2 ou S est le spin. Si nous appelons Q le générateur de la supersymétrie qui réalise la transformation,

alors trés schématiquement.
Q | boson > = | fermion > (1.1)
Q | fermion > = | boson > (1.2)

On cherchait a combiner les symétries externes (d’espace-temps, comme les translations) et internes
(surtout globales) c’est-a-dire a étendre le groupe de Poincaré par des transformations internes. 1l y a eu
plusieurs essais dans les années 1960 mais en 1967, Coleman et Mandula montrerent de facon formelle
qu’il est impossible de combiner les deux types de symétries. C’est leur fameux théoréme no-go. En fait,
il était sous-entendu que c’était impossible en utilisant des genérateurs bosoniques (donc de spin entier)
habituels. Mais en 1971, Golfand et Likhtman réussirent I’extension du groupe de Poincaré en utilisant
des charges fermioniques, donc de spin demi-entier. C’est la supersymétrie. La méme année, Neveu,
Schwarz puis Ramond proposérent des modeles supersymétriques a 2 dimensions pour obtenir des cordes
supersymétriques qui expliqueraient I’origine des baryons. Quelques années plus tard, en 1973, Volkov et
Akulov appliquerent la supersymeétrie aux neutrinos (ils voulaient en faire le fermion de Goldstone) mais
il fut montré un peu plus tard que leur théorie, & 4 dimensions, du neutrino ne décrivait pas correctement

les interactions de basse énergie observées expérimentalement. La méme année, Wess et Zumino
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proposerent la premiére théorie des champs supersymeétrique a 4 dimensions de vrai intérét du point de
vue phénoménologique. Puis, ensemble avec lliopoulos et Ferrara, ils montrérent que la supersymetrie
permettait de supprimer beaucoup de divergences des théories des champs usuelles. Ceci a rendu la
supersymétrie trés attractive et pendant un temps donné, elle fut beaucoup utilisée pour tenter d’unifier les
bosons et les fermions. Par exemple pour unifier les particules de matiére de spin 1/2 avec les particules
de jauge de spin 1, ou les particules de matiere et les champs de Higgs, dans les méme super multiplets.
Puis en 1976, deux groupes découvrirent que la supersymétrie locale (la transformation de supersymétrie
dépend alors des coordonnées dans 1’espace-temps) incluait une description de la gravitation. C’est ce que

I’on a appelé la supergravité [27] .

1-2- Le Modele Standard et le quark top

Le Modele Standard est une théorie de jauge locale offrant une description des particules et de leur
interaction en termes de champs de matiére et de champs de jauge. Il offre ainsi une description cohérente
des phénomenes des hautes énergies en termes d'interactions forte, faible et électromagnétique.
Développé a partir de découvertes expérimentales et théoriques dés les années 40, il est apparu sous sa
forme actuelle dans les années 70. Il a permis des avancées majeures dans la description des phénomenes
de haute énergie, et a fait preuve aujourd'hui encore d'un remarquable pouvoir de prédiction. Encore
aujourd'hui, le secteur des neutrinos excepté, il n'a toujours pas été mis en défaut dans les mesures du
secteur électrofaible. Le quark Top constitue un exemple du pouvoir prédictif du Modele Standard.
Membre de la troisieme famille de quarks, sa masse a été prédite avec une remarquable acuité a partir des
mesures de précision effectuées a la résonance du Z, bien avant sa découverte par les deux expériences du
TeVatron en 1994. La premiére section de ce chapitre présente le Modele Standard et ses composantes.
La section 2 décrit la production du quark top auprées de collisionneurs hadroniques, TeVatron et LHC.
Enfin la section 3 présente la phénoménologie du quark top, avec les processus de fonds de signature
voisine. La derniere partie met en perspective la mesure de section efficace du quark top, et évoque
notamment l'intérét de cette mesure dans le cadre de la recherche de nouvelle physique [28].




1-2-1- Description du Modele Standard

Le Modele Standard décrit la dynamique des interactions électromagnétiques, faibles et fortes ainsi que le
comportement des particules élémentaires soumises a ces champs d'interaction. Les forces sont transmises
par des particules de spin entier (bosons) alors que les champs de matiére sont des particules de spin
demi-entier (fermions). A chaque interaction correspond une symétrie de jauge locale et la conservation
d'une quantité (ou d'un nombre quantique). Le Modele Standard est invariant sous I'action du groupe de
symétrie SU(3) ¢ @ SU(2)L@ U(l)y . IL possede aussi d'autres symétries internes discretes (combinaison
des symeétries de parité, conjugaison de charge, renversement du temps) et continues (rotations et
translations d'espace-temps, boosts de Lorentz). Les théories composant le Modele Standard sont des
théories relativistes : elles doivent étre, au minimum, invariantes sous le groupe de Lorentz-Poincare.
Apres avoir décrit les différentes particules élémentaires du Modele Standard et leurs nombres
quantiques, je présenterai la dynamique des différentes interactions [28].

1-2-2- Déficit du modéele standard

Malgreé ses succes expérimentaux, le Modele Standard n'est pas satisfaisant du point de vue théorique, et
le mécanisme de brisure de la symétrie électrofaible n'a pas été découvert. Ce sont les motivations
principales qui conduisent les théoriciens et les expérimentateurs a rechercher des signes de nouvelle
physique, prédits par des modéles alternatifs. Voici les principales difficultés théoriques du Modeéle
Standard :

e |e Modele Standard n'explique pas la hiérarchie entre les différentes masses des particules (m, <
eV/c?a myy, = 145 GeV /c?). Les termes de masses apparaissent en tant que parametres libres dans la
théorie ;

e il n'explique pas non plus I'écart entre les constantes de couplage qui, extrapolées a des énergies trés
élevées (6 (101° GeV)) semblent converger (sans toutefois y parvenir) autour d'une méme valeur ;

e le Modele Standard comporte 19 parameétres libres (plus 7 si on inclut les masses et les angles de
mélange et de phase de violation de CP dans le domaine des neutrinos) ;

e le nombre de générations et leur arrangement aussi bien dans le domaine des quarks que des leptons

ne sont pas compris ;




e la théorie de la Relativité Générale n'est pas compatible avec le Modéle Standard. Bien que
négligeable aux échelles d'énergies considérées jusqu'a maintenant, elle entre en conflit avec la
mécanique quantique au-dela de l'échelle de Plank (6 (10 GeV)) ;

® e mécanisme de la brisure spontanée de la symétrie électrofaible n'est pas expliqué ;

e [ 'évolution de certaines constantes de couplage, comme la constante de couplage du Higgs Ay = ;"—1;2; semble
diverger a haute énergie;

® Les corrections radiatives a la masse du boson de Higgs, quadratiquement divergentes, entrainent un ajustement
de sa masse "nue" sur plus de trente ordres de grandeur pour que la masse du boson de Higgs reste proche du TeV.
Ce probleme de "naturalité” est un des problémes fondamentaux du Modéle Standard.

e Les problémes théoriques dont souffre le Modele Standard ont suscité le développement de
nombreuses théories alternatives. Elles essaient de résoudre certains des aspects cités ci-dessus. Parmi
elles, nous présentons celles qui ont une incidence sur la production ou les désintégrations des quarks
top :

e Les théories de grande unification proposent d'unifier les forces fondamentales a I'aide d'un unique
groupe de jauge (SU(5), SO(10)) ou de plusieurs groupes (SU(3)cx SU(2),, X SU(2)g pour la symétrie
entre fermions gauches et droits). Des nouveaux bosons de jauge neutres ou chargés (notés Z' oulw'%)
apparaissent dans ces théories et peuvent donner lieu a la mise en évidence de désintégrations Z' —>tt

par exemple ;

e Les théories avec dimensions supplémentaires considérent un espace a 4 dimensions plus n autres
compacts fiés. Les conditions aux limites de ces nouvelles dimensions imposent des quantifications des
niveaux d'énergies des particules du Modéle Standard. Dans notre espace a quatre dimensions, leurs états
excités nous apparaissent sous la forme de nouvelles particules plus lourdes, appelées Z' ou W'%. Comme
précédemment, ces bosons peuvent se désintégrer en paires de fermions existantes, et la signature d'une

résonance tt constituerait un signe de ces théories ;

e La théorie dite de la "technicolor" introduit une nouvelle interaction, inspirée de la QCD, pour
remplacer la brisure spontanée de la symétrie électrofaible par une brisure dynamique [29]. Le champ
scalaire fondamental est remplacé par un champ composite formé de deux fermions réunis pas cette
nouvelle interaction de jauge. De nouvelles résonances peuvent étre formées, comme par exemple des

"technisions" est formés d'un quark top et d'un quark léger ;

e Les théories supersymétriques ou les modeles a deux doublés de Higgs utilisent le fait que le nombre

de doublets de Higgs n'est pas contraint par I'expérience. Dans ces modeles, le mécanisme de brisure de la
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symétrie électrofaible est expliqgué de maniere naturelle par I'évolution des couplages dans le
superpotentiel de Higgs. A basse énergie, ces modeles sont caractérisés par cinq champs de Higgs : trois
bosons scalaires neutres (notésA®, H° et h°) et deux chargés (H*). Les bosons de Higgs se couplant
préférentiellement aux fermions les plus lourds, la phénoménologie du quark top sera un laboratoire

privilégié de recherche de ces nouveaux bosons, notamment dans le cas des bosons de Higgs chargés ;

e Certaines théories ajoutent au Modeéle Standard une quatrieme famille de particules. Les valeurs de la

matrice V., seraient modifiées, et en particulier le terme serait plus faible ;

e D'autres modeéles exotiques introduisent des modifications des couplages entre les particules du
Modele Standard. Les courants neutres avec changement de saveurs sont tres rares dans le Modéle
Standard puisqu'ils n'apparaissent qu'a travers des boucles électrofaibles. Dans ces modeles, de tels
courants ne seraient pas interdits a I'ordre dominant et coupleraient, par exemple, les quarks top et ¢ a un

Zly* ouaun gluon

Tous ces modeles ont des implications sur la production et la désintégration du top. Par conséquent, la
mesure des observables dans le secteur du quark top permet de sonder les principales théories au-dela du
Modele Standard.

1-3- Pourquoi la supersymétrie?

L’importance croissante des symétries internes en physique des particules dans les années 1960 ont
conduit naturellement les physiciens a se poser la question de combiner de facon non triviale le groupe de
symétrie d’espace-temps de Poincaré et les groupes de symétrie interne de la matrice de diffusion en
théorie quantique des champs. Les efforts déployés trouverent leur épilogue dans un théoreme no-go

démontré par Coleman et Mandula , le résumé de ’article original [ 30].

Nous prouvons un nouveau théoreme sur I’impossibilité de combiner espace-temps et symétries internes
d’une manicre triviale. Le théoréme est une amélioration par rapport aux groupes de parameétres infinis,
plutot qu’au seuls groupes de Lie cette amélioration est obtenue en utilisant des informations sur le S
matrice; les investigations précédentes utilisaient uniquement des informations sur le spectre des

particules simples. Nous définissons un groupe de symétrie de la matrice S comme un groupe
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d’opérateurs unitaires qui transforment les états a plusieurs particules comme s’il étaient des produits

tensoriels et commutent avec la matrice S.

Soit G un groupe de symétrie connecté du S matrice, et admettons les cing conditions suivantes :

1. G contient un sous-groupe localement isomorphe au groupe de Poincare.

2. Pour tout M> 0, il n’y a qu’un nombre fini d’états a une particule avec une masse inférieure a M.

3. Les amplitudes de dilution élastique sont des fonctions analytiques de s et t [les variables de
Mandelstam], dans un voisinage de la région physique.

4. La matrice S n’est pas triviale en ce sens que deux états momentum a une particule se dispersent (en

quelque chose), sauf peut-étre a des valeurs isolées de s.

5. les générateurs de G écrits comme des opérateurs intégraux dans 1’espace de moment, ont des
distributions pour leurs noyaux. Ensuite, nous montrons que G est nécessairement localement isomorphe

au produit direct d’un groupe de Poincar¢.

Le théoreme de Coleman—Mandula montre donc que 1’algébre de Lie des symétries de la matrice de
diffusion S en théorie quantique des champs contient uniquement ’algébre de Poincaré (générateurs de

Lorentz M, et genérateurs des translationsp,s ) et un ensemble fini de générateurs 7, invariants de

Lorentz d’une algebre de Lie A [30]

En effet, la supersymétrie apporte quelque chose de trés important dans les théories des champs. Dans les
corrections radiatives a la masse du Higgs. Quand nous calculons la contribution d’une boucle

fermioniques comme celle de la figure (1.1 a), nous obtenons :

f 3
f’ -‘\
2 I ! 1
E &
EI____l‘..._f ______
{al fb'u

Fi1G. 1.1 — Corrections quantiques & une boucle a la masse-carrée
du Higgs. (a) boucle de fermion, (b) boucle de boson scalaire.
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_ yr A
Am,zi = — ﬁ [ZAZ + 6m]§ln (m—f) + ] (13)

ou A est un cut-of ultraviolet utilisé pour restreindre les impulsions dans la boucle et qui est de 1’ordre de
I’échelle de la nouvelle physique au-dela du MS. Nous voyons que la masse du Higgs diverge et que si
nous supposons le MS valable jusqu’a I’échelle de Planck, Mp = 10'° GeV ,alors 1 = M,, et cette

correction est 103° fois plus forte que la valeur raisonnable de la masse du Higgs au carré ,(10%2GeV)?!

Cette constatation est la méme si nous considérons plutot une boucle d’un champ scalaire S.

As

Am? = -
H 1672

% -2m§|n(mls) + ) (1.4)

Ou A, est son couplage avec le boson de Higgs. Que nous apporte la supersymétrie dans ce cas ? .

Si nous regardons de plus pres les 2 équations précédentes, les deux contributions divergentes (leur
terme a A? ) s’annulent si pour chaque fermion de notre théorie entrant dans la boucle nous avons aussi 2
scalaires avec A4, = yr Nous verrons juste apres que c’est exactement ce que la supersymétrie se propose
d’apporter! Et de plus, a tous les ordres (c’est-a-dire quand nous considérons des corrections a plusieurs
boucles) ceci est réalise. Il nous reste alors une divergence logarithmique mais qui n’induit pas de
problémes d’ajustements fins. A ce jour, la supersymétrie fournit la résolution du probléme de la

hiérarchie la plus naturelle et la plus efficace.
- Les deux premiers arguments ne concernent que le Higgs.

Considérons maintenant les constantes de couplages qui caractérisent chaque force fondamentale. Si nous
faisons évoluer les 3 couplages du Modele Standard en fonction de 1’énergie, nous observons qu’ils
tendent tous a se croiser a la méme échelle. En...n presque, c’est quand nous ajoutons la supersymétrie
dans les calculs d’évolution que les couplages se croisent quasi exactement au méme point (autour
de2 x 10'® GeV). Personne n’est obligé de croire en une "Grande Unification" qui repose sur cette
uni...cation des couplages, mais il est trés étonnant d’observer que la supersymétrie réalise 1’unification

aussi précisément.
- Il y a aussi un argument de ce type en faveur de 1’existence de la supersymétrie dans la nature.

Les théories de cordes, qui fournissent a 1’heure actuelle une des seules solutions au probléme de la

gravitation quantique (avec la gravité quantique a boucles), ne peuvent se passer de la supersymétrie sans
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souffrir d’inconsistances physiques et mathematiques. La aussi la supersymétrie semble un ingrédient

essentiel pour construire des théories cohérentes a haute énergie.

- Enfin, la supersymétrie peut aussi jouer un role dans ’explication de la matiére noire. C’est une des
seules théories qui possedent dans son spectre de particules des candidats sérieux. Ils ont pour nom,
Neutra lino ou gravitino, et la supersymétrie prédit, dans un cadre plausible, leur stabilité. Ainsi, une fois
créés, ils ne se désintegrent pas et ne peuvent pas étre observés directement. Leur nombre peut donc
contribuer a la masse manquante sous la forme de matiere noire.

Cette discussion démontre que la supersymétrie est une symétrie trés séduisante théoriqguement, mais
surtout tres utile. Nous n’avons encore aucune preuve de son existence mais au vu de ce qu’elle apporte
en physique des particules, il est difficile d’y rester insensible. Nous n’avons donné que des arguments

qualitatifs dans cette partie, nous allons maintenant entrer beaucoup plus en détail.[30]
1-4- L'algebre de SUSY:

Pour une description réaliste des interactions des particules élémentaires, la matrice S doit posséder
plusieurs symétries :
Invariance de Poincaré sous les translations et les rotations de Lorentz; les générateurs de ces

transformations  notés respectivement P_{ut!M {uv} vérifient I'algébre:

P]=0 (1.5)
[P;uMpa] = l(nup P, — N, (1.6)

[Muv Mpa] = l(nvp M,ua - nvaMup ~ Nup M,, + (1.7)

p et v : des indices de Lorentz (ou indices vectoriels).
Mo COrrespond au tenseur métrique plat de signature (-,+,+,+).

Invariance sous des symeétries internes en relation avec un nombre quantique conservé comme la charge

électrique ou l'isospin.

Les générateurs T* de ces symétries internes sont des scalaires de Lorentz et forment un groupe de Lie
avec des constantes de structure C**.
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[T2,P,] =0 (1.8)
[T?,M,,] =0 (1.9)
[T% TP] = 1CP°T*® (1.10)

A la fin des années 1960, Coleman et Mandula [30] démontrérent que les symétries précédentes sont les

seules symeétries continues que peut admettre la matrice S.
Cela est vrai si I'on suppose une algébre contenant uniquement des commutateurs.

Néanmoins, en 1975, Haag, Lopuszanski et Sohnius [31] montrerent qu'il n'était pas indispensable de
n'avoir que des commutateurs dans l'algebre : une algebre de Lie graduée, contenant des commutateurs et
des anti commutateurs, est tout a fait acceptable. De plus, ils établirent que I'algébre de supersymétrie est
la seule algebre de Lie graduée compatible avec les symétries de la matrice S.

L'algebre supersymétrique la plus générale doit contenir le générateur des translations P, , celui des
rotations M,,, et un certain nombre N de générateurs de symétries internes Q. Méme si N peut valoir 1, 2,
4 ou 8, dans cette analyse on se restreindra désormais au cas N = 1 car c'est I'unique cas dans lequel la
théorie dispose de fermions chiraux. Ces générateurs sont des spineur de Weyl a deux composantes Q, et

Q4 ,avec a,a = 1,2.

L'algebre de ces générateurs est : [32]

{Qu, @3} = 20, P, (1.11)
{Qu Qp} = {00, @y} = 0 (1.12)
[Qur Qp) = [Qu B.] (113)
[Qe Myy] =1 (1.14)

[Qe Muw] = 5 (0,0)5Qp (1.15)
Qe Mun] = =203 (0} (1.16)

D'aprés la premiére équation, on constate que les générateurs Q et Q ont une dimension de masse 1/2.
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Les 0,y = i(a,ﬁ — 0,0,) de I'équation sont les générateurs du groupe SL(2, C). les opérateurs Q, et Q4

appartiennent respectivement aux représentations (1/2,0) et (0,1/2) du groupe de Lorentz :
- Q, se transforme comme un spineur de Weyl gauche.
- Q;comme un spineur droit.

- a et B : étant des indices spinoriels.

1-5- Formulation hamiltoniénne de la MQSUSY

1-5-1- Commutation et anticommutation
Le commutateur de deux opérateurs A et B se calcule de la maniére suivante [33]

[A,B] = AB — BA (1.17)
On définit également leur anti commutateur

{A, B}= AB+BA (1.18)

Sur ce principe et on se basant sur ce qui a été décrit précédemment, on peut également définir des
opérateurs fermioniques de création et d’annihilation (que nous noterons respectivement f+ et f'). Ceux-Ci

satisfont les relations d’anticommutation.

=1 r1=1{f1=0 (1.19)
De la méme maniére que les opérateurs bosoniques b et b* satisfont les relations de commutation.

{(b*, b} =1{b*,b*} = {b,b} =0 (1.20)
1-6- Equation de Schrddinger stationnaire

L’équation de Schrodinger pour 1’évolution dans le temps de la fonction d’onde ¥ (7,t) d’une particule

repérée par son vecteur position r s’écrit :

ih S (F,0) = H(E 1) (1.21)
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Ou H est I’opérateur hamiltonien de la particule et~ la constante de Planck. Si la particule est en
interaction avec un potentiel scalaire stationnaire et en I’absence de champ magnétique, H ne dépendra

pas explicitement du temps et prendra la forme simple suivante :
H=- — A+ V(r) (1.22)

Ou m est la masse de la particule, supposée constante, A estl’opérateurLaplacien et V(r) étant I’opérateur
d’énergie potentielle associée au potentiel d’interaction. Les états physiques sont celles qui correspondent

a des solutions pour lesquelles

V (r )est normalisable sur tout I’espace de définition de (r) .Autrement dit V (r ) appartient a I’espace de

Hilbert des fonctions de carré sommable :
[dT|V(D)|? < (1.23)

Car |[V()|? représente la densité de probabilité de présence. Pour résoudre une équation du type dans le
cas stationnaire, on utilise souvent la technique de séparation des variables d’espace et du temps. Ceci
consiste a chercher les solutions sous la forme d’un produit d’une fonction de 1’espace et d’une fonction

du temps :

) =U®) () (1.24)
En substituant dans, on obtient apres séparation

dh w1 e
O & - e® Ho(r) (1.25)

Il s’agit d’une égalité entre deux expressions, dont 1’'une ne dépend que de I’espace et 1’autre ne dépend
que du temps, qui n’est satisfaite que si chaque membre est égal a la méme constante. Ainsi, si on dénote

cette constante par E, u(t) et ¢(r) seront donnés par :

du(t) _ i
-~ = —Eu(®) (1.26)
dont la solution est simplement donnée par
u(t) = u(0) exp(—+ Eu(t)) (1.27)

et
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Ho(r) = E@(7) (1.28)

L’équation que doit satisfaire la fonction est une équation aux valeurs propres de I’opérateur ¢(T)
agissant dans 1’espace de Hilbert. Parconséquent les valeurs propres E de ’Hamiltonien coincident avec
les énergies possibles que peut prendre la particule soumise aux interactions extérieures. Cette équation

est appelée "équation de Schroédinger stationnaire™.

Selon la forme de I’interaction, les solutions physiques peuvent étre de deux natures différentes. Les
solutions étendues dans ’espace, c’est-a-dire qui ne s’annulent qu’a ’infini, représentent les états de
diffusion et sont associées a des énergies appartenant au spectre continu de la particule. Par contre, les
solutions localisées dans 1’espace, ¢’est-a-dire qui s’annulent a I’extérieur d’un domaine fermé et borné,
représentent les états lies [34,35] et correspondent a des énergies discrétes appartenant au spectre
quantité. Un systeme physique peut avoir uniqguement des états de diffusion ou uniquement des états liés
comme il peut avoir les deux a la fois. Pour un hamiltonien du type (1.22) , on peut avoir une idée sur la
nature du spectre directement a partir de la forme du potentiel si ce dernier est & une dimension de
I’espace V(1) = V(x), ou central, V(r) = V(x)Dans ces cas particuliers, comme en mécanique classique
[36] , ’existence d’un minimum pour le potentiel est une signature de 1’existence d’états localisés et par
conséquent d’un spectre d’énergies quantifiées dont le nombre dépend de la profondeur du minimum. Par
ailleurs, on montre que dans ces cas le spectre n’est pas dégénéré [35] , de sorte qu’a chaque niveau
d’énergie quantifiée correspond une seule fonction propre caractéris€ée par le nombre de zéro qu’elle
posséde sur I’intervalle de définition du potentiel [37] ; la plus basse énergie lui correspond une fonction
d’onde qui n’a aucun zéro et est appelée niveau fondamental, celle du premier niveau excité possede un
seul zéro, et ainsi de suite, c’est & dire de fagon générale la fonction d’onde du niéme niveau excité
possede exactement n zéro. Toutes les solutions ne satisfaisant pas ces conditions ne peuvent pas

représenter des états physiques.

1-7- La SUSY pour I'étude de potentiels a une dimension :

Cette section peut étre considérée comme une premiére étape importante pour la
Découverte de nouveaux potentiels analytiquement solubles. Nous y verrons comment, a partir d'un

potentiel donné, générer ses superpartenaires. 1l est connus maintenant que I'Hamiltonien
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Supersymeétrique HS d'un systéme de combinaison de bosons et fermions est écrit comme la somme de

I'namiltonien bosoniques HB et fermioniques HF [38] .
HS = HB + HF (1.29)

En substituant les superpartenaires hamiltoniens H, et H_ [39].

H = (h(')— h(r)+> (1.30)

Pour I'Hamiltonien & une dimension Hj , il est redéfinit comme H. dans I'eq (1.30) Un des ingrédients
principaux pour la résolution exacte des problémes d'un potentiel dimensionnel est le raccordement entre
les fonctions d'onde et le potentiel.
Ce n'est pas toujours evident de connaitre exactement le potentiel (jusqu' a une constante) juste en
connaissant la fonction d'onde de I'état fondamental (ou toute autre fonction d'onde d'un autre état). Le
nom donné a ces opeérateurs n'est pas dépourvu de sens car celui de création augmente les valeurs propres,
et d'annihilation les diminue.
Soit I'Hamiltonien d'une particule :
h2d?

Hy = —o——=+Vi(x) (1.31)

On va voir ici qu'il est possible de déterminer le potentiel V,(x) si I'on connait I'état fondamental [22]. Si

Yo(x) (I'état fondamental) tend vers zéro pour x — oo et ne possede aucun nceud, et si on choisit
I'énergie de I'état fondamental de I'Hamiltonien H; comme étant zéro (Egl) = 0). Alors on a I'équation de

Schrodinger de la fonction d'onde de I'état fondamental v, (x) :
Hapo(x) = —(h*d*Po)/2mdx® + V1 (x)ho(x) = 0 (1.32)

A partir de cette équation, on trouve facilement une expression de V;

_ R o(x)
Vi(x) =5t (1.33)

Une fois que nous réalisons ceci, il est maintenant trés simple de factoriser I'hamiltonien en utilisant :
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H,=A%A (1.34)
Ou

hod f___h od
A= N +W(),A \/_d +W(x) (1.35)

Les opérateurs de création et d’annihilation Afet A sont une généralisation des opérateurs b Tet b que

nous avions cité précédemment.

Ceci nous permet d’identifier.

V() = W2(x) — =W (x) (1.36)

Cette équation est I’équation bien connue de Riccati. Ou W (x) est généralement connu sous le nom de
”superpotentiel” en littérature de la MQ SUSY. La solution pour W (x) en termes de fonction d’onde

d’état fondamental est :

h M)

W =~ e

(1.37)

Cette solution est obtenue a condition que AW, = 0 est satisfaite, nous avons automatiquement une

solution HY, = ATAY, = 0. (1.38)

La prochaine étape en construisant la théorie SUSY liée a I’hamiltonien original H; est de définir
I’opérateur H, = AAT obtenu en renversant ’ordre de A et de AT. Une peu de simplification prouve que

’opérateur Hj est en fait la correspondance hamiltonienne a un nouveau potentiel , (x)

h2d?

Hy === 4 V,(x) (1.39)
V,(x) = W2(x) + Jzi_m W (x) (1.40)

Les potentiels V; (x) et V,(x)sont connus en tant que les potentiels partenaires supersymmetriques ou
encore les potentiels "SUSY -partenaires". Notez que les valeurs propres d’énergic de H; et de H, sont

semi-définies positifs(E(l'2 > O). Pour n > 0, I’équation de Schrédinger pour Hy

Hpt = 4T ap®d = EPpd (1.41)

20




Implique
Hy(ApP) = aa*aptt = EXP (Ap?) (1.42)

De la méme fagon, I’équation de Schrodinger pour Hy

Hyp? = atapl? = EPp? (1.43)
Implique
Hi(A* ) = AT 4ar P = EP 4ty (1.44)

D’apres les éqgs (1.37) et (1.44) et du fait que Ef)l) = 0, il est clair que les valeurs propres et les fonctions

propres des deux hamiltoniens H; et H, sont reliées par

EY = B, (1.45)
EY =0 (1.46)
2 _ A‘/’r(zl4?1
n T e (1.47)

aty®

1/11(11+)1 = 1/)(:) (1.48)

E

(n = 0,1,2..) Notez que si 1/)7(11431 (t/),(f)) de Hj(Hy) est normalisé alors la fonction d’onde 1/),52)(1/),(1?1

dans les éqgs. (1.47) et (1.48) est également normalisé. De plus, ces relations nous montrent que si I’on
connait toutes les fonctions propres de H;, on peut déterminer les fonctions propres de H, en appliquant
I’opérateur A , et si I’on connait toutes les fonctions propres de H,, on peut déterminer les fonctions
propres de Hj (mis a part I’état fondamental, qui n’a pas de SUSY -partenaire) en appliquant 1’opérateur
At L’operateur A(A‘L) convertit non seulement une fonction propre de H; (/) a une fonction propre de
H, (Hy) avec la méme énergie, mais elle détruit également (crée) un noceud supplémentaire dans la fonction
propre. Puisque la fonction d’onde de 1’état fondamental de H; est annihilée par I’opérateur A cet état n’a
aucun partenaire de SUSY. Ainsi 1’image que nous obtenons est que en sachant toutes les fonctions

propres de H; nous pouvons déterminer les fonctions propres de H; en utilisant 1’opérateur A et vice versa
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en utilisant A" nous pouvons reconstruire toutes les fonctions propres de H; de ceux de H, excepté I’état

fondamental. Ceci est illustré dans la figure (1-2) [28]:

E, A E,
E;” A Ey’
Ey

Figure (1-2) : Action des opérateurs A et A*

La raison fondamentale de la dégénérescence des spectres de H; et de H, peut étre comprise trés
facilement des propriétés de 1’algebre de SUSY. On peut maintenant écrire et considérer une matrice

hamiltonienne SUSY de la forme

o= (12')1 132) (1.49)

Cette matrice hamiltonienne fait partie d’une algébre fermée qui contient les opérateurs bosoniques et
fermioniques avec des relations de commutation et d’anticommutation (voir 1’algébre précédemment).
Nous considérons les opérateurs supercharges Q et QT(déja rencontrés lors de 1’étude de 1’algeébre SUSY)

sous laforme Q = AftetQt = ATf dans un cadre général, ce qui est équivalent a :

0= 9 as
0+ = (8 Ao+) (151)
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De par la généralisation des opérateurs de création et d’annihilation. Dans ce contexte, 1’effet de Q et de
QT est de relier les fonctions d’onde de H; et H,: Les relations suivantes de commutation et

d’anticommutation décrivent la superalgebre fermée sl (1/1) :

[H,Q]=[H,0"]1=0,{Q,Q"}=H,{Q,Q} ={Q*,0"} =0 (1.52)

Le fait que les supercharges Q et QT commutent avec H c’est le responsable de la dégénérescence. Les
opérateurs Q et QT peuvent étre interprétés comme opérateurs qui changent des degrés de liberté

bosoniques au fermioniques et vice versa. Ceci est élaboré au plus loin dans les exemples de 1’oscillateur

harmonique de SUSY [41,42].

1-8- Factorisation et Hiérarchies d’Hamiltoniens

Dans ce qui précede nous avons trouvé qu’une fois qu’on connait la fonction d’onde de 1’état fondamental
qui correspond a H,, on peut trouver le superpotentiel de 1’éq (1.37) . On sait aussi que la fonction d’onde
de I’état fondamental du partenaire hamiltonien H, est déterminée par le premier état exité Hs en
appliquant I’opérateur A,, donc on vient de voir qu’on peut déterminer H, si I’on connait H,. On peut dés
lors aussi refactoriser H, pour déterminer son partenaire Hs, puis refactoriser H; pour déterminer son

partenaire H,, et ainsi de suite. Chaque nouvel Hamiltonien a un état lié de moins que le précédent.

Pour simplifieron prend A = 2m =1

H, = AtA, + ED= £
1= 1441 + E(O) = -dxz + Vl(X) (153)
ou
d d ain (W)
A= —+ Wi(x), Af = ——+ Wy(x) W= — —H2 (1.54)
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Le partenaire SUSY Hamiltonien est donné alors

d?
Hy = AfA; + E(y)= —— + V(%) (1.55)
ol
V,(x) = Wi +wi + EQ) = V() + 2wy = V3 (x) — 2 z P (1.56)

On doit introduire la notion E,(lm) , N est le niveau d’énergie et (m) refert le m’iéme hamiltonien H,,. Les
valeurs propres et les fonctions propres des deux hamiltoniens

H,; et H,
O _ @ (2) — (@ €)) 1)
E(Tl+1) E(n) (E(n+1)' E(o)) 124, Ynia (1.57)

Maintenant commencant par H; dont I’énergie fondamentale est Eéz) = El(l)

On peut simuler généralement le troisieme hamiltonien H; comme le partenaire SUSY deH, , d’aprés
ceci nous pouvons écrire H,sous la forme

Hy = AAf + E()= A5 A, + EV (1.58)
ol
@)
d d din (Y;™)
_ 4 +_ @ _ o anty, )
A, = dx+W2(x)' A; dx+W2(x) ;Wz(x) dx
Hy = ApA3 +ED = -2 4 vy () (1.59)
V() = W +wh + ED = V,(0) — 255 g = V() — 2 In(d, d) (1.60)
En outre
E}= E2,,= ELy, (1.61)
Y3 = (Epyq- ED™V24,92 (1.62)
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- (E(l)

n+1

1) — 1
_ El( )) 1/2 (E()

n+1

1)\ —
— ES 12,4091,

De cette maniére, c’est clair que si [I’Hamiltonien d’origine H; a un nombre p

d’états liés, aux valeurs propres E,(ll)et aux fonctions propres 1/),(11) avec 0 <n <(p-1) alors on peut

toujours générer une hiérarchie de (p-1) Hamiltoniens Hy, H, .. H,

Tel que H,, (oum =2,3,..p) a le méme spectre de valeurs propres que H; [22], a part que H,,, n’a pas les
(m-1) premiéres valeurs propres de H; pour m = 2,3,4,...p.

H,, est alors donné par la relation suivante :

— A+ L _ a?
Hu = AfyAm + EQ 1= = 4 V(%) (1.63)
Ou
d din ™)
Am = E + Wm(X) , Wm(X) = — d—xo (164)
on a aussi les relations
EMW=g" V= =W (1.65)
2 — 1 1)\ — 1
= [EY _-EP )2 (S CEDYTY2 4 At (1.66)
d? _
V() = V3 () - 225 In(g” e pg ) (1.67)

Dans ce chemin, connaitre tout les valeurs propres et fonctions propres de H; on sera directement tout les
valeurs propres d’énergie et fonctions propres de la hiérarchie de p -1 Hamiltonien.
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1-9- Brisure de la Supersymeétrie

1-9-1- La brisure de la supersymétrie et les masses des partenaires

supersymétriques  [45]

Le systeme simple de l'oscillateur harmonique nous a montré qu'une théorie supersymétrique impose aux
partenaires d'un super multiplet davoir des masses identiques Cependant, les partenaires
supersymétriques du modeéle standard n'ont pas été observés et la supersymétrie n'est donc pas une
symeétrie exacte aux echelles d'énergie auxquelles nous faisons nos expériences. La supersymétrie doit
donc étre brisée quitte a étre rétablie aux trés hautes énergies tout comme la symétrie SU(2),> U(1) est
rétablie a des échelles d'énergie tres supérieures a v car on peut alors prendre v =0 . Dans toute
extension supersymétrique du modéle standard, il faut donc inclure la brisure de cette symétrie et chaque
mode de brisure constitue un modéle spécifique prédisant un certain spectre de masse Le contenu minimal
en champs de la partie purement supersymétrique ainsi que les couplages sont par contre spécifiés
indépendamment du modeéle. L'observation des partenaires supersymétriques dira si la supersymétrie est

réalisée mais c'est la détermination précise de leur spectre qui discriminera entre les modéles.

Si les masses des partenaires supersymétriques sont relativement libres, elles ne peuvent cependant pas
étre trop grandes au risque de réintroduire le probleme de la hiérarchie En effet, la supersymétrie ressoude
le probléme de la hiérarchie car dans les boucles des graphes de la figure 1.2, pour chaque degré de liberté

dnsdu modele standard il y a un degreé de liberté partenaire supersymétrique d,,qui contribue avec un
signe oppose. La contribution de d,s,) ne compense exactement celle de d,,;que si les masses des
partenaires sont égales. Si les masses des deux partenaires M, ,, et M,,;ne sont pas égales, il y a une
contribution & I'évolution de mjavec I'échelle d'énergie qui est proportionnelle & (M2, - M3) comme

I'indique un simple argument dimensionnel avec un coefficient de proportionnalité de l'ordre de la
constante de couplage a entre les deux: champs et le boson de Higgs (a un facteur %prés ) L'évolution de

la masse du boson de Higgs (ou plutdt des bosons de Higgs) est alors de la forme :
Mg (A) =M (A) + ~(M2ysy M) (1.68)

ou les termes d'évolution logarithmiques n'ont pas été écrits.
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pour que le probléeme de la hiérarchie ne se pose pas c'est-a-dire que mysoit naturellement de I'ordre de
1TeV , il faut que les deux termes de droite soient du méme ordre de grandeur et donc de l'ordre de

grandeur du membre de gauche soit (1TeV )2 on donc :
|M§usy - Mrznsl <(1TeV)2

Cette prédiction tres forte est aussi a l'origine du succes de la supersymétrie. En effet, la supersymétrie ne
prédit pas précisément le spectre de niasse mais si l'on est capable de rechercher les particules
supersymétriques jusqu'a des masses de l'ordre de 1 TeV, on pourra affirmer si c'est bien la supersymétrie

qui résout le probleme de la hiérarchie

1-9-2- Les modes de brisure de la supersymeétrie
Il existe deux modes de brisure de la supersymetrie :

1- Brisure explicite

Ce mode de brisure consiste en fait a ne pas faire d'’hypothese precise sur le mode de brisure et a
introduire a la main dans le lagrangien des termes qui ne sont pas supersymétriques Cependant, ces
termes ne doivent pas faire réapparaitre le probléme de la hiérarchie et ne doivent donc pas conduire a des
divergences quadratiques, on dit alors que ces termes brisent la supersymétrie de fagcon douce. Bien que
peu satisfaisant formellement, ce mode de brisure permet de construire des modeles
phénoménologiquement viables, Les termes de brisure douce ont été recensés [43] et comprennent des
termes de masse pour les scalaires, des termes de masse pour les fermions des multiplets vectoriels (c'est-
a-dire les jauginos) mais pas pour les fermions chiraux, des couplages trilinéaires proportionnels aux
termes de Yukawa du superpotentiel ainsi que des couplages binaires (mais pas quartiques) entre

scalaires. Le lagrangien de brisure peut alors s'écrire:

a=1,2,3

L brisure de susy = Z mizj b pj + Z Mo Pog
ij

+ Y. (Ayh,QLUgH; + AghqQrdg + Achel ER) (1.69)
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C'est dans cette partie du lagrangien que le nombre de nouveaux parametres est le plus important (de
I'ordre de la centaine). La phénoménologie de la supersymétrie est alors inextricable si I'on ne fait, pas
quelques hypotheéses simplificatrices. Nous verrons plus bas que ces hypothéses sont en fait des
hypothéses d'unification & haute énergie.

2- Brisure spontanee

Ce mode de brisure consiste a copier le mode de brisure de SU(2), xU(1)ydans le modéle standard en
brisant la supersymeétrie spontanément Nous avons vu que le vide de la supersymétrie est d'énergie nulle
et pour briser spontanément la supersymétrie il suffit donc que I'énergie du vide soit non nulle. Tout
comme pour la brisure de SU(2),> U(1)y, il faut alors sattendre a la présence d'une particule de
Goldstone. Lorsque c'est un groupe de Lie qui est brisé, il s'agit d'un boson de Goldstone, dans le cas de la
supersymétrie les générateurs n'obéissent pas a les relations de commutation mais a des relations
d’anticornmutation et la particule de Goldstone est alors un fermion appelé goldstino, Ce goldstino fait
partie d'un multiplet chiral ou vectoriel selon que la brisure a lieu dans la partie chirale (on parle alors de
brisure de type F) ou dans la partie vectorielle (on parle alors de brisure de type D) Bien
qu'esthétiquement plus satisfaisante que la brisure explicite, la brisure spontanée a plus de difficultés a
produire des modéles phénoménologiquement viables De plus, la brisure spontanée correspond a une
énergie du vide non nulle et cette densité d'énergie du vide s'interprete en cosmologie comme une
constante cosmologique. Lin modéle completement supersymétrique (densité d'énergie du vide nulle) est
en accord avec les observations (la constante cosmologique Aest limitée par VA = 10742 GeV).
Cependant., la supersymétrie est brisée et I'échelle de brisure est au moins de 100 GeV (compte-tenu des
résultats du LEP nous savons qu'il faut aller a des énergies supérieures pour observer les partenaires
supers y métriques), L'échelle naturelle de la densité d'énergie du vide est I'échelle de brisure elle-méme
et la constante cosmologique correspondante est 11) 50 fois plus grande que la limite observationnelle. Ce
désaccord colossal est faible, 5e la plus importante du MSSM (et en fait de toutes les théories en physique

des particules)

1-9-3- Brisure de SUSY induite par la gravitation

1- Le lagrangien de brisure et le réle du secteur cache

Nous venons de voir que sur les deux modes de brisure, le premier permettait de construire facilement des

modeles viables mais n'était pas tres satisfaisant esthétiquement alors que le second I'était davantage mais
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qu'il n'est alors pas aise d'en deduire la phénoménologie a basse énergie. Dans le cadre méme du MSSM,
il existe de nombreux choix possibles mais la plupart des modeles se basent sur une brisure qui est un
amalgame de ces deux modes.

L'ensemble des termes de brisure possible est réduit a un choix minimal incluant des termes de masse
pour les scalaires et les jauginos et un terme quadratique pour les champs de Higgs proportionnel au

terme qui apparait dans le superpotentiel :
[.: bT‘isuT'e de MSSM = Z(AuhuQLﬁRHZ + AdhdéLJR + AeheI_Le_R)
+B,H,H,

+Za=1,2,3 Malﬁalpa-"z:imiz |¢)|2 (1-70)

La raison pour laquelle les deux premieres lignes de ce lagrangien de brisure sont simplement
proportionnelles a des termes du superpotentiel (les termes de Yukawa pour la premiére ligne et le terme
bilinéaire dans les champs de Higgs pour la seconde) trouve son origine dans la possibilité que la
supersymeétrie soit brisée dans le secteur de la gravite, Ce mode de brisure suppose qu'il existe des champs
qui n interagissent avec ceux du MSSM que par l'intermédiaire de la gravitation (ce sont des singlets sous
les différentes transformation de jauge du modele standard) Ces champs interagisses tres faiblement avec
le secteur Su(3), <Su(2) x U(1) des que l'échelle d'énergie est de quelques ordres de grandeurs
inférieure @ Mp,qn (il font alors partie du secteur caché) L'état fondamental du secteur caché n'est pas
supersymétrique et le fermion de Goldstone., appelé gravttino, a un spin | car c'est le partenaire
supersymétrique du graviton qui est de spin 2 (les champs de jauge de la gravitation sont tensoriels et
décrivent donc des particules de spin 2). La supersymétrie est brisée si le graviton n'a pas la méme masse
que le gravitino puisqu'ils sont partenaires supersymétriques. Cette brisure est induite sur le secteur
visible puisqu'il y a interaction gravitationnelle avec des termes de masse pour les scalaires et les jauginos
et des termes d'interaction simplement proportionnels a ceux du superpotentiel d'ou la forme du
lagrangien de brisure. On peut remarquer que les termes ainsi introduits sont proches des termes

introduits lorsqu'un mode de brisure explicite est choisi.
2- Les conséquences unificatrices (et simplificatrices)

Comme les interactions gravitationnelles ne voient pas la différence entre les saveurs, il faut s'attendre a
ce que les particules aient des masses identiques a une échelle d'énergie entre I'échelle d'unification et

I'échelle de Planck. Par contre, les scalaires et les jauginos n'ont pas de raison en général d'avoir la méme
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masse et on s'attend donc a ce que les scalaires d'une part et les jauginos d'autre part aient des masses
identiques a L'échelle d'unification A,,:

my(A,) = mg; My(Ay) = My(A) = M3(A) = mq2 (1.71)
ou mO est la masse commune des scalaires a I'échelle d'unification et m,,, celle des fermions (certains
modeles réduisent encore les parametres de masse en supposant m, = m;,, = mg,la niasse du

gravitmo) et M; et M, et Mssont les masses des jauginos de U(1)y ,SU(2) et SU(3)respectivement. Les
termes apparaissant dans le lagrangien de brisure qui sont proportionnels a ceux du superpotentiel auront
un facteur de proportionnalité qui sera le méme pour les différentes familles puisque la brisure de la
supersymétrie est aveugle a la distinction entre les familles. On a alors unification des couplages
trilinéaires :

A(A) =A (1.72)
Il faut remarquer que les bosons de jauge et les fermions restent pour l'instant de masse nulle, ils
n‘acquiérent une masse qu'apres la brisure deSU(2), x U(1)y
On voit que l'intérét du modéle est que tout en utilisant la brisure spontanée de SUSY, les termes de
brisure restent relativement libres et permettent de construire des modeéles viables (les détails du secteur

caché ne jouent pas de r6le dans la forme générale des termes de brisure).
3- Les conséquences a I'échelle électrofaible

A basse énergie, les particules auront des masses différentes car elles évolueront différemment avec
I'échelle d'énergie selon leurs couplages et il est ainsi possible de reproduire un spectre riche a basse
énergie avec seulement quelques parameétres définis a haute énergie La partie qui reproduit le spectre a
basse énergie est assez dépendante du modele et c'est I'expérience qui permettra de confirmer ou infirmer
les modeéles

L'évolution M;, M,, M,

étant regie par les couplages des jauginos (qui sont aussi ceux des bosons de jauge) I'évolution des M;,

avec l'échelle d'énergie sera de la méme forme que I'évolution du couplage o, du groupe de jauge

correspondant :
M; — my/2
ar(A) ai(Ay) (1.73)
Ce qui donne, si I'on applique cette relation a I'échelle électrofaible [44]
M; = % (sin 6)2M, = 2% (cos 6y,)? M, (1.75)
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Ou asest la constante de couplage fort, a la constante de structure fine et 6,,1'angle de Wemberg avec

SU(5) comme groupe d'unification
Numériquement., on a la relation approchée
M; =~ 4 M, = 8M,;
Pour la suite nous utiliserons le parameétre:
M= M,
qui sera un parametre fondamental du secteur jauginos

Si les paramétres de masse des jauginos sont déterminés de facon relativement univoque des que I'on se
place dans le cadre du MSSM avec brisure de supersymeétrie dans le secteur gravitationnel, il n'en est pas
de méme pour les masses des scalaires qui sont trés variables selon les modéles. Il est cependant possible
d'avoir des prédictions pour I'ensemble du spectre a partir d'un lot réduit de parameétres et d'hypotheses
raisonnables. Nous reviendrons sur ce point apres avoir introduits les autres paramétres qui entrent dans la

détermination du spectre des scalaires.
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Chapitre 2

Invariance de forme

L’invariance de forme pour une potentiel stationnaire a une dimension a été intro duite en 1983 par
Gendshtein , cette propriété fondamentale, combinée aux résultats de la hiérarchie abordés dans la section
précédente, permet d’obtenir toutes les énergies quantifiées de 1’hamiltonien par une formule simple et
unifiée. Les fonctions propres associées aux niveaux excitées peuvent également étre déduites

directement de la fonction propre de 1’état fondamental.
2-1- Définition

Considérons que le potentiel supersymétrique de départ dépend de certains parametres qu’on dénote
simplement par a, Il s’écrit donc explicitement V_(x, a;) . Les équations de Riccati pour les potentiels

partenaires associés V + (x, a,) s’écrivent donc comme suit :

V_(x,a;) =w?(x,a,) - \/zlm w'(x,a,) (2.1)

hoo
V+ (x,a,) =w?(x,az) - 7~ w'(x,a5) (2.2)

Donc la méme forme et ne différent que par un ensemble fini des parametres, on dit que ce sont des
"potentiels invariants de formes". Simplement, I’invariance de forme se caractérise par la relation

suivante :
V+(x,a,) = V_(x,a1) + R(aq) (2.3)
Ou R(a,) est une fonction indépendante de x, appelée " Reste ".
ou a, eta, sontdeux jeux finis des parametres, reliés par :
a; = f(a1)

La fonction f peut etre une fonction quelconque, mais jusqu’a présent toutes les études effectuées sur les
differents potentiels connus qui sont analytiquement solubles, ont conduit seulement a trouver deux

formes principales.
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La premiére forme relie a; et a, par une relation de translation, de la forme:
a, =a; +a
ou est une constante finie arbitraire.

La plupart des potentiels que nous pouvons rencontrer dans les études des systémes

quantiques (non relativistes) appartiennent a la premiére categorie.
La seconde forme relie a; et a,par un facteur d’échelle sous la forme :
a,=(qa; avec 0<qg<1

Il existe, toutefois, d’autres possibilités pouvant, peut-étre, conduire a d’autres classes des
potentiels invariants de forme. L’une est une généralisation de la seconde forme, considérée

ci-dessus :
a, = qaf
avec
0<g<letp=234,....
Une autre relation est proposée sous la forme :
qa

a, =—avec 0 < g < letpa <<<'1
1+pa

2-2- Invariance de forme et hiérarchie de potentiels

superpartenaires

On peut dés lors appliquer le concept d’invariance de forme a la SUSY. supposons que les deux potentiels

partenaires V; et IV, déja définis par, sont invariants de formes on peut donc écrire :
Vo(ay) = Vi(ay) + R(ay) (2.4)

Les relations et entrainent que :

dZ
Hy(ay) = — 5+ Va(x,a1) (2.5)
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dz
=-—ZtVi(x,az) +R(ay)

= H;(a;) + R(ay)

Qui signifie le spectre de H,(a,) est le méme que celui de H, (a;) mais décalé d’un facteur

constant R(«a). Ceci veut dire aussi que les fonctions propres l/J(Z) (x,a,) et lp,(f) (x,a;) sont

n

identiques, on écrit :

{ B (x,a1) = P (x, a)
EP (a)) = EP(ap) + R(ay)

Maintenant cette relation Combinant sous la forme :
A (a) A +E® = AF A +EM + R
2 (a1) Az (aq) +E; 1(az) 4y (a) + E; (a1)
ce qui permet d’écrire :

{532> = E = R(ay)
A (ar) = Ay (ay)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Appliquons encore une fois la condition d’invariance de forme aux deux partenaires V, et V5, On trouve :

V3(x,a,) = Vz(x:f((h)) + R(ay)

Vi(x, f(f(a1))) + R(f) + R(a1)

Vi(x,a3) + R(a;) + R(a,)

de méme méthode on peut écrire H;(a,) en fonction H,(a,) sous la forme :
d2
Hi(ay) = — =t Va(x,az) +R(ar)
= H,(az) + R(ay)
= Hy(ay) + R(a,) + R(ay)

Nous avons exprimé les caracteristiques de H;(a,) en fonction de H;(a;) comme :

P a) = PP (x, az)
EP(ay) = EP(az) + R(ap) + R(ay)

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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Maintenant cette relation Combinant sous la forme :

A3 (ay) As (a)) +ES = Af(as) Ay (a3) + EP + R(ay) + R(ay) (2.11)
Vient que :
{Eé” = E{Y(a) = R(a) = R(ay) 212)
Az (a;) = A;(as) .

On peut présent procéder a une généralisation en considérant deux potentiels partenaires successifs

V41 €t Vi, de la hiérarchie. On peut écrire donc :

Vi1 (X,a1) = Vo (%, £ (a1)) + R(ay) (2.13)
=V (x,fz(al)) + R(f(al)) R(a,)

=Vin-2 (x,fS(al)) +R(f @(ay)) + R(f(‘h)) + R(ay)

=V; (% f™(@)) + ZR FP(ay)
=V; X@m+1) + LR (Ak+1))
Ce qui conduira, par analogie :
Hin1 (6,81) = = o 4 Vi (3, 01) (2.14)
= Am(a)A, (ay) + ESP

Aty (ay) Ap—q(ay) +E(§m_1)

Par conséquent, on obtient finalement :

Hy,(x,a;) = — % +Vi(x,a,) + Z,Ii;(l) R(ay) (2.15)
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= Hy((ap) + Tho R(a)
Ol a,, = fP~Y(a,) est la fonction f appliquée (p-1) fois.
ER = YRZoR(a)

1/)7(1”“) (x,a;) = lpil)(x, a,) avecn =1 (2.16)
Ap+1(a0) = Al(ap)

EP = YP R(ay)

Alors, on obtient les spectres et les fonctions propres de 1’hamiltonien original H sous la forme :

{w W an) = Moy ([En(an) — B2 7Y% At (@ - 1) i (x ap)avecn > 1 217)

En(ay) = Eo+ YRZoR(ax)

Enfin, on arrivée a une résultat trés intéressante ; pour obtenir tous les niveaux excités
de H; il sufit d’obtenir la fonction d’onde 1,[131) (x, ay) de son état fondamental par le biais

de puis calculer zpél) (x, ay,) et aprés on applique la condition d’invariance de forme

pour trouver les restes (ay) . [46]

2-3- Invariance de forme des potentiels superpartenaires dans

Iexemple ®(x) = tanhfx  [47].[48] . [49]. [22]

L’exemple du superpotentiel ®(x) = tanhfx a été traité dans le cadre de

I’invariance de forme par Gendenshtein (1983). On suppose f > 0eta > 0

Si ce n’était pas le cas, on aurait en effet :

D2(X) = - \/zi—mq"(") > P%(X) + = @' (x)

Ce qui conduirait a un hamiltonien A_ dont le spectre en énergie serait supérieur a celui de H_, pour

assurer un état fondamental d’énergie nulle a A_, on impose donc & > 0 :

1
)
cosh”Bx

d2(x) = oc? tanh® o« x = o2 (1 — ) (2.18)

AT _ xh xh B
CD ( ) cos h* Bx V2m

«— (2.19)
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Dou V_(x) =2

—x (x + )cost o (2.20)
Vi (x) = o —oc (o — )COS eI (2.21)
Ce potentiel super partenaires satisfont a la condition d’invariance de forme
— 2 _ _BrN_ 1 _ 2 Bhy_1 '
Vi) = o — (OC \/m) cos AP ocx x (o< + \/ﬂ) cos h* Bx +R(x) (222)
=V, (x, ') + R (x')
En posant o=« —\/az—im
R («') = V,(x, ') — V_(x, ) (2.22)
a2 _Bh <2
= o (x5
En utilisant les notations u paragraphe précédent, ces expressions deviennent
ao =
— _Ph _ B
M =X~ Gm = T
kBh
R(ay) = aj_y —ai (2.23)

Les niveaux d’énergie de A_ sont données par

Ez(_)(oc) = Yhoi(ag-1 —

En laissant de c6té la normalisation des fonctions d’onde , les premiéres d’entre elles s’écrivent
f_) (X) ~ exp - \/sz [ atanhBdx (2.24)

~ exp - L - ln ncoshfx (2.25)
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On applique ensuite les opérateurs échelle :

1(_)(x,a0) ~ (ap) A* 1111(_) (x,ay)

A* (ap) = -

h_d
VZm dx

+ Pytanhax

(2.26)

(2.27)
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Chapitre 3

Exemples de |'utilisation de la MQSUSY dans
des problemes physique.

3-1- Introduction

Dans ce chapitre nous allons proposer deux exemples qui vont démontrer I'importance de cette
méthode pour la détermination des énergies et des états liés au moyen de la MQSUSY

Le premier exemple est un travail de thése de doctorat sur un potentiel du type V (r) =ar? +br™ +cr°,
(a > 0,c > 0)dont les énergies et les fonctions d’onde sont disponibles comme référence par d’autre

méthode d’investigation.

Le deuxieme exemple mentionné est une transformation de 1’équation de Klein Gordon en une forme
similaire a I’équation de Schrédinger en utilisant la supersymétrie en mécanique quantique.

3-2- Exemple 1 : Détermination des énergies et des états liés d'un
potentiel de type V(r) = ar? + br™* + cr=°

Nous allons maintenant introduire ce potentiel dans I’équation radiale de Schrodinger qui nous 1’avons
déja prédit a la méme forme que 1’équation de Schrddinger unidimensionnelle. Ainsi nous pouvons
essayer d’introduire les notions de la MQSUSY a ce systeme.

La solution de I’équation de Schrédinger avec le potentiel V (1) s’écrit comme suit :
U@=U,(NJ_(rJg, (r) (3.1)

Ou U,(r)est la solution au comportement a 1’origine (r — 0), U _(r) est la solution au

comportement asymptotique (r — o) et U_ ., (r) la fonction inconnue que nous allons trouver par la

susy

méthode SUSY . Cette solution est liée aux parametres a, b, et ¢ du potentiel.[40]
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3-2-1- Etude analytique

On injecte I’expression du potentiel V (r), il vient :

d2 1(0+1) 2m .
(_derr L (ar®+br*+cr 6—E)jU (r)=0

La nécessité de prendre les unités : 2m =% =1 n’est qu’un choix de convenance
Onpose:A=E et o’ =a

L’équation différentielle devient :

(_P+_| (Irjl) +a’r? +br* +cr® —AJU (r)=0

En introduisant une nouvelle variable x telle que , X =+/ar , on obtient [40]

2
_a4 +|(I +1)+x2+bozx"‘+CO:2x’6——/1 Ux)=0
d 2 2
X X a

Apreés une étude asymptotique la solution générale se met sous la forme
r‘+2p
U (I’) =| eXp— T U susY

ou A, est une parameétre .

L’expression (3.2), sera:

2
[:?(E —r?+br™ +cr‘6)jU (r)=0

On pose

~ UM =EV (O
r

Selon la MQ SUSY I’hamiltonien sera H,

HU (r)=(A/A,+EP)U () =[—%+V1JU (r)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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. d’
H,=AA +E® =—F+v1(r) (3.7)

Le potentiel sera sous la forme :
Vo (r) =W(r)-W, (r) (3.8)
de I’équation (3.4) et (3.7) il a été déduit :
V,(r)=r?+br*+cr®*-g¥
Le superpotentiel W, (r) a été proposé sous la forme :

W, (r)=Ar +%+?—2+% (3.9

Les relations entre les parametres de cette équation satisfirent les définitions de la SUSY

A=+1 (3.10a)
- —T(b +3\C) (3.10b)
C -0 (3.10c)
D=k (3.100)
ED =%(b +ayc) (3.10¢)

La contrainte entre b et ¢ sera

(3.11)

(3«: +4bc +b?—8&?

w
~
I

o

le superpotentiel a été écrit comme

W,(c)=r- (z‘lﬁ(b +3e )j

e
r r?

Et suivant la relation (1.29) le potentiel admet une solution exacte
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; b+3\/_J
UPr)y=NPexp Ir [\/_( ) Ve dr

I,.3

(3.12)

Aprés intégration

2r

U él) =N 0(1) (exp—[ A +;/EJJ (ET E) = [eXp—(M#JJU Susy (I’) (3'13)

OUu N est une constante de normalisation.

L'auteur a calculé les valeurs des énergies suivant 1’équation (3.10) est présenté les fonctions d’onde
correspondantes a ces €nergies, n’oublions pas que les valeurs de b et c obéissent a la contrainte (3.11).
Le tableau (3.1) illustre ce qui précede.

Tableau (3.1)

c b Eél):%(b +4J€)
1 1 5.0
1 5 1
2 2.1342 5.5091
2 -7.791 -1.5091
10 9.8921 7.1282
10 -22.541 -3.1281
100 70 11.0
100 -110 7.0
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Exemple 1.1 : La fonction d’onde radiale U’ (r) relative au cas E" =5

U 06T

04T

02T

0.0 t } { t
0 1 2 3 4

=L

Figure (3.1) : La fonction d’onde non normalisée U {° (r)

Les courbes U P (r) ne présentent aucun nceuds, donc elles correspondent a 1°état fondamental, d’énergie

EP . Il a été conclu que pour n=0 et I=0, la fonction d’onde radiale décrit seulement 1’état
fondamental [40]

La deuxiéme étape dans La MQ SUSY est de trouver les partenaires super symétriques de H,etV, ,
H,, et V,et donc W,. Dans cette seconde approche, il faut commencer par enlever 1’état fondamental
U® dénergie E’ pour le potentiel V,(r), afin de générer le potentiel SUSY partenaire V,(r). En
combinant 1’équation (1.30) et (1.31), on trouve [40]

N d?
H,=AA"+E =_F+V2(r)
ou:

d?

V,(r) =W +W, +EP =V (r)+2W, =V, (r) - 2d InU

qui a les mémes valeurs propres que V, , sauf en ce qui concerne 1’état 1ié d’énergie E .
Et en méme temps l'auteur a proposé un nouveau super potentiel qui va déterminer V ,
V,(r)=W+wW, +E? (3.14)

Donc :

V,(r)=V,(r)+2W, =r? + —=—

(b +3\/_)

[

(b+6\/_) c
r*(z %

—i(b +4\/E)j
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L'auteur a proposé

D'ou

EQ :%(b +19\c )

2
g b 1b° \/—51

Jo 4

—b+9\/_
W,(r)=r- \/_(r ) £3

r

Alors

r 2r?

il
| —=|b +9\/5) 4 1b 9
U2 (r)=N®exp —I r—z‘/g _r_Jg dr |[=N® exp(—(r JM/C_Br(zf ZJ

Le tableau (3.2) contient quelque résultats de E ?, sans oublier la relation suivante E? = E "




Tableau (3.2)

c b EQ=EY = %(b +19J€)
10 —8.8256 8.104 6
10 —29.122 4.895 4
100 20. 623 10. 531
100 ~140.62 2. 469

200 55. 245 11. 453
200 —224.95 1.546 8
1000 298. 10 14. 213
1000 —677.57 ~1.2133
2000 559. 65 15. 757
2000 ~1096.3 —2. 757
3000 798. 11 16. 786
3000 ~1455.4 —3.7859

Exemple 2.1 : La fonction d’onde radiale U {?(r) relative au cas E? =8.104 6

U(r)

0.E 1

0.6 1

0.4 1

0.0

s L

Figure (3.2) : La fonction d’onde non normaliséeU (' (r)
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Les courbes U?(r) ne présentent aucuns nceuds, donc elles correspondent a I’état
fondamental, d’énergie E? . Donc pour n = 0 et | = 0, la fonction d’onde radiale décrit seulement 1’état

fondamental, n’oubliant pas qu’on parle du partenaire SUSY H, .[40]
Maintenant il faut trouver la hiérarchie de H,, pour chaque n =0.1.2.3...

Il a été trouvé que E; =E /il reste a trouver la fonction d’onde correspondanteU .

E (@)

n+l

-E® | U(Z)Z(E(l)

n+l

—EY® )*1’ “AUO

n+l

et

-1/2
® _ (2) @ (2)
Un+1_(En _EO ) A1+Un

n =0 .UP=(EP-EY) ALY

0 =0 -£0) (- S jug?

En remplacant tous les termes par leurs équations correspondantes [40] , alors

ibﬁ-\E 4
Ufl)(r)=—Néz)%r2ﬁ( ’ )(Zc+br2+6\/5r2—2\/5r4)exp£—£r 2*;;/(?}}

Ou N Pest une constante de normalisation

Exemple 2.4 : La fonction d’onde radiale U, (r) relative au cas E® =8.104 6

513068764265112196047

U l(1) (r) = 0.75593 125000000000000000000 gy [_ % ( ré . 3.1623)}

263068764265112196047

-1.2129r 125000000000000000000 eXp (_ E ( r 4 +3. 1623))
r 2

13068764265112196047

_23905r 125000000000000000000 eXp (_ E ( r 4 + 3 1623)]
r 2
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U(r)

04+

Figure (3.3) : La fonction d’onde non normaliséeU ® (r)

Les Ul(l) (r) présentent un nceud, donc elles correspondent au premier état excité, d’énergie El(l) . Alors

pour n =1etl =0, la fonction d’onde radiale décrit le premier état excité.

Maintenant on peut des lors aussi factoriser H, pour déterminer son partenaire SUSY H, [40].

v d’
H,=AA; +E® = —d7+v3(r)

V., =V —2£|n(ujuz)
3 1 drz 0~ 0

et en méme temps

V,=W;7-W,+E;

ou le super potentiel est proposé comme

w(')
O

a7




1
Ei=——(b+35Vc
0 2\/6( )
B, C D
W, :A3r+73+r_§+r_§

147c +20b+c +b?—-82 =0

Donc :

A

- b+15JE)

2 Jo

W, (ry=r-2k —— 5
N’oublions pas que :
E(§3) — El(Z) — Ez(l)

Tableau (3.3)

C b Eé”z%(b +35C)
100 —42.554 15. 372
100 —157.45 9.6275
200 —26.411 16. 566
200 —256.43 8.4338
1000 137. 62 19. 676
1000 ~770.08 5.3240
2000 341. 16 21.314
2000 —1235.6 3.6856




La détermination de la fonction d’ondeU ¥ est telle que

i
: b+15JE) ) o s
Ué3)(r):Né3)eXp _J. r_2\/E _£ r :Ngexp{_Lr 2+ Cer(Z\/c_ 2]

r r?

toujoursN & est une constante de normalisation

Exemple 3.1 : La fonction d’onde radialeU (?(r) relative au cas E ¥ =15.372

1(—42.554)+§
Uég)(r):exp[—(—rAJ; 100J]r(2 w2

I,2

U(r) 25

20

Figure (3-10) : La fonction d’onde non normalisé¢eU ¥ (r)

Les courbes U P (r) correspondent a 1état fondamental, d’énergie E* . Il a été conclu cette fois aussi
que pour n = 0 et | = 0, la fonction d’onde radiale décrit seulement 1’état fondamental, n’oubliant pas

qu’on parle du partenaire SUSY H,.

A présent il faut revenir & H, puis H,, ceci bien sire pour calculer les fonctions d’ondeU ? puisU 7.

ue(r)=(EY

n+l

_ Eéz) )_1/2 AU (2

n+l

-1/2
n=0, UP=(EF-EP) AU

Et

Donc
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ceci est pour trouver le 2eéme état excité U, ® car

n+2 n+2 n+2

u® - (E W _gW® )*”2 (E W _gW )*”2 AAU

n+2 n

—1/2 -1/2
uo :(Er(]S)_El(l)) (E(3)—E((,1)) A;AfUr(]z)
pourn=0:
—1/2 -1/2
U2(1)=(E(EB)—E1(1)) (ESS)—E(@) A;AfUrEZ)

Alors I’équation qui décrit la fonction d’onde U (r)

Ul(z)(r) ijrzf(b+9f)(2c+br2+12\/c?r —2\cr? )exp(——( +\/_)J

Exemple 3.4 : La fonction d’onde radiale U,? (r) relative au cas E? =15.372

U(r) 24

Figure (3-13) : La fonction d’onde non normalis¢eU (1)
Les courbes U2 (r) présentent le premier état excité, d’énergie E2 =E %,

En appliquant I’éq (3.32c¢) pour trouver la fonction d’onde U {°(r),




108cr* —46cr® +4cr® +b%r*

1 30 -(b+3) 1 202 gt

——(b+34/C

U9 (r)= (2 exp(_ (rt+ /—C)j 130c2r2 —8c2r
120 ¢ 2r +4¢? + 4ber?

+190+/cr* —4b/cr®

Exemple 3.7 : La fonction d’onde radiale U’ (r) relative au cas E{” =15.372

U(r'] 1.0

0k T

06

04T
02 /\
t + 1 ; f ; } + t

0.0

e d

2T

041

Fig(3-16) : La fonction d’onde non normaliséeU " (r)

La courbe Uz(l)(r) présente deux nceuds, donc elle correspond au deuxieme état excité, d’énergie

ED=E®=E{ . Ainsi si on persévére, on peut trouver la hiérarchie de H, [40].

3-2-2- Conclusion

La notion de supersymétrie constitue un cadre élégant pour la résolution de 1’équation de Schrodinger a
une dimension. Elle donne une méthode systématique de factorisation de I’hamiltonien par I’introduction
de la notion du superpotentiel, et qui peut fournir des résultats trés satisfaisants.[40]
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3-3- Exemple 2 : La supersymétrie en mécanique quantique
relativiste

3-3-1- Introduction

Depuis la fondation de la mécaniques quantique au début du siecle dernier, un développement
considérable est réalisé dans la construction de modeles des potentiels pour décrire des interactions
nucléaires en physique nucléaire ou des interactions interatomiques en physique atomique ou moléculaire
et en chimie quantique grace a de nombreuses méthodes de résolution des Equations d’onde employées
dans le cadre non relativiste ou dans un contexte relativiste.
En mécaniques quantique, la SUSY est une nouvelle technique qui permet de résoudre une classe de
potentiel en introduisant des superhamiltoniens qui permettent le passage d’un potentiel vers une autre.
C’est une méthode assez puissante qui permet de retrouver presque tous les résultats déja obtenus par les
méthodes habituelles.

Dans la structure mathématique relative a la physique a deux dimensions, les solutions exactes, de
I’équation de Dirac et I’équation de Klein-Gordon et leur spectre ont un intérét particulier. Beaucoup
d’études ont été faite sur le mouvement des particules de Klein-Gordon et de Dirac. Nous Utilisons ici des
techniques standard de mécaniques quantiques supersymétriques pour résoudre exactement 1’équation de
Klein-Gordon et 1’équation de Dirac. Dans ce travail, nous allons présenter un schéma généralisé de
supersymétrie en mécanique quantique (SUSY MQ) pour obtenir des solutions exactes et les spectres
d’énergie.

3-3-2- La supersymétrie et I’équation de Dirac [46]

L’équation de Dirac permet de décrire les problemes mécaniques quantiques de facon
relativiste. Une procéde matriciel unidimensionnel supersymmetriques, du mime type que
précédemment, a été utilisé entre les équations de Dirac et les équations de Schrodinger
dans la physique des particules qui est décrit dans les limites générales. Par ce moyen, nous
pouvons présenter le procede qui est une prolongation du raccordement supersymmetriques
connu entre I’équation matricielle de Dirac et 1’équation de Schrdédinger [46]. Une discussion
détaillée sur 1’équation de Dirac par 1’approche supersymmetriques est fournie par Cooper

et autres.
En 1988, qui a montré que 1’équation de Dirac avec un potentiel scalaire de Lorentz
est associée a une paire supersymétrique d’hamiltoniens de Schrédinger.

Plusieurs aspects de [’équation de Dirac ont ¢été également Etudiés dans le formalisme
de la MQ SUSY. Le probleme célébre de la particule de Dirac dans un champ
coulombien a été également résolu algébriguement en employant les concepts de la SUSY et
de [Dinvariance de forme. La SUSY de I’¢lectron de Dirac dans un champ magnétique
monopole a eté également étudie [46].
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3-3-3- La supersymétrie et I’équation de Klein-Gordon
3-3-3-1- Introduction

I1 est bien connu que la solution analytique de 1’équation de Klein-Gordon et 1’équation de Dirac jouent
un role important dans Mécanique quantique relativiste, car la fonction d’onde Contient toutes les
informations } la description d’un systéeme quantique. Ces derniéres années, il y a eu beaucoup de
discussions sur I’équation de Klein Gordon avec les divers types de potentiels en utilisant des méthodes
variées pour résoudre 1’équation et obtenir le spectre du systéme. Seulement, quelques problémes
physiques ont été Etudiés par les méthodes de la MQSUSY. Il s’agit de transformer 1’équation de Klein
Gordon en une forme similaire a I’équation de Schrédinger utilisant la supersymétrie en mécanique
quantique.

3-3-3-2- La formulation de I’Hamiltonien de SUSY QM et la méthode de factorisation

En mécanique relativiste, la solution de L’équation de Klein-Gordon joue un réle trés
important de la physique nucléaire et d’autres domaines. Cette équation relativiste contient deux objets,
Le vecteur V (x)et le potentiel scalaireS(x)(c = A = 1). Alors cette
équation avec les potentiels scalaires et vectoriels peut étre écrite comme Suit:

[:—:2 +(E=V@) = (M+5) 1) =0 (3.15)

Avec M est la masse de la particule, et E I’énergie. Dans le cas ou le potentiel vectoriel
est égal au potentiel scalaire, c’est-a-direV (x) = S(x), donc I’équation (2.15) devient une
équation de Schrédinger bien connue :

d2
b

+E2=M?—-2(E+MV(xX)]Y(x) =0 (3.16)
Avec
Verr(x) = 2(E + M)V (x) (3.17)

Alors I’équation (2.15) prend la forme suivante :

dZ
[— 25+ Verr(]Y(x) = W (x) (3.18)
Ou Aest le paramétre d’énergie donné par :
A=M?*—E* (3.19)

Pour résoudre 1’équation (3.18), Dans le cadre de la supersymétriec en mécanique quantique,
la fonction d’onde réduite de 1’état fondamental est définie par :
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o (x) = Nexp[[ W (x)dx] (3.20)
Ou N est une constante de normalisation et W (x) est le superpotentiel défini par :
W2(x) = W' (x) = Verr(x) = Ag (3.21)

Ou Agest I’¢énergie de 1’état fondamental. L’équation (3.21) est une équation de Riccati
non-linéaire qui donne les fonctions d’onde du systéme.

3-3-4- L’équation de Klein-Gordon tridimensionnelle

En général, 1’équation de Klein-Gordon pour une potentiel scalaire S(r) et une potentiel
vectorielle V (r) a symétrie sphérique s’écrit dans le systéme d’unités naturelles A= ¢ = 1
sous la forme suivent [46]:

[VZ4+ (V(r) —E))?+ (S(r) + M)2|Y(r,0,90) =0 (3.22)

Ou E est I’énergie, M est la masse de la particule, (7, 8, @)est la fonction d’onde, V? est I’opérateur de
Laplace.
Comme V (r)et S(r)sont des potentiels a symétrie sphérique, il convient de chercher
les solutions particulieres de 1’équation (3.22) par séparation des variables en coordonnées
sphériques[46].
L’expression de laplacien en coordonnées sphériques est :

V= A= (r2 ) +

r2 or or

[sin@ aa_e (sin@ %) + aa_;] (3.223)

r2sin20

Si I’on utilise I’expression du carré du moment cinétique orbital L2, en coordonnées sphériques est :

Feo 'ea<'ea>+az
~ “sinza | 96 \°" 56) T 92
L 10
27 i dg

Ou

HY = EY
L> =1(l+ Dh*Y (3.22b)
L, = mhy
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Finalement, 1’équation de Klein-Gordon avec les coordonnées sphériques deviennent comme suite
Réf 277 :

[li(rz 2) - 2 _2EV() + MS()} + VE(r) — S2(r) + E? — MZ] W(r,0,0) =0 (3.23)

r2or or T2

Si on attribue la fonction d’onde totale sphérique correspondante :

Y(r,0,¢) = 2Y,,(0,0) (3.24)

Ou

Vi (6, 9) = 0(0)2(9) (3.25)

Ensuite, L’équation (3.23) séparée en variables, les équations résultantes deviennent :

TED +[E2 = M2 = 2(EV () + MS()} + V2(r) - $2(r) - 2| R@) = 0 (3.26)
d2e(o) de(s) 2

—o +cotd —= (2~ si’zze)@(a) =0 (3.27)
d>d(¢) 2 _

a0 + m*®d(p) =0 (3.28)

Ou m2etA = I(l + 1) sont des constantes de séparation [46].

3-3-5- Les états d’une particule de Klein-Gordon dans des potentiels
scalaire et vectorielle du type exponentiel [46]

Dans ce partie nous réexaminons la solution du probléeme d’une particule relativiste sans
spin (spin = 0), de masse M qui se déplace sous I’action d’un champ a symétrie sphérique
compos¢ d’un potentiel scalaire S(r) et dun potentiel vectorielle V (r) égaux.
L’équation de Klein-Gordon décrit le mouvement d’une particule de Spin zéro .Les niveaux d’énergie et
les valeurs propres de L’équation de Klein-Gordon a déterminé avec une simple Potentiel.

Il est clair que cette €équation différentielle n’admet aucune solution exacte pour les états de moment
cinétique orbital [ différent de zéro a cause du terme centrifuge. Les solutions de cette équation peuvent
étre trouvées uniquement pour les ondes s(I = 0) dans le cas des potentiels de Hulthén ou de Woods-
Saxon déformés [46].

En réalité, I’équation de Klein-Gordon dans le cas (I # 0) est trop compliquée et ne se laisse pas traiter
exactement. Il faut alors avoir recours & une résolution basée sur une méthode d’approximation qui
permet d’obtenir analytiquement une solution approchée de 1’équation.

Les potentiels de type exponentiel comme le potentiel de Titz Wei jouent un rdle trés important en
physique microscopique car ils sont largement utilisés comme une bonne approximation du potentiel
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d’interaction dans de nombreux domaines de la physique et de la chimie notamment en physique
nucléaire, physique atomique et moléculaire et en chimie quantique.

Le potentiel Titz-Wei est de la forme [46].

1—e—2ar \2
V() = 8o (o) (3:29)
Ou 9, est une profondeur potentielle, a paramétre de déformation (0 < g < 1) I’introduction
du paramétre peut servir comme un paramétre supplémentaire dans la description des
interactions interatomiques).

Le but de ce travail est de résoudre approximativement 1’équation de Klein-Gordon pour
les états avec la méthode de SUSY et la symétrie de spin (dans I’équation de Klein Gordon et I’équation
de Dirac la symétrie de spin :A(r) = V(r) — S(r) = const, la symétrie de pseudo spin: Y.(r) =V () +
S(r) = const.)

Pour expliquer les caractéristiques des noyaux déformés et la super déformation, les concepts des
symeétries de spin et de pseudo spin sont introduits dans la théorie nucléaire [46] dans les potentiels des
types exponentiels. Donc la solution de 1’équation de Klein-Gordon pour les états d’une particule dans
des potentiels scalaire et vecteur du type exponentiel donne d’aprés la substitution de
I’expression (3.29) dans D’équation (3.23). La Partie radiale de 1’équation de Klein-Gordon
pour la symétrie de spin, elle vient :

d?R(1)
dr?

—oar 2
+ (EZ - M2 =208 + M)V () - i) R(r) = 0 (3.30)

Nous savons bien que cette équation n’admet pas de solutions analytiques pour(l # 0) a
cause du potentiel centrifuge. Mais, a défaut de la résolution rigoureuse de cette équation,
nous pouvons utiliser des méthode d’approximation qui permettent d’obtenir analytiquement des
solutions approchées de 1’équation (3.30).

Nous pouvons par exemple remplacer le potentiel centrifuge par une expression semblable aux termes du
potentiel contenu dans 1’équation (I’approximation de Pekeris).Il est commode de prendre [46].

L=aa? [+ —— (3.31)

TZ (l_qe—ZaT)Z

Ou Co est une constante sans dimension. Donc 1’équation (3.30) devient une équation du type Schrddinger. En

substituant 1’expression (3.31) dans 1’équation (3.30), il vient:

8_2

d2R(r) 2 w2 1—e—2ar 2 B ar _
+[E2 = M2 =28 + My () - 2da(Go+ —(1_qe_2ar)z)] RI)=0  (332)

dr?

On peut écrire 1’équation (3.32) comme 1’équation de Schrodinger:
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d2 e—2ar 1—e—2ar
A e+ 1 (e
dr? (1_qe ZaT)Z 1_qe 2ar

)2] R(r) = E,R(r) (3.33)
Avec :

V, = 4a?A
EO = E'2 - 1\42 - 4‘“216‘0

3-3-6- Spectre d’énergie de I’équation de Klein-Gordon avec le potentiel de
Titz-Wei [46]
Nous appliquerons la supersymétric en mécanique quantique et nous utiliserons [’approche

de l’invariance de forme avec le potentiel du type exponentiel a six parametres (SPEP) pour

déterminer le spectre d’énergie du systeéme.

Comparer I’équation. (3.33) avec 1’équation (1.14), on obtient:

+V, (i)2 —E, (3.34)

1_qe—2ar

aw(r) e—2ar
ar) ' (1-qe~2ar)?

V.(r) =W?3[r) —

L’équation (3.34) équivalente a une équation de Riccati non-linéaire si en utilisant la méthode de SUSY nous

pouvons mettre les superpotentiel comme suite:

W) =W(x—=x,)

Q,
== (Ql + eb(x—xe) _ qebxe>

3 Qze—b(x—xe)
=—(Q+ (1 — ge~b(x-2x0))

Avec r =x — x.etx, est constante sans dimension.

Donc

e—b(x—x¢) ) (Qze—b(x—xe))z_be—b(x—xe)

2 W —_ N2
W20 = W' = 0 +2010: + (o) + 4 ey (3.35)
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En identifiant les deux équations (3.34) et (3.35) on obtient :

(Q1 = Tz(q(ZVz(q — 1)ebxe 1V ebxe) + (V,(q — 1)2 2bxe 4 /. ezz;xe) Q )
b [p* 1 2
i Q=q(—7% [4 ?(Vz(q — 1)%e?%e + Vle“’xe)]

Par conséquence

( W) _ Qe \' pQyetE)
|V+(x - xe) = Wz(x) dT <Q1 ( qe—b(x—er))> + (1 _ qe—b(x—er))Z

2

I _ dW(x) _ Qze_b(x Xe) sze_b(x_xe)
LV—(" —xe) = W2(x) — peaniall (1—qe b2y | ~ (1 — ge-b@—2x0)2

Les potentiels V, (x, a,) et V_(x, a,) satisfont la condition de I’invariance de forme:
Vi(x,a0) = V_(x,a;) + R(a;)

Alors les niveaux d’énergie donné comme suit :

_ (1-¢*)b? Vs ( 1\/ 4(q-1) )
E,=V, — 2Zn+1+- +——V, + 3.36
me 16q <2n+1+ Jq2+4(q Uy, +32 V1> a1 G by (3:36)
Avec n =0;1; 2; 3; ......
En remplacent 1’équation (3.36) dans 1’équation (3.33) on trouve :
1- )b’
E? + M? — 4a?ACy = 2(E + M)V, — & X
16q
2
2(E Vg <2n +141 \/q +2 D E 4 MYy + 22 /1) (3.37)
——<2n+1+ Jq2+ ) a by

si(q =0,1),( C,=1/12)et (I = 1) en remplacant les conditions précédentes dans 1’équation (3.37):
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2
E? = M? —Za? = 2(E + M)V, — 2475a” X
2

)+<2n+1+1o\/0.18+%(E+M)v0> (3.38)

2(E+M)V,

—az<2n+1+10\/0.18+1'—928(E+M)V0
a

3-3-7- Les Fonctions d’onde

Par le changement
y = e"%ar (3.39)

On réduit (3.33) a (3.39) on obtient :

1

oty (V1 = 2V2)y + Vay® — Eg(1 = qy)* + ]| R(y) =0 (340)

d
R

Posons ensuite :

1 1+
R(y) = y2(1 —qy) 2 (1 —2qy)F(y) (3.41)
Avec
/ Ey
=20 |—
“ ' 4a?
—t_ 1 2 _p2yyp Eo Vi o, V2
19_\/4 4a2(E M)+4a2+4a2q +4qa2V0
Ou bien

11
U = 21 \/W(EZ —MZ) - l(l + 1)C0

1
2qa?

ﬁ:\/i—l(l+1)(co+q2)+ (E + M)

Aprés quelques calculs on trouve F(y) vérifié, donc la solution de 1’équation (3.5) comme une fonction de

Legendre P, :
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fd 149 9
R() = N(e™7)z(1 = qe™¥) 2 BU x (1 - 2qe ™) (3.41)

N constant de normalisation.

Alors la fonction d’onde totale (7, 8, @)pour le potentiel Titz — Wei sous la forme :

" 149

W(r,0,9) = N(e729)2(1 — qge=24) 2 P, x (1 — 2qe=2" )Y, ,.(6, ) (3.42)

En mécanique quantique la fonction d’onde contient tous les informations de description d’un systéme
quantique. C’est pour cela qu’elle est trés important dans plusieurs branches de la physique théorique ainsi

qu’en chimie quantique.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons essayé de faire une étude simple de la mécanique quantique
supersymétrique, cette étude a clairement démontré que la mathématique supersymetrique fait de gros
ajouts a la solution de 1’équation de Schrodinger, et donne vraiment des solutions aux problémes
physiques qui n’ont pas de solution analytique pour des cas traditionnels de solution de 1’équation de
Schrodinger.

La notion de supersymétrie constitue un cadre élégant pour la résolution de 1’équation de Schrédinger a
une dimension. Elle est une méthode systématique de factorisation de 1’hamiltonien par I’introduction
d’opérateurs échelles. Ce formalisme repose entiérement sur la définition d’un superpotentiel. Des
généralisations en dimension ont déja été données ; ainsi qu’une extension aux solutions des équations
relativistes Klein-Gordon et de Dirac.

Dans le domaine de la physique des particules élémentaires ; de charge Q et Q*transforment un boson en
un fermion de méme énergie donc de méme masse et inversement. Si la supersymétrie est une symétrie de
la nature; a toute particule doit donc correspondre un superpartenaires de méme masse et dont le spin

differe de g

La perspective d’une pléthore de nouvelle particules a découvrir et I’enthousiasme des spécialistes de
SUSY a conduit un moment a voir dans le neutrino le super partenaire du photon. Malheureusement, il
n’existe qu’un seul photon et trois types de neutrino ; aussi ; a I’heure actuelle ; aucun superpartenaires
n’a été identifié. Qu’a cela ne tienne il suffit de supposer que les super particules sont excessivement
instables et qu’il n’en reste plus de nos jours ; ou encore la SUSY est ; brisée ; c'est-a-dire que le
superpartenaires ont des masses différentes des particules initiales et qu’elles peuvent ainsi s’avérer si
lourdes qu’elles s’échappent aux possibilités des accélérateurs de particules actuels.

En tout état de cause ; méme si la supersymétrie n’est qu’une construction de I’esprit ; si elle n’existe pas
dans la nature ; c’est tout de méme une idée meilleur et séduisantes

De nombreux ouvrages ayant trait a la supersymétrie sont disponibles mais, dans ces derniers, les calculs
sous-jacents, souvent techniguement longs et compliqués, ne sont jamais effectués en détail.
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