
République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère de l�Enseignement Supérieur et de la Recherche Scienti�que

UNIVERSITÉ MOHAMED KHIDER, BISKRA

FACULTÉ des SCIENCES EXACTES et des SCIENCES de la NATURE et de la VIE

DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES

Mémoire présenté en vue de l�obtention du Diplôme :

MASTER en Mathématiques

Option : Probabilités

Par

Boubeche Hassiba

Titre :

Equations di¤érentielles stochastiques et processus de
di¤usion

Membres du Comité d�Examen :

Dr. MANSOURI BADEREDDINE UMKB Président

Dr. ZOUZOU AKILA UMKB Encadreur

Dr. LABED SALOUA UMKB Examinateur

juin 2021



Dédicace

Je dedie ce modeste travail :

À mes chèrs parents, pour tous leurs sacri�ces , leurs amour , leurs tendresse , leurs soutien et

leurs prières tout au long de mes études .

À mes chères soeur Nadjwa,Ahlem pour leur présences à mes cotés , qui n�a jamais cessé de

m�éppauler et de me soutenir inconditionnellement.

À mes chèrs frères Youcef,khemessi et Alla pour leurs appui et leurs encouragement .

À mes ami(e)s :Imen , Donia , Rania qui ont si bien su m�encourager et me soutenir et .

À tous ceux qui m�aiment .

i



REMERCIEMENTS

En Préambule de ce mémoire , je remercie Dieu qui ma donné le sou­ e pour la réalisation de

cette mémoire .

Louange �a Dieu pour Sa Gr âce et Sa Bont�e:
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Introduction

Une équation di¤érentielle stochastique (EDS) est une généralisation de la notion d�équa-

tion di¤érentielle prenant en compte un terme de bruit blanc. Les EDS permettent de

modéliser des trajectoires aléatoires, tels des cours de bourse ou les mouvements de particules

soumises à des phénomènes de di¤usion. Elles permettent aussi de traiter théoriquement ou numé-

riquement des problèmes issus de la théorie des équations aux dérivées partielles.

Les domaines d�application des EDS sont vastes : physique, biologie, dynamique des populations,

écologie, mathématiques �nancières, traitement du signal, théorie du contrôle.

Nous avons choisi de structuré notre manuscrit selon le plan décrit ci-dessous :

Le premier chapitre est consacré aux notions générales de processus stochastique, on a présenté des

dé�nitions de notion comme la �ltration, temps d�arrêt, martingales,Mouvement Brownien...etc.

Dans le deuxième chapitre, on présentera les équations di¤érentielles stochastiques.On commence

par les propriétés de la solution d�une EDS.On citera ensuite le théoréme d�existence et d�unicité

de la solution d�une EDS .Ensuite on dé�nira c�est quoi une solution fort et faible d�une EDS On

introduit les solutions d�EDS appellées di¤usion ainsi que des outils importants pour leur étude .
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Chapitre 1

Processus aléatoire et Mouvement

Brownien

Ce chapitre regroupe quelque dé�nitions de base utilisées : processus stochastique,�ltration,temps

d�arrêt,martingales,...etc, qui sont indispensables pour la suite.

1.1 Les variables aléatoires

Pour démontrer quelques résultats d�existence dans l�analyse stochastique et le contrôle stochas-

tique, nous rappelons quelques résultatsconcernant les mesures de probabilité .

Soit (U:d) un éspace métrique séparable B(U) la tribu borélienne . P (U) l�ensemble des toutes les

mesures deprobabilité sur U .

Convergence faible

la suite fPig � P (U) converge faiblement vers P 2 P (U) si pour toute f continue bornée (f 2

Cb(U)).

lim
n!1

Z
U

f (U) dPx(U) =

Z
U

fdP (U)

2



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

Proposition 1.1.1 Soit la métrique � sur P (U) telle que :

Pi converge faiblement vers P () �(Pi; P ) = 0 quand i!1:

Corollaire 1.1.1 Si (U; d) un compact alors toute fammille A � P (U) est tendu si elle est rela-

tivement compacte

En particulier P(u) est un compact:

Proposition 1.1.2 Soit A � P (U) un ensemble

1)A est relativement compact si toute suite fPng �A contient une sous suite converge faiblement:

2)A est compact si A est relativement compact et fermé

3)A est tendu po ur tout " � 0 il ya un compact K � U telle que :inf
p2A

P (K) � 1� " .

Proposition 1.1.3 Soit Xi; X : (
;F ;P)! (U; d); i = 1; n des variable aléatoires :

Xi :p:s!Xsi : lim
i!1

d (Xi; X) = 0

Xi :
en brob
! X si pour tout " > 0 limi�!1 fW=d (Xi (W ) ; X (W )) > "g = 0

Corollaire 1.1.2 Si (U:d)est un compact ,alors toute partie A � P (U) est tendue est relativement

compact ,en particulier P (U)est compact.

Proposition 1.1.4 Soit A � P (U) donc

1)si (U:d) est complet(ie:esppolonait) ;A est tendu si elle relativement compact.

2)A est relativement compact si elle est tendu

1.2 Notions élémentaires sur les processus

Dé�nition 1.2.1 Soit (
; F;P) un espace de probabilité et (T;Q) t est un espace quelconque

3



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

Q :tribu des évènement de T

On appelle processus aléatoire l�application :

(
; F; )� (T;Q) �!
�
�
; �F

�
(w; t) �! X (w; t)

encord noté :Xt (w) :telle que :8t �xé,Xtest une variable aléatoire sur (
; F;P)

Dé�nition 1.2.2 "Espace �ltré"

Soit la famille Ftde sous tribu de F :

Ft � F; t 2 [0; T ] (1.1)

Dé�nition 1.2.3 Ft croissante"�Ft1 � Ft2 ; 0 � t1 � t2 � t� �filtration�: (
; F; Ft;P) est un

espace �ltré

La �ltratin d�un processus (Xn; n 2 N) est donné par :

(F xn ; n 2 N) oû :

F xn = � (Xi; 0 � i � n)

Dé�nition 1.2.4 Soit (
; F; Ft) espace mesurable �ltré, X (t) un processus à valeur dans un espace

métrique (U; d) i:e :

X :
�
[0; T ]
 
; B[0;T ] 
 F

�
��! (U;B (U))

(w; t) �! X (w; t)

Dé�nition 1.2.5 1)X (t) est dit mesurable si :X (w; t) est
�
B[0;T ] 
 F

�
�B (U)�mesrable

2)X (t) est dit F � adapt�e si :

8t 2 [0; T ] : w �!X(t;:) X (t; w)

4



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

est Ft �mesurable:

3)X (t) est dit Ft � progressivement�messurable si :

8t 2 [0; T ] : (s; w) �! X (s; w)

est
�
B[0;T ] � F

�
�B (U)�mesurable:

4)X (t) est dit prévisible (par rapport à F ) si l�application :(t; w) �! X (s; w) est mesurable sur

T � 
 muni de la tribu engendré par les processus F � adapt�e et continues

1.2.1 vecteur aléatoire gaussien

Dé�nition 1.2.6 un vecteur aleatoire :X = (X1; :::; Xn)est gaussien si toute combinaison linéaireP
aiXi (ai�R)de ses composantes est une variable gaussienne

Remarque 1.2.1 Si X est un vecteur gaussien d�ésperance m et de variance n ,on note :

X  N (m;n) :

1.2.2 Chaine de Markov

est un processus aléatoire à temps discret (Xn; n � 0) à valeurs dansE (ensemble �ni ou dénombrable )

telle que :

P (Xn+1 = j /Xn = i;Xn�1 = in�1; :::; X1 = i1 ; X0 = i0) = P (Xn+1 = j /Xn = i)

8n�N;8j; i0; i1;:::; in�1; i�E

1.2.3 probabilités de transition

Soit p (s; x; t; A) la probabilité de transition d�un processus de Markov X:

Cette probabilité de transition a les propriétés suivantes :

i) à s; t; A �xés, l�application x �! p (s; x; t; A) est mesurables,

5



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

ii) à s; t; x �xés, l�application A �! p (s; x; t; A) dé�nit une mesure sur l�espace probabilsable�
R; �

�
Rd
��
;

iii) p(t; x; t; A) = 1A(x)

iv) p (s; x; t; A) est solution de l�équation de Chapman-Kolmogrov

p (s; x; t; A) =

Z
Rd

p (s; x;u; dy) p (u; y; t; A) ; 80 � s < u < t:

1.2.4 Processus de Markov

Soit (
;F ;P) un espace de probabilité ,un processus X (t)t est appelé processus de Markov si

i) 8��F , 8� > t; �; t�T

p (X��� nFt ) = p (X��� nXt )

ii)p0 (s; y; t;�) = p (Xt�� nXs = y ) 8s � t s; t�T

i:e : p0 (s; y; t; :) est une mesure de probabilité sur (
;F) ,p0 (s; :; t;�) est 
�mesurable :

1.3 Mouvement Brownien et Martingalale

1.3.1 Mouvement brownien

L�exemple important de processus est le Mouvement Brownien ,donné par le botaniste Robert

Brown en 1827 pour d�écrire le mouvement irrégulier de particules de pollen dans un �uide :Le

cadre d�application du Mvt-Brownien a largement débordé l�étude des particules microscopiques

pour être utilisé en �nance dans la modélisation des prix d�actions ,historiquement depuis Bachelier

en 1990

Dé�nition 1.3.1 :Soit (
;F ;P) un espace de probabilité et B = (Bt)t2T un processus stochastique

Le processus B est appelé Mouvement Brownien standard si :

1. B0 = 0 P:p:s .

6



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

2. (Bt; t 2 R+) est à accroissements indépendants .

3. 8 0 � s � t la variable aléatoire Bt �Bs suit la loi normale N (0; t� s) .

4. L�application t! Bt est continue P:p:s .

Proposition 1.3.1 (Bt) est processus gaussien dont la fonction de covariance :

cov (Bt; Bs) = min (t; s) :

Preuve. La covariance est égale à E (BtBs) car le processus Bt est centré (i:e ; E [Bt] = 0) si s � t;

E (BtBs) = E
�
(Bt �Bs)Bs +B2s

�
= E (Bt �Bs)E (Bs) + E

�
B2s
�

= 0 + s = min (t; s) .

Car (Bt �Bs) est Bs sont indépendant, de même pour s < t .

Dé�nition 1.3.2 On appelle Mouvement Brownien standard par rapport à une �ltration fFtgt�0 ;

un Mouvement Brownien standard (Bt)t�0 adapté à fFtgt�0 et tel que :

(Bt �Bs) ? Fs 8 0 � s � t .

Dé�nition 1.3.3 (Mouvement Brownien avec dérive) On appelle encore Mouvement Brow-

nien issu de x et dérive (ou drift) � et de coe¢ cient de di¤usion � , le processus :

Xt = x+ �Bt + �t .

Proposition 1.3.2 (Mouvement Brownien multidimensionnel)

7



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

Soit Bt =
�
B
(1)
t ; B

(2)
t ; B

(3)
t ; :::; B

(n)
t

�T
un processus n� dim ensionnel (l�exposant T note la trans-

position d�un vecteur) .

On dit que B est un Brownien multidimensionnel si le processus
�
B(i); i � n

�
sont des Brownien

indépendants .

1.3.2 Construction du Mouvement Brownien

Il existe de nombreuses constructions du Mouvement Brownien mais toutes procédent en fait des

mêmes idées, soit on le construit explicitement par une méthode hilbertienne à partir d�une suite

de variables aléatoires normale indépendantes N (0; 1) , soit on utilise le théorème de kolmogorov

pour justi�er son existence .

1.3.3 Existence du Mouvement Brownien

Théorème 1.3.1 Il existe une probabilité P sur l�espace R[0;+1] muni de la tribu produit B
[0;+1[R

tel que le processus(Xt)t�0 des applications coordonnées, soit un Mouvement Brownien naturel .

Preuve. On vient de voir qu�un processus réel, gaussien centré partant de 0 et de fonction de

covariance � (s; t) = min(s; t) est un Mouvement Brownien . Il su¢ t donc d�après le théorème de

prouver le résultat suivant :

Lemme 1.3.1 Pour tout entier n et tous 0 � t1 � t2 � ::: � tn , la matrice � = (min (ti; tj))1�i;j�n
est de type positif .

Preuve. Par récurrence sur n = 1; le résultat est trivial . si n = 2; on a :

� =

0B@ t1 t1

t1 t2

1CA ;
et pour un vecteur u = (u1; u2) 2 R2 on a facilement hu j �ui = t1u

2
1 + 2t1u1u2 + t2u

2
2 � t1u

2
1 +

2t1u1u2 + t1u
2
2 = t1(u1 + u2)

2 � 0; d�où le résultat dans ce cas . On fait alors l�hypothèse de

8



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

récurrence suivant : Pour (n� 1) instants , la matrice � correspondante est telle que pour tout

vecteur v = (v1; :::; vn�1) de Rn�1; on a hv j �vi � t1 (v1 + :::+ vn�1)2 : Pou véri�er cette hypothése

à l�ordre n, remarquons que la matrice � a sa première ligne et sa première colonne composées

uniquement de la valeur t1 et que le reste constitue une matrice �n�1 correspondant aux valeurs

t2 � ::: � tn pour tout vecteur u = (u2; :::; un) on obtient alors :

hu j �ui = t1u21 + 2t1u1 (u2 + :::+ un) + hv j �n�1vi ;

où v = (u2; :::; un) . Mais on a hv j �n�1vi � t2 (u2 + :::+ un)2 � t1 (u2 + :::+ un)2 , et l�hypothèse

de récurrence est aussitôt véri�ée . D�où le résultat .

1.3.4 Construction hilbertienne du Mouvement Brownien

Soit I = [0; T ] (ouR+) et (en)n2N une base hilbertienne orthonormale de l�espace de Hilbert

L2 (I; dt) des fonctions f : I �! R de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur I .On note

hf; gi =
TZ
0

f (t) g (t) dt le produit scalaire des fonctions f; g 2 L2 (I; dt) :

Théorème 1.3.2 Soit (Nj)j2N une suite de variables aléatoire i:i:d de loi N (0; 1) dé�nies sur un

espace probabilisé (
;F ;P) :Pour tout t 2 I; on pose :

Bt =
X
n2N



1[0;t]; en

�
Nn . (1.2)

Alors le processus B = (Bt)t2I est bien dé�ni et c�est un Mouvement Brownien naturel sur

(
;F ;P) :

Preuve. La série 1.2 converge dans L2(
;F ;P): En e¤et si S(n)t désigne sa somme partielle d�ordre

n; comme les Nk sont non corrélées, pour tout m � n; on a :

E
��
S
(n)
t � S(m)t

�2�
=

X
k=m+1



1[0;t]; ek

�2 �! 0 .

9



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

quand m;n �!1 comme reste de la série convergente qui s�écrit :

+1X
k=0



1[0;t]; ek

�
=


1[0;t]

L2(I) .

Ce qui montre que la suite S(n)t est de Cauchy dans L2 donc elle converge . De plus comme les S(n)t

sont des variables aléatoires normales centrées, il en est de même pour leur limite Bt par le même

argument, on voit aussi que toute combinaison linéaire a1Bt1 + ::: + aNBtN est aussi une variable

normale centrée donc les processus (Bt)t2I est gaussien centré . De plus B0 = 0 par dé�nition et

pour tout s; t 2 [0; I] ; grâce à l�indépendance des Nj, on voit que :

E (BsBt) =
X
n2N



1[0;s]; ek

� 

1[0;t]; ek

�
=


1[0;s]; 1[0;t]

�
= min (s; t) .

Par la formule de Bessel-Perceval . Le processus B est donc un Mouvement Brownien sur I

1.3.5 processus de Wiener

Le processus de Wiener est le modèle mathématique du Mouvement Brownien :

On appelle processus de Wiener standard (Wt)t�0 à valeurs réeles un processus de di¤usion homo-

gène

On peut démontrer qu�un processus stochastique (Wt)t�0 est un processus deWiener si et seulement

il véri�e les conditions :

i) continuité : les fonctions s �! Ws (w) sont continues presque sûrement :

ii) indépendance des accroissement : si s � t ,Wt�Ws est indépendant de la tribu Fs = � (Wu)u�s :

iii) stationnarité des accroissements : si s � t ,la loi de Wt �Ws est identique à celle de Wt�s :

La processus de Wiener à les deux propriétes suivants :

i) les variables W (t0 + t)�W (t0) normalement distribuées

10



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

ii)

E [X (t0 + t)�X (t0)] = 0

V ar [X (t0 + t)�X (t0)] = �2t

1.3.6 Variation quadratique du Mvt-Brownien

Dé�nition 1.3.4 Soit t > 0 et f0 = t0 < t1 < ::: < tp = tg une subdivision de [0; t], notons

VB (t0; t1; :::; tp) = lim
��!0

pX
j=1

��Btj �Btj�1��2 ;� = max ftj � tj�1g
qui existe dans l�espace :L2 (
;F ;P) et converge vers t:

1.3.7 Martingales

La notion des martingales joue un roule central dans la théorie des processus stochastique parti-

culier dans le calcul stochastique :

Filtration et Martingales

Dé�nition 1.3.5 (
;F ;P)un espacce de probabilité muni d�une �ltration Ft ,

X = (Xt; t � 0) ;est appellée une F martingale si elle est adaptée et intégrable et si :

E (X (t) nFs ) = X (s) ; P:p:s;8s < t

En particulier :

EX (t) = EX (0)

Dé�nition 1.3.6 Une famille de variables aléatoires (Xt; t 2 [0;1]) est une Sur-martingale

(respective Sous-martingale) par rapport à la �ltration (Ft)t�0 si :

11



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

1- Xt est Ft �mesurable et intégrable pour tout t

2- E [Xt nFs ] � Xs,8s � t: (respectivement E [Xt nF ] � Xs)

Propriétés des martingales

1-Si (Xt)t�0 est une (Ft)t�0 �martingale ,alors :

E [Xs nFs ] = Xt\s; s 2 R+:

2- Si (Xt)t�0 est une martingales (respectivement Sous-martingale ,Sur-martingale) ;la suite
�
E (Xt)t�0

�
est constante (i:e E (Xt) = E (X0) ; t � 0) ; (respectivement croisante ,décroisante ) :

Temps d�arrêt

La notion de temps d�arrêt intervient de facon essentielle dans l�étude des processus stochastique:

Dé�nition 1.3.7 Soit (Ft)t�0 une �ltration de F au temps d�arrêt adapté à (Ft)t�0 est une va-

riable aléatoire � à valeurs dans R+ [ f+1g véri�ant f� < tg 2 Ft pour tout t � 0

Exemple 1.3.1 :Tout temps d�éterministe est un (Ft)t�0 temps d�arrêt:

Dé�nition 1.3.8 Soit un (Ft)t�0 temps d�arrêt ,l�ensemble

Ft = fA 2 F1 : 8t � 0; A \ f� � tg 2 Ftg

est une tribu d�appellée tribu des évènement antérieures à � ;

Propriétés

1-Une constante positive est un temps d�arrêt:

2-Si T est un temps d�arrêt,T est FT �mesurable:

3-Si S et T deux temps d�arrêt ,S ^ T est un temps d�arrêt:
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Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

4-Si S et T deux temps d�arrêt tel que S � T ,on a Fs � FT :

5-Soit (Xt; t � 0) un processus T temps d�arrêt �ni, on dé�nit

XT (w) = XT (w) :

6-Si un processus X est adapté ,XT est FT �mesurable:

1.3.8 Processus d�Itô

Dé�nition 1.3.9 On appelle processus d�Itô, le processus X tel que p:s 8t � T

Xt = x+

tZ
0

bs ds+

tZ
0

�s dBs

où b est un processus adapté tel que
R
jbsj ds existe (au sens Lebesgue) p:s pour tout t,et � est un

processus appartient à �:

On utilise la notation suivante :

�
dXt = btdt+ �tdBt

X0 = x

Dé�nition 1.3.10 Le coe¢ cient b est la dérive, � est le coe¢ cient de di¤usion :

La décomposition d�un processus d Itô est unique, c�est-à-dire si

dXt = btdt+ �tdBt = ~btdt+ ~�tdBt alors

b = ~b et � = ~�

Dé�nition 1.3.11 En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et réciproquement

:On peut dé�nir un processus d�Itô pour des coe¢ cients de di¤usion

tels que
R
�2sds <1 p:s;mais on perd la propriété de martingale de l�intégrale stochastique :

13



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

La partie x+
R
bsds est la partie à variation �nie:

Si un processus à variation �nie est une martingale ,il est constant:

En e¤et,si A0 = 0; A2t = 2
tR
0

AsdAs et E (A2t ) = 0

Si � 2 �;on a

E (Xt) = E (X0) +

tZ
0

E (bs) ds; et8t � s;

E (Xt /F ) = X0 +

tZ
0

bsdu+

Z
�sdBs + E

0@ tZ
s

bsdu /Fs

1A donc

E (Xt /F ) +Xs + E

0@ tZ
s

bsdu /F

1A
Si b = 0;le processus X est une martingale continue:

La réciproque est vraie sous certaines conditions d�intégrabilité et de mesurabilité, toute martingale

continue s�écrit x+
R
�sdBs

1.3.9 Intégrale par rapport à un processus d�Itô

Soit X un processus d�Itô :

dXt = btdt+ �tdBt

On a sous réserve de conditions d�intégrabilité :

tZ
0

�sdXs def

tZ
0

�sbsds+

Z
�s�sdBs

1.3.10 Formule d�itô

Dans cette sous -section ,nous présentons une version stochastique de formule de change-ment de

variable ,appellée formule d�Itô ,qui joue l�un des rôles les plus importants dans le calcul stochas-

14



Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

tique

On se donne un processus d�Itô réel X de décomposition (1; 1) et une fonction F : R �! R

su¢ samment régulière ,si on a :

dX (t) = b (t) dt+ � (t) dW (t) ;X (0) = x:

Théorème 1.3.3 (première formule d�Itô )

supposant F de classe C2 alors :

f (X (t)) = f (X) +

tZ
0

f
0
(X (s)) dx (s) +

1

2

tZ
0

f
0
(X (s))�2 (s) ds

cette formule s�écrit sous forme condensée :

df (X (t)) = f (X (t)) b (t) dt+ f (X (t))� (t) dW (t) +
1

2
f (X (t)) dhXit

Théorème 1.3.4 (Deuxiéme formule d�Itô)

Soit f une fonction dé�nie sur R+�R de classe C1 par rapport à t , de classe C2 par rapport à X

on a :

f (t;X (t)) = f (0; X (0)) +

tZ
0

f 0t (s;X (s)) ds+

tZ
0

f 0x (s;X (s)) dx (s) +
1

2

tZ
0

f 0xx (s;X (s))� (s)
2 ds:

On peut écrire cette formule sous forme di¤érentielle :

df (t;X (t)) = (f 0t (t;X (t))) + f
0
x (t;X (t)) b (t) +

1

2
f 0 (t;X (t))� (t)2 dt+ f 0x (t;X (t))� (t) dW (t)

Théorème 1.3.5 (3 éme formule d�Itô)
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Chapitre 1. Processus aléatoire et mouvement brownien

Soient X et Y deux processus d�Itô issus de x et y :

sit f une fonction de R2�! R de classe C2 à dérivée on a :

f (X (t) ; Y (t)) = f (x; y) +

tZ
0

f 0x (X (s) ; Y (s)) dXs+

tZ
0

f 0y (X (s) ; Y (s)) dY s+
1

2

tZ
0

f 0xx (X (s) ; Y (s)) dhXis

+
1

2

tZ
0

f 0yy (X (s) ; Y (s)) dhY is +
1

2

tZ
0

f 0xy (X (s) ; Y (s)) dhX;Y i:

1- pour f indépendant de Yt on trouve la 1 ére formule d�Itô :

2- pour Yt (t) = t on trouve la 2 éme formule d�Itô
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Chapitre 2

Equations di¤érentielles stochastiques et

processus de di¤usion

2.1 Equation di¤érentielle stochastique

Dé�nition 2.1.1 Une equation di¤érentielle stochastique est une équation di¤éretielle ordinaire

perturbée par un terme stochastique ,plus précisément,c�est une equation du type suivant :

Xt = x+

tZ
0

b (s;Xs) ds+

tZ
0

� (s;Xs) dBs; (2.1)

Dé�nition 2.1.2 ou sous une forme

�
dXt = b (t;Xt) dt+ � (t;Xt) dBt

X0 = x
(2.2)

Le coe¢ cient b s�appelle le dri¤t et la matrice ��t s�appelle la matrice de di¤usion

L�inconnu est le processus X :Le problème est de montrere que sous certaines conditions sur b et

�;l�équation di¤érentielle a une unique solution : (comme pour une équation di¤érentielle ordinaire)
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Chapitre 2. Equation di¤érentielle stochastique et processus de di¤usion

Donc la solution est un processus X continu (Ft)�adapté tel que les intégrales
tR
0

b (s;Xs) ds et

tR
0

� (s;Xs) dBs

ont un sens et l�égalité() est satisfaite pour tout t;avec

Z
j(bs; Xs)j ds <1et

tZ
0

j� (s;Xs)j dBs <1 p:s (2.3)

2.2 Existence et unicité de solution

Soit (
;F ; (Ft) ;P) un espace de probabilité �ltré,et soit B un (F)t�Mouvement Brownien et une

variable aléatoire X0 dé�nis sur le même espace (
;F ;P) ; avec X0 et B indépendants:L�équation

dX (t) = b (X (t)) dt+ � (X (t) dB (t)) ,X (0) = X0 , (2.4)

est appelée une équation di¤érentielle stochastique :Les coe¢ cients b et � sont appelés respective-

ment dérive et coe¢ cient de di¤usion :Il s�agit d�une équation homogène,puisque ces coe¢ cients

ne dépendent pas du temps , mais on considérera aussi des équations :

La solution d�une équation di¤érentielle stochastique est appellée processus de di¤usion ,ou plus

simplement di¤usion:

Notons Ft la tribu engendré par B (s) ; s � t et par X0;complétée par les ensembles négligeables

pour P:

Dé�nition 2.2.1 On appelle solution forte de l�équation di¤érentielle stochastique , toute fonc-

tion aléatoire X = (X (t) ; t � 0) dé�nie sur (
;F ;P) telle que

1) X est adapté à la �ltration F ;

2)
tR
0

�
b (X (s))2 + � (X (s))2

�
ds <1 p:s pour tout t, et on a P-p:s:

X (t) = X0 +

tZ
0

b (X (s)) ds+

Z
� (X (s)) dB (s) ; t 2 [0;1) : (2.5)
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La condition d�intégrale �nie dans le point 2 de la dé�nition est que les intégrants dans2:5 sont

dans M2
loc,si bien que X est un processus d�Itô:

Pour l�équation 2:1 ci dessus ,tandis queX (t) = X (0) exp f�B (t) + (�2 � �2 /2) tg est une solution

de 2:2:Le théorème ci-dessous montre que c�est l�unique solution

,dans chaque cas:

Théorème 2.2.1 On suppose que les fonctions a et b sont localement lipschitziennes par rapport

à la deuxiéme variable, c�est a dire , pour tout n 2 N; e il exist Kn tel que pour tout t 2 R+ et

pour tout (x; y) véri�ant jxj � n et jyj � n;on a :

ja (t; x)� a (t; y)j+ jb (t; x)� b (t; y)j � Kn jx� yj (2.6)

K

Alors ,si l�EDS admet une solution continue par rapport à la variable t ,elle est unique:

Donnons maintenant un résultat d�existence et d�unicité de solutions globales des EDS,il est à

noter que les hypothéses ne sont pas optimales,mais la très forte analogie entre ce théorème et

celui de Cauchy-lipschitz global tant au niveau des hypothèses qu�au niveau de la démonstration

est intéressante:

Théorème 2.2.2 On suppose qu�il existe deux constantes M1;M2 telles que les fonctions a et b

satisfont

ja (t; x)j+ jb (t; x)j �M1 (1 + jxj) ;8x 2 Rn; t � 0 (2.7)

et

ja (t; x)� a (t; y)j+ jb (t; x)� b (t; y)j �M2 jx� yj ;8 (x; y) 2 Rn; t � 0 (2.8)

Alors ,il existe une unique solution (Xt) continue par rapport à la variable t 2 [0;1)

qui véri�e :

E

24 sZ
0

jXtj2 dt

35 <1;8s 2 [0;1)
19
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Théorème 2.2.3 Supposons que les coe¢ ents a (t; x) et b (t; x) sont localement lipschitziens dans

un espacevariable,i:e:pour tout n � 1 il existe une constante Kn > 0 telle que pour tout t � 0; kxk �

n et kyk � n :

ka (t; x)� a (t; y)k+ kb (t; x)� b (t; y)k � Kn kx� yk (2.9)

Alors l�unicité forte est assurée pour l�équation :

Remarque 2.2.1 Il est important de noter que pour les équations di¤érentielles ordinaires,la

condition locale de Lipschitz n�est pas su¢ sante pour garantir l�existence d�une solution globale

:Par exemple l�unique solution de l�équation

Xt = 1 +

tZ
0

X2
sd

et

Xt =
1

1� t ;

qui "explose "lorsque t �! 1:

On doit donc imposer d�autres conditions plus fortes,on obtiendra le résultat suivant:

Théorème 2.2.4 Supposons que les coe¢ cients a (t; x) et b (t; x) véri�ent les conditions de Lip-

schitz globales et la croissance linéaire suivantes

ka (t; x)� a (t; y)k+ kb (t; x)� b (t; y)k � K kx� yk ; (2.10)

(2.11)

ka (t; x)k2 + kb (t; x)k2 � K2
�
1 + kxk2

�
;

pour tout 0 � t < 1; x 2 Rn; y 2 Rn;où K est un constante positive :Dans un certain es-

pace probabilisé(
; F; P ) ;soit � 2 Rn un vecteur aléatoire indépendant du mouvement brownien
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n�dimensionel W = fWt; 0 � t <1g ;et dont le moment d�ordre deux est �ni

E k"k2 <1:

Unicité

Preuve. Si X et Y 2M2 sont deux solutions,

X (t)� Y (t) =
tZ
0

[b (X (s))� b (y (s))] ds+
tZ
0

[� (X (s))� � (y (s))] dBs;

et en utilisant (a+ b)2 � 2 (a2 + b2) ;l�inégalité de schwarz,la propriété d�isométrie de l�intégrale

stochastique et la condition de Lipschitz,

E [X (t)� Y (t)]2 � 2E

0@ tZ
0

[b (X (s))� b (Y (s))] ds

1A2

+ (2.12)

+ 2E

0@ tZ
0

[� (X (s))� � (Y (s))] dBs

1A2

� 2tE
tZ
0

[b (X (s))� b (Y (s))]2 ds+

+ 2E
tZ
0

[� (X (s))� � (Y (s))]2 dBs

� 2 (T + 1)K2E
tZ
0

[X (s)� Y (s)]2 ds; t � T

avec X (0) = Y (0) ;le lemme de Gronwall implique que E
�
[X (t)� Y (t)]2

�
= 0 pour tout t: D�ou

l�unicité dans le théoréme:

Existence

Preuve. On construit une suite de fonctions aléatoires fXn (:)gn�0 par le procédé d�itération de
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Picard,

X0 (t) = X0; Xn+1 (t) = X0 +

tZ
0

b (Xn (s)) ds+

tZ
0

� (Xn (s)) dB (s) : (2.13)

Alors ,Xn 2M2;on a l�identité

Xn+1 (t)�Xn (t) =

tZ
0

[b (Xn (s))� b (Xn�1 (s))] ds+

tZ
0

[� (Xn (s)� � (Xn�1 (s)))] dB (s) ;

et on utilusant les mêmes arguments qui nous ont menés à, on obtient

E jXn+1 (t)�Xn (t)j2 � CT
tZ
0

E jXn (s)�Xn�1 (s)j2 ds; t � T;

avec CT = 2 (T + 1)K2:On véri�e alors par réccurence que

E jXn+1 (t)�Xn (t)j2 � aCnT
tn�1

(n� 1)! ;

où la quantité

a := max
t�T

E jX1 (t)�X1 (t)j2 � CstT 3E
�
X2
0

�
est �nie: Finalement,

kXn+1 �Xnk2M2[0;T ] � a
(CTT )

n

n!
;

donc

kXn+p �XnkM2[0;T ] � a
1
2

X�
(CTT )

n

K!

� 1
2

;

qui tend vers 0 quand n tend vers l�in�ni :la suite fXn (:)gn�0 est de

Cauchy ,elle converge donc dans l�espace de Hilbert M2 [0; T ] ;pour tout T > 0;vers une limite

X = (X (t) ; t � 0) (d�après l�unicité dans 2.5,la limite ne dépend pas de T ) :Avec l�hypothése de

Lipschitz,on peut passer à la limite dans2.13 ,et on obtient2.5 :Les autres propriétés dé�nissant les

solutions fortes sont clairement satisfaites:
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Exemple 2.2.1 L�équation suivante admet une solution unique que l�on peut expliciter :

dX (t) =

q
1 +X (t)2dB (t) +

�q
1 +X (t)2 +X (t) /2

�
dt: (2.14)

Preuve. D�après le théorème ,on a existence et unicité de la solution:En fait ,la solution est donnée

par

X (t) = sinh
�
B (t) + t+ sinh�1 (X0)

�
;

comme on le véri�e en appliquant la formule d�Itô:le lecteur pourra ré�echir à comment on peut

deviner cette expression pour la solution:

2.3 Solutions fortes :compléments

Le premier résultat est que, sous l�hypothése que le coe¢ cient de di¤usion soit constant;(choisit

égale à 1 dans l�énoncé ci-dessous) la solution est une fonctionnelle continue du Mouvement Brow-

nien qui conduit l�équation di¤érentielle sthochastique :

Proposition 2.3.1 Si b : R �! R est lipschitzien ,pour tout T 2 (0;1) et tout x0 2 R l�applica-

tion

� : CT �! CT

B 7! � (B) = X

qui au Mouvement Mrownien B associe la solution X de l�équation di¤érentielle stochastique

X (t) = x0 +B (t) +

tZ
0

b (X (s)) ds;

est Lipschitzienne pour la norme uniforme sur [0; T ] :

Preuve. Pour toute fonction continue z : R+�! R;la fonction fz (t; x) = b (x+ z (t)) est continue

en (t; x) ;globalement lipschitzienne en x;de sorte que ,d�après le théorème de Cauchy-Lipschitz
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,l�équation di¤érentielle ordinaire

y (t) = x0 +

tZ
0

fz (s; ; y (s)) ds

admet une unique solution y = (y (t) ; t � 0) :On dé�nit alors

	 :

8><>: CT �! CT

Z �! 	(Z) = y + Z

avec y dépendant de z construit ci-dessus:Comme

	(B) (t) = x0 +B (t) +

tZ
0

fB (s;	(B) (s)�B (s)) ds

= x0 +B (t) +

tZ
0

b [	 (B) (s)] ds;

On constate que

	(B) = � (B) = X:

Mais ,si z; z0 2 C;

avec kz � z0k1;[0;T ] := max fjz � z0j (t) ; t 2 [0; T ]g ;et par le lemme de Gronwall

k	(z)�	(z0)k1;[0;T ] � kz � z0k1;[0;T ] exp fKTg ;

j	(z)�	(z0)j (t) � jz � z0j (t) +
tZ
0

jb (	 (z) (s))� b (	 (z0) (s))j ds

� kz � z0k1;[0;T ] +K
tZ
0

j	(z) (s)�	(z) (s)j ds
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et 	 est Lip^schitz-continue:

Théorème 2.3.1 Supposons les coe¢ cients b; � globalement lipschitziens et à croissance au plus

linéaire dans la variable d�espace,

jb (t; x)� b (t; y)j+ j� (t; x)� � (t; y)j � K jx� yj ; (2.15)

jb (t; x)j2 + j� (t; x)j2 � K2
�
1 + jxj2

�
; (2.16)

pour t � 0,x; y 2 Rd;avec K une constante �nie :Alors ,pour X0 2 L2 (F0) ;l�équation 2.4 admet

une unique solution X 2M2:

Théorème 2.3.2 Supposons � : Rd�! Rd � Rd; b : Rd �! Rd localement lipschitziens :8N >

0;9KN <1

j� (x)� � (y)j2 + jb (x)� b (y)j2 � KN jx� yj2 ; jxj ; jyj � N;

Alors il existe une unique solution forte (X; &) à l�équation di¤érentielle stocastique

dX (t) = b (X (t)) dt+ � (X (t)) dB (t) ; X (0) = X0; pour tout X0 2 l2 (F0) :

Si supN KN < ,& =1;c�est-à-dire que la solution est dé�nie en tout temps:

2.4 Solution faible

Quand à l�unicité faible ,ou "en loi",cela semble a priori bien di¢ cile à obtenir puisque s�il existe

une solution ,il en existe en générale une in�nité,chacune étant dé�nie sur un espace arbitaire:Il

existe toute fois plusieurs critéres dunicité faible ,le plus utile est sans doute le suivant

Théorème 2.4.1 (Yamada-Watanabe)Supposons que les coe¢ cients a et b soient boréliens et lo-

calement bonées:L�unicité trajectorielle implique l�unicité faible ,et aussi que toute solution Xt
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sur un espace probabilisé quelconque (
;F ;P)relativement à un Mouvement Brownien Wt; Ft �

mesurable;est en fait adaptée à la �ltration Ft engendrée par ce Mouvement BrownienWt (solution "forte") :

Dé�nition 2.4.1 On appelle solution faible de l�équation di¤érentielle stochastique ,tout triplet

(
;A;P) ,(Ft; t � 0) ; (B;X0; X (:)) ;constitué d�un espace de probabilité ,d�une �ltration ,d�un (Ft; t � 0)-

Mouvement Brownien B indépendant de la variable aléatoire X0 et d�un processus aléatoire X (:)

adapté a la �ltration, tels que les points 1)et2) dz la dé�nition(5:1) soient véri�és

Exemple 2.4.1 (de Tanaka) : la fonction signe :

sgn (x) = +1 si x � 0; sgn (x) = �1 si x < 0:L�équation di¤érentielle stochastique

X (t) =

tZ
0

sgn (X (s)) dB (s) (2.17)

posséde une solution faible ,unique en loi ,mais elle n�admet pas de solution forte:

Preuve. l�unicité en loi résulte de ce que toute solution est nécessairement unMouvement Brownien

:En e¤et ,pour toute solutionX ,on véri¢ e facilement que exp fuX (t)� u2t /2g est une martingale

,et donc que

E

"
exp

(
nX
i=1

ui [X (ti)�X (ti�1)]
)#

= exp

(
nX
i=1

u2i [ti � ti�1] /2
)

pour toute suite croissante (ti; i � n) positive ,et toute suite (ui; i � n) :

Existence :soit (
;A;P)un espace sur lequel est dé�ni un Mouvement Brownien X;et F = Fx la

�ltration propre de X: Par le même raisonnement que ci-dessus ,le processus B dé�ni par

B (t) =

tZ
0

sgn (X (s)) dX (s) ; (2.18)

est encore un Mouvement Brownien:Par di¤érentiation ,dB (t) = sgn (X (t)) dX (t) ;et puisque

1 /sgn (x) ;on a l�égalité 2.17 :On vient donc de construire une solution faible (Remarque : avec les

notations précidentes ,le tripmet (
; A;P)); (Ft; t � 0) ;
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(B;X0 = 0;�X (:)) ;est une autre solution faible :

Une solution faible de ne peut pas être solution forte :en e¤et ,pour toute solution faible on

déduit comme ci-dessus la formule 2.18,qui implique,d�après la remarque ci-dessous ,que B (t) est

mesurable par rapport à F jXj
t = � (jX (s)j ; s � t) :

si X était solution forte ,X (t) serait FB
t �mesurable ,et on aurait alors

F̂X
t � F̂B

t � F̂
jXj
t ;

�&̂ désignant la complétion de la tribu &�,ce qui absurde car le signe du brownien X est une

variable aléatoire qui contient beaucoup d�information:

Proposition 2.4.1 On appelle temps local au point 0 du Mouvement Brownien W ,la limite dans

L2Lt = lim
"&0

1

2"
mesure fs 2 [0; t] ; jW (s)j � "g :

On a l�égalité suivante ,appellée formule de Tanaka :

jW (t)j =
tZ
0

sgn (W (s)) dW (s) + Lt:

Remarque 2.4.1 :En particulier ,

(i)
tR
0

sgn (W (s)) dW (s) = jW (t)j � LtestF jW j
t �mesurable;puisque Lo l�est par dé�nition:

(ii) jW (t)j � Lt est un Mouvement Brownien:

Le temps local Lt représente la densité (par unité de longueur)de temps passé au voisinage de

l�origine jusqu�au temps t:

On peut tenter de justi�er la formule de Tanaka comme suit :La fonction � (x) = jxj véri�e �0 =

sgn;�00 = 2� la masse de Dirac en 0 (les dérivées sont à prendre au sens des distributions) ;Une
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utilisation audacieuse(et injusti�ée !)de la formule d0Itô méne donc àn

jW (t)j =
tZ
0

sgn (W (s)) dW (s) +

tZ
0

� (W (s)) ds;

en remaequant alors que

� = lim
"&0

1

2"
1jxj�"dx

(limite pour la convergence étroite des mesures de probabikité) ;on interpréte le dernier terme comme

le temps local Lt ,et on obtient la formule de Tanaka:Ce raisonnement ne tient pas ,car la for-

mule d0Itô ne s�applique pas à �;qui n�est pas continûment dérivable en 0:Nous donnons à présent

une démenstration rigoureuse de la proposition 2:3:2;mais le lecteur pourra la sauter en premiére

lecture :

Preuve. pour " > 0 on dé�nit la fonction

�0" (x) =

8><>: jxj pour jxj � ";
1
2
("+ x2 /) pour x 2 [�"; "] :

(On pourra s�aider d�un dessin :)Alors ,cette fonction �" est de classe C1 sur R nf�"; "g ;avec

> �0" (x) =

8><>: sgn (x) pour jxj � ";

x /" pour x� [�"; "]
; et �00" (x) = "

�11]�";"[ (x) :

On peut lui appliquer la formule d0Itô énoncée dans le lemme ,et on obtient que

�" (W (t))� �" (W (0))�
tZ
0

�0 (W (s)) dW (s) =
1

2

tZ
0

�00" (W (s)) ds

=
1

2
mesure fs 2 [0; t] ; jw (s)j � "g :

Lorsque "& 0;�" (W (t)) et �" (W (0)) convergent respectivement vers jW (t)j et jW (0)j :Il su¢ t

donc de montrer la convergence dand L2 de l�integrale stochastique vers
tR
0

sgn (W (s)) dW (s) :On
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calcule








tZ
0

�0" (W (s)) dW (s)�
tZ
0

sgn (W (s)) dW (s)








2

2

=

= E
�Z

1[�";"] (W (s)) (�0 (W (s))� sgn (W (s))) dW (s)

�2
= E

24 tZ
0

1[�";"] (W (s)) (�0 (W (s))� sgn (W (s)))
2
d (s)

35
�

tZ
0

P [W (s) 2 [�"; "]] ds �! 0

quand "& 0 :On déduit à la fois l�existence de la limite Lt dans L2 ,et la formule de Tanaka:

Le resultat qui vient montre que la notion de solution faible permet de donner une solution à

beaucoup d�équations,même avec des coe¢ cients de dérives très peu régu

Proposition 2.4.2 soit b : Rd � Rd�! Rd borélienne ,avecjb (t; x)j � K (1 + jxj) :

Alors ,l�équation di¤érentielle stochastique

dX (t) = b (t;X (t)) dt+ dB (t) ; X (0) = x0;

admet une solution faible pour tout x0 dans Rd:
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2.5 Absolue continuité de la loi de di¤ussions par change-

ment de dérivée

Soient b0; b1; � globalement lipschitziens sur R;et X0:Alors les deux équations di¤érentielles sto-

chastiques

dX (t) = � (X (t)) dB (t) + b1 (X (t)) dt ; (2.19)

dY (t) = � (Y (t)) dB (t) + b0 (Y (t)) dt (2.20)

partant du même point X (0) = Y (0) = X0;ont une unique solution forte:Dans cette section,que

l�on rapprochera de la section ,on montre que les lois PX et PY de X et Y sur CT = C [0; T ] ;sont

équivalentes sous des hypothèses assez faibles :On se restreint au cas où les coe¢ cients de di¤usions

sont égaux,popur la raison suivante :

Remarque 2.5.1 :Pour 0 < � 6= 1 et T 2 ]0;1[ ;les lois de B et de �B sur[0; T ] sont étrangères:

Preuve. :En e¤et,la variation quadratique du Mouvement Brownien

lim
n�!1

nX
i=1

h
B
�
t
(n)
i

�
�B

�
t
(n)
i�1

�i2
= T

�
t
(n)
i = iT /n

�
(2.21)

existe dans L2:Puisque convergence dans L2 entraîne convergence p:s: pour une soussuite ,�xons

une suite extraite (nk; k � 1) ; nk �! 1 quand k �! 1;telle que la convergence 2.21 ait lieu

presque sûrement le long de cette sous-suite (nk)k :

Dé�nissant alors le borélien

A� =

(
x 2C ([0; T ] ;R) ; lim

k�!1

nkX
i=1

h
x
�
t
(nk)
i

�
� x

�
t
(nk)
i�1

�i2
= � 2T

)

pour � > 0,il s�en suit que

P (B 2 A1) = 1 , P (�B 2 A� ) = 1;
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ce qui montre bien que les lois de B et de �B sur[0; T ] sont étrangères puisque A1 et A� sont

disjoints:

Soient � (:) > 0,et

h (y) =
b1�b0
�

(y) ; z (t) = exp

8<:
tZ
0

h (Y (s)) dB (s)� 1
2

tZ
0

h (Y (s))2 ds

9=; :

Proposition 2.5.1 :On suppose que � (z) 6= 0 pour tout z 2 R;et que EZ (T ) = 1:

Alors ,les lois PX et PY sont équivalentes sur CT ;et

dPX
dPY

(y) = exp

8<:
TZ
0

b1 � b0
�2

(y (s)) dy (s)� 1
2

TZ
0

b21 � b20
�2

(y (s)) ds

9=; :
Preuve. :SoitQ la probabilité dé�nie par dQ = Z (T ) dP:D�après le théorème deGirsanov;B (t) =

B (t)�
tR
0

h (Y (s)) ds est un Q�Mouvement Brownien:

Comme

dY (t) = � ((Y (t))) dB (t) + b1 (Y (t)) dt;

et comme la solution de cette équation di¤érentielle stochastique et unique en loi ,on en conclut

que

la loi de Y sous Q est égale à la loi de X sous P

On en déduit que ,pour 	 : CT �! R mesurable positive,

Z
CT

	dPX = EP	(X)

= EQ	(Y )

= EPZ (T )	 (Y )

= EP
�
	(Y )EP [Z (T ) /Y ]

�
:
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On exprime alors Z (T ) à l�aide de Y :puisque

dB (t) = ��1 (Y (t)) [dY (t)� b0 (Y (t)) dt] ;

Z (T ) = exp

8<:
TZ
0

b1 � b0
�2

(Y (s)) dY (s)� 1
2

TZ
0

b21 � b20
�2

(Y (s)) ds

9=; =: D (Y ) :

Ainsi, Z
CT

	dPX = EP	(Y )D (Y ) =
Z
CT

D (y)	 (y) dPY (y) ;

ce qui montre bien que D (y) est la densité de PX par rapport à PY :

2.6 Approximation Di¤usion

Comme le montre le principe d�invariance de Donsker,le Mouvement Brownien est une limite

universelle :Ce court paragraphe ,qui est à mettre en parallèle avec le paragraph ,montre que les

di¤usions le sont aussi:

Pour chaque entier n � 1 ,on se donne une chaine de Markov homogéne
�
Y
(n)
i ; i 2 N

�
dans Rd;de

transition �(n) (x; dy) :En d�autre termes ,la loi de Y (n)i+1 conditionnelle en Y
(n)
0 ; :::Y

(n)
i ne dépend

que de Y (n)i et de plus

P
�
Y
(n)
i+1 2 :jY

(n)
i

�
= �(n)

�
Y
(n)
i ; :

�
presque sûrement :On dé�nit ,pour x 2 Rd;

b(n) (x) = n

Z
(y � x)�n (x; dy) ; (2.22)

a(n) (x) = n

Z
(y � x) (y � x)� �(n) (x; dy) ; (2.23)

k(n) (x) = n

Z
jy � xj3 �(n) (x; dy) ; (2.24)

4(n)
" (x) = n�(n) (x;B (x; ")c) ; (2.25)

avec B (x; ")c le complémentaire de la boule de centre x et rayon " > 0:On imposera dans la
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suite que a(n) et b(n) convergent quand n �! 1;ce qui revient à dire que les sauts de Y (n) sont

de moyenne et variance d�ordre 1 nn :Comme dans le principe d�invariance ,renormalisations de

sorte que la chaine Y (n) saute n fois plus souvent ,la ligne polygonale X(n) interpolant les points�
t = i /n x = Y

(n)
i

�
;soit

X(n) (t) = Y
(n)
[nt] + (nt� [nt])

�
Y
(n)
[nt+1] � Y

(n)
[nt]

�
:

Alors les coe¢ cients b(n); a(n) ci-dessus s�interprètent comme la dérive et la varience (ou matrice de covarience)

instantanées de X(n):

Théorème 2.6.1 (Approximation di¤usion) :On suppose qu�il existe des fonctions continues

a; b telles que ,pour tout R <1;

lim
n�!1

sup
jxj�R

��a(n) (x)� a (x)�� = 0
lim
n�!1

sup
jxj�R

��b(n) (x)� b (x)�� = 0
lim
n�!1

sup
jxj�R

�(n)
" (x) = 0 8" > 0

sup
jxj�R

K(n) (x) <1 (2.26)

Avec � une matrice véri�ant � (x)� (x)� = a (x) ; x 2 Rd;on suppose aussi que l�équation di¤éren-

tielle stochastique

dX (t) = b (X (t)) dt+ � (X (t)) dB (t) ; X (0) = x; (2.27)

admet une solution faible unique en loi pour tout x;cela est réalisé en particulier si 2.27 admet une

unique solution forte:

Alors ,pour toute suite de conditions initiales Y (n)0 �! x,la suite de processus aléatoires X(n)
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converge en loi vers la di¤usion X donnée par 2.27,soit

lim
n�!1

EF
�
X(n)

�
= EF (X) ; 8F : C (R+;R) �! R continue bornée:

Exemple 2.6.1 :Modèle de di¤usion gazeuse d�Ehrenfest

Dans deux enceintes séparées par une paroi poreuse sont réparties m = 2n molécules de gaz:À

chaque unité de temps une molécule choisie au hazad change d�enceinte:Soit Z(n)i le nombre de mo-

lécules au temps i dans l�enceinte gauche :
�
Alors ,il ya 2n� Z(n)i molécules dans l�enceinte de droite :

�
C�est une chaine de Markov ,de transition

�̂(n) (K;K + 1) =
2n�K
2n

; �̂(n) (K;K + 1) =
K

2n

Sa probabilité invariante est la binomiale B (2n; 1 /2) ;on s�attend donc à ce que typiquement

,Z(n)i = n+ n1/2� terme d�ordre 1,d�après le théorème de la limite centrale:On considère donc

Y
(n)
i = n�1/2

�
Z
(n)
i � n

�
;

qui est une chaine de Markov ,de transition �(n)
�
x; x� n�1/2

�
= n1/2�x

2n1/2
:On a donc

b(n) (x) = n

�
n�1/2

n� x
2n1/2

+ n�1/2
n1/2 + x

2n1/2

�
= �x =: b (x) ;

a(n) (x) = n

�
n�1

n1/2 � x
2n1/2

+ n�1
n1/2 + x

2n1/2

�
= 1 =: a (x) :

Les hypothèses du théorème sont véri�ées,puisque les sauts de Y (n) sont bornés par n�1/2 ;et que

les coe¢ cients a , b sont réguliers :la limite X est le processus d�Orns d0Ornstein � Uhlenbeck

dX (t) = �X (t) dt+ dBt
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Conclusion

Les processus de di¤usion sont des fonctions aléatoires très utilisées dans les modèles phy-

siques, chimiques, biologiques, statistiques et �nanciers. Cet ouvrage est une introduction

au calcul stochastique, c�est-à-dire au calcul di¤érentiel et intégral spéci�que au traitement théo-

rique et numérique de ces processus. Le mémoie met l�accent sur les concepts essentiels et les

applications. Les exercices et problèmes, assortis de corrigés détaillés, permettent d�acquérir la

dextérité exigée par le calcul stochastique.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les di¤érentes notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-dessous :

P : la mesure de probabilité

B (t) : le Movement Brownien standard

(
;z; P ) : espace de probabilité

L2 :
l�espace (des classes d�équivalence) des variables aléatoires de carré intégrable

(E jXj2 <1)

B (U) : la tribu borélienne engendrée par les ouverts de U .

� (:) : la tribu engendrée par .

var(X) : la variance de X

M2 [0; T ] : l�ensemble des martingales de carré intégrable

P�p:s : presque sûrement pour la mesure de probabilité P.

EDS : équations di¤érentielles stochastiques.

i:e : c�est à dire.

iid : indépendante et identiquement distribuée
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 ملخص
  فكرة  وهي  العشوائية التفاضلية والمعادلات  البراونية للحركة  معينة خصائص   درسنا ، العمل هذا في 

العشوائية   التفاضلية  ، تسمح المعادلات  وتفردها التفاضلية المعادلة  حل ووجود   ، والضعيفة  القوية  الحلول

        الانتشار  لظواهر  حركات جسيمات تخضع  و   المالية  الأوراق  سوق مثل  عشوائية ، مسارات  بتجسيد 

مفتاحية ال الكلمات  

 الانتشار  عملية  - وينر  عملية  - ماركوف  عملية   - مارتينغال  مشكلة - العشوائية  التفاضلية  المعادلة

           

 

   Dans ce travail, nous avons étudie certaines propriétés du mouvement 

Brownien et des équations  différentielles stochastiques a savoir la notion des 

solutions fortes et faibles, existence et unicité de solution d’une équation 

différentielle, Les EDS permettent de modéliser des trajectoires aléatoires, tels 

des cours de bourse ou les mouvements de particules soumises à des 

phénomènes de diffusion. 

Mots clés : 

Equation  différentielle stochastique – problème de martingale – processus de 

Markov - processus de Wiener - processus de diffusion. 

 

 

   In this work, we have studied certain properties of Brownian motion and 

stochastic differential equations namely the notion of strong and weak 

solutions, existence and uniqueness of solution of a differential equation, EDS 

allow modeling random trajectories, such as courses stock market or particle 

movements subjected to diffusion phenomena. 

Keywords : 

Stochastic differential equation - Martingale problem - Markov process - Wiener 

process - diffusion process. 

 


