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Introduction

La programmation mathématique est un ensemble des méthodes ou processus mathéma-
tiques dont le but est de trouver un optimum au moins local (on ne peut pas faire mieux
avec des décisions proches) voire global (on ne peut pas faire mieux tout court, quelques
soient les décisions) pour un probléme décisionnel donné.

La programmation mathématique englobe des outils comme :

La programmation linéaire (encore appelée optimisation linéaire) : elle est utilisé lorsque
de grands volumes sont en jeu et lorsque les relations entre ces quantités sont li-

néaires.

La programmation linéaire en nombres entiers : c’est une extension de la méthode pré-
cédente qui permet de travailler aussi sur des petites quantités entiéres et décisions

binaires.

La programmation non linéaire : elle est utilisée lorsque les relations entre les décisions
ne peuvent pas du tout étre exprimées de fagon linéaire, méme avec des hypothéses
simplificatrices. Elle est plus générale que la programmation linéaire mais a le défaut

de ne pas garantir d’avoir les meilleures décisions.

La programmation dynamique : adaptée aux cas ot le probleme décisionnel possede une
propriété de sous-optimalité, c’est-a-dire que des décisions bonnes pour le probléme
global sont aussi bonnes pour des sous-problemes.

Depuis la formulation et le développement de la méthode du simplexe pour la résolution

d’un programme linéaire vers la fin des années 40, la programmation linéaire demeure le
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modele d’optimisation le plus utilisé par les décideurs, ce qui est certainement du a la
robustesse et la stabilité des algorithmes disponibles. Lorsque Klee et Minty (1972) ont
trouvé un exemple qui montrait pour la premiére fois que la méthode du simplexe pouvait
prendre un nombre exponentiel d’itérations. A cet égard, la recherche d’un algorithme
polynomial pour la programmation linéaire était lancée. La réponse est venue de Khachiyan
en (1979) lorsqu’il a montré que la méthode des ellipsoides (un algorithme de points
intérieurs développé au début des années 70 pour la programmation non linéaire) était de
complexité globale O(n*L) lorsqu’elle est appliquée & la programmation linéaire, ot L est
le nombre de bits requis pour stocker (et traiter) les données.

En (1984), Karmarkar a proposé un algorithme polynomial de complexité (n3°L) eficace
en pratique, basé sur une méthode de points intérieurs. L’intérét pour ces méthodes prin-
cipalement développées depuis les années 60 voir Dikin (1967) et Fiacco et McCormik
(1968), a connu un renouveau pour les problémes non linéaires et a ouvert un nouveau
domaine pour les problémes linéaires. Les méthodes de points intérieurs s’aveérent eficaces
pour les problémes d’optimisation & grande taille & cause de leur caractére polynomial.
Den Herty (1994) a classé les méthodes points intérieurs en trois catégories : méthodes
affines, méthodes de réduction de potentiel et les méthodes de trajectoire centrale.

Le mémoire est organisé comme suit

Le premier chapitre contient une présentation générale de quelques notions de base né-
cessaires par la suite telle que l'analyse convexe (ensembles, dérivées, la convexité des
ensembles et fonction convexe), la programmation mathématique, les conditions d’opti-
malités et la programmation linéaire.

Le deuxiéme chapitre contient ’essentiel de notre travail, nous nous intéressons a la réso-
lution d’un programme linéaire par deux méthodes de types points intérieur, il s’agit de
la méthode affine et de la méthode de karmarkar qui est de type projectif. Pour chaque
méthode, nous donnons les principes de la méthode ainsi que leurs convergences.

A la fin, de ce chapitre nous présentons le solveur Matlab déstiné spécialement a la réso-
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lution des programmes linéaires par les méthodes des points intérieurs.



Chapitre 1

Notions de la programmation linéaire

1.1 Notions de convexité

La notion de convexité prend deux formes : un ensemble convexe, et une fonction convexe.

Définition 1.1.1 Un ensemble D est conveze si pour toute paire de points x et y appar-

tenant a D alors

tr +(1—-t)yeD V0<t<l1

c’est-a~dire le segment de droite reliant deux points de D est entiérement contenu dans D.

- Un ensemble est dit affine si pour toute paire de points = et y appartenant & D, t € R

alors

ter +(1—t)yeD

- Un ensemble D est un polyeédre s’il s’écrit comme suit
D={zeR":plx<a;,i=1,..,m}

ou p; est un vecteur non nul de R” et «; est un scalaire pour 7 = 1, ..., m.



Chapitre 1. Notion de la programmation linéaire

- Une fonction f est convexe sur un ensemble convexe D si
fle+ A=ty <t f(e)+(1-1t)f(y), VO<i<]

- Une fonction f est (strictement) concave sur un ensemble convexe D si (—f ) est (stric-

tement) convexe sur D.

- Le gradient d’une fonction f : R” — R continiment différentiable évalué au point x € R”

s’écrit
of (x) of(x) Of (iv)>t
Oxry Oz Oz,

Vi(z)=(

FeEme

et I’élément de la ¢ ligne et la 7°™¢ colonne de la matrice Hessienne s’écrit

0*f(x)

J B 6$185L‘]

V@),

Définition 1.1.2 (Combinaison linéaire conveze)

Un vecteur y € D C R™ est une combinaison linéaire convexe des points {z1, ..., z,} s’il

existe des coefficient réels \; > 0, i € {1, ..., p}, tels que
p p
Yy = Z )\zxz avec Z )\1 =1.
i=1 i=1

Définition 1.1.3 (Enveloppe conveze)

L’enveloppe convexe d’un ensemble S C R", est ’ensemble des points de R™ qui s’écrivent
comme combinaison convexe des points de S.

Elle est notée par

p p
conv(S):{xER”:x:ZAixi, €S, >0, Vi=1,pet Z)\izl}

i=1 =1

Définition 1.1.4 (Point extréme)
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Soit D un convexe non vide de R"™, x est dit point extréme ou sommet de D si
x=Xr;+ (1 = Nxzg Vay, 29 € D et A €]0,1] alors x = x1 = x4

Tout point extrémal d’un convexe D est un point de la frontiére de D.

Proposition 1.1.1 Soit D un convexe non vide de R"™ alors x est un sommet de D si et

seulement si D/{x} est un conveze.

1.2 Ensemble et fonction affine

Définition 1.2.1 (Ensemble affine)

Un sous-ensemble D de R™ est dit affine si
Ve,ye D, VAeR: e+ (1—-NyeD

Les ensembles affines élémentaires sont : ¢ , R™, {x} avec (x € R") et chaque sous espace

vectoriel de R”.

Définition 1.2.2 (Combinaison affine)
Soient x1,...,x,, des points quelconques de R™, on dit que x € R™ est une combinaison

affine de x1, ..., Ty, s’il existe (A1, Aay ..., A\p) € R™ tels que

m m
T = E \i; avec E AN=1
i=1 i=1

Proposition 1.2.1 Un sous-ensemble D € R est dit affine si et seulement s’il contient

toutes les combinaisons affines de ses éléments.

Définition 1.2.3 (Fonctions affines)
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Une fonction f définie de R™ dans R™ est dite affine si
FIA=Nz+ ] =0 =X) fl)+ X f(y), Vo,yeR", VAIeR

Théoréme  Toute fonction affine f de R™ dans R™ est de la forme f (z) = Az + b, ou

A € a lensemble des matrices réelles de taille (m x n)M,,, et b € R™.

Proposition 1.2.2 Une fonction affine f de R™ dans R™ est linéaire si et seulement si

£(0) = 0.

1.3 Programmation mathématique

La programmation mathématique, et plus particulierement 1’optimisation vise a résoudre
des problemes ou 1’on cherche & déterminer parmi un grand nombre de solution candidates
celles qui donne le meilleur rendement.

D’une fagon générale un programme mathématique dans R"™ est un probléme d’optimisa-

tion sous la forme suivante
)
Minf(x) oo Maxf(x)
s.C.
(P1)§  gi(z) <0, i: 1.m
hij(z) =0, j: 1.p

rzesCR"

ou f : R®™ — R est une fonction continument différentiable appelée fonction objectif, et
'ensemble des conditions {g;(x) < 0,4 : 1..m; h;(z) =0, j : 1l.p, z € s C R"} sont les
contraintes du probléme (P1).

L’ensemble D = {x € s CR"/g; <0,4:1.m;h(x) =0, j: 1..p} est appelé I'ensemble des

solutions réalisable du probléme (P1)
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1.3.1 Notion de base

Définition 1.3.1 On appelle solution réalisable du probléme (P1), tout point vérifiant les

contraintes de ce probléme (P1) (appartenant a D)

Définition 1.3.2 Un point x* € D qui minimise la fonction objectif sur D dit solution

optimale du probléme (P1) si et seulement si

Ve e D, f(z*) < f(x)

On note par argminp f(x), 'ensemble des solutions optimales du probléme .

Définition 1.3.3 Un point x* € D est une solution optimale locale de (P1), s’il existe un

voisinage V' de x*, et un € > 0 tel que

f(@™) < f(x), Vo e V(7

V() ={ze D/ [z —a"|<e}

Définition 1.3.4 (x appartient au voisinage de V (z*)) et on note par locminp f (x)l’ensemble

des solutions optimales locales de (P1)
Et de plus si f et D sont convexes, le minimum local est global pour le probléme(P1)

Remarque 1.3.1 Le probleme d’optimisation précedent consiste :

soit & chercher un point optimal (local, global).

soit, si un tel point n’existe pas on cherche une borne inférieure a la fonction f.

soit, & établir que f est non borné inférieurment sur D, auquel cas on adopte la conven-

tion infp f(x) = —o0

lorsque D est vide on pose par convention infp f(z) = +o0



Chapitre 1. Notion de la programmation linéaire

La classification de (PM) et son traitement numérique sont établis a partir des propriétés
fondamentales des fonctions f, ¢g; et h; a savoir la convexité, la différentiabilité et la

linéarité. Parmi les cas particuliers les plus étudiés on note
- La programmation linéaire (f linéaire, g;, h; affine, D ortant positif).
- La programmation convexe (f, g;, convexe, h; affine, D convexe).

- La programmation en nombres entiers (D discret).

1.4 Existence et unicité

Théorém 1.4.1 [1] (Weierstrass)

Si D est un compact non vide de R" et si f est continue sur D alors le probléme mathé-
matique (PM) admet au moin une solution optimale globale z* € D.

Théorém 1.4.2 [1]

Si D est non vide et fermé de R™, f est continue et coercive sur D, (c’est-a-dire lim f(z) =
+o0 alors (PM) admet au moins une solution optimale globale. e
Théorém 1.4.3 [8] (Karush-kuhn-tucker. contraintes linéaires )

Soit f : R™ — R une fonction différentiable sur D . Si x un minimum local du probléme

mathématique, alors, il éxiste un vecteur y € R™ et A € R} tel que :

/

Vf(x*)+ Zl)\ngi(a:*) + Zlijhj(x*) =0
i= ji=
Algz(lC*> :O, = 1,...,?1

yjhj(x*) = 0, j = 1, M

1.5 Programmation linéaire

La programmation linéaire est un cadre mathématique générale permettant de modéliser

et de résoudre certains problémes d’optimisation.
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historiquement, la programmtion linéaire & été développée et utilisée en 1947 par George
Bernard Dazing, Marshall Wood et leurs collaborateurs au USA departement of the Air

Force.

Définition 1.5.1 (2) On considére le programme linéaire primal (P)

min 'z

xT

(P)S s.c. Ax = b

z > 0

Ainsi formulé, on dira qu’un programme linéaire est sous forme standard. Notons que tout
programme linéaire c’est -a-dire tout probléme d’optimisation ou la fonction objectif et les
fonctions définissant les contraintes sont affines, peut se mettre sous la forme standard par
des manipulations algébriques simples. La matrice A est de dimension m x n avec m < n.
On pose 'hypothése que la matrice A est de plein rang. Sur des modélisations pratiques,
cette hypothése est rarement satisfaite. La matrice A peut toutefois étre réduite & une
matrice de plein rang par une décomposition () R ou une élimination de Gauss. L’ensemble

des solutions réalisables

S={reR'Az =b,2 > 0}

Forme un polyeédre convexe, c’est-a-dire I'intersection d’un nombre fini de demi-espaces. Un
programme linéaire est réalisable si I’ensemble S est non vide. Un programme réalisable est
borné si I'objectif est borné sur S. On dit que = est un point extréme de S, s’il ne peut pas
s’écrire comme une combinaison convexe stricte deux points de S. On présente ici, sans
preuve, les principaux résultats de la programmation linéaire. Le lecteur les retrouvera
dans 'excellente monographie de Chvatal (1983).

Remarque : Un programme linéaire sans contrainte d’inégalité n’est d’aucun intéret.

10
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1.6 Formes usuelles d’un programme linéaire

Les programmes linéaires (PL) se présentent sous deux formes différentes

1.6.1 Forme standard

Un programme linéaire (PL) est sous forme standard si toutes les contraintes sont des

égalités, c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme

Opt (c''z)

sous les contraintes
(PL)
Arx =10

x> 0.

1.6.2 Forme canonique

Un programme linéaire (PL) est sous forme canonique si toutes les contraintes sont des

inégalités, c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme :

Opt (c''z)
sous les contraintes
(PL)
Az (< ou >)b

xz > 0.

1.7 Exemple de Modélisation

Probléme [5] la direction d’une usine de meubles a constaté qu’il y a des temps morts dans
chacun des départements de I'usine. Pour remédier & cette situation, elle décide d’utiliser
ces temps morts pour fabriquer deux nouveaux modeéles de bureaux, M1 et M2. Les temps
de réalisation pour chacun de ces modeéles dans les ateliers de sciage, d’assemblage et

de sablage ainsi que les temps libres dans chacun de ces atteliers sont donnés dans le

11



Chapitre 1. Notion de la programmation linéaire

TAB. 1.1 — Table Caption

M1 | M2 | Temps libres
Sciage 1 2 20
Assemblage | 2 1 22
Sablage 1 1 12

tableau ci-dessous. Ces temps représentent le nombre d’heures nécessaires a un homme

pour effectuer le travail. Les profits que la compagnie peut réaliser pour chacun de ces

modeles sont de 300€ pour M1 et 200€ pour M2 .

La direction déterminer combien de bureaux de chaque modele elle doit fabriquer pour

maximiser son profit .
Solution 1.7.1 Posons x1 : le nombre de bureaux du modéle M1

T9 : le nombre de bureaux d’un modele M2

les temps libres de chaque département imposent des contraintes qu’il faut respecter.

les contraintes est

T —|—2332 S 20
21’1 + X9 S 22

T1+ 29 <12

IL s’ajoute & ces contraintes des contraintes de non-négativité puisque le nombre de bu-

reaux ne peut étre négatif, on a donc

r1>0et x9 >0

1.8 Reésolution par voie graphique

Prenons notre exemple de modeélisation

Graphiqument les solutions réalisables sont du polygone convexe de la figure suivante

12



Chapitre 1. Notion de la programmation linéaire

Fic. 1.1 — Figure 1 :Résolution graphique

La direction veut maximiser son profit, c¢’est a dire maximiser la fonction

f(xl,ﬂlg) = 300371 + 2005(?2

Pour chacune des ces solutions, c’est a dire pour chacune des points du polygone convex,
la compagne fera un profit positif si la compagne fabrique trois exemplaires d’un modele
M2, le profit sera

£(3,2) =300 -3+ 200 - 2 = 1300(€)

IL ne saurait étre question de calculer le profit réalisable pour chacun des points du
polygone convexe pour avoir une vision globale du probléme, représentons le profit réalisé
par le parameétre P on a

300z, + 2002y = P

qui réprésente une famille de droite paralléles. En isolant x5 on obtient

300 N P
Tog=———T1 + —
2720070 200
_ 2 P
P27 500
IL s’agit donc d’une famille de droites de pente ’73 et dont 'ordonnée a l’origine est %.

parmi les droites de cette famille, seules celles ayant des points communs avec le poly-

gone convexe nous intéressent la fonction f(xq,x2) atteindra sa valeur maximale lorsque

13
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a
]
| Tl
=
T T

Fic. 1.2 — Figure 2 :Résolution graphique

I’ordonnée a ’origine % de la droite

_ 9 b
T2 =TT E 500

Atteindra sa valeur maximaum tout en passant par au moins un des points du polygone

convexe.

Graphiquement on constate que la droite respectant ces conditions semble étre la droite

de la famille passant par le point sommet (10;2). Le profit est alors
£(10,2) = 300.10 4 200.2 = 3400(€)

IL reste a sassurer algébriquement des coordonnées du points sommet en résolvant le

systeme

2$1+$2:22 T =10

1.9 Dualité en programmation linéaire

La notion de dualité est un concept fondamental en programmation linéaire qui conduit
a un résultat de grande portée théorique et pratique (le théoréme de dualité faible et le
théoreme de dualité forte). Ainsi, étant donné un probléme de programmation linéaire

(PL) appelé primal, on peut toujours lui associer un autre probléme appelé dual (noté

14



Chapitre 1. Notion de la programmation linéaire

par (DL)).
Soit le probléme primal
(
min cx
x>0
\
Son dual s’écrit sous la forme )
mazx bly
(DL)q Aly<c
yeR™
\

Les solutions des programmes primal et dual sont liées par les théoréemes de la dualité
faible et forte.
Théoréme 1.9.1 [7] (Dualité faible)

Si z et y sont des solutions réalisables de probléemes (PL) et (DL) respectivement, alors

x> bly

Preuve

On a z et y sont réalisables, alors du probléme (DL) on a

c> Aly = do > y' Az = (by)' = by

Théoréme 1.9.2 [7] (Dualité forte)

Si z* et y* sont des solutions réalisables de (PL) et (DL) respectivement tels que

bly* = cla

alors x* et y* sont des solutions optimales des problémes (PL) et (DL) respectivement .

Preuve

15



Chapitre 1. Notion de la programmation linéaire

On veut démontrer que z* et y* sont des solutions optimales des problémes (PL) et (DL)

respectivement c’est- a-dire, on démontre que

cx* = minc'z et b'y* = maxb'y.

D’aprés le théoréme précédent on a

e > bty donc minctx > maxbty

en particulier,

cx* > minc'z > mazb'y > bly*.

Et comme

alors

cz* > min dx > maz bly > clz* = ctz* > min clx > da*

et
bly* > min ctx > max by > bly* = bly* > max bly > bly*.

D’ot le résultat.

16



Chapitre 2

Méthodes de points intérieurs

2.1 Meéthode de résolution d’un programme linéaire

2.1.1 Méthode du simplexe

Elle a été développée a la fin des années 40 par G.Dantzig [4]. Elle tient compte systé-
matiquement des résultats établis précédemment. Elle évolue sur la frontiére du domaine
réalisable de sommet en sommet adjacent, en réduisant la valeur de l'objectif jusqu’a
Poptimum. Un critére d’optimalité simple permet de reconnaitre le sommet optimal. Le
nombre de sommet étant fini, I’algorithme ainsi défini converge en un nombre fini d’ité-
rations n’excédant pas le nombre C]' = m(n”—_'m), sous 'hypothése que tous les sommets
visités sont non dégénérés.

En général, la méthode du simplexe posséde un comportement numérique trés satisfaisant

confirmé par ses applications multiples dans la résolution d’une large classe de problémes

pratiques.

17



Chapitre 2. Méthodes de points intérieurs

2.1.2 Meéthodes modernes de points intérieurs

Ces méthodes ont été développées dans les années 60. Leur utilisation pour la program-
mation linéaire n’a pas regu autant d’enthousiasme a cause de la dominance quasi totale
de la méthode du simplexe a cette époque. Aprés 'apparition de 'algorithme de Karmar-
kar en 1984 pour la programmation linéaire, les méthodes de points intérieurs ont connu
une véritable révolution, on enregistre plus de 3000 publications en quelques années. On

distingue trois classes fondamentales de méthodes de points intérieurs a savoir :

1. Méthodes afinnes (Dikin )
2. Méthodes de réduction du potentiel

3. Méthodes de trajectoire centrale (TC)

2.2 Méthode affine

L’idée remonte a Dikin (1967). On présente la méthode affine primale comme introduction
aux méthodes de points intérieurs. Cette méthode se caractérise par sa simplicité et sa
relative efficacité pratique. Par contre, la complexité polynomiale n’est pas connue pour
I'approche primale (ou duale), alors qu’elle est établie pour ’approche primale-duale. De
plus 'analyse de convergence est davantage complexe que pour les algorithmes de chemin
central. L’idée consiste & utiliser & partir d'un point intérieur la direction projetée de
plus forte descente dans un espace transformé. La direction de plus forte descente est
parmi toutes les directions réalisables celle qui donne le plus grand taux de décroissance.
Cette propriété est utile si le point courant se trouve éloigné des frontiéres définies par
les bornes de non négativité. Dans le cas contraire, le pas effectué dans cette direction
sera petit donnant une décroissance nette petite de I’objectif. Ainsi, I’approche consiste a
calculer une direction de descente qui n’approche pas trop rapidement de la frontiére. Cette
direction de plus forte descente est calculée & partir d’un probléme mis & 1’échelle qui centre

la solution courante et qui est ensuite transformée dans l’espace original. L’algorithme
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comprend les trois étapes suivantes :

1. calcul de la direction de descente
2. calcul de pas

3. calcul de la tranformation affine

On considére le programme linéaire suivant

minclx

T

sous les contraintes
(PL)

Arx =0

x>0

Avec la matrice A de plein rang. On note S° 'intérieur de S c’est & dire

SO={zeR": Av = b,z > 0}

On suppose que ’ensemble S° n’est pas vide.
Calcul de la direction de descente

Soit x. le point courant tel que

Az, =b
T, >0
On cherche
2t =2, + alx
tel que
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Le déplacement doit donc vérifier

dAxr <0

Azt = Az, + alAx) =10

Sous I'hypothése que a > 0, Az doit étre dans le noyau de A c’est a dire
Az € N(A) = {x € R"/Az = 0}

La direction de plus forte descente est donnée par

minct Ax
Az

s.c.AAx =0
Al =1

dont la solution est
Ap — pTOjA(—C)
[proja(—c)|l

ou Projs() étant la matrice orthogonale de projection sur le noyau de A. Comme A est

de plein rang et en oubliant la normalisation, on a

Ax = proja(—c)

— —(I — AT(AAT) 1 A)e,

Remarque 2.2.1 Une matrice orthogonale de projection P sur le noyau de A vérifie les
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propriétés suivantes

AP =0
p=pT

pP:=p

Il est alors facile de vérifier que

c"Ax = —cTproja(c)
= —c'proji(c)

= —llproja(c)|* <0

Longueur de pas

Puisque nous sommes dans le cas linéaire, le taux de décroissance est constant dans la
direction Ax. Le pas maximal est limité par les contraintes de non négativité. De plus,
la transformation affine qui nous permettra de centrer le point n’est pas définie sur la

frontiére. Donc il suffit de choisir

QO = YQpaz avec 0 < v < 1,

et

o = min —(SCc)z
max Az;<0 Az,

En pratique, on choisit v = 0.995. Si Ax > 0 et Az # 0, le probléme est alors non borné.
Transformation affine

On fait une mise a ’échelle afin que le nouveau point z* soit loin de la frontiére définie par
x > 0. Un point idéal serait le vecteur unitaire e. Ainsi, on cherche une x transformation

affine qui transforme % en e. La matrice de transformation est simplement I'inverse de
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la matrice diagonale dont les composantes sont les mémes que celles de 2. Cette matrice
est inversible puisque z* > 0. Notons cette matrice par X.

On a alors

= (I — A7 (AAY " A)z

= (I — XA (AX?AYTAX) X ¢

Et

Tt =7, + alAZ

1. alors

=Xzt
=z.+aXAT

=z, —aX (I - XA(AX?A)TAX) Xc
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2.2.1 Propriétés et commentaires de la méthode affine

1. C’est une méthode primale, performante en pratique, quoique sensible au choix ini-

tial.

2. Elle est simple au sens qu’elle ne demande ni transformation projective ni fonction

potentiel, ni méme la préparation du probléme (forme canonique).

3. La démonstration de la convergence est relativement simple dans le cas dégénéré,elle

est fastidieuse en cas d’échéant .

4. Il n y’a pas de résultat de polynomialité, on pense plutdt que l'algorithme est d’une

complexité exponentielle.

2.2.2 Algorithme de la méthode affine primale

Initialisation x le point initial, 0 < y < 1, A, la décroissance de la fonction objective, ¢
le critére d’arrét ;

Début

Te = Xo;

A, =e(clz.) + 1;

A
clx,.

Tant que > ¢ faire
X =X,

Ay = —X(I — XAT(AX2AY)TAX) X¢;

fin Tan que
fin
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2.2.3 Convergence

On a le résultat suivant
Théoréme [9] Sous les hypothéses que A est une matrice de plein rang, qu’il existe un
point strictement intérieur et que la fonction objectif est non constante sur le domaine

réalisable, alors

1. Si le probléme primal et le probléme dual sont non dégénérés, alors pour tout v < 1,

la suite générée par l'algorithme converge vers une solution optimale.

2. Pour v < 2/3, la suite générée par ’algorithme converge vers une solution optimale.

2.2.4 Critére d’arrét

Le critere d’arrét devrait étre relié a la satisfaction des conditions d’optimalité.
Considérons d’abord le cas non dégnéré (primal et dual) et soit le programme dual (DL)
max bly
Y,Ss
(DL){ s.c. ATy+s=c

yeR™ s>0

Soit xj, la solution courante et considérons le programme

max|| Xgs||
y,c

)

s.c. ATy +s=c

yeR™ s>0

La solution de ce programme est donnée par

yr = (AXFAT)TAX?c

sp=c— ATy,
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On en déduit

Vl'k = —X%Sk

et le vecteur dual est obtenu comme sous-produit du calcul de la direction de descente.
Théoréme Sous 'hypothése de non dégénérescence primales et duales, la solution (yy, sk)
converge vers la solution optimale duale du probléme (DL) lorsque z; converge vers la
solution optimale primale du probléme primale (PL).

Dans ce cas, un critére d’arrét peut étre défini sur la norme du vecteur de complémentarité.

2.3 Méthode Karmarkar

En 1984 Karmarkar propose un algorithme de résolution d’un programme linéaire de la
forme

w* =min{c'z: Ar =0,z € S,,} (KP)

pour lequel on connait a priori la valeur optimale w* = 0 et une solution réalisable o = =
(centre du simplexe S,,). A est une matrice de R™*" et de rang plein.

Sy = {x eER": x>0, i% = 1} est le simplexe de dimension (n — 1)

On suppose que : -

(Hypothése 1) la matrice A est de plein rang (rgA = m < n).

(Hypothése 2) On dispose d'un point 20 strictement réalisable (A2° = b, 2° > 0).

(Hypotheése 3) La valeur optimale est connue au départ.

2.3.1 Principe de la méthode

A partir d’une solution initiale 2° = a I’algorithme construit une suite de points intérieurs
qui converge vers la solution optimale du probléme. Dans le but de ramener la valeur
objectif & zéro on le minimise localement sur une spheére inscrite dans ’orthant réalisable.

k

Pour chaque itération k, l'itéré z* > 0 est ramené au centre de simplexe S, pour la
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transformation suivante

TkSn—>Sn
2o Te(@) =y
ou
o) = 2y 1) Dy = diag(a)
Xr) = ——— = (& = avec = alaqgl\x
g e%Dk_lx Y LA el, Diy : g

Le probléme (K P) s’écrit comme suit

Ctl)],C Yy ADk Y u
) : =0 i =1,y>0
man {Gsz Y e Dyy ,;y Y

Les hypothéses de départ permettent d’obtenir le programme de Karmarkar simplifié
min{ctD;€ y:ADky:O,Zyi: 1,y>0} (01)
i=1

Pour la résolution de ce probléme on a le Lemme suivant

Lemme 2.3.1 Si pour un programme linéaire donné on connait une solution réalisable y°

tel que (y? >0,i=1,...,n+1)

alors ’ellipsoide :

n+1

_ n+l . (yi_y?)z 2
i=1 g

est dans 'intérieur de 'orthant positif de R"*!

D’apres le Lemme, si on ajoute au probléme (01) la contrainte :

1

yeR": ly—a|| <arotl<a<letr=———
n(n —1)
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On obtient alors le probléme suivant

min {ctDk y: ADyy =0, Zyz =1y — Oé||2 < (047”)2} (02)

i=1

Ceci est un probléme d’optimisation sur une sphére, dont la solution optimale est donnée
a l'aide du théoréme suivant

Théorém 2.3.1 La solution optimale du probléme (02) est donnée explicitement par

avec p" = pp, (Dyc), By =

Il ‘

€n

v =a —ard®, ou d* =

A chaque itération k, on revient & la variable initiale z en appliquant la transformation

inverse 71~ ! et ainsi de suite jusqu’a ce que le test d’optimalité (cta® <€) soit vérifie.

2.3.2 Algorithme de Karmarkar

Début Algorithme
Initialisation

€ > 0 est un parameétre précision

2% = a = & est une solution initiale, ¢, = (1,...,1) € R®
n

k=0
Tant que (c'z* > ¢) Faire

1 Construire

Ay,
Dy = diag(z®), Ay = ADy, By =

t

en

2 Calculer

p* = pp (Dyc) = [I — BL(B,B)~! — By] Dyc, (1a projection sur le noyau de By,)

k

k _ P
d [P
k ko o» 1
=a—ard®our= ,0<a<1
y v/ n(n—1)
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3 Prendre

Fin Tant que

Fin Algorithme

2.3.3 Etude de la convergence

Théoréme 2.3.1. [6] A chaque itération k, le point y* vérifie

Pour établir la convergence de I’algorithme, Karmarkar introduit & ’objectif la fonction

potentiel suivantef(z) = Zln(i—’”), définie sur : {x eER": >0, Az =0, 2; = 1} .
i=1 ! i=1

S=

Lemme 2.3.2 Soit 2* le k™ itéré de algorithme, alorsSiy < (exp(f(z¥) — f(2°))n.

ctz0

Karmarkar montre que la convergence de 'algorithme est réalisée en O(ng + n In n)
itérations pour 0 < a < i
Théoréme 2.3.2. [6] Si 0 < o < et 2° = < Talgorithme calcule la solution optimale

aprés O(ng + n In n) itérations tel que

1. ctak =0
topk — N L, e . ,
2. 555 < e =277 ou q est une précision fixée.

2.4 Optimisation linéaire avec Matlab

La commande linprog est un solveur qui permet de trouver le minimum d’un programme

linéaire. Avant d’utiliser la commande, les contraintes doivent étre écrites sous la forme <
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ou =.
La forme compléte de la commande linprog est :

[x,fval exitflag,output,lambdal = linprog (c, A, b, Aeq, beq, lb, ub, x0,0options)

Les sorties renvoyées sont :

x : La solution optimale du probléme.

fval : La valeur optimale de la fonction objective.

exitflag : Si la valeur de exitflag est supérieure ou égale a 1 ceci signifie que 'algorithme
a bien convergé, sinon ’algorithme n’a pas convergé.

output: Contient des informations sur le processus d’optimisation.

lambda: Contient le multiplicateur de lagrange a la solution x.

Les arguments en entrées sont :

c : Le coefficient de la fonction objective (sous forme d’un vecteur ligne).

A : Les coefficients des contraintes < (sous forme d’une matrice).

b : Les deuxiémes membres des contraintes< (sous forme d’un vecteur colonne).

Aeq : Les coefficients des contraintes = (sous forme d’une matrice).

beq : Les deuxiémes membres des contraintes = (sous forme d’un vecteur colonne).

b, ub : La borne sup et inf des variables z; (sous forme d’un vecteur colonne).

x0 : Les valeurs initiales des variables des décisions.

options : Contient des parameétres qui décrivent comment linprog doit s’exécuter.
Remarque : Le probleme peut ne pas impliquer tous les parametres de la comande
linprog, donc on devrait utiliser des vecteurs vides | | au lieu de paramétres non utili-
sés.

Avant d’exécuter linprog, on peut spécifier comment il doit s’exécuter, en manipulant les
options parameétre. Par exemple, si on veut forcer linprog a utiliser ’algorithme simplexe,
alors on écrit

options = optimoptions('linprog’, ’Algorithm’, ’simplez’) ;

Et si on veut forcer linprog & utiliser 'algorithme de point intérieur, on écrit
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options = optimoptions(’linprog’, ’Algorithm’, "interior — point’);

Exemple 2.4.1 On considére le programme linéaire suivant

(

221 + 629 = Z(Min)
1+ w2 < 40
1 — 29 = 30
r1 — 4xy < 160
1 >0

ZEQZO

\

On cherche la solution optimale de ce probléme par la commande linprog, on écrit alors

=2 6]
A=[11;1-4];
b=[40;160) ;
Aeg=[1 -1];
beq=[30];
1b=[00] ;
ub=[];
x0=[0;0];

Options = Optimoptions(linprog’, ’Algorithm’, *interior — point’) ;

[x,fval exitflag,output|=linprog (c, A, b, Aeq, beq, lb, ub, x0,0ptions ).

Le résultat s’afliche comme suit

The interior-point algorithm uses a built-in starting point; ignoring user-supplied XO0.
Optimization terminated.
X =

30.0000
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0.0000

fval =

60.0000

exitflag =

1

output =

iterations : 4

algorithm : ’interior-point’
cgiterations : 0

message :’Optimization terminated’.
constrviolation : 3.5527e-15

firstorderopt : 1.7308e-07

La solution optimale obtenue par la méthode de point intérieur apres 4 itérations est
1 =30 et x5 =0.
La valeur de la fonction objective est 60. La méthode utilisé est convergente puisque

exitflag=1.
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Conclusion

Conclusion

Les méthodes de points intérieurs sont connues par leur efficacité, rapidité de convergence,
simplicité algorithmique et capacité de résoudre des problémes de grandes tailles. L’incon-
vénient principal dans ce type de méthodes est 'initialisation, c’est-a-dire la détermination
d’un point initial qui se trouve a 'intérieur du domaine réalisable.

Théoriquement, on suppose que ce point est connu, mais numériquement ’obtention de ce
point initial présente un handicap majeur pour ces méthodes importantes.

La recherche de ce point initial pour la méthode affine nécessite par exemple 'intégration

des méthodes de type projectif, la forme réduit de la méthode de Karmarkar .
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Annexe A : Abréviations et

Notations

0f (z)

S.C.

Azx
(KP)
ell

la direction d’amélioration
le gradient
la premiere dérivé de la fonction f
sous contraintes
la solution optimale du probleme
le gradient projeté
karmarkar probléme

ellipsoide
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Résumé .

Notre objective dans ce mémoire est de présenter deux méthodes des points intérieurs
utilisées pour la résolution d’un programme linéaire, il s’agit de la méthode affine et la
méthode de Karmarkar. Nous commencgons par un petit rappel sur la notion de convexité, la
définition d’un programme mathématique ainsi que la condition d’existence et d’unicité¢ d’un
point minimum pour ces programmes. Pour chaque méthode étudiée, nous présentons leurs
algorithmes et leurs théoréemes de convergence. Le solveur Matlab destinés pour ces

méthodes a été donné a la fin de ce mémoire.
Mots clé

Points intérieurs, programme linéaire, méthode affine, Karmarkar, algorithmes
Abstract :

Our objective in this thesis is to present two interior point methods used for the resolution of
a linear program, these are the affine method and the Karmarkar method. We start with a little
reminder on the notion of convexity, the definition of a mathematical program as well as the
condition of existence and uniqueness of a minimum point for these programs. For each
method studied, we present their algorithms and their convergence theorems. The Matlab

solver intended for these methods was given at the end of this thesis.

Keywords :

Interior points, linear program, affine method, Karmarkar, algorithms
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