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Introduction

Les tests de normalité sont des cas particuliers des tests statistiques prennent une
place importante en statistique. En effet, de nombreux tests supposent la normalité
des distributions pour étre applicables. En toute rigueur, il est indispensable de
vérifier la normalité avant d’utiliser les tests. Cependant de nombreux tests sont
suffisamment robustes pour étre utilisables méme si les distributions s’écartent de la

loi normale.

L’objectif de ce mémoire est ’étude des techniques statistiques destinées & examiner
la compatibilité d’une distribution empirique avec la loi normale. On parle également
de test d’adéquation & la loi normale.

Ce mémoire est composé de deux chapitres

— Premier chapitre : On a étudié la loi normale et ses propriétés fondamentales puis
on a présenté les notions principales d’un test d’hypotheése.

— Deuxiéme chapitre : Ce chapitre est consacré aux méthodes statistiques qui a pour
objectif de vérifier I’hypothése de normalité des données, dont on a présenté des
méthodes graphiques telles que ’histogramme, droite de Henry,..., et des méthodes

théoriques comme le test de Kolmogorov-Smirnov, le test de Shapiro-Wilk,..., etc.



Chapitre 1

Loi normale et test d’hypothéses

Dans ce premier chapitre, on va étudier dans la premiére section une loi de probabilité
trés importante en statistique qui est la loi normale dont ses différentes propriétés
seront données puis on va donner les notions importantes dans la théorie des tests

d’hypothéses.

1.1 La loi normale

1.1.1 Quelques définitions et propriétés

Définition 1.1.1 Soit X une variable aléatoire réelle suit une loi normale (ou loi
gaussienne) d’espérance p et d’écart-type o (et on note X ~ N(u,c?)), alors la
variable aléatoire réelle X admet pour densité de probabilité la fonction f(x) définie

par

fl2) = —— exp( L

— 5 - )2), x € R.
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Proposition 1.1.1 Si X «~ N (p,0?) alors

1. La fonction de répartition de X est

Fx(t) = P(X <1).

/ fla

-/ exp<§<x g,

o

2. La moyenne de X est E(X) = u et la variance de X est Var(X) = o

Des exemples de la densité de la loi normale N'(u, 0%) selon les valeurs de la moyenne

et de la variance sont donnés aux figures [I.1] et

< |
= — p=0, o=1
— p=0,0=2
— p=0, 0=3
& | — u=0, g=4
(=]
£ 9
g
(=1 —
(=]
T T T T

F1G. 1.1 — Densités de la loi normale de moyenne p = 0 et d’écart-types o = 1, 2, 3, 4.
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F1G. 1.2 — Densités de la loi normale d’écart-type o = 1 et de moyennes . = 0, 1,2, 3.

Loi normale centrée réduite

Soit Z une v.a de loi normale. On dit que Z suit une loi normale centrée réduite si

sa moyenne i = 0 et son écart-type o = 1. La loi sera donc notée NV(0,1).

La fonction de densité sera donnée par

1 _ L2
—Z), z eR,

() = el

et sa fonction de répartition, noté ®(z) définie par

O(2)=P(Z<z2)= /_Z \/IQ_WeXp(_—xQ)da:, z e R.

Propriété 1.1.1 &(2)=1—-®(-z), z€R.

Les valeurs ®(z) sont données dans la table statistique de loi normale centrée réduite

N(0,1).

Exemple 1.1.1 1. ®(0) = P(Z <0)=0.5;
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2. ®(1.53) = P(Z < 1.53) =0.937;
3. ®(—1.53) = P(Z < —1.53) =1 —0.937 = 0.063.
Théoréme 1.1.1 Soit X une v.a suit une loi normale N (i, %) alors la v.a

X —p
g

7 = “ N(0,1),

donc

Exemple 1.1.2 Soit X une v.a suit la loi normale N(3,16), on va calculer
1. P(X <3.3).

2. P6<X<T).

On utilise la table de la loi normale N(0,1)

1. P(X <3.8) = ®(38=2) = $(0.2) = 0.5793.

2. P(6< X <7)=d(12) — &(53) = 0.8413 — 0.7734 = 0.0679.

1.1.2 Théoréme centrale limite

Théoréme 1.1.2 Soit une suite (X,) de variables aléatoires définies sur le méme

espace de probabilité, suivant la méme loi D et dont l’espérance et [’écart-type com-

munes existent et soient finis (0 # 0). On suppose que les (X,) sont indépendantes.

Considérons la somme S, = X1 + - - -+ X,,. Alors 'espérance de S, est nu et son

2 S, — . . , .
écart-type vaut o\/n et Y, = Z—\/%“ converge en loi vers une variable aléatoire nor-

male centrée réduite on note (Y, ~ N(0,1)) [§].
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1.2 Test d’hypothéses

Définition 1.2.1 Un test d’hypothéses est une procédure de décision entre deux hy-
pothéses. Il s’agit d’une démarche consistant a rejeter ou accepter une hypothése

statistique, appelée hypothése nulle, en fonction d’un échantillon de données.

Un test est un mécanisme qui permet de trancher entre deux hypothéses au vu des

résultats d’un échantillon.

Remarque 1.2.1 Les tests d’hypothéses ont pour buts de
— clarifier et définir le cadre rigoureuxr de ces études.
— fournir un formalisme précis pour toutes les situations.

— savoir si les différences mises en jeu sont importantes (“significatives” pour un

seuil donné) ou non [5].

1.2.1 Hypothése nulle et hypothése alternative

Définition 1.2.2 Hypothése nulle notée Hy est l’hypothése que l’on désire contro-
ler : elle consiste par exemple a dire qu’il n’existe pas de différence entre les para-
metres comparés ou que la différence observée n’est pas significative et est due aux
fluctuations d’échantillonnage. Cette hypothése est formulée dans le but d’étre rejetée
[

D’autre part L’hypothése alternative notée H, est la négation de Hy, elle est
équivalente o dire «Hy est fausse». La décision de rejeter Hy signifie que Hy est

réalisée ou Hy est vraie [4)].

Remarque 1.2.2 1. Une hypothése doit spécifier une valeur, disons 6y pour un pa-

ramétre 0 de la population. On testera donc : Hy : 0 = 0.

Une possibilité classique pour [’hypothése alternative est :  Hy : 0 # 6y, qui teste

chaque coté de l’égalité (on parlera de test bilatéral).

6
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Mais on peut écrire également un autre choix d’hypothése :
Hy : 0 > 60y parfois noté encore Hy : 0 = 0.
et U’hypothése alternative correspondante sera : Hy : 6 < 0y, qui teste un seul coté

de l’égalité (on parlera de test unilatéral).

2. Le raisonnement inverse peut étre formulé ’hypothése suivant

H()I 9§90
Hy: 0>90

3. (Hop:0 <6y ou Hy:0 >0y parfois noté encore (Hy : 0 = 0y) [].

1.2.2 Test bilatéral et test unilatéral

Le choix entre le test bilatéral et unilatéral dépend de la nature des données, du
type d’hypothése que I'on désire a controler, des affirmations que ’on peut admettre

concernant la nature des populations étudiées (normalité, égalité des variances) [10].

Test d’hypothéses unilatéral

Nous considérons deux situations du type unilatéral

H0:9§90 HUI 9200

b ou )

Hy: 0>06 Hi: 0<6,
ol § est un parameétre de dimension 1 (© C R). Hypothese nulle et hypothése al-
ternative sont multiples. De telles situations se rencontrent lorsque 1’on s’intéresse
uniquement & juger si le parameétre 6 dépasse un certain seuil. L’hypothése nulle est
dite unilatéral et par extension on parle aussi de test unilatéral du fait que la région

de rejet est usuellement de la forme T" > ¢ ou T < ¢, T' étant la statistique de test

[9].
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Tests d’hypothéses bilatérales

Nous considérons deux situations du type bilatéral
H()Z 9:00 H()I €1§9§02

ou ,

Hy: 040, Hy: <6 006> 0,
ol 6 est un parametre de dimension 1 (© C R). La premiére situation est fréquente
lorsque 6 représente en fait un écart entre parameétres de deux populations. La se-
conde teste si le parameétre est situé dans un intervalle de tolérance acceptable. L’ap-
pellation de bilatéral se réfere au fait que 'alternative est située de part et d’autre

de ’hypothese nulle [9].

1.2.3 Variable de décision et niveau de signification

Variable de décision : La statistique qui apporte le plus de renseignement sur
le probléme posé est appelée variable de décision ou statistique du test. La loi de

probabilité doit étre différente selon que Hy ou Hj ; sinon elle ne servait a rien [5].

Niveau de signification : Le niveau de signification (ou seuil de signification) est

égale un risque de premiére espéce maximum. On le note par «.

Les valeurs usuelles de niveau de signification sont 1%, 5% et 10%.

1.2.4 Reégion critique et risque d’erreur

La région de rejet et région critique

Définition 1.2.3 La région de rejet d’un test est l’ensemble des points (X1, ..., X,)
de R™ pour lequel I’hypothése nulle Hy est écartée au profit de I’hypothése alternative
H,. On appelle aussi région critique du test et on la note généralement par W. Elle

est définie par la relation

P(W/Hy) = a.
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Le complémentaire de la région critique est appelée région d’acceptation du test [5].

Elle est notée par W et est définie par

P(W/Hy) =1— a.

Risque d’erreur

Définition 1.2.4 (Erreur) La décision d'un test se base sur les données d’un
échantillon aléatoire de la population. Il y a donc deux types d’erreurs possibles dans

un test statistique
1. L’erreur de type I qui consiste a rejeter Hy alors que Hy est vraie.

2. L’erreur de type II qui consiste a accepter Hy alors que Hy est fausse.

Définition 1.2.5 (Risque) Dans le contexte d’un test d’hypothéses, on appelle risque
la probabilité de commettre une erreur. Puisqu’il y a deux types d’erreurs, on dis-

tingue donc deux types de risques qu’ on les note o et

a = P (Erreur de type I) = P (rejeter Hy/Hy est vraie).

— P (H,/Hy).

tq : a est risque de premiére espéce.

= P (Erreur de type II) = P (accepter Hy/Hy est fausse).

tq : B est risque de deuzriéme espéce.

Exemple 1.2.1 Si [’on cherche a tester l'hypothése qu’une piéce de monnaie n’est
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pas « truquée », nous allons adopter la régle de décision suivante :

Hy : la piéce n’est pas truquée

H: la piéce est truquée

— on accepte Hy si X € [40;60] ;

— on rejette Hy si X ¢ [40;60] ; donc soit X < 40 ou X > 60, avec X « nombre de

faces » obtenus en lancant 100 fois la piéce.

On suppose que la probabilité d’obtenir face est de p ¢’est une piéce truquée, et (1—p)

d’obtenir pile c’est une piéce n’est pas truquée et on a p = (1 —p) = % donc les
Hy: p=

Hy: p#

La v.a X : "mombre de faces obtenues” suit une loi Binomiale tel que

hypothéses a tester sont

N | = DN =

X « B(100,1), ot n =100 : "Nombre de lancés".

p : Probabilité du succés” obtenir face”, p = % la piéce n’est pas truquée.
Alors

1. Quel est le risque d’erreur de premiére espéce ?

2. Quel est le risque d’erreur de deuxiéme espéce, tel que : p = 0.6 ¢

Solution 1.2.1 1. Le risque d’erreur de premiére espéce o c’est
On a : X « B(100, 3), alors E(X) = np =100 x 5 = 50,

et Var(X) =np(l —p) =100 x 3 x 3 = 25.

g — X-BX)

On centre et on réduit X, c’est a dire que ’on pose : T

10
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Donc

1— o= P(X € [40,60])

= P(40 < X < 60)

40_50§Z§60_50

= P( )
—P(-2<Z<2)=P(Z<2) -P(Z<-2)
—P(Z<2)-(1-P(Z<2)=2P(Z<2)—1
=2x0.9772 —-1=0.9544

1—a=09544 <= a =1—-0.9544 = 0.0456 = 0.05.

Alors le risque d’erreur de premiére espéce est o = 0.05.

2. Le risque d’erreur de deuxiéme espéce c’est 3

On a : X «~ B(100,0.6), alors E(X) =np = 100 x 0.6 = 60,
et Var(X) =np(l —p) =100 x 0.6 x 0.4 = 24.

Le risque d’erreur de deuxiéme espéce [ c’est

f = P(accepter Hy/Hy est fausse) = P(40 < X < 60).

On a Z suit la loi N(0,1) tq : Z = X-B(X)

/Var(X)’
Alors
40 — 60 60 — 60
=P <7<
p ( V24 T T W24 )

= P(—4.08 < Z<0)=P(Z <0)— P(Z < —4.08)

=0.5—(1—0.9999) = 0.50.

Donc : le risque d’erreur de deuxiéme espéce est 3 = 0.5.
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On a 50% de chance d’accepter Uhypothése Hy "la piéce n'est pas truquée” alors

qu’elle est truquée "Hy est vraie”.

1.2.5 Regle de décision

Soit Hy et H; deux hypothéses dont une et une seule est vraie. La décision aboutira
a choisir Hy ou H;. Il y a donc quatre cas possibles qu’ils sont résumées dans le

tableau suivant

Décision\ Véritée | H H;

HO 11—« ﬂ

H1 « 1—B

TAB. 1.1 — Tableau présente les cas de régle de décision.

Définition 1.2.6 La probabilité de rejeter Hy alors qu’elle est vraie vaut o et est
appelé niveau du test (ou seuil). La probabilité de rejeter une fausse hypothése nulle

est (1 — B) qui est appelée la puissance du test.

1.2.6 P-valeur

En statistique la p-valeur est la probabilité pour un modéle statistique donne sous
I’hypothése nulle d’obtenir la méme valeur ou une valeur encore plus extréme que
celle observée sur I’échantillon. On va comparer un seuil de significativité « et p-

valeur (P) en vue de savoir accepter ou rejeter H,
—Si P < a on va rejeter 'hypothese Hy.
— Si P > a on va accepter 'hypothéese Hy.

On peut alors interpréter la P-valeur comme le plus petit seuil de significativité pour

lequel 'hypothése nulle est acceptée.

12
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1.3 Tests paramétriques

Définition 1.3.1 Un test paramétrique est un test de contréler certaine hypothése
relative & un ou plusieurs paramétres comme (la moyenne, la variance ou la fréquence
observé) d’une variable aléatoire de loi spécifiée ou non. Dans la plupart de ces tests
basés sur la loi normale. Soit (X1, X, ..., X,,) un échantillon issu d’une v.a de la loi

P(0 € ©). On a considéré O et O avec : OgUO; = 0O et O NO; = ¢.

Donc on a deux hypothéses a tester

Hgi 96@0
Hll 06@1

1.3.1 Test de conformité

Définition 1.3.2 Les tests de conformité sont dits “tests a un échantillon”. Ils ont
pour but de vérifier si un échantillon peut étre considéré comme représentatif de la
population dont il est extrait. On étudie une variable quantitative X et on cherche a

établir si les observations sont en accord avec la loi théorique de cette variable [11)].

En général, il s’agit de tester si un paramétre (tel que la moyenne, la fréquence
ou la variance) calculé dans [’échantillon est conforme a sa valeur au niveau de la
population. Ceci suppose que la loi théorique du parameétre est connue au niveau de
la population [11).

Soit X1, Xs, ..., X,, un échantillon de taille n d'une v.a X «~ N(u,0?) de moyenne
i et de variance o2et de proportion p, pour un niveau critique o fizée, les tests de

conformité sont résumés dans le tableau suivant [3]

13
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L’hypothése

Cas possible

La statistique

La région critique

( o2 connue U= @ Ul > us
Ho: 1= o > . V(X —puo)
.| o inconnue n < 30 e |T|>t%(n—1)
Hy: p+# po _
. o? inconnue n > 30 U= M Ul > ua
r . , =mn-1)% | ¢ a(n-1)
Hy: 0% =o; (t inconnue n 0 ! \
Y XQ n—1
Hy: o*+#0? [ connue , ;(Xl g :
) A =" | A ¢[X o(n); XZ(n)]
r
Ho: p=mpo ;
X «B(n,p)etn>30 | U=—AL— \U| > ua
’ - (1—pg) 2
Hi: p#po VR

TAB. 1.2 — Résumé sur le test de conformité.

Remarque 1.3.1 1. La statistique U suit la loi normale N'(0,1).
2. ug : Le quantile d’ordre (1 — 5) de la loi normale centrée réduite.
3. La Statistique T suit la loi de Student de (n — 1) ddl.

4oty Le quantile d’ordre (1 — §) de la loi Student a (n — 1) ddl.
5. La Statistique X2 suit la loi de Khi-deux de (n — 1) ddl.

6. La Statistique X} suit la loi de Khi-deux de n ddl.

74 . ) \ o 1 2
7. L’écart type corrigé S égale a S = \/EZXI2 - X
i=1

1.3.2 Test d’homogénéité

Définition 1.3.3 Il s’agit de comparer deux populations & l’aide d’un paramétre

donné tel que la moyenne, la variance et la fréquence,. .. etc.

Soient X7, X, deux v.a de moyennes /i1, s et de variances 0%, 2.

Soient X1, Xi9,..., X1, et Xo1, Xo9, ..., X, deux échantillons indépendants prove-

nant de X; et X, respectivement de moyennes X, X, et de variances S, S». Soit

14
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X; v N(pi,04), i = 1,2. Les tests des homogénéités sont résumés dans le tableau

suivant [3]

L’hypothése

Cas possible

La statistique

La région critique

( o? connues. U= X%
Hoi M1 = 2 "jﬁ |U’>Ug
2_ 2 _ 2 a TR 2
. 0] =05=0 71 72
H, U 7é o ) T = X1IX21 |T| > t% (n1 + ng — 2)
\ (o 0% inconnue) S\ a1t ag
.
L2 2 2 2 ,
Hy: o7 =03 o1 et 03 sont s F>F_a(m—1
. 52
k Hy: o?+# 02 inconnues ’ ng — 1)
,
H()Z P1=DP2 =D XimB(pZ),Z:LQ N
: U= L1l Ul > ug
. s(1—p) (Lt L
L Hy:  pi#p2 n1,ng trés grands \/p(l_p)<"1+"2

Remarque 1.3.2 1. La statistique U suit la loi normale N'(0,1).

2. ug : Le quantile d’ordre (1 — §) de la loi normale centrée réduite.

TAB. 1.3 — Résumé sur le test d’homogénéiteé.

3. La statistique T' suit la loi de Student & (nq + ng — 2) ddl.

4oty Le quantile d’ordre (1 — §) de la loi de Student & (ny 4+ ng — 2) ddl.

5. La statistique F' suit la loi de Fisher a (ny — 1;ne — 1) ddl.

6. Fi—a : Le quantile d’ordre (1 — ) de la loi de Fisher a (ny — 1;ny — 1) ddl.

7. La Statistique X§ suit la loi de Khi-deuz de (n — 1) ddl.

8. La variance corrigée commune S* égale & S? =

sont les estimateurs de o2 et o3 respectivement.
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chapitre 1 : Loi normale et test d’hypothéses

1.4 Tests non paramétriques

Définition 1.4.1 Un test non paramétrique est un test ne nécessitant pas d’hypo-
thése sur la forme des données, les statistiques de test sont alors remplacées par des
statistiques ne dépendant pas des moyennes et variances des données initiales. Les

tests mon paramétriques les plus connus sont

e Le test dindépendance ou d’association consiste a éprouver l’existence d’une liai-
son entre 2 variables. Les techniques utilisées différent selon que les variables sont
qualitatives nominales, ordinales ou quantitatives [4)].

e Le test d’ajustement ou d’adéquation consiste a vérifier la compatibilité des don-
nées avec une distribution choisie a priori. Le test le plus utilisé dans cette optique
est le test d’ajustement a la loi normale, qui permet ensuite d’appliquer un test pa-

ramétrique [{l]. Parmi les tests d’adéquation on peut citer le test d’adéquation de

Khi-deux.

Test d’adéquation de Khi-deux

Soit X une variable aléatoire de loi £ (le plus souvent inconnue). On souhaite tester
l'ajustement de cette loi & une loi connue Ly (Poisson, Exponentielle, normale,...

etc) retenue comme étant un modele convenable [g].

On teste donc I’hypothése
HU . E == £0
Hl : E 7£ EQ

Les n observations de X sont partagées en k classes. On désigne par O; leffectif

observé de la classe . Ainsi ZOi =n [8).

Pour chaque classe, I'effectif théorique est défini

C; =n.P(X € Classe;| X — Ly).

16



chapitre 1 : Loi normale et test d’hypothéses

k

On calcule la valeur X? = Z(O’E—C’)Q On compare cette valeur & la valeur théorique
i=1

X2 lue dans la table du X% a v = k — 1 — r degrés de liberté ot r est le nombre de

paramétres de la loi £y qu'il a fallu estimer. On rejette Hy lorsque X2 > X2 [§].
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Chapitre 2

Tests de normalité

En statistique, les tests servent & vérifier si des données réelles suivent une loi nor-
male ou non sont appelés tests de normalité. Les tests de normalité sont des cas
particuliers des tests d’adéquation ou d’ajustement, appliqués a une loi normale. Ces
tests prennent une place importante en statistique. Dans ce chapitre on va donner
les techniques statistiques visant a tester la normalité des données qu’on peut les
diviser en : des méthodes graphiques (Histogramme de fréquence, Q-Q plot,... etc),
et des méthodes théoriques (test de Kolmogorov-Smirnov, test de Shapiro-Wilk, test

de Lilliefors ,... etc).
Définition 2.0.2 Le test de normalité est un test non paramétrique des hypothéses :

Hy: Laloi de la v.a X est une normale

H,: Lalot de la v.a X n’est pas une normale

18



Chapitre 2 : Tests de normalité

2.1 Meéthodes graphiques

2.1.1 Histogramme de fréquence

L’outil graphique le plus simple est 'histogramme de fréquence. 1l s’agit de couper
automatiquement l'intervalle de définition de la variable en k intervalles de largeur
égales, puis de produire une série de barres dont la hauteur est proportionnelle &

Peffectif associé & 'intervalle.

Le nombre k d’intervalles est défini de maniére arbitraire, dans d’autres il est para-
métrable. Une régle simple pour définir le bon nombre d’intervalles est d’utiliser la
régle k = log(n), n est la taille de I’échantillon. Il possible de visualiser la forme de
la distribution des données a analyser en les représentant sous forme d’histogramme

avec une courbe représentant une loi normale [IJ.

Programmation en code R

x=rnorm(100)

y=rnorm(150)

par(mfrow=c(1,2))

hist(x,main="Histogramme de x",ylab="fréquence", prob=T)
curve(dnorm(x, mean(x), sd(x)),add=TRUE)
hist(y,main="Histogramme de y",ylab="fréquence", prob=T)

curve(dnorm(x, mean(y), sd(y)),add=TRUE)
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Chapitre 2 : Tests de normalité

Résultat de la commande

Histogramme de x Histogramme de y
<
s =]
(32}
2 c
8 8 o
N ]
§ o § o
=1 3
g 8
E o E o
o o
o =3
S T T T T 1 S T 1 1T T 1

-2 0o 1 2 3 -3 -1 0 1 2

Fic. 2.1 — Histogramme de fréquence avec densité de la loi normale de x et y.

2.1.2 Boite 4 moustache

La boite & moustaches, en anglais box-plot, est un outil graphique trés pratique repré-
sentant une distribution empirique a l'aide de quelques parameétres de localisation :
la médiane (M), le ler (@) et 3eéme (Q3) quartile [I].

La boite correspond & la partie centrale de la distribution : la moitié des valeurs com-
prises entre le premier et le troisiéeme quartile ()1 et (3. Les moustaches s’étendent
de part et d’autre de la boite jusqu’aux valeur suivantes : & gauche jusqu’a Q1 —
1.5(Q3 — Q1) s’il existe des valeurs encore plus petites, sinon jusqu’a la valeur mini-
male & droite jusqu'a @ + 1.5(Q3 — @) s'il existe des valeurs au-dela, sinon jusqu’a
la valeur maximale. Les valeurs au-dela des moustaches repérées par des noms des

valeurs hors norme éventuellement suspectes ou aberrantes mais pas nécessairement
2].
Programmation en code R

x=rnorm(100)

y=rnorm(150)
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summary(x)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

-2.0129 -0.4573 0.1266 0.1179 0.6582 2.2643
summary(y)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

-3.06949 -0.82961 -0.04854 -0.05132 0.69633 2.44189
boxplot(x,y,names=c("x","y"))

Résultat de la commande

Fic. 2.2 — Boite a moustache de x et y.

2.1.3 Q-Q plot et droite de Henry

Q-Q plot

Le @ — @ plot, quantile-quantile plot, est une technique graphique qui permet de

comparer les distributions de deux ensembles de données.

Les échantillons ne sont pas forcément de méme taille. Il se peut également, et c’est

ce qui nous intéresse dans le cas présent, qu'un des ensembles de données soient
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Chapitre 2 : Tests de normalité

générées a partir d'une loi de probabilité qui sert de référentiel [I].
Concrétement, il s’agit
1. de trier les données de maniére croissante pour former la série z ;) ;

2. a chaque valeur z(;), nous associons la fonction de répartition empirique F; =

1—0.375 .
n+0.25

3. nous calculons les quantiles successifs z,;) d’ordre F; en utilisant 'inverse de la
loi normale centrée et réduite;

4. enfin, les données initiales n’étant pas centrées et réduites, nous dé-normalisons les
données en appliquant la transformation ;) = 2.y xS +X [1], ot X est I’estimateur

de la moyenne (moyenne empirique) et S est 'estimateur de I’écart type o et sont

n

1< 1 _

=1

Droite de Henry

La droite de Henry est une méthode pour visualiser les chances qu’a une distribution
d’étre gaussienne. Elle permet de lire rapidement la moyenne et 1’écart type d’une

telle distribution [§].

Principe : On représente les quantiles théoriques en fonction des quantiles observés
(Diagramme @Q-@). Si X est une variable gaussienne de moyenne T et de variance
o? et si Z est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite, on a les égalités
suivantes

P(X <) = P(—— < ———) = P(Z <y:) = ®ys),

T,—T
pap

ou y; =
(On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite) [8].

Pour chaque valeur x; de la variable X, on peut calculer P(X < z;) puis en déduire,
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Chapitre 2 : Tests de normalité

a l'aide d’une table de la fonction ®, y; tel que : ®(y;) = P(X < ;).

Si la variable est gaussienne, les points de coordonnées (x;;y;) sont alignés sur la

droite d’équation y = 2= [8].

Programmation en code R

x=rnorm(100)
y=rnorm(150)
par(mfrow=c(1,2))
qqnorm(x, datax=TRUE)
qqline(x, datax=TRUE)
qqnorm(y, datax=TRUE)
qqline(y, datax=TRUE)

Résultat de la commande

Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

N ~N
1% - 1% =
Q2 Q<
15 15
< S
p=3 o p=3 o
(eg (eg
© ©
L L
g g
=} ! =}
[ [
= =

N o

2 0o 1 2
Sample Quantiles Sample Quantiles

Fic. 2.3 — Q-Q plot et droite de Henry pour x et y.
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Chapitre 2 : Tests de normalité

2.2 Meéthodes théoriques

2.2.1 Test de Kolmogorov-Smirnov

L’objectif est d’établir la plausibilité de 'hypothese selon laquelle I’échantillon a été
prélevé dans une population ayant une distribution donnée. Le test de Kolmogorov
est "non paramétrique" : il ne place aucune contrainte sur la distribution de réfé-
rence, et ne demande pas qu’elle soit connue sous forme analytique (bien que ce soit
pourtant le cas le plus courant). Etant donnés

1. Un échantillon de taille n d’observations d’une variable.

2. Et une fonction de répartition de référence F(x) [§].

Soit X7, ..., X, un n-échantillon d’une v.a X de loi P absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)) inconnue. On note F}, la distribution empirique

associée & X.

Théoréme 2.2.1 (Glivento — Cantelli)

Soit (X;)i>1 une suite des variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F'. On

pose

1 n
i=1

Alors on a
sup |F, — F(t)| —0 Ps [{l].

teR

Définition 2.2.1 La statistique de K S est défini par la distance en norme infinie

de la fonction de répartition empirique F,,, et la fonction de répartition F

KS = Dks(P, Ry) =sup |F, — F(t)].

teR

Propriété 2.2.1 Si (v(1), T(2), ..., Tn)) est la statistique d’ordre associée & l’échan-
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tillon X alors

Dgs(P, P,) = max max { 'F(x(i)) _

1<i<n n

F(ﬁ(i))—i_l‘}-

On rejet Hy si /nDks > dpo 00 dp o est le quantile théorique lu & partir la table

de Kolmogorov-Smirnov [{).

Programmation en code R

On compare les p-value de tout les tests par a = 0.05, c-a-d

si p-value > 0.05 on accepte H)

si p-value < 0.05 on rejette H
x=rnorm(100)
y=rnorm(100)
ks.test(x,y)
Reésultat de la commande
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data : x and y
D = 0.06, p-value = 0.9938
alternative hypothesis : two-sided

Commentaire : On remarque que la p-value est supérieure au niveau « alors on
accepte I’hypothése Hy. Alors on accepte 'hypothése de normalité de 1’échantillon

au risque a = 5%.
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2.2.2 Test de Shapiro-Wilk

Le test de Shapiro-Wilk est basé sur la statistique W. En comparaison des autres
tests, il est particuliérement puissant pour les petits effectifs (n < 50). La statistique

du test s’écrit )

3]
ai(T(n—it1) — T())
1

i=

n

> (x-X)°

=1

ol

e 1(; correspond a la série des données triées;

e [5] est la partie entiére du rapport % ;

e a; sont des constantes générées & partir de la moyenne et de la matrice de va-

riance covariance des quantiles d’'un échantillon de taille n suivant la loi normale.

Ces constantes sont fournies dans des tables spécifiques [6].

La statistique W peut donc étre interprétée comme le coefficient de détermination
(le carré du coefficient de corrélation) entre la série des quantiles générées a partir

de la loi normale et les quantiles empiriques obtenues a partir des données [6].

La région critique, rejet de la normalité, s’écrit
R.C:W < Werit.

Les valeurs seuils W,,.;; pour différents risques « et effectifs n sont lues dans la table

de Shapiro-Wilk.

e Si la P-value est inférieure & un niveau « choisi alors ’hypothése nulle est reje-
tée c’est a dire improbable d’obtenir de telle données en supposant qu’elles soient

normalement distribuées.

e Si P-value est supérieure au niveau « choisi alors on ne doit pas rejeter ’hypothése
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nulle. La valeur de la p-valeur alors obtenue ne présuppose en rien de la nature de

la distribution des données [6].

Programmation en code R

x=rexp(10,2)

shapiro.test(x)

Résultat de la commande
Shapiro-Wilk normality test
data : x

W = 0.80005, p-value = 0.01452

Commentaire : On remarque que la p-value est inférieure au niveau « alors on
rejette I’hypothése Hy. Alors on rejette I’hypothése de normalité de ’échantillon au

risque o = 5%.

2.2.3 Test de Lilliefors

Ce test est une variante du test de Kolmogorov-Smirnov, sous I’hypothése de nor-
malité (& chercher a tester Hy : P «~ Gaussienne), ou les parameétres p et o de la loi

sont estimés a partir des données.

La statistique du test est

Ou F; est la fréquence théorique de la loi de répartition normale centrée et réduite

S .

associée a la valeur standardisée z(;) =

La table des valeurs critiques D...;; pour les petites valeurs de n et différentes valeurs

de o doivent étre utilisées. Lorsque les effectifs sont élevés, typiquement n > 30, il
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est possible d’approcher la valeur critique a ’aide de formules simples

a Derit
0.10 | 552
0.05 %
0.01 %

TAB. 2.1 — Les valeurs critiques de test Lilliefors.

La région critique du test pour la statistique D est définie par

RC:D > D, it

Programmation en code R

x=rnorm(100)

lillie.test(x)

Résultat de la commande

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data : x

D = 0.059021, p-value = 0.5318

Commentaire : On constate qu’au seuil de risque a = 5%, on accepte I'hypothése

de normalité de I’échantillon car p-value> .

2.2.4 Test de Anderson-Darling

Le test de Anderson-Darling est une autre variante du test de Kolmogorov-Smirnov,
a la différence qu’elle donne plus d’importance aux queues de distribution. De ce

point de vue, elle est plus indiquée dans la phase d’évaluation des données précédant
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la mise en ceuvre d'un test paramétrique (comparaison de moyenne, de variances,
etc.) que le test de Lilliefors [IJ.

Autre particularité, ses valeurs critiques sont tabulées différemment selon la loi théo-
rique de référence, un coefficient multiplicatif correctif dépendant de la taille d’échan-

tillon n peut étre aussi introduit.

Concernant ’adéquation a la loi normale, la statistique du test s’écrit [I]
1 n
A=—-n—— E (20 — 1) [In(F;) +In(1 — F,_11)],
n
i=1

ou F; est la fréquence théorique de la loi de répartition normale centrée et réduite

R . T —X
associée a la valeur standardisée : z;) = —%

Une correction est recommandée pour les petits effectifs, cette statistique corrigée

est également utilisée pour calculer la p-value :

0.75 2.25
n

A, =Al+ ).

Les valeurs critiques A..;; pour différents niveaux de risques sont résumées dans le
tableau suivant, elles ont été produites par simulation et ne dépendent pas de I'effectif

de I’échantillon [I]

«Q Acrit
0.10 | 0.631
0.05 | 0.752
0.01 | 1.035

TAB. 2.2 — Les valeurs critiques de test d’Andarson Darling.
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L’hypothése de normalité est rejetée lorsque la statistique A prend des

valeurs trop élevées

R.C:A> Aqy.
Programmation en code R

x=rnorm(100)

ad.test(x)

Reésultat de la commande
Anderson-Darling normality test
data : x

A = 0.2331, p-value = 0.7925

Commentaire : Puisque p-value> « (0.7925 > 0.05) on ne peut pas rejeter ’hypo-

theése de normalité de ’échantillon au risque o = 5%.

2.2.5 Test de Cramer-Von Mises

Le test de Cramer-Von Mises ou critére de Cramer-Von Mises est un test statistique
utilisé pour évaluer la qualité de ’ajustement d’une fonction de répartition notée F

comparé & une fonction de répartition empirique notée F,,,.

Ce test est nommé en ’honneur d’Harald Cramer etRichard Von Mises. Ce test est

également une alternative au test de Kolmogorov-Smirnov.

La statistique du test s’écrit

W2 —n / (Foy(2) — F(2)|? dF (2).

20— 1 1
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Région critique du test : On rejette Hy si

RC . Wi Z Wcrit-

Pour un niveau e données. La valeur de W,,.;; calculée a partir la table de Cramer-Von

Mises.

Programmation en code R

x=rexp(10,2)

cvm.test(x)

Résultat de la commande
Cramer-von Mises normality test
data : x

W = 0.28119, p-value = 0.0003781

Commentaire : On remarque que la p-value est inférieure au niveau «, alors on re-
jette Phypothese Hy. C’est a dire, on rejette I’hypothése de normalité de ’échantillon

au risque o = 5%.

2.2.6 Test de Jarque-Bera

Le test de normalité de Jarque-Bera est fondé sur les coefficients d’asymétrie et
d’aplatissement. Il évalue les écarts simultanés de ces coefficients avec les valeurs de
référence de la loi normale. La formulation est trés simple. Il ne devient réellement

intéressant que lorsque les effectifs sont élevés [I].
Les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement :

1) Les coefficients d’asymeétrie : En théorie des probabilités et statistique, le

coefficient d’asymétrie (skewness en anglais) correspond a une mesure de 1’asymétrie
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de la distribution d’une variable aléatoire réelle.

Etant donnée une variable aléatoire réelle X de moyenne p et d’écart type o, on
définit son coefficient d’asymétrie comme le moment d’ordre trois de la variable

centrée réduite

=

lorsque cette espérance existe. On a donc : $; = £4, avec u; les moments centrés
2
2

d’ordre 1.
Forme de la distribution
e Un coefficient nul indique une distribution symétrique.

e Un coefficient négatif indique une distribution décalée a droite de la médiane,

et donc une queue de distribution étalée vers la gauche.

e Un coefficient positif indique une distribution décalée & gauche de la médiane,

et donc une queue de distribution étalée vers la droite.

2) Les coefficients d’aplatissement : En théorie des probabilités et en statistique,
le kurtosis (du nom féminin grec ancien « courbure »), aussi traduit par coefficient
d’acuité, coefficient d’aplatissement et degré de voussure, est une mesure directe de
I’acuité et une mesure indirecte de ’aplatissement de la distribution d’une variable
aléatoire réelle. Il existe plusieurs mesures de I’acuité et le kurtosis correspond a la

méthode de Pearson.

Etant donnée une variable aléatoire réelle X d’espérance p et d’écart type o, on
définit son kurtosis non normalisé comme le moment d’ordre quatre de la variable
centrée réduite : 3, = B[(Z£)4],

lorsque cette espérance existe. On a donc : ; = 7.

Prenons les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement de Pearson (5, = ’;—z et By =
5—1), la seule différence avec ceux de Fisher est que le second coefficient n’est pas

normalisé, c-a-d [y = 3, pour la loi normale.
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On propose les estimateurs

La loi conjointe de ces estimateurs est normale bivariée, on écrit

3 0 6 0
vl Ten| U]

By 3 0 24

La matrice de variance covariance présentée ici est une expression simplifiée valable
pour les grandes valeurs de n. Il est possible de produire des expressions plus précises,
affichées par les logiciels de statistique. Nous notons également que la covariance de

31 et Bg est nulle.
La forme quadratique associée permet de produire la statistique de Jarque-Bera T
qui s’écrit

(B2 —3)°

3
T=n(= 4+ =1,
n(6+ 51 )

Elle est distribuée asymptotiquement selon une loi du X? & 2 degrés de liberté.

«Q Xf_a
0.05 | 5.99
0.01 | 9.21

TAB. 2.3 — Exemples des valeurs critiques de test Jarque Bera.
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La statistique 1" prend des valeurs d’autant plus élevées que I’écart entre la distri-
bution empirique et la loi normale est manifeste. La région critique pour un risque
a du test est définie par

RC:T > X127a'

Pour un risque o = 0.05, le seuil critique est XZg; = 5.99.

Programmation en code R

x=rnorm(100)

jarque.bera.test(x)

Reésultat de la commande

Jarque Bera Test

data : x

X-squared = 0.15417, df = 2, p-value = 0.9258

Commentaire : On constate qu’au seuil de risque o = 5%, ’hypothése de normalité

ne peut étre rejetter car p-value > a.
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Conclusion

Le but de notre mémoire est 1’étude des techniques statistiques destinées a examiner
la compatibilité d’une distribution empirique avec la loi normale. Vérifier la normalité
des données continues est une étape cruciale avant la réalisation d’un test d’hypothése
mettant en jeu une ou plusieurs variables continues. Il s’agit donc de s’assurer que
les variables continues sont distribuées selon la loi normale. Si cela est le cas, les
tests d’hypothése classiques sont applicables. Si la condition de normalité est violée,
il faudra trouver une alternative dite "non paramétrique" au test d’hypothése a

réaliser.

Il existe deux méthodes pour vérifier la normalité :

e La premiére méthode est la méthode graphique : On peut représenter les données
a l'aide de I'histogramme de fréquence et regarder si elles semblent s’ajuster a une

distribution normale.

La droite de Henry est une méthode pour visualiser les chances qu’a une distribution
d’étre gaussienne. Elle permet de lire rapidement la moyenne et 1’écart type d’une
telle distribution. On représente les quantiles théoriques en fonction des quantiles
observés (Diagramme Q-Q).

e La deuxiéme méthode est la méthode théorique : Il existe plusieurs tests pour
affirmer la normalité d’une distribution. Tous ces tests ont en commun d’avoir comme
hypotheése nulle : La distribution empirique suit une loi Gaussienne. Par exemple test

de Shapiro-Wilk et test de Kolmogorov-Smirnov.
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Annexe A : Logiciel R

2.3 Qu’est-ce-que le langage R ?

e Le langage R est un langage de programmation et un environnement mathématique
utilisés pour le traitement de données. Il permet de faire des analyses statistiques
aussi bien simples que complexes comme des modéles linéaires ou non-linéaires, des
tests d’hypotheses, de la modélisation de séries chronologiques, de la classification,
etc. Il dispose également de nombreuses fonctions graphiques trés utiles et de qualité
professionnelle. R a aussi la possibilité d’exécuter des programmes stockés dans des
fichiers textes et comporte un grand nombre de procédures statistiques appelées

paquets.

e Il a été initialement créé, en 1996, par Robert Gentleman et Ross Ihaka du dépar-
tement de statistique de I’Université d’Auckland en Nouvelle Zélande. Depuis 1997,
il s’est formé une équipe "R Core Team" qui développe R. Il est concu pour pou-
voir étre utilisé avec les systemes d’exploitation Uniz, Linuzx, Windows et MacOS.
L’origine du nom du langage provient, d’une part, des initiales des prénoms des deux
auteurs (Ross Thaka et Robert Gentleman) et, d’autre part, d'un jeu de mots sur le

nom du langage S auquel il est apparenté.

e Un élément clé dans la mission de développement de R est le Compréhensive R
Archive Network (CRAN) qui est un ensemble de sites qui fournit tout ce qui est

nécessaire a la distribution de R, ses extensions, sa documentation, ses fichiers sources
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et ses fichiers binaires. Le site maitre du CRAN est situé en Autriche a Vienne, on
peut y accéder par 'URL : "http ://cran.r-project.org/". Les autres sites du CRAN,

appelés sites miroirs, sont répandus partout dans le monde.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous

X : Variable aléatoire.

! : La moyenne.

o? : La variance.

N(p,0?) : Loi normale de paramétres p et 2.
Fx . Fonction de répartition de v.a X.
F, . Fonction de répartition empirique.
E() . Espérance mathématique.

V(. : Variance mathématique.

o : Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Hy . Hypotheése nulle.

H,y . Hypothese alternative.

Parameétre inconnu.

Q) : Ensemble des valeurs de 6.
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ddl

iid

R.C

Variable aléatoire.

Tel que

Moyenne empirique.

Variance empirique.

L’écart type

Degré de liberté.

Convergence en loi.

Indépendants identiquements distribués.
Convergence presque sur.

Région critique.
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Résumé

La distribution la plus utilisée dans l'analyse statistique est la distribution normale, aussi
appelée la distribution Gaussienne. Elle est tres importante en statistique et en probabilité a
cause que la plupart des données en réalité suivent la distribution normale. Dans ce travail, on a
présenté deux facons pour vérifier la normalité: la méthode graphique qui consiste a utiliser
I'histogramme de fréquence, la boite a moustache, .... La méthode théorique est basée sur : test

de Kolmogorov-Smirnov, test de Shapiro-Wilk, test de Lilliefors, test d'Anderson-Darling, ....

Mots clés : Test d’hypothéses, hypothése, risque, région critique, statistique, test de normalité.

Abstract

The distribution most commonly used in statistical analysis’s the normal distribution. It is very
important in statistics and probability because in fact most of the data follow a normal
distribution. In this work, we have presented two ways to check normality: the graphical method
which consists in using histograms, box plot, ... The theoretical method is based on the

Kolmogorov-Smirnov test, Shapiro-Wilk test, Lilliefors test, Anderson-Darling test, ....

Key words: Hypothesis test, hypothesis, risk, critical region, statistis, normality test.
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