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Introduction

Dans ce mémoire de master, on s’intéresse a étudier les problémes de controle sto-

chastique ou le systéme est de la forme suivante (EDSPR) :

((dav () = f (2 (8),0(6) dt + o (ta” (), (£) dB (1)
+ /E c(t,xv (t=),v(t),e) N (dedt),
2 (0) =
—dy" (t) /Eg(, C(), Yt (), 2 (1), rv (Ee) v () m (de) dt

t,x v
—2"(t)dB (t) — [ r'(t,e) N (dedt),

E

y'(T)  =¢((T),

tell que :
f:0,T]xR"x U — R,

o:[0,T] x R" x U — R4,
c:[0,T)]xR*"x U x E — R",
g:[0,T] x R* x R™ x R™*4 x R™ x U — R™.

Le cott définit comme suit

J(0() =B [ / [E (2 (8) 4" (1) 2" () ¥ () o (6) 7 (de) dt + Bz (T)) + 7 (5" (0))]
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ou
[:]0,T] x R* x R™ x R™4 x R™ — R,

¢: QxR —R™,
h:R" — R,
v:R™ — R,
et f,o,c,g,l, ¢, h /vy sont des fonctions diterministes.

Le processus de controle qui résout ce probléme est appelé optimal. Ce type de probleme

a été étudié par des nombreux auteurs, voir par exemple [2, 3], 4, [5].

Notre objectif dans ce mémoire est d’étudier les conditions nécessaires et suffisants d’op-
timalités sous forme d’un principe du maximum stochastique pour les systémes de type
EDSPR avec saut. Plus précisément, le systéme est gouvernée par un mouvement Brow-
nien et une mesure aléatoire de Poisson. Notez bien que cette étude est basé sur le travail

de Shi et Wul®.
Nous présentons notre travail comme suit :

» Le premier chapitre contient une généralité sur la théorie du calcul stochastique qui
nous permet d’étudier notre probléme.

» Dans le deuxiéme chapitre, nous obtenons le principe du maximum stochastique pour un
type de systéme EDSPR avec saut sous forme locale et on obtient également les condition
suffisantes d’optimalités.

» Dans le dernier chapitre, nous appliquons notre résultat pour étudier le probléme de sé-
lection de portefeuille moyenne-variance mélangée avec un probléme d’optimisation d’une
fonction d’utilité récursive et donnons I’expression explicite de la stratégie de sélection de

portefeuille optimale.



Chapitre 1

Généralités sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre nous allons rappeler des notions essentielles du calcul stochas-
tique, nous commencons par définir un processus stochastique, mouvement Brow-
nien, l'intégrale stochastique, processus d’ito, nous rappelons ensuite les équations diffé-

rentielles stochastique et le processus de poisson.

Soit (2, F,P) un espace probabilisé et (Rd, 15} (Rd)) un espace mesurable.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Un processus stochastique X = (X;),.; est une famille de variables

aléatoires :

X; (w): (Q,F) — (R, B (RY)),
indexée par un tempst € T :

1. Pour ¢t fixé, w € Q +— X, (w) est une variable aléatoire.

2. Pour w fixé, t € T — X, (w) est une fonction réelles, appelée trajectoire du processus.

i) T C N le processus est a temps discrét.

ii) T =10, al tel que a > 0 le processus est a temps continu.



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

Définition 1.1.2 (Filtration) 1. Une filtration (), de (2, F) est une famille crois-

sante de sous-tribus de F pour s <t, F, C F; C F.

2. La filtration naturelle (ou canonique ) de processus X; est donné par :

FX=0(X,,0<s<t), teT,

c’est la plus petite o-algebre par rapport a laquelle X, est mesurable pour tous 0 < s < ¢.
Remarque 1.1.1 L’espace (Q,]—", F= (ft)teT,IF’) est appelé espace probabilisé filtré.

Remarque 1.1.2 La filtration est dite :
a) Continue a droite si Fy+ := Mgy Fs = Fy.

b) Satisfait les conditions habituelles si elle est continue a droite et si Fo contient tous

les ensembles P-négligeables de F.

Définition 1.1.3 Un processus (X;),s, est dit mesurable si l’application définie sur (Ry. x Q, B ® F)

par (t,w) — X (w) est mesurable.

Définition 1.1.4 On dit que un processus (Xt)tzo est adapté par rapport a F si pour tout

teT, X; est Fi-mesurable.

Définition 1.1.5 Un processus est a trajectoire continue si

P({w e Q;t — X; (w) est continue}) = 1.

Définition 1.1.6 Un processus (X;) >0 €st dit progressivement mesurable par rapport a
F stV t eT l'application
(s,w) = X, (w)

est mesurable sur ([0,t] x Q,B([0,t]) @ F) .



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

Définition 1.1.7 Un processus (X;),5, est dit cadlag (continue a droite et pourvu de
limite & gauche ) si ses trajectoires sont continues a droite et pourvues de limite & gauche

pour presque tout w.
Remarque 1.1.3 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.1.1 Soit (Xt)t20 un processus stochastique dont les trajectoires sont conti-
nués a droite (ou & gauche), alors X, est mesurable et progressivement mesurables s’il est

de plus adapté.

Définition 1.1.8 (processus gaussien) Un processus stochastique X = (Xy),cp est gaus-
sien ssi toute combinaison linéaire de ses marginales a1 Xy, + ... + @, Xy, suit une loi

gaussienne (pour tout n € N, tq,...t, € T et ay...a, € R).

Définition 1.1.9 : Deux processus X et'Y sont dit équivalentes s’ils ont la méme loi

(égalité de toutes les lois fini-dimensionnelles). On écrira X Ly

Définition 1.1.10 : Un processus X est dite a accroissements indépendants si on a :

1. Xo =0, p.s,

2.V¥n > 1,Vty, ..., t, e Ry, tel que : 0 <ty <ty <. <ty lesv.a
(th[?XtQ - th ceey th - thfl)

sont indépendantes.

Définition 1.1.11 : Un processus stochastique (X;)ier+ €st un processus accroissements
indépendants stationnaires si : Vs, t € Ry, tel que 0 < s < t, la variable aléatoire X; — X

a la méme loi que X,;_,. Autrement dit :

Vh>0 1 Xegn — Xopn = Xios.



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

(notation X £V ssi X et Y ont la méme loi).

Définition 1.1.12 Un processus (X;),s, défini sur un espace de probabilité (2, F,IP) est

dit étre un processus de Lévy s’il posséde les propriétés suivantes :

1. Les trajectoires de X sont P-presque surement continue & droite avec limites a

gauche ;
2.P(Xo=0)=1;
3. Pour 0 <s <t X;— X, est égal en distributions o X;_s;

4. Pour 0 < s <t, X; — X, est indépendant de (X,,u < s)

1.2 Martingales
Le nom martingale est synonyme de jeu équitable.

Définition 1.2.1 Un processus (M)i>o adapté par rapport une filtration (), et tel que

pour tout t > 0, M, € L' est appelé :
1. Une martingale si pour s <t : B[M, | Fs] = M.
2. Une sur-martingale si pour s <t : B[M,; | Fs] < M;.

3. Une sous-martingale si pour s <t : E[M, | F5] > M;.

Exemple 1.2.1 : Si X est un processus & accroissement indépendants avec X, € L' pour

tout t > 0 et (F1),> sa filtration naturelle. Alors :
(X: —E[Xy]), t>0

est une F;* -martingale.
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Théoreme 1.2.1 : Soit M sur-martingale continue a droite (resp. martingale), et soit S

et T deux temps d’arrét bornés tels que S < T. Alors Mg et My sont intégrables et :

Mg > E[Mr | Mg] p.s. (resp. =)

Proposition 1.2.1 : (Décomposition de Doob) Soit (X;); un processus aléatoire inté-

grable. Alors il existe une martingale (My); et un processus F-prévisible (V;);, tels que :
My =V, =0, et

Xy =Xo+ My +V,, pour tout t>0.

De plus, cette décomposition est unique.

Définition 1.2.2 : On dit qu’un processus M = (]\415)1t20 est une martingale locale s’il

existe une suite de temps d’arrét (T;), telle que :
Ty — oo, P-p.s.

et le processus arrété Mt est une martingale pour tout t.

Définition 1.2.3 : Une semi-martingale est un processus
X=Xo+A+M,

ot A est un processus & variation finie, Xy est une variable Fo-mesurable et M est une

martingale locale, ces deux deniers processus étant issus de 0.

1.3 Mouvement Brownien (MB)

Définition 1.3.1 Un processus stochastique (Bt)tzo est appellée mouvement Brownien si

vérifiée les conditions suivantes :
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1. Bo=0.
2. (B;) — B (w) continue P-p.s.
3. Y0 < s <'t, la variable aléatoire B; — B, est indépendante de F;.

4. V0 < s<t, B,— Bsest deloi N (0,t—s).

Remarque 1.3.1 Lorsque (F),5, est la filtration naturelle de (By),s,, on dit que B est

un mouvement Brownien naturel.
Proposition 1.3.1 Si (B;),., est un mouvement Brownien, alors :

i) le processus B défini par B; = B;, s — B est un mouvement Brownien.
ii) le processus B défini par B, = —B; est un mouvement Brownien.
iii) le processus B défini par B, = 1B, est un mouvement Brownien.

vi) le processus B défini par, B; = tB 1 Vt > 0, By = 0 est un mouvement Brownien.

1.4 Intégrale stochastique

On se donne un espace (2, F,P) et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne

par F; = 0 (B, s < t) la filtration naturelle du MB.

Définition 1.4.1 [’intégrale de Wiener définir par .

t
| ouas.
0

telle que 0 est un processus stochastique.

Définition 1.4.2 On dit que {0;,t > 0} est un "bon processus” s’il est (F;) adapté et
cadlag vérifiant :

t
E[/Qsds} <400 ,Vt>O0.
0
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Propriétés de ’intégrale stochastique : On note A 'ensemble L2 (2, RT) des pro-

loc

cessus 6 adaptés caglad vérifiant

E[/Otej (w)ds} < 0.

Définition 1.4.3 Soit B un MB et {0;,t > 0} un "bon processus” :
t
1. 0 — / 0,dB; est linéaire.
0
t
2. Le processue ( / 0sdBs)icio,) est a trajectoire continue.
0

t 2 t
3. N, = [/ HSdBS} — / des. Le processus (N, t > 0) est une martingale.
0 0
t t t
4. ona:E {/Hsst} =0 et var {/GSdBS} =K {/Hsds}.
0 0 0

1.5 Processus d’Ito

Un processus X est un processus d’'Ito si

t t
th—i—/bsds—l—/asdBS,
0 0

t

ot b est un processus adapté tel que / |bs|ds existe (au sens Lebesgue) p.s. pour tout ¢,
0

et o un processus appartenant a A.

On utilise la notation plus concise suivante

dXt = bfdt + O'tdBt7
XO = X.

Le coefficient b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.
L’écriture dX; = b,dt + 0,dB; est unique (sous réserve que les processus b et vérifient les

conditions d’intégrabilité).
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Ceci signifie que si

dXt = btdt + JtdBt = dXt = ’Etdt + &tdBt.

alors b = b, 0 = 6. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et réciproque-
ment.

t
On peut définir un processus d’It6 pour des coefficients de diffusion tels que / o2ds < oo,
0

t

mais on perd la propriété de martingale de I'intégrale stochastique. La partie x + / bsds
0

est la partie a variation finie. Si un processus A & variation finie et une martingale, il est

t
constant. En effet, si Ay =0, A: = 2/ A dA, et par suite E [Aﬂ =0.
0

1.6 Equations différentielles stochastiques

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme
t t
X, ==z +/ b (s, Xs)ds +/ o (s, Xs) dBs. (1.1)
0 0

Ou en autre forme
dXt =b (t, Xt) dt +o (t, Xt) dBt,

X():l'.

L’inconnue est le processus X. Le probléme est, comme pour une équation différentielle or-
dinaire, démontrer que sous certaines conditions sur les coéfficients, I’équation différentielle
a une unique solution. Il est utile de préciser les données.

Soit b et o deux fonctions de R™ x R™ & valeurs réelles données. On se donne également
un espace (€2, F,P) muni d’une filtration (¥;) et un (F;) mouvement brownien B sur cet
espace. Une solution de est un processus X continu (F;)-adapté

t t
tel que les intégrales / b(s, Xs)ds et / o (s, Xs) dBs sont un sens et I’égalité
0 0

t t
Xt:x+/b(s,Xs)ds+/a(s,Xs)st
0 0

10



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

est satisfaite pour tout ¢, P — p.s.

1.7 Processus de Poisson

Définition 1.7.1 Un processus de poisson N de paramétre X > 0 est un processus de
comptage

Yt > 0, Nt = Z ]—{Tngt}a

n>1

associé a une famille (7,,; n € N) avec Ty = 0 de va représentant les temps d’arrivées, telle
que les variables aléatoires (7,11 — T,,; n € N) sont i.i.d de loi exponentielle de paramétre
A

Processus de Poisson compensé : On définit la version "centrée" d’un processus de

Poisson par

Nt — Nt—)\t

Sa fonction caractéristique est
Oy, (2) =exp [e” —1—iz].
N est aussi a accroissement indépendant. Comme

E[N,/N,,s < t] = B[N, — N, + N,/N,]

=E[N; — Ng] + Ny = A (t — s) + N,
alors (Nt) est une martingale,
Vs<t, B (Nt/ﬁs> = N,.

(Nt> est dite processus de Poisson compensé et ’expression déterministe ()‘t)tzo est dite

compensateur de (N;),~,. Pour un processus de Poisson compensé, la mesure aléatoire est

11



Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

définie par;

vérifie :
E (M(A)) =0 et var (M(A)) = A4l
Remarque 1.7.1 Pour définir la mesure aléatoire de Poisson sur R?, on peut remplacer

A C R par un ensemble E C R et la mesure de Lebesgue || par une mesure de Radon

-Nykodim p sur E.

Mesure aléatoire de Poisson compensée : La mesure aléatoire de Poisson compensée

est définie par :

et elle vérifie :

e Pour tous les ensembles compacts disjoints Ay, ..., A, € E.

e Les variables M (A1), ..., M (A,) sont indépendantes et vérifient

Le processus de Poisson est définit par un processus de comptage n’est pas utilisé pour
modéliser les cours d’actifs, car la condition que la taille est toujours égale a 1, n’est pas

réaliste. C’est pour ¢a, on va définir le processus de Poisson composé,

Définition 1.7.2 Le processus de Poisson composé d’ intensité de sauts A et de distribu-

tion de taille de sauts p est un processus stochastique <Xt)t20 est défini par :

ou {Y;}.., est une suite de v.a indépendantes de loi 1 et N est un processus de Poisson

standard d’intensité indépendant de {Y;},. .

12
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Proposition 1.7.1 un processus de Poisson (Xt)tzo est composé si et seulement st, il est

un processus de Lévy et ses trajectoires sont des fonctions continues par morceau.

Mesure aléatoire d’un processus de Poisson composé : Pour tout processus cadlag
et en particulier, pour tout processus de Poisson composé, on peut associé une mesure
aléatoire sur R? x [0, co[ qui décrit les sauts de X pour chaque ensemble mesurable B C

R? x [0, 00] :

Jx(B)=E | Y 15(X;— X, t)
)

te(0,T
Pour chaque ensemble mesurable A C RY, Jy (A x [t1,t,]) contient le nombre de sauts de
X entre t; et to dont les tailles des sauts sont dans A.

Premiére Formule d’It6

Théoreme 1.7.1 Supposons que X (t) € R est un processus de Lévy d’ité de la forme

dX (t) = a(t,w)dt + 5 (t,w) dB (t) + /7 (t,z,w) N (dt,dz), (1.2)
¥ (dt.d-) - N (dt,dz) —v(dz)dt si |z|<R (13)
N (dt,dz) si |z|>R

pour certains R € [0, o] .

Soit f € C%(R?) et définie Y (t) = f (¢, X(¢)). Alors Y (¢) est & nouveau un processus de

13
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lévy d’ito et

Ay (1) = af (t, X (t ))dt+%(i,X(t)) o (t,w) dt + B (t,w) dB(2)) (1.4)
1) O xp ar
/ CF(X () 4y (62) — F(6X ()
|z|<R

-Lexepicaoaa
/{f (X (t7) +7(t2) = f (X (t7))} N(dt,dz).

Remarque 1.7.2 Si R =0 alors N = N.
Si R = 0o alors N = N.

La formule d’It6 multi-dimensionnelle : Soit X (¢) € R" étre un processus de Lévy

d’it6 de la forme
dX (t) =a(t,w)dt + o (t,w)dB (t) + / v (t, z,w) N (dt,dz), (1.5)

ot : [0,T] x Q2 — R, o : [0,T] x Q — R™™ et v : [0,T] x R* x Q — R sont
des processus adaptés tels que les intégrales existent. B (t) est un mouvement Brownien

m-~dimensionnel et

N (dt,dz)" = (Ny (dt,dz), ..., N (dt,dz))

= (Nl (dt,dz1) = X|zi|<ri01d (21) dt, ..., Ng (dt, dze) — Xz /<R, Ved (2¢) dt) ,

ot {N;} sont des mesures aléatoires de Poisson indépendantes avec des mesures de Lévy

v; provenant de processus de Lévy indépendant (uni-dimensionnel) 7, ..., 7.

Notez que chaque colonne v* de n x ¢ la matrice v = [7i;] ne dépend de z que par la fieme

14
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coordonnée z;, c’est-a-dire

VRt 2, w) =R (t 2, w) ;2= (21, ..., ) € RE

Ainsi, I'intégrale a droite de (|1.5]) n’est qu'une notation de matrice abrégée. Lorsqu'il est

écrit en détail composant numéro i de X (t) en ., X;(t) obtient la forme .

m L
Xi (t) = (t,w) dt + ZO’Z']' (t, w) dBj (t) + Z/%’J (t, zj,cu) Nj (dt, de) X 1< <n.
=17,

1.6
Soit f € CY2([0, 7] x R R). Mettre Y (t) = f (¢, X (¢)) . Alors "
dy (t) = g{dtJrZa dt + 0:dB (1)) + ;f:l (007 azzijdt (1.7)
+Z / {F&X )+ (tz) — £ (X (1))
F= o <Ry
- gwﬁ) (120 5 (X (1) } o (da) dt
. Z J AT 3 () 540 () = 1 (1 X (1)) Wi (b}

ott Y#) € R™ est le numéro de colonne k de n x £, la matrice v = [yi] et 7F = i, est le

nombre de coordonnées i de v*).

15



Chapitre 2

Principe du maximum stochastique

2.1 Formulation du probléme

oit (Q,]—" AFi 0 ,IP’) un espace de probabilite filtré satisfait les conditions ha-
Sbituelle. {Ft}tzo est une filtration engendrée par deux processus indépendants
{B (t)},50 et N telleque {B (t)},5, est un mouvement Brownien standard de dimension
d et N une mesure aléatoire de poisson de £ xR,. Soit £ C R’ un ensemble ouvert non

~

vide équipé de son champ Borel B(E) avec componsateur N (dedt) = 7 (de) dt ou
N(A % [0,2]) = (N = N)(A x [0,]):0,

est une martingale pour tout A € B (F) satisfant 7 (A) < oco. Supposons que 7 est une

mesure o-finie sur (E, B(E)) qu'on appellon la mesure de caractéristique.

Soit H un espace vectoriel de dimension finie et 7" > 0 un fixé. On note par :
- L?(Q, Fr; H) est lespace de toute les variables aléatoires de carré intégrables & valeur

dans 'H et Fr-mesurables.
- L% ([0, T]; H) est 'espace des processus de carré intégrable a valeur dans H et F;-adaptés.

- L¥[0,T];H) est Pespace des processus bornées a valeur dans H et F;-adaptés.

16
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- L%, ([0,T];H) est Despace des processus de carré intégrable a valeur dans H et Fy-

prévisibles.

- F2([0,T];H) est I'espace de toute processus f (-,,-) définis sur Q x [0,T] x E et F-

prévisibles tell que :

E/OT[E|f(.,t,e)|27r(de)dt<oo.

Soit U un sous ensemble convexe non vide de R¥X. On définit ’ensemble de controle

admissible :
Usa = {v(-) € L%, ([0, T];R¥) ;0(t) € U, ae. t € [0,T], P—as.}.

Pour tout controle admissible v(:) € U,y , et o € R™, nous considérons le systéme de

controél stochastique EDSPR avec saut comme suit :

dz’ (t) = f(t,2" (t),v(t))dt + o (t,z" (t),v(t))dB (t)
+/Ec (t,z" (t—),v (t),e) N (dedt) ,
—dy’ (t) = /Eg (t, 2 (t),y" (t), 2" (t),r" (t,e),v(t)) m(de)dt (2.1)

—z"(t)dB (t) — [ " (t,e) N (dedt),

2 (0) = o, y" (T) = ¢ («*(T)),

avec une fonction du cotit donée par :

J(0() =B [ / / (2 (£), 4" (1) 2" () 1" () o (6) 7 (de) dt + R (2 (T)) + 7 (5 (0))]
(2.2)
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Chapitre 1. Généralités sur le calcul stochastique

telle que
f:0,T] xR*x U — R", o:[0,T] x R" x U — R™4,
c:[0,T]xR"x U x E — R", g:[0,T] x R* x R™ x R™*4 x R™ x U — R™,

1:[0,T] x R* x R™ x R™4 x R™ - R, ¢:Q x R* — R™,

h:R" — R, v:R™ — R,

sont des fonctions diterministes.

Notre probléme de controéle optimal stochastique est de trouver un controle admissible pour

minimiser la fonction de cott (2.2) de notre systéme EDSPR avec sauts (2.1)) . Maintenant

on va definit nos principales hypothéses sur les fonctions ci-dessus dans ce mémoire comme

suit :
) f,0,c sont des Lipschitz globales en (x,v) et g
i
est Lipschitz global dans (z,vy, z,r,v);
§ f,o,¢,g9,1, h,~v sont continuellement différentiables
it
dans leurs variables comprenant (z,y, z,7,v) ;
fz,fva OxyO0vy Gy Gys 9z Gry Go et/ ‘Cm ('a ) e)‘Q ™ (de) )
i) E
/ ey (-, - €))* 7w (de) sont bornés;
(H 2.1) E
) L, 1y Loy ey 1, sont bornés par C (14 |z| + |y| + |z| + || + v]),
o
h, et 7y, sont bornés par C' (1 + |z]), C (1+ |y|), respectivement,
v) Vo € R, ¢ (z) € L* (Q, Fr;R™) et pour w € 2, ¢ (z) est
continuellement différenciable en =, ¢, est borné;
,UZ) pour tout ¢ € [O7T] ) f (ta Oa O) » 9 (tv 07 Oa 07 07 0) € L‘27-" ([OvT]) 7Rn)a
| 0(1,0,0) € I3, ((0.T]) s R™) et ¢(1,0,0,) € F2([0,T];R").

Au dessus, les hypothéses sur b, 0, ¢, [, h sont des conditions usuelles pour obtenir le prin-

cipe du maximum stochastique pour le systéme de controle stochastique (EDS) (voir [[g]]).

18
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Cependant, le system (2.1]) se compose d'un EDS et EDSR donc nous avons besoin d’hy-

potheses appropriés sur g, ¢, .

Sous I'hypothése (H 2.1) Pequation ([2.1]) admet une solution unique zV (-) € L% ([0, T] ; R™)
pour donné (zg,v (+)) € R" x U, 4 (voir [[12]]), de plus 'EDSR ({2.1)) admet une solution

unique
(" (), 2" ()7 () € LE ([0, T R™) x L, ([0, 7] R™) x F7 ([0, T];R™).

Alors, notre probléme de controle optimale est bien défini.

Afin d’obtenir le principe du maximum stochastique, nous utilisons la méthode classique
de variation convexe (voir[[13]]). Soit u (-) un controle optimale et (z (-),y (-),2(-),7(-,-))
la trajectoire optimale correspondante. Soit v (-) tel que u(-) + v (:) € U. Comme U est

convexe, alors pour tout 0 < p <1 :
u’ () =u()+pv()

est également dans U.

Nous notons par (z,(-),y, (), 2, (-),7, (,-)) & la trajectoire correspondante & u” (-).

Soit (xlvp (), y'” (1), 250 (t),r " (t, )) la solution de 1’équation variationnelle suivante :

(et (1) = 11 (027 (6)+ £, ()0 (O] de + [ (6272 (1) + 0, (6)0 ()] dB (1)
+ /E e (£) 2 (=) + ¢, (1) v (D] N (dedt),

2 ()= [ a0 (1) ()40, (8.0) 5 (0 + 5. (1) 22 1)+ (1) (1)

+gu (t,e) v (t)] 7 (de) dt — 24 (t) dB (t) — /7"1”’ (t,e) N (dedt),

E

2% (0)=0, v (T) = ¢, («(T) =" (T).

\

(2.3)

On note par f (t) = f (t,z(t),u(t)),oc@t)=c(t,z(t),u(t)), ct,")=c(t,z(t),u(t),"),

—
Nel
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l<t) = l(t7x(t>vy(t)7Z(t)>r(t7')7u(t))7 g<t7'> = g(t,x(t),y(t),z(t),r(t,-),u(t)), et

méme notation pour leurs dérivés.

Sous (H 2.1), il existe un unique (z%* (), y"* (-), 2z (-), 77 (-,+)) € L% ([0,T];R™) x
L% ([0,T];R™) x L%, ([0, T];R™*?) x F2([0,T]; R™) satisfant (2.3) .

Pour t € [0,T], p > 0, on pose :

TP (t) = pt(x, (1) — (1) — 2P (t),
gr(t) =p "t (y, (1) =y () —y™r (t),
() =p (2 (1) — 2 (1) = 22 (1),

() = o (ry (65) = 7 (£.)) =12 (1,).
Nous avons les résultats de convergence suivants.

b) Lemme 2.1.1 Soit I’hypothése (H 2.1), alors :

lim supE [ (£)° = 0, lim supE|g* (¢)]* =0,

T T (2.4)
limE/ E& (t)z‘ dt =0, limE/ / 7 (t, e)|* 7 (de) dt = 0.
p—0 0 p—0 0 E

Preuve. Premiérement , nous avons :

dzr (t) = [A? (t) 2P (t) + G (t)] dt + [B* (t) 2° (t) + G?* ()] dB (1)

+/E[Cp (t—,e) 27 (t—) + G (t—,e)] N (dedt),

7 (0) =0,
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ol nous notons (pour simplifier, nous omettons l'indice de temps t) :

1
Ar = / fo (@ + Ap (a0 +37) ,u+ Apv) d,
0
1
G = [A — [y (w,u)] 2 + / [Fo (@ u+ Apv) = fu (2, w)] vd,
0
1
Br = / 0 (T + Ap (21 +3) ,u+ Apv) d,
0
1
G = [BF — o, (w,u)] 2 + / [0 (@, u 4 Ap) = oy (2, )] vdA,
0

1
Cr(.) = /0 o (4 Ap (2P +TP) u + Apv, -) dA,

et

G () = [C° () — e (2, u, )] 7 +/0 lew (2,5 + Apv, ) — ¢ (1, u, -)] vdA.

Nous appliquons la formule d’Tto’s & | (t)|°, en notant ’hypothése (H 2.1), nous avons :

Bl# (0] —E /0 (20 (1) A0 (1) 3 (1) + G (1) + B2 (03 (1) + G (1) i
+E /O /E 1O (£,6) 3 (£) + G (1, ¢)|  (de) dt

< C]E/O 5 ()2 dt + 0 (p).

En suite, nous pouvons obtenir le premier résultat de convergencence de (2.4)) a partir

I'inégalité de Gronwall et nous avons :

' —daﬂ<t>=/E[Dp<t,e>%ﬂ< VI (1,6) 57 (1) + F7 (£,€) 7 () + A7 (£, ) 7 (1, )
+G* (t,e)] 7 (de) dt — Z° (t / N (dedt),

7 (T) = p~ [ (2, (T)) = & (2 (T))] = o (x (T)) 2 (T

\
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alors, nous désignons

1
D () = /0 {go(@ + Xp (z™ +7°) .y + Ao (™ + 77)

Z+ Ap (zl’p + Z”) () + Ap (7’1’” () +77 ()) U+ Apv, )} dA,

ct
1
() = / (90( + Ao (£ + 37y + Ap (g + 7).
0
2+ X (2P HZ0) () F Ap (P () TP () u+ Apv, )},
et )
Fr() = / [g.(x + Ap (& +7) g+ Ap (g + 7).
0
S A (M), () A () + 7 () s ut Apw, )} A,
1
() = oo+ @ +3) g+ Ao (0 + 7).
0
2+ (P2 () FAp (P () TP () u+ Apu,-) A,
et

G () =[D7() = go ()2 +[I7 () = gy ()] "
HIFP () = g: (]2 + [HP () = g0 ()] 1 ()
+/01 [go(z 4+ Ap (B +2°) ,y + Ap (Y + 5°) 2 + Ap (210 + 2°)
r () Ap (P () + 77 () u+ Apv) — go ()] vdA.

Nous appliquons la formule d’Ité’s & |77 (¢)|*, notant Phypothese (H 2.1), on a :

E (3”7 (t)]? +E/t 12 (s)|? ds +E/t /EW (s,e)|* 7 (de) ds
_ E/t [E@gp (5), D" (5,€) 3 () + I° (s, ) T () + F* (5, ) 3 (5) + A” (s, ) 7 (5, )
+ G (s,e))m (de) ds + E{p™" [6 (z, (1) — ¢ (¢ (T))] — ¢a (x (T)) ™ ()}’

T T T
SCE/ |§p(s)|2ds+%E/ |Ep(s)|2ds+%E//|77p(s,e)|27r(de)ds+o(p).
t t t E
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Encore, d’aprés I'inégalité de Gronwall, nous pouvons obtenir les trois derniers résultats

de convergence de (2.4). m

D’aprés u (+) est un controle optimal, alors :

p (W () = T (u ()] > 0. (2.5)

De ceci et du Lemma 2.1.1, nous avons ce qui suit.

Lemme 2.1.2 Sous l’hypothése (H 2.1), alors l'inégalité variationnelle suivante est véri-

fiée :

<E/ / B+ 1, () (£) + L. (6) 2 () + 1, (£) ™ (¢, e) (2.6)

+Hy (t)v (t) 7 (de)] dt + B [hy (2 (T)) & (T)] + E [, (y (0)) y** (0)] .

Preuve. A partir du premier résultat de (2.4)), nous dérivons

B b (2, (T)) — h (2 —p-lE/ {ha (& (T) + A (2, (T) — 2 () (2, (T) — 2 ()} d

— B[h, (¢ (T) 2" (T)].
De méme, nous avons :

p By (,(0)) =y (y(0)] = p'E i {7y (y (0)) + A (y, (0) =4 (0)) (4 (0)) — y (0))} dX

et :

. {E/T/ [L(t,z, (), (t), 2, (t) 7, (t,€) ,u (t) — 1 ()] 7 (de) dt}

QE/t/ 041, () g™ (1) + 1 (£) 2 (8) + 1, () r (1, ) + 1, () v (1)) 7 (de) .
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Ensuite, nous introduisons les équations adjointe suivantes

v~ [ [y pO - @) @e)de+ [ 910 p() 1 (0]m (de)aB 1)
T /E (g7 (t—.¢)p (t=) — I ()] N (dedt)
S ~dal)= |71 )a) - /gme) (07 (de) +ol kO + [ (e R(e)
HE () 7 (de)] ik () dB (1)~ | R N (dedt) ,
p(0) = =7, (5 (0)), a(T) = —aT (2 (1) p(T) + hy (x(T)) .

\

De méme maniére que ([2.3), sous ’hypotheése (H 2.1), il existe unique
(p(8).q(t),k(t),R(t.-)) € L ([0, T);R™)x L% ([0, T]); R")x L%, ([0, T]; R™**) x I ([0, T]; R")

satisfsant EDSPR (2.7)) .

On définit la fonction Hamiltonienne H : [0,7] x R™ x R™ x R™*? x R™ x U x R™ x R" x

R™*4 % R™ — R comme suit :

H(t,x,y,z,7(:),v,p,q,k,R(-)) (2.8)
= (0o (o) + (b (o)) = [ (g . zor (0),0)

—l(t,z,y,z,7(e),v) — (R(e),c(t,z,v,e))| 7 (de).

Notons H (t) = H (t,z (t),y (t),z(t),r (t,-),u(t),p(t),q(t),k(t),R(t,-)) et ses dérivée,

puis les équations adjointes (2.7) peut étre réécrit comme le type de systéme hamiltonien
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stochastique suivant :

;

dp (£) = —H, (t) dt — H. (t) dBt — / He (t—, ¢) N (dedt),
—dq (t) = H, (t)dt — K (t) dBt — / R (t,e) N (dedt), (2.9)

p(0) = =7 (¥ (0), ¢(T)=—=¢L (x(T))p(T) + ha (x(T)).

\

Le principal résultat de ce mémoire est le suivant.

2.2 Principe du maximum stochastique

Théoreme 2.2.1 (Principe du mazimum stochastique) Supposons que (H 2.1) est véri-
fiée. Soit u(-) un contréle optimal et (x (-),y(:),z(-),r(-,-)) est la trajectoire optimale

correspondante. Alors nous avons :

(Hy(t),v—u(t)) >0, YveU ae te[0,T], P—a.s. (2.10)

Preuve. On applique la formule d’Tto a (z'* (t),q (t)) + (y** (t),p (¢)), on obtient :

E [h, (x (T)) 2" (T)] + B [, (¥ (0)) ¥ (0)]
=E ; /E [_l:v (t) b (t) =1, (¢) ylvﬂ (t) =1, (t) SLp t) — L, (¢) PLp (te)—1, (t)v (t)] 7 (de) dt
+ E/T<Hv (t), v (t))dt.

0

Ceci avec I'inégalité variationnelle (2.6 implique, pour v () telleque u (+) + v () € Uya,
T
E/ (H, () v (£))dt > 0.
0

Donc (2.10) obtenue. m

Comme nous avons mentionné dans 'introduction, nous pouvons également prouver, sous
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quelques conditions additionnelle de convexité/concavité, la condition nécessaire et suffi-
sante ci-dessus dans le Théreme 2.1.1. Suppossons (H 2.2) : h est convexe en z et 7 est
convexe en .

Ensuite, nous avons la résultat suivante.

Théoreme 2.2.2 (Conditions suffisantes d’optimalités) Supposons que (H 2.1), (H 2.2)
vérifiées. Soit u (-) un controle admissible et (x (-),y (-),z(-),r (-, -)) la trajectorire corres-
pondante avec y (T') = Myx (T), My € R™™. Soit (p(-),q(-),k(-),R(-,-)) est la solution
de ’équation adjointe . Supposons que H est convexe en (z,y,z,r (-),v). alors, u (-)

est un controle optimal si il satisfait (2.10)).

Preuve. Soit v (-) un controle admissible arbitraire et (z¥(-),y" (+), 2" (-),r"(+)) est la

trajectoire correspondante. Nous considérons :

J(u()—J(v( —E/ / )= L(t,av (t),y" (t), 2" (t),r" (t,e),v(t))] m (de)dt
E[h

+ (7)) = h (@ (T)] + By (y(0)) =~ (v (0))].

(2.11)

Par la convexité de h et la formule d’Ito’s, notant (2.1)), (2.7, on obtient

< B (T) — " (1)) s (a (T)))

= B« (T) —a" (1)) ¢ (T)] + E[(x (T) — =" (T))T Mfp(T)]

—E OT [(az (1) — " () (~S1 () a (1) + /E gL (t,) p (t) 7 (de) — o7 (1) k (1)
- /E L (t,€) R () m (de) — 11 (1) m (de)) + (q (1) . £ (1) — (1.2 (t) v (1)

+(k(t),o(t) —o(t,z"(t),v(t))) + / (R(t,e),c(t,e) —c(t,z’(t),v(t),e))m(de)| dt

E

+E[(z(T) — =" (T))" Mzp(T)].
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Et de méme, par la convexité de v et la formule d’It6’s, on obtient :

— —E[(x(T) — 2 (T))T Mjp(T +E/‘/ 7 (g1 (t,€) p () — 1T (1))
() — 2 ()T (0] () p () — 1T () + (r (€)= (£,e))T (g (£, €)p (£) — 1T (1))
—p(t) g () — g (Lo (£) " (£) 27 (1) 1 (t.e) v ()] (de) d.

Par la définition (2.8)) de H nous avons

/ / )= L(t,x" (t),y" (t), 2" (t),r" (t,e),v(t))] m (de)dt
/[HG)fﬂtx@)w@%f@%wﬁw%ﬂﬂm@%ﬂﬂ%ﬁ%Rﬁﬁﬂﬁ
+E/ / (2" (8) 0 (B)) — (K (8), 0 () — o (£,2° (£), 0 (£))

+p (1), 9(te) —g(t,2°(t),y" (1), 2" (), 7" (,€) , 0 (1), €))

_<R (ta 6) , € <t7 6) —-C (ta " (t) U (t) ) 6)>] m (d€> dt.
En ajoutant (dans) I’égalité ci dessus, a partir de (2.11)), nous pouvons obtenir :

J(u())—=J () (2.12)
< E/O‘ [H(t) _H<t7xv (t)ayv <t>7zv (t)arv (ta')?v(t)7p(t)7Q<t)>k(t)’R(ta'))

—(Hy (t) 2 (t) — 2" (1)) — (Hy (t) ,y (t) —y" (1)) — (H. (t) , 2 (t) — 2" (1))
_<HT (t) T (t7 ) —r’ <t7 )>] dt
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Depuis que H est convexe en (z,y, z,r (), v), alors :

H (t) - H (t, " (t) 7yv (t) 721} (t) 77,1) (t, ) U <t> ,p(t) 4 (t) ok <t> 7R(t7 )) (213)
(Hy (1), (t) — 2" (1) + (Hy (1) .y (t) —y" () + (H. (t) , 2 (t) — 2" (1))

+ (H, (t),r(t,-)—r"(t,)) + (H, (t),u(t) —v(t)).

IN

Par et , alors nous obtenons obtenons
T () =T @) SB[, (0,000~ () (214)

Puis a partir de la condition nécessaire (2.10) on déduit que J (u (-)) < J (v (-)) pour tout

v () € U, ce qui prouve que u (-) est optimal. m
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats obtenus dans le chapitre 2 pour
étudier le probléme de sélection de portefeuille moyenne variance mélangée avec

un probléme d’optimisation d’une function d’utilité récursive.

3.1 Formulation du probléme et hypothéses

Supposons que nous avons deux types de titres dans le marché pour un choix d’investis-

sement possible :

e Une sécurité sans risque (par exemple, une obligation), ou le prix Sy (t) au temps ¢ est

donné par

dSo (t) = puSo (t) dt, So (0) > 0, (3.1)

ici p; est une fonction déterministe bornée.

e Une sécurité risqué (par exemple, Un stock), ot le prix S (t) au temps t est donné par
ds; (t) = 51 (t—) [,utdt + 0,dBt + /?7,5 (e) N (dedt)] , S1(0) >0, (3.2)
E
avec (i, 0y 7 0 sont des fonctions déterministes bornées et p; > p;.

29



Chapitre 3. Application

Pour toute S; () > 0, on suppose que 7, (¢) > —1,Ve € E, de plus nous supposons que
/ n? (e) 7 (de) est une fonction bornée.

Siit v (t) =60 (t) Si (t) est le montant investi dans la sécurité risqué que nous appelons la
stratégie de portefeuille.

Etant donné la richesse initiale 2V (0) = ¢y > 0, en combinant et nous pouvons

obtenir la dynamique de la richesse suivante :

dz’ (t) = [pe® (t) + (e — pe) v ()] dt + opv (t) dBt + /nt (e)v (t—) N (dedt) ,
E (3.3)

2V (0) = xo.

On note par U,y 'ensemble des portefeuilles admissibles & valeur dans U = R.

Sous le cadre ci-dessus, Framsted et al. M4 discuts le probléme de sélection du protfolio
moyenne variance dans I’Exemple 3.1, c’est -a-dire que 'objet de l'investisseur est de

trouver un portefeuille admissible v* (¢) qui minimise la variance
Var[¢* ()] = E (2" (T) - El2" (T)))’]

a un moment futur 7" > 0 sous la condition que E [z” (T)] = A pour un certain A € R.
En utilisant la méthode du multiplicateur de Lagrange, nous savons que c’est équivalent

a étudier le probléme suivant :

b

ol a € R est donné. En utilisant un principe de maximum suffisant, Framastad, et

ALHA-I91 5 qonne I’expression de la sélection de portefeuille optimale.

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme de sélection de portfeuille moyenne variance

ci dessus mélangé avec un probléme d’optimisation fonctionnelle utilitaire récursif.
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Le récursif utilité signifie que I'utilité au temps ¢ est une fonction de 1'utilité future (dans
ce cas, nous ne considérons pas la consommation). En fait, dans notre cadre de diffusion
avec sauts, 'utilitaire récursif peut étre supposée satisfait certains EDSR. Les problémes
d’optimisation avec 'utilité récursif ont un contexte économique important, voir [10] — [11]

pour plus de détails.

On considére un petit investisseur, doté d’une richesse initiale x¢ > 0, qui choisit & chaque
instant ¢t sa stratégie de portefeuille v (¢). L’investisseure veut choisir une stratégie de
portefeuille v* (-) € U,y maximiser la fonctionn d’utilité attendue suivante qui peut étre

séparée en deux parties : une partie est le récompense terminale équivalente

l’autre partie est une fonction utilitaire récursif avec générateur

g(t,v,z,y) = px+ (e — p) v — By,

ou > 0 constante. Plus précisément, pour tout v (-) € U, la fonctionn utilitaire de

I'investisseur est défini par :

() =B |5 6 @)= 0P|+ Ol (35)

ou

M@ﬁEFWﬂ+Z)mﬂﬁﬂﬂw—mﬂ@%ﬂwmeﬁ,témfk

En fait, dans notre cadre de diffusion avec sauts, le processus de richesse xV (-) et le

processus utilitaire récursif y¥ () peut étre considéré comme la solution de ce qui suit
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EDSPR :

[ o (6) = (i (8) + (e — p) 0 (D) dt + 00 (1) dBt + [E mi (e)v (t=) N (dedt)

—dy” () = [per” (£) + (s — pu) v (£) — By? (£)] dt — 27 () dBt — /E P (t ) N (dedt),

¥ (0) = xo, y'(t)=2a"(T),

\

(3.6)
et notre probléme d’optimisation peut étre réécrit comme (indiquant J = —.J)
J* ()= inf J(v()). (3.7)
U(')EUad

Nous pouvons vérifier que toutes les hypothéses de la section 2 sont satisfaites, puis nous
pouvons utilitser notre principe du maximum (Théréme 2.1.1) pour résoudre le probléme

d’optimisation précedent (3.7) . Dans ce cas, 'equation adjointe ([2.7)) se réduit a

dp (t) = —pp (1) dt,

—dq(t) = pe[q(t) — p (t)] dt — k (t) dBt — /E R(t,e) N (dedt) (3.8)

Notant que dans ce cas le processus adjoint p (-) réduit & un fonction déterminste car notre
générateur g ne contient pas les processus z (-) ,r (-, -). Soit v* (-) une stratégie de portfeuille
optimale et z* (-),y* (-) le processus de richesse correspondant et le processus d’utilité
récursif, respictivement, avec la solution correspondante (p*(-),¢* (+),k* (), R*(:)) aux

équations adjioints (3.8)). Alors, la fonction d’hamiltonienne (2.8]) se réduit a

H (2" (), y" (), 0,07 (), " () k7 (£), R (¢, ) (3.9)
= = lp™ (8) + (e — po) 0] (p* (8) = ¢" () + k™ (1) v

B ()Y (1) + /E e (€) B (£, ¢) vm (de)
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De plus, cette expression est linéaire de v. Par la condition nécessaire , nous avons
= (e = pu) (0" (t) = ¢ (1)) + 0uk™ (1) + [Em (e) B" (t,e) 7 (de) = 0. (3.10)

Afin de trouver 1'expression de v* (), nous conjecturons un processus ¢* (t) avec forme
g (t) = g™ (t) + Uy, (3.11)

ou ¢, ¥, sont des fonctions différentiables.

En appliquant la formule d’It6 a (3.11]), on peut obtenir

q* (t) = o {lper™ (t) + (e — pe) 0™ (1)) dt + o™ (t) dB (t) (3.12)
+ / m (e) v* (t—) N (dedt)} + 2 (1) bt + Uydt
- Lzstpta:* (1) + & (e — po) v* (1) + 2" (1) 6, + W, | dt

+ g v” ( /qut N (dedt)
En comparant (3.12)) avec le EDSR dans (3.8)), on obtient (en notant que p* (t) = e=?*)
Geprt” (8) + 1 (je — po) 0" () + 2" (1) & + Wy = —py (G () + 0p) + pre™™, (3.13)

et

K (t) = drov* (1), (3.14)

R* (t,e) = ¢y (e) v™ (). (3.15)

Remplacer (3.14)), (3.15) par (3.10) et désigner

M=ot [ e)mde). (3.16)
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on peut avoir
(pr — pue) (¢t$* (t) + ¥, — e—ﬁt)

v (t) = o, (3.17)
D’autre part, (3.13)) donne :
(2¢t,0t + ¢t> x* (t) + ,Ot\lft + v, — pte_ﬁt
v (t) = ) (3.18)

oN (Pt - ,ut)

En combinant (3.17)) et (3.18) (en notant la condition terminale en ({3.8))), on obtient :

. N2
Pt = [% - 2Pt} br, ¢r =1,

et

‘I./t = [—(pt?\ft)z - Pt} U, —e Pt [_(Ptj\ljt)% — /)t} , Up=—a—1

La solution de cette équation est

¢t:exp{—/tT

(ps /_\SMS) - 2)03] dS} , (319)

Wt:emo{—lqlgiifﬂi—pick} (3.20)
.{/wgm 0&;#92_%]wp{/T

Avec ce choix de ¢; et U, le processus

pr(t) =€, ¢ (t) = g™ (t) + Uy,

kE* (t) = gpov* (), R*(t,e) = ¢y (€) v* (1),
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Satisfant I’equation adjointe (3.8)) avec v* (t) donnée par (3.17)) . Ainsi, avec ce choix de
v* (), la condition nécessaire (2.10) du théreme 2.1.1 est vérifié.

Théoreme 3.1.1 La solution optimale v* (t) de notre probléme de sélection de portefeuille
moyenne-variance mélangée avec un probléme d’optimisation d utilitté récursif (3.7)), lorsque

la dynamique de richesse obéit [17], est donné sous forme de feedback par

(pr — ) (Gp* + ¥y — P

e = 2y |

(3.21)

ot Ay, ¢y, Uy sont respectivement donnés par (3.16)) , (3.19) , (3.20]).
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Conclusion

ans cet mémoire, nous avons étudié les conditions nécessai