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INTRODUCTION

a recherche autour des lois de valeurs extrémes est particulierement active depuis les
Lannées 1970. Nous renvoyons aux ouvrages de Beirlant et al. [2], Reiss et Thomas
[29], Embrecht et al. [14] et Cldudia et al. [6] pour une approche détaillée de la théorie des
lois de valeurs extrémes, ainsi que pour des références concernant les applications de cette
théorie : en hydrologie, en assurance et en finance pour les calculs de risques, en météorologie
pour les événements extrémes, ... etc.
Théorie des valeurs extrémes (TVE) est un sujet classique de la théorie des probabilités
et des statistiques mathématiques qui s’intéresse aux valeurs extrémes des distributions de

probabilité. Les extrémes sont des événements rares qui conduisent & des pertes importantes.

Dans beaucoup de domaines, tels la médecine, la fiabilité, 1’économie et la sociologie, la
notion de ’analyse de survie est extrémement importante. En mathématiques, I’analyse de
survie est assimilée & une variable aléatoire non négative dont 1’étude a recu une attention
particuliére de la part des statisticiens. La base de toute analyse statistique est ’échantillon
a qui il arrive parfois d’étre censuré. Il existe plusieurs mécanismes de censure dont la plus
couramment rencontrée est la censure aléatoire a droite.

Depuis quelques années, la statistique des extrémes sous censure aléatoire a regu beaucoup


https://www.springer.com/gp/book/9783764372309?fbclid=IwAR12eiGvlE-AKDLo98enlE2YoqvTl21WJgTwEng6oSbo7VkZrahxcygouuw#v=onepage&q&f=false
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d’attention aussi bien sur le plan théorique que sur le plan pratique (voir par exemple
Beirlant et al. [4], Einmahl et al. [13], Soltane et al. [32]).

Dans ce travail, on s’intéresse a I’estimation de la moyenne en présence de données censurées
et pour les distributions & queue lourdes. Dans ce cadre, on a fait une synthése sur les
différentes théories et résultats sur la TVE et sur I’analyse de survie. Alors ce mémoire se
divise en deux chapitres :

e Le premier chapitre est consacré a I’estimation sans censure, premiérement on donne des
définitions de base : fonctions de répartition, du quentile, de queue, variables aléatoires
et les différentes initiations de convergence, telle la convergence en probabilité et la
convergence en distribution. Ensuite on donne des généralités sur la TVE : statistiques
d’ordre, comportement asymptotique des extrémes et I’estimation de I'IVE. La derniére
section, on parle sur ’estimation de la moyenne : Le premier cas le moment centré
d’ordre 2 "la variance E[X?]" fini et le deuxiéme cas F[X?] infini.

e Dans le deuxiéme chapitre on présente 'estimation avec censure. On commence par
des généralités sur l'analyse de survie : les notation de base (date d’origine, date des
derniéres nouvelles, ...ect). Puis, on donne les différents types de censure (censure a
droite, censure a gauche, censure par intervalle, ...ect). Ensuite, on introduit I’estimation
non paramétriques qui sont 'estimateur de Kaplan-Meier [22] de fonction de survie et
I'estimateur de Stute [34] pour la moyenne. On présente dans la derniére section le
probléme de l'estimation de I'IVE et le probléme de ’estimation de la moyenne dans
le cadre de statistique des extremes sous censure aléatoire.

Enfin, il y a lieu de noter que les représentations graphiques sont réalisés a I'aide du logiciel

d’analyse statistique R (The R Project for Statistical Computing).


http://thesis.univ-biskra.dz/2804/1/Th�se_06_2017.PDF
https://www.r-project.org

CHAPITRE 1

Estimation sans censure

‘objectif principal de ce chapitre est de parler sur la méthode d’estimation de la
Lmoyenne sans censure, qui on va utiliser la théorie des valeurs extrémes (TVE)
classique, cette derniére, qui est utilisée pour la modélisation des événements extrémes. Pour
cela on énonce des fondamentales sur la TVE. Pour des présentations plus détaillées sur la

TVE, consulter Embrechtes et al [14], Beirlant et al [2] et Reiss et Thomas [29].

1.1 Deéfinitions de base

1.1.1 Fonctions de répartition, quentile et queue

Définition 1.1.1 (Variable aléatoire)

Une variable aléatoire (v.a) X est une fonction de l’ensemble fondamental Q) & valeurs dans

R

X:Q->R. (1.1)
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Définition 1.1.2 (Loi de probabilité)
On appelle loi de probabilité de X notée Px application qui a toute partie A de R associe :

Px(A) = P(X'(4)) = P(X € A). (1.2)
Définition 1.1.3 (Fonctions de répartition et empirique)
— La fonction de répartition (fdr) de la v.a X est définie par :
(1.3)

Fx(z) = F(x) :== P(X < x), Vo € R.

F' est appelée aussi fonction de distribution (fd) ou fonction de distribution cumulée

(fde)-

— La fonction de répartition empirique, notée par F,, et définie par :

Fu(z) = %i I{X,<2}, a¢€R (1.4)

Ot Ty x, <4 est la fonction d’indicatrice de l’ensemble A. On appelle la statistique (1.4)
Pestimateur de (1.3) .

Propriété 1.1.1 (Caractéristiques de F'(x))

F' est fonction de répartition si :

e 0 < F(r) <1

e F(x) fonction croissante et continue & droite.

o lim, , o F(z)=0 etlim, , o F(x)=1.

Définition 1.1.4 (Fonctions de quantile et quantile empirique)

La fonction du quantile d’une distribution de probabilités est l’'inverse généralisé de la fonction
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de distribution F

Qp)=FYp):=inf{x cR:F(z)>p}, 0<p<l.

La fonction du quantile empirique d’un échantillon X1, ..., X,, est définie par :

Qu(p) =F,'(p) :=inf{z €R: F,(z) >p}, O0<p<l.

Définition 1.1.5 (Fonctions de queue et de queue empirique )

~ La fonction de queue ou de survie, qu’on note par F(z) est définie sur [0, 1] par :

F(r)=1-F(z):=1-P(X <z)=P(X > ).

— La fonction empirique de queue est :

— 1 —
Fo(x):= EZ][{Xj >z}, VeelR
j=1

Propriété 1.1.2 (Caractéristiques de S(z))
F(x) la fonction de survie si :
e F(z) fonction continue a droite, i.e F(z+) = F(x), pour x > 0.

e F(x) fonction décroissante telle que F(0) =1 et lim,_,o, F(z) = 0.

Définition 1.1.6 (fonctions du quantile de queue et queue empirique)

— La fonction du quantile de queue est définie par :

(1.6)

(1.7)
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— La fonction empirique de queue correspondante est :

Up(z) = Q,(1—1/z), x>1.

1.1.2 Convergences des suites de variables aléatoires

Soient X7, ..., X, une suites de v.a’s étant une suite de fonctions de €2 dans R, il existe diverses
facons de définir la convergence de X, ..., X, dont certaines jouent un grand roéle en calcul
des probabilités. Avant de passer a la théorie asymptotique (ou limite) des extrémes, on doit
nous familiariser avec les concepts suivants de convergence :
— On dit qu’'une suite de va’s X1, ..., X,, converge en distribution vers une va X, on la
note X, 4, X, si pour tout z € R,

lim F,(z) = F(z).

n—oo

Ceci est également connu sous le nom de convergence faible.
— La suite X3, ..., X, converge en probabilité vers X, on la note X, 5 x , si pour tout
€ >0,

lim (| X, — X |> €) = 0.

n—oo

: ~ D.s. .
— La suite X4, ..., X, converge presque stirement vers X, on la note X,, — X, si:

P(hm Xn:X>:1.

n—oo

La convergence presque stre est également appelée convergence forte.

La convergence de F,, vers F' est presque stirement uniforme c’est-a-dire que :

sup {| F,,(z) — F(z) |} 220, quand n — oo. (1.9)
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La convergence (1.9) est connue sous le nom de théoréme de Glivenko-cantell. Il est 1'un
des résultats fondamentaux en statistiques non paramétriques. La preuve du résultat (1.9)
peut-étre trouvés dans tout manuel standard de la théorie des probabilités comme (Pierre

[27], page 229).

1.2 Généralités sur la TVE

La TVE (Extreme Value Theory (EVT) en anglais) est une vaste théorie dont le but d’étudier
les événements rares c’est-a-dire les événements dont la probabilité d’apparition est faible,
cette théorie étude du comportement asymptotique des grandes ou petites observations d’un

échantillon de v.a’s indépendantes et identiquement distribuées (iid).

1.2.1 Statistiques d’ordre

Soit X7, ..., X,,, n v.a’s réelles iid et de méme fdr F, on définit les statistiques d’ordre dans

les suivantes

Définition 1.2.1 (Statistique d’ordre)
la statistique d’ordre de l’échantillon Xy,...X,, est le réarrangement croissant de Xy, ...X,,

elle notait par Xi.,, ..., Xpm, on écrit

Xl:n S S Xnn

En particulier, on note que :

Xy = max(—Xy, ..., —X,).

X1, elle représente la plus petite statistique d’ordre (o statistique du minimum) et X,., est
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la plus grande statistique d’ordre (ou statistique du mazimum). X,., elle réprésente le jeéme

statistique d’ordre (statistique d’ordre j) dans un échantillon de taille n.

Proposition 1.2.1 (Distributions du maximum et du minimum)
La distribution du mazimum X,., et du minimum Xi., sont donnés par les deux formules

swvantes :

Fx,, (x)=1—[1—F(x)]" et Fy,, (x)=[F(x)]", VzeR (1.10)

On démontre que les deux expressions de (1.10)

n

Fr(@) = PXuw<n) = PN <)
- jﬁlmxjs:v) = [F@I".
et
Fx,,(x) = P(Xun <) = 1- P(min(X;) > z)
= PGz = 1= 0 PG 2 )
= 1-[F(x)]".

David [9] et Balakrishnan et Cohn [1] montre que I'expression de la distribution X, est

P (o) = 5 (1) (@) (0= Fla)™ (1.11)

Remarque 1.2.1

On obtient la correspondance entre minimum et mazimum par la relation suivante :

X1 = max(—Xy, ..., — X,,).


http://gen.lib.rus.ec/book/index.php?md5=7C4A32CD86703DE0DE89B91CE4D4592D
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Ainsi, tous les résultats que nous allons présenter pour les maxima peut-étre transposés pour

les minima.

1.2.2 Comportement asymptotique des extrémes

La TVE de suites de variables iid dans R commence par la connaissance de la loi asymptotique
de la suite des maxima X,., quand n tend vers I'infini sous ’hypothése que les observations
sont iid. Il faut donc une information sur la forme de la distribution en étudiant la loi du
maximum. Les définitions et les remarques énoncées dans cette partie sont issues de Cldudia

et al. [6]. On remarque d’abord

1 z>2F

lim Fy, (z) = lim [F(z)]" = (1.12)
e e 0 x <zl

On constate que la distribution asymptotique du maximum donne une loi dégénérée, une
masse de Dirac en x| puisque pour certaines valeurs de z, la probabilité peut-étre égale a
1 dans le cas ou z¥" est fini et donc X,,.,, tend vers ¥ presque stirement, avec 2/ < co. On

donne dans la suivante la définition du point terminal :
Définition 1.2.2 (Point terminal)

Le point terminal supérieur (ou droit) de F' est

¥ =sup{z €R, F(x) < 1}.

De fagon équivalente, le point terminal inférieur (ou le point terminal gauche) d’une distri-

bution F' est désigné par xp est

zp:=inf{z € R, F(x) > 0}.
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Voir Embrechts et al. (1997), Exemple 3.3.22, p.139.

Ce fait (1.12) ne fournit pas assez d’informations, d’ou l'idée d’utiliser une transformation
afin d’obtenir des résultats plus exploitables pour les lois limites des maxima.On s’intéresse
par conséquent a une loi non dégénérée pour le maximum, la TVE permet de donner une
réponse a cette problématique.Les premiers résultats sur la caractérisation du comportement
asymptotique des maxima X,., convenablement normalisés ont été obtenus par Fisher et
Tippet [15], Gnedenko [16]. Ce résultat est analogue au Théoréme Central Limite (TCL) (on
va donner ce dernier dans le Théoreme 1.3.2) mais pour les phénomeénes extrémes. On a ici

le théoreme qui donne la loi du maximum.

Théoreme 1.2.1 (Fisher-Tippet-Gnedenko-Mises-Jenkinson)

Sous certaines conditions de régularités sur la fonction F', s’il existe deux constantes de
normalisation (an), >, > 0 et (by), 5, réelle telle que :

lim P <— < :1:) = lim F" (a,x + b,) = H(z), VreR, (1.13)

n—oo a n—oo

la loi limite converge en distribution vers une loi non dégénérée H(z). Cette loi de la limite

que 'un des trois types suivantes :

Gumbel : A(x) =exp(—e ), reR eta=0.
0, <0
Fréchet :  ®,(z) = a> 0.
exp(—x~%), >0 (1.14)
’
exp(—(—z7%)), =<0
Weibull : U, (x) = =L ) a>0.
0, x>0

Ces trois distributions limites sont appelées les distributions de valeurs extrémes standard.

Une démonstration détaillée de ce théoréme est donnée dans Resnick [30] et avec des déve-

loppements dans Embrechts et al. [14], page 152.


https://doi.org/10.1017/S0305004100015681
https://doi.org/10.1017/S0305004100015681
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Il est possible de rassembler les trois familles de lois en une seule famille paramétrique (H,(z),
v € R) de Von Mises-Jenkinson.[[35], [21]], elle est dite famille des lois des valeurs extrémes
généralisées (GEV, Generalized Extreme Value distribution). Notamment, la distribution des

valeurs extrémes généralisées donnée par :

exp{—(l—kv)_lh} sivy#0, 1+~vr>0

exp {—e(*x)} siy=0.

H. () = (1.15)

Le parameétre o := 1/, il représente l'indice des valeurs extrémes (IVE) si v > 0 ou indice
de queue ou paramétre de forme.

Comparaison du comportement de la queue

Lois
Exponentielle
—— Normale

Pareto

x

FiG. 1.1 — Comparaison du comportement de queue

La figure ci-dessus, elle représente une comparaison du comportement de queue ot les distri-
butions & queue lourdes, elles sont représentées par la courbe verte elle est décroit lentement
vers zéro par rapport la distribution exponentielle et la distribution exponentielle que re-
présentée par la courbe rouge et la distribution & queue légere représentée par la courbe

bleue.
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Distributions a queue lourde

Les distributions a queues lourdes sont liées a la TVE et permettent de modéliser beaucoup
de phénomenes que 'on trouve dans différentes disciplines telles que la finance, ’hydrologie,

la climatologie épidémiologie, ...etc. Ce type des distributions est défini ainsi :

Définition 1.2.3 (Distribution a queue lourde)
Soit X une v.a de fdr F', donc cette derniére elle est dite distribution a queue lourde, s’il

existe un constant positif v qui représente l'indice de queue et prend la formule suivante :

F(z) ~ 27 Y(z), pour x — oo, (1.16)

ot l(x) la fonction & variation lente au voisinage de l'infini.

Remarque 1.2.2

e On dit qu’une fonction V' est & variations réguliére d’indice p € R (a I'00) si V' est positive

a linfini et st pour tout t > 0

lim V(tz)
MLV )

=t’.

e On dit qu’une fonction | est & variations lentes a Uinfini si [(z) > 0 pour x assez grand et

st pour toutt > 0, on a

Le type de distribution (1.16) satisfaite pour tout x > 0, les conditions suivantes :

Définition 1.2.4 ( Conditions du premier et du second ordre)

(i) 1 — F(x) est une fonction a variation réguliére d’indice —1/v <0, on a

. 1= F(tx) 71
lim ———=- = il . 1.1
Jim e x 7, x>0 (1.17)



Chapitre 1 : Estimation sans censure. 13

(12) 3 B <0 et une fonction A — 0 et ne change pas le signe au voisinage de l'infini, tel que

-1
liml — F(tx)/1 — F(t) — 2~/ :x_l/,yxﬁ — 1'

=00 A(t) VB

(1.18)

Remarque 1.2.3

La condition du premier ordre en général n’est pas suffisante pour étudier les propriétés des
estimateurs des paramétres de queue, en particulier la normalité asymptotique. Dans ce cas,
une condition du second ordre des fonctions a variations réguliéres est nécessaire en spécifiant

le taux de convergence dans (1.17). Cette condition vient de de Haan et Ferreira [18] page

48.

Domaines d’attraction

Définition 1.2.5 (Domaines d’attraction)

Si F vérifie le Théoreme 1.2.1 alors on dit que F' appartient auw Domaine D’attraction (D.A)
du mazimum de H. et on note F' € DA(H,), s’il existe deuzr suites normalisantes a, > 0
et b, fournis aussi dans le Théoreme 1.2.1 de telle maniére que

lim F" (apx +b,) = H, (). (1.19)

n——aoo

Selon le signe de v, on distingue trois cas de domaines d’attraction :
e Siy > 0,ondit que F' € DA(®y/,), et F' aun point terminal & droite infinie (7 = 400).
Ce domaine d’attraction est celui des distributions & queues lourdes, c’est-a-dire qui
ont une fonction de survie & décroissance polynomiale.
e Siy =0, on dit que FF € DA(A), le point terminal 2 peut alors étre fini ou non. Ce
domaine d’attraction est celui des distributions a queues légeres, c’est-a-dire qui ont
une fonction de survie a décroissance exponentielle.

e Sivy <0, ondit que F € DA(V,,,), et F aun point terminal & droite finie (zp < +00).
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Ce domaine d’attraction est celui des fonctions de survie dont le support est borné

supérieurement.

Exemple 1.2.1 (Loi Pareto)

La fdr de la loi de Pareto est F(x) =1—cx™®, avec ¢ >0 et o > 0. On pose a,, = (i)_l/a

nc

et b, =0 alors :

b, ( ‘. ) B . o i —1/a B L i -1/« -«
(/me- =) = 2% ne v - A\ e o

_ (1_95_‘“)nﬁexp(—xa) = D).

n

Donc le maximum de normalisation de la loi de Pareto converge vers la loi de Fréchet.

Le tableau suivant résume le classement de quelques lois usuelles selon leur appartenance a

I'un des domaines d’attraction. (Embrechts et al [14] )

Domaines d’attraction ‘ Gumbel (v = 0) ‘ Fréchet (v > 0) ‘ Weibull (v < 0)

Normal Pareto Uniforme
Exponentielle Burr Beta
Lois Log-normale Student ReverseBurr
Gamma Log-gamma
Weibull Log-logistique

TAB. 1.1 — Quelques loi usuelles classées en fonction de leur domaine d’attraction

La représentation des trois fonctions de densité de A, @, W elle est illustrée dans la Figure 1.2.
Cette derniére, elle montre que les distributions prototypiques a chaque domaine d’attraction,
pour les valeurs sélectionnées de . On souligne les queues longues, les queues en décompo-
sition polynomiales présentées par les distributions choisies de Fréchet, contrastant avec les

queues courtes délimitées en haut, attribuées au domaine de Weibull (voir Cldudia et al. [6],

2019).
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Frechet Weibull Gumbel

0.0 25 5.0 75 10.0 -10.0 75 5.0 25 0.0 25 -10 -5 0 5 10

F1G. 1.2 — Densités de lois des valeur extremes avec 1/ | v |, > 0.

1.2.3 Estimation de 'IVE

On donne trois familles d’estimateurs du parameétre de la loi de valeurs extrémes généralisées.
Il en existe de nombreux autres, voir les monographies [2] et [14].

Estimateur de Pickands

Cet estimateur a été introduit en 1975 par James Pickands dans [28], pour toute v € R.
Définition 1.2.6 (Estimateur de Pickands)

Soient X1, ..., Xy, n v.a’s iid de fdr F € DA(H,), oty € R. Soit k = k,, une suites d’entiers

avec 1 < k <n, k/n — 0, quand n — co. L’estimateur de Pickands est défini par :

~ ~ 1 anlﬁ»l:n - n—2k+1:n )
P =7P(k) = log ( .
7 7 ( ) lOg 2 Xn72k+1:n - an4k+1:n

L’auteur a démontré la consistance faible d’estimateur. La convergence forte ainsi que la

normalité asymptotique ont été démontrées par Dekkers [12] et de Haan [18].
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F1G. 1.3 — Estimateur de Pickands, avec un intervall de confiance de niveau 95%, pour 'EVI
de distribution de Pareto standard (y = —1) basé sur 1000 échantillons de 5000 observations.

Estimateur de Hill

Cet estimateur a été introduit par Hill [20] en 1975. C’est un estimateur simple et largement
utilisé. Cet estimateur n’est applicable que dans le cas ot 'EVI, est connu pour étre positif, ce

qui répond & des distributions appartenant au domaine d’attraction de type Fréchet (y > 0).

Définition 1.2.7 (Estimateur de Hill)
Soient X1, ..., X, n v.a’s iid de fdr F € DA(CI)l/V), ouy > 0. soit k = k,, une suites d’entiers

avec 1 < k <n, k/n — 0, quand n — oo. L’estimateur de Hill est défini par :

k
1

~H _ oH(LY .

M =3 (k) = Ejzl 10g Xyt 10m — 108 Xy jn.
Un grand nombre des travaux théoriques ont été consacrés a 1’étude des propriétés de ’esti-
mateur de Hill [20]. La consistance faible a été établie par (Mason [23],1982), la consistance
forte fut établie par (Deheuvels et al.[11], 1988) et plus récemment par (Necir [25], 2006) .La
normalité asymptotique est due entre autres a (Davis, Resnick [10], 1984), (Csorgd et Mason

[8], 1985) et (Hiusler et Teugels [17], 1985).
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F1G. 1.4 — Estimateur de Hill, avec un intervalle de confiance de niveau 95%, pour 'EVI de
distribution de Pareto standard (y = 1) basé sur 1000 échantillons de 5000 observations.

Estimateur des moments

Pour v € R, en 1989, Dekkers et al. [12] ont proposé une extension de tous types de distri-

bution, appelé estimateur des moments.

Définition 1.2.8 (Estimateur des moments)
Pour v € R, soit k = k,, une suites d’entiers avec 1 < k < n, k/n — 0, quand n — oo.

L’estimateur des moments est

1
1 (M(l))
~M _ ~M L (1) = _ n
=N (k) =My + 1 (1 MO .

avec

Ou MV est Uestimateur de Hill 4.

Les propriétés asymptotiques de cet estimateur ont été étudiées par Dekkers et al. [12], 1989.
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F1G. 1.5 — Estimateur de Moments, avec un intervalle de confiance de niveau 95%, pour 'EVI
de distribution de Gumbel standard (7 = 0) basé sur 1000 échantillons de 5000 observations.

1.3 Estimation de la moyenne

Une loi de probabilité peut étre caractérisée par certaines valeurs typiques associées aux
notions de valeur centrale, de dispersion et de forme de la distribution. La définition suivante

devient de livre de Saporta [31], page 22.

Définition 1.3.1 (Espérance mathématique)
X étant un v.a réelle définie sur (R, A, P), L’espérance mathématique de X est, si elle eziste,

['intégrale de X par rapport il la mesure F :

p=E[X]:= /XdF.
R
D’apres le théoréme de la mesure image, on a :

= /RxdFX(J:), (1.20)

Remarque 1.3.1 (Espérance par quantile)
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On peut donne une autre formule d’espérance par rapport au quantile si on pose F(X) =t

avec changement de condition limite d’intégral on trouve qu’il définit par :
1
W= / Q(t)dt. (1.21)
0

1.3.1 Estimation de la moyenne dans le cas E[X?] fini

Définition 1.3.2 (La moyenne empirique)
On appelle moyenne de l’échantillon ou moyenne empirique ou encore moyenne statistique,

notée X définie par

n —

= 1 1 2
X:E;Xj et S?= 1Z(Xj—X) : (1.22)

ot S? est la variance empirique.

Proposition 1.3.1

Soit X une v.a de moyenne p et d’écart-type 0.0n a E m =pu et Var [7] = o?%/n.

Il y a deux méthodes pour obtenir I’estimateur de la moyenne, la premiére méthode on utilise
la formule (1.20) de Définition 1.3.1 et la deuxiéme méthode on utilise la formule (1.21) de

la Remarque 1.3.1. En effet, en substation de @) par @,, dans (1.21), on obtient

=)
I

1 . .
-1

/ Xjmdz, ol J <z< J

0 n

n
= Zn:/J/n X]ndl',

j=1"i-1/n
n
1
= 55 Xj:n7
Jj=1

= X.
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Théoreme 1.3.1 (Lois des grands nombres)

Soit X1, ..., X, indépendantes d’espérance E [X]| < oo, et var [X]| < oo tel que :

Loi faible : X 2 quand n — co.

Loi forte : X 23 1 quand n — .

Le théoréme suivant connaitre sous le nom de théoréme central-limite (il vaudrait mieux dire
théoreme de la limite centrée) établit la convergence vers la loi normale sous des hypothéses
peu contraignantes. Comme un exemple la Figure 1.6 montre que X convergent vers la vraie

valeur de p pour la loi gaussienne

T
500 1000 1500 2000

Fic. 1.6 — Illustration de la loi des grands nombres : moyenne empirique d’unéchantillon
Gaussien standard de taille 2000.

Théoreme 1.3.2 (Théoréme central limite)

Soit (X,)n>1 une suites de v.a’s iid d’espérance i et de variance o? finie, alors

1 (X4 X = :ZME (0,1), quand n — 0.
vn d = ovn
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L’intervalle de confiance de seuil \ pour le paramétre u de la loi N'(u, 0?) est :

— 0 — 0
X——2z, X+ —2
N N
La preuve du Théoreme 1.3.2 peut étre trouvée dans n’importe quel livre standard des sta-

tistiques (voir par exemple, Saporta [31], page 66).

1.3.2 Estimation de la moyenne dans le cas E[X?| infini

On a vu dans la Subsection 1.3.1, pour @ = 2 (F" appartient a au domaine d’attraction d’une
distribution normale.) la moyenne de X existe et elle est égale au parameétre de localisation
u, la variance de X est finie et elle est égale & 202 dans ce cas ’estimateur naturel de u est la
moyenne empirique X, et en vertu au Théoreme 1.3.2 estimation de X est asymptotiquement
normale. Mais, dans le cas 1 < o < 2 (on dite que F’ appartient au domaine d’attraction d’une
loi stable), le Théoreme 1.3.2 n’est pas applicable parce que la variance de X est infinie. Par
conséquent, la normalité asymptotique de la moyenne de I’échantillon X n’est pas établie.
Pour pallier ce probléme, Peng [26] en 2001 a proposé un estimateur asymptotiquement

normal basé sur la théorie des valeurs extrémes, comme suit :

i =k (k) = al) + i + al,

ou
n—k
N 1
ug)(k,’) = 5 Z Xj:n>
j=k+1
P K ad S k Gy
7(11) _ %1)(]{) Xin — ot N%S) — M%?’)(]g) =—Xy ki1n NE)! )
avec
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et

. -1

~ ~ 1

a® = a® (k) .= (EZlog (—Xn—j+1:m) — log (—Xn;m)) .
j=1

On note que at et & sont également des estimateurs convergents en probabilité vers o

(see Mason [23], 1982) et la convergence presque stire est établie dans Necir [25] en 2006.

Théoreme 1.3.3 (Normalité asymptotique)
Sous certaines conditions, Peng [26] a montré que, quand k = o(n=2(®=20)) avec le paramétre

du second ordre p < 0,

NG
o(k/n)

(1l — p) 2 N(0,0%)  quandn — oo, (1.23)

ou de fagon équivalente

vn

5o k) (1l — p) = N(0,1)  quandn — oo, (1.24)
- 2—a)(20® =2a+1) (2—a)
5'_1+( 2 (o —1)" +(a—1))’

et

o?(s) := /Sls /515 (uAv—u)dF Y (u)dF(v), 0<s<l1.

Preuve. Voir Peng [26], 2001. m



CHAPITRE 2

Estimation avec censure

L ‘analyse des modéles de survie est une branche de la statistique qui a pris son déve-
loppement depuis la Deuxiéme Guerre mondiale. Cette analyse s’intéresse a I’étude
statistique des données qui proviennent des expériences sur des durées de vie ou durée de
fonctionnement. Le terme de cette durée désigne le temps écoulé jusqu’a la survenue d’un
événement précis. L’événement étudié (communément appelé "déces") est le passage irréver-
sible entre deux états (communément nommé "vivant" et "déces"). L’événement terminal
n’est pas forcément la mort : il peut s’agir de l'apparition d’une maladie (par exemple, le
temps avant une rechute ou un rejet de greffe), d’une guérison (temps entre le diagnostic et
la, guérison), la panne d’une machine (durée de fonctionnement d’une machine, en habilité)
ou la survenue d’un sinistre (temps entre deux sinistres, en actuariat). Pour plus de detail

sur ce theme on peux refére au Collett [7] .

Dans ce chapitre, on va adresser toutes les méthodes statistiques qui va utiliser dans la partie

principale de ce chapitre qu’est la Subsection 2.2.2.

23
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2.1 (Généralités sur ’analyse de survie

Dans cette section on va faire des préliminaires sur les modéles de survie, on introduit les
notions de base en analyse de survie, on donne aussi les différents types de censure et on va

présenter les principaux estimateurs non paramétriques et semi-paramétriques.

2.1.1 Notions de base en analyse de survie

Définition 2.1.1 (Analyse de survie)
L’analyse de survie est le terme utilisé pour décrire [’analyse des données qu’ils sont sous
forme de temps (times) allant de l'origine du temps (time origin) & la survenance d’un

événement ou d’un point final spécifique (end point).

Définition 2.1.2 (Date d’origine)
C’est la date de début de l’observation, c’est-a-dire l'origine du début de 'analyse de survie,

elle correspond au temps égal a zérot = 0.

Exemple 2.1.1

e Date de tirage au sort (essai thérapeutique).

e Date de diagnostic (étude prospective).

Définition 2.1.3 (Date des derniéres nouvelles)

Pour faire ’analyse des résultats, chaque individu dispose d’une date des derniéres nouvelles,
qui est la date la plus récente ou les informations ont été recueillies. Par exemple, dans la
case o le sujet a subi [’événement, sa date de derniére nouvelle est la date de survenue de

cet événement.

Définition 2.1.4 (Date de point)
On ne prouve pas attendre la survenue de [’événement pour tous les sujets pour faire l’analyse

des observations, donc il y a ce qu’on appelle la date de point qui est une date au-dela de
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laquelle on arréte ’observation et on ne tiendra plus compte de [’état du sujet aprés cet

nstant.

Définition 2.1.5 (Durée de survie)
C’est la durée entre la date d’origine et la survenue de [’événement d’intérét, c’est-a-dire du
décés. Elle correspond au temps de suivi lorsque le décés est observé avant la date de point.

L'instant d'apparition de

Début d'analyse . e
I'événement

Le temps

Evénement d'interét

F1c. 2.1 — Schéma représentant les principales définitions relatives a I’analyse de durée de
survie. (source : Harrouche [19], mémoire de master en Statistiques et Probabilité.

2.1.2 Censure

La censure est le phénomene le plus couramment rencontré lors du recueil de données en

statistique. Pour un individu donné j, on va considérer
e Son temps de survie X; de fdr F.
e Son temps de censure Y de fdr G.

e La durée réellement observée Z; de fdr H.

Définition 2.1.6 (Variable de censure)

La variable de censure Y est définie par la non-observation de l’événement étudie. Si au
lieu d’observer X, on observe Y, et que l'on sait que X >Y (respectivement X <Y, Y; <
X < Ys), ont dit qu’il y a censure & droite (respectivement censure & gauche, censure par

intervalle).

Quelques détails de différents cas de censure suivent :
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Censure a droite

La variable d’intérét est dite censure a droite si 'individu concerné n’a aucune information
sur sa derniére observation. Ainsi, en présence de censure & droite les variables d’intérét ne

sont pas toutes observées.

Censure a gauche

Il y a censure a gauche lorsque l'individu déja 1’événement avant qu’il soit observé. On sait

uniquement que la variable d’intérét est inférieure ou égale a une variable connue.

Censure double ou mixte

Il y a censure mixte (double) dans un échantillon de données s’il y a a la fois censure a gauche
et a droite dans cet échantillon. Les données sont censurées a la fois a droite et a gauche.

Plusieurs modeéles non paramétriques ont été présentés pour 1’étude de la double censure.

Censure par intervalle

Dans ce cas, comme son nom l'indique, on observe a la fois une borne inférieure et une borne
supérieure de la variable d’intérét. On retrouve ce modeéle en général dans des études de suivi
médical ou les patients sont controles périodiquement, si un patient ne se présente pas a un
ou plusieurs controles et se présente ensuite aprés que I’événement d’intérét se soit produit.
on a aussi ce genre de donnée qui sont censurées a droite ou, plus rarement, a gauche. Un
avantage de ce type est qu’il permet de présenter les données censurées a droite ou & gauche

par intervalles du type [c, +o0] et [0, ¢| respectivement.

Il existe différents types de censures : censure du type I, si le temps de censure est fixé
par le chercheur comme étant la fin de ’étude. La censure du type 11, se caractérise par le
fait que I’étude cesse aussitot que se produisent un nombre d’événements prédéterminés par

I’expérimentateur. Une autre possibilité de censure aléatoire est que la censure n’est plus du
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tout sous le controle du chercheur et (ou) que le temps d’entrée varie aléatoirement (voir
Ndao [24] : these de doctorat de Probabilité et Statistique). Le type le plus intéressant dans

les études est la censure aléatoire a droite.

Censure aléatoire a droite

Soient Y7, ...Y,, des v.a iid. On observe les variables

Zj = X; ANY; i=min(X;,Y)) et A; = Tix,<vy pour 1 < j <n. (2.1)

L’information disponible peut étre résumée par :
— la durée réellement observée Z;,
— A, =1 si 'événement est observé (d’ott Z; = X;). On observe les "vraies” durées ou
les durées complétes.
— A; = 0 si I'individu est censuré (d’ott Z; = Yj). On observe des durées incomplétes
(censurées).
Pour une présentation détaillée des différents types de censure voire comme un exemple le

livre de Collett [7].

2.1.3 Estimation non paramétrique

En 'absence de censure, la fdr F' s’estime de maniére trés simple en utilisant la fdr empirique
usuelle (1.4). Malheureusement dans le cas ou les données sont censurées, il est impossible
d’utiliser cette derniére puisqu’elle fait intervenir des quantités non observées, car tous les
Z; censurés ne sont pas observés. On estime alors généralement F' en utilisant I’estimateur
Kaplan-Meier (1958), [22]. Ce dernier est 1'outil de bas en statistiques pour estimer de maniére

non paramétrique la distribution d’une v.a X censurée a droite.
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Estimateur de Kaplan-Meier

L’estimateur de Kaplan-Meier (KM) est le modeéle de durée le plus utilisé en pratique. Il inter-

vient dans toutes les applications qui requiérent la modélisation de durées. Soit (Z;, A;), <j<n>

I’échantillon réellement observé défini par (2.1) et soit Z1., < ... < Z,., sont des statistiques

d’ordre. L’estimateur de Kaplan-Meier (1958) est défini :

—KM = A“‘”]I{Zj:nSw}

7j=1
ey n—7j —|— 1
Il est aussi appelé Produit limite car il s’obtient comme la limite d’un produit.

Remarque 2.1.1

e Cet estimateur de Kaplan-Meier est une fonction étagée avec des sauts seulement aux

observations non censurées.
e La hauteur des sauts de cet estimateur est aléatoire.

e Quand toutes les observations sont non censurées alors on obtient la fonction de répartition

empirique, un extrait de thése de Ndao [24].

Estimation de la moyenne

Lorsque la variable X est censurée l'estimateur cité ci-dessus (1.22) ne fonctionne pas car il
est basé sur la totalité des observations, dans ce cas, Stute [34] a introduit un estimateur qui

s’appelle les intégrales de Kaplan-Meier pour des quantités plus générales que la moyenne.

= / o(@)dF(x), pour p(z) =

Définition 2.1.7 ( Moyenne empirique sous censure aléatoire)



Chapitre 2. Estimation avec censure 29

L’estimation non paramétrique de la moyenne empirique sous censure aléatoire est défini par

,En = ZWj,an:na
j=1

A[]n} = n—1 A[i:n]
v Wi, = - - .
o n—j—l—lH(n—z—i-l)

Stute [34] a montré que cet estimateur est asymptotiquement normale sous les deux condi-

tions suivantes :

L = / 2’T2(z)dHWY (z) < oo, (2.3)
0

([ dHOy) ) "
I, = T — dF(x 0, 2.4
() - o

HO®t) = P(Z<t,6=0)= /F(a:)dG(x),

et

ou

HY#) :=P(Z<t,d=1)= /@(x)dF(x).

0
Théoreme 2.1.1 (Normalité asymptotique)

Sous les deuz conditions (2.3) et (2.4), on a
\/ﬁ(ﬁn - 1“) 2) N (07 02) ) quand n— 00,

ol 0'2 = ’UCL’I"ero (Zl) Al + Fl (Zl) (1 — Al) — FQZl.

Preuve. Voir Stute [34]. m
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2.2 Statistique des extremes sous censure aléatoire

On va s’intéresser dans cette partie au probléme de 'estimation de 'IVE et le probléme de

I’estimation de la moyenne cela en présence de données censurées aléatoirement a droite.

2.2.1 Estimateur de Hill adapté

Le probleme de 'estimation de I'IVE est tres récent dans la littérature, les premiers qui ont
mentionné le sujet sont (Beirlant et al. [5], 1996) et (Reiss et Thomas [29], 2007) , mais sans
résultats asymptotiques. Certains estimateurs des paramétres de la queue ont été proposés par
(Beirlant et Guillou [3], 2001) pour les données tronquées et étendues a la censure aléatoire
par (Beirlant et al. [4], 2007) et ’année suivante par (Einmahl et al. [13], 2008) .En réalité,
I’estimation des valeurs extrémes en présence de données censurées aléatoirement & droite
revient a dire que I’échantillon X1, ..., X, n’est pas observé totalement, mais qu’il est censuré
par un deuxiéme échantillon Y7,...,Y,,, qui est supposé étre indépendant du premier, ou les
X et Y; sont des v.a’s iid de lois F' et G respectivement. Toutefois, il convient de signaler
que, les différents estimateurs proposés de I'IVE en prenant en considération avec censure
ont été tous construis de la méme maniére. Alors 'estimateur d’Hill adapté est basé sur un
estimateur standard de 'indice de queue divisé par la proportion de données non censurées

dans les plus grands k v.a’s Zy, ..., Z,. Se référer a larticle de Zouadi et al [36]

e At
) (k) = : (2.5)

1
n
c’est-a-dire, A = Ajsi L) = 25,1 < j <net A1) peut étre n’importe quel estimateur pas

~,

ou p = p(k) Zle App_jy1m]s A est le concomitant de la i—éme statistique d’ordre,

adapté a la censure, en particulier ’estimateur de Hill, moment,... (basé sur les observations

completes). (voir Zouadi : [36]).
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2.2.2 Estimation de la moyenne

Cette étude a été réalisée par I’équipe de Soltane et al. [32] en 2015, l'objectif principal de
cette partie est de présenter I'estimateur de la moyenne pour les distributions de queue lourde

SOous censure.

Soit X, ..., X, et Y7,...,Y,,, n > 1 sont des deux v.a positives iid de deux fdr F' et G respecti-
vement. On note {(Z1, A1), ..., (Zn, Ay)} Péchantillon réellement observé, pour 2.1 avec 11y,
indiquant la fonction de 'indicateur. Ce dernier indique s’il y a censure ou non. Si ’on note
H la fdr de Z, par I'indépendance de X et Y, ona (1— H) = (1 — F')(1 — G). Dans cette
morceau, on utilise la notation N(z) = N(oco) — N(x), pour toute fonction N on suppose
F et G sont & queue lourde ou en d’autres termes, que F' et GG variations régulierement a

'infinité avec des indices négatifs —1/7; et —1 /7, respectivement.

F(xl G(xl
im & =2 Y et lim ﬁ — gV, pour x > 0.
Par conséquent, H est aussi a queue lourde avec un indice de queue v = 7:_% .
1T 72

Il existe des constantes [3; < 0 et des fonctions A;, j = 1,2 tend vers zéro, ne changeant pas

de signe prés de I'infinité telle que pour tout z > 0

i, F(tm)/ﬁ(t) _ o Um _m xﬁh/w—l’
o 441 (t) 7151 (2 6)
G(tx)/G(t) — x~ 1/ xP2/r2-1 ’
limt_>oo B Q;_l/'Y?—'
As(t) V232

Pour obtenir I'estimateur de la moyenne qui définit dans p = fooo F(x)dz, tel que z > 0. On
a /1t est un somme de deux termes :
h [e's)
= /F(x)dx + [ F(z)dz =y + po,
0 h
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Intégrer la premiere intégrale par parties et changer les variables dans la deuxiéme respecti-

vement, on obtient

h

p1 = hF(h —i—/xF Ydr et py=hF(h /
0 1

F(h
F(h

En substituant h et F(z) par Z, j., et Fi{ M(x) dans ’équation précédente. On a (voir
Soltane et al [32])

n

n—k no—i O\ O 8 j-1 no—i O\ O
~ _ T n - Ziins 2.7
= Z(n—i—l—l) k+zn—j+lﬂ<n—i+l) 7 27)

=1

comme estimateur de ;. Concernant po, on applique le théoréme bien connu de Karamata

(voir, par exemple, de Hann et Ferreira 2006 [18], page 363)

1 F(h), quand n — oo, 0<m <Ll (2.8)
1

Les quantités h et F(h) sont, comme ci-dessus, naturellement estimées par Z, ., et

—KM T on—i O\ A
F, (Znx) = — )
n (Znor) H (n -1+ 1)

pour dériver un estimateur de puo, il faut utiliser 'estimateur de y; qui donnait dans (2.5).

En remplagant, dans (2.8), F' et ; par sont des estimateurs Fi{M et %C'H).

(H <)

_ Atjin]
~ TL 7 ~(c,H

1 _ 2l 5
Enfin, avec (2.7) et (2.9), 'estimateur j1,, de la moyenne p est :

i—k

n—k . n—~k .
Afim) n—i O\ 2w n—i \%n Z,
fin ' Zin . :
/{:Zn—i—l-lg(n—i—i-l) ' +11(n—@—|—1> 1 — 7l
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Théoreme 2.2.1 (Normalité asymptotique)

On suppose que les conditions du deuxiéme ordre de variation réguliére (2.6) vérifiées avec
Yo/ (1 +27) < v < 1. Soit k = k, une suites d’entiéres avec 1 < k < n, k — oo et
k/n — oo,

lim VkA; (h) < co et VERF(h) — co.
Alors il existe des constantes finies m et o > 0 telles que

VE(in — p)
_ , quand n — o0,
Zn—k:nFn(Zn—k:n)

w1 w1

O L ) (A=) hAm D=

avec wy = lim VA, (h).



Conclusion

Atravers ce mémoire, on a tenté de faire une synthése sur les différentes cas de
lestimtion de la moyenne 1 (parameétre de localisation d’une distribution) que ce
soit dans le cas ou les données sont complétes (I'estimation classique non paramétrique c’est
le X et semi paramétrique basé sur la TVE qui a été proposé par Peng [26] en 2001) ou
dans le cas les données sont incomplétes, ot on s’est concentré notre étude sur le type de
données censurées (I’estimation non paramétrique qui a été proposé par Stute [34] en 1995
en se basant sur les résultats de Kaplan-Meier [22] (1958) et 'estimation semi paramétrique
qui a été proposé par Soltane et al. [32] en 2015).

e Le premier point qui mérite d’étre considéré est de chercher d’autre méthodes dans le
but d’améliorer 'estimation de la moyenne qui a proposé par Soltane et al. [32], avec
une illustration & travers une application sur une série de données réelles censurées.

e Le deuxieme point & envisager est, il arrive assez souvent qu’une série statistique, ayant
des données tronquées (un autre type de données incomplétes) et en présence des valeurs
extrémes. Il serait intéressant de faire le méme travail, par ce que ce cas mérite d’étre

considéré attentivement vu.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notation utulisées tout au long de cette thése sont expliquées

ci-dessous.
fdr ou fd ou fde : La fonction de repartition.
iid . Indépendantes et identiquement distribué.
IVE . Indice des valeurs extrémes.
TEV . Theorie des valeurs extremes.
TCL : Théoréme Central Limite.
v.a : variable aléatoire.
(R, A, P) . Espace probabilité.
= Egalité par défnition.
14 :  Fonction indicatrice de ’ensemble A.
A Indicateur de censure.
F Fonction de répartition.
E, Fonction de répartition empirique.
Ft Inverse généralisé de F.
H, Famille de la loi de valeurs extrémes généralisée.
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Annexe B : Abréviations et Notations

DA(.) :  Domaine d’attraction.

Xon : Maximum de Xq, ..., X,,.

Xin : Minimum de X1, ..., X,,.

Xjm ;. j®me statistique d’ordre.

il Point terminal supérieur.

TE Point terminal inférieur.

Bs Converge presque stirement.
2, Converge en probabilité.

5 Converge en distribution.
X1,...,X,, : Une suite de n v.a.

Q : Fonction du quantile.

Qn :  Fonction quantile empirique.
F . Fonction de queue ou Fonction de survie.
FfM :  L’estimateur de Kaplan-Meier.
A : Loi de Gumbel.

) : Loi de Fréchet.

v :  Loi de Weibull.

~P :  Estimateur de Pickands.

~H :  Estimateur de Hill.

M

~ :  Estimateur des Moments.
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Résumé

La moyenne p est un parameétre de localisation d'une distribution, elle est aussi trés importante dans la synthése des
valeurs de distribution. Malheureusement, elle n'est pas suffisante pour décrire les données et pour cela nous avons
besoin d'un paramétre supplémentaire appelé "la variance". La variance est donc le moment centré d'ordre 2 de la
distribution et une mesure de la dispersion de X autour du . La remarque principale sur y est qu'elle ne peut pas
exister toujours selon la stabilité de a, @ = 1/y ouy c'est ' VE.

Notre objectif principal de ce mémoire est I’estimation du p, pour cela on donne dans un premier temps,
I'estimation classique le X et semi paramétrique basé sur la TVE qui a été proposé par Peng (2001) dans le cadre de
l'estimation sans censure. Dans un second temps, on effectue une synthése sur l'estimation de Stute (1995) et
l'estimation de Soltane et al. (2015) en se basant sur les résultats de Kaplan-Meier (1958) et la TVE dans le cadre
de I'estimation en présence de censure.

Les mots clés : Analyse de survie, Censure aléatoire, Estimateur de Hill, Estimateur de Kaplan-Meier,

Estimation de la moyenne, Normalité asymptotique.

Abstract

The mean pu is a localization parameter of a distribution, it is also very important in the synthesis of the

distribution values. Unfortunately, it is not sufficient to describe the data and for that we need an additional
parameter called “the variance”. The variance is therefore the second-order centered moment of the distribution
and a measure of the dispersion of X around the y. The main remark about p is that it cannot always exist
depending on the stability of @, @ = 1/y where y is the EVL

Our main objective of this thesis is the estimate of u, for that at first, give the classical estimate of the X and
semi-parametric based on the EVT which was proposed by Peng (2001) as part of uncensored estimation
Secondly, a synthesis is carried out on the estimate of Stute (1995) and the estimate of Soltane and al. (2015)
based on the results of Kaplan-Meier (1958) and EVT in the context of the estimation in the presence of
censorship.

Key words: Survival analysis, Random censuring, Hill estimator, Kaplan-Meie estimator, Estimating the
mean, Asymptotic normality.
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