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Introduction

I es problemes de controle optimal de type linéaire quadratique ont été étu-
diés par beaucoup de chercheurs, dans ce genre de probleme on cherche a

minimiser une fonctionnelle de cout J donnée par :

J:E{/O %[x’ (B)Q ()2 () + 1 (£) R (£)u (1) dt+%x' (T) H, (T)},

ou x (t) est la solution de 1’eds linéaire suivante :

de(t) = [A(t)z () + B u(®)]dt+[C () () + D (t)u )] dW (¢),

z(0) =y.

u (t) variable de controle qui prend leur valeurs dans un espace Euclidien . Dans ce

mémoire on s’intéresse au cas ol tous les coefficients de systéme sont aléatoires .

Pour les probléemes LQR , il est naturel d’étudier I’équation de Riccati associée qui
est une équation différentielle stochastique rétrograde non linéaire. Notre probléme
de controle stochastique (LQR) est bien posé si 'equation de Riccati a une solu-
tions et dans ce cas le controle optimal est de type feedback. Pour les problémes
déterministes (avec R > 0 ) , le principe de maximum peut caractériser compléte-
ment 'optimalité . Plus précisément , la solvabilité du systéeme hamiltonien , qui
se compose de ’équation d’état, ’équation adjointe et la condition de maximum est

équivalente a la solvabilité du probléeme, et la solution du systeme hamiltonien donne



Introduction

le controle optimal.
Notre mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans un premier chapitre on présente des généralités sur le calcul stochastique (

filtration , processus adapté, formume d’It6 , ..., etc).

Dans le deuxiéme chapitre on a présenté le théoréme d’existence et d’unicité de la

solution d’une équation différentielle stochastique non linéaire.

Dans le troisiéme chapitre on se consacre a ’étude d’un probléme de contréle de type
linéaire-quadratique dont on donne la relation entre la solvabilité de ce probleme et

I’équation de Riccati associé.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

On g’intéresse a des phénomeénes qui dépend du temps qui est connu a la date ¢ est

rassemblé dans une tribu F;, c’est 'information a la date t.

Définition 1.1.1 Une filtration est une famille croissante de sous tribu de F,c’est-

a-dire telle que Fy C Fs pour t < s.

On demande souvent que les ensembles négligeables soient contenus dans Fj.
On parle d’hypothéses habituelles si :

e Les ensembles négligeables sont contenus dans F.

e La filtration est continue & droite au sens que F; = Ny Fs.

Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de variables aléa-

toires (X;;t € [0, 4+00[) définies sur le méme espace de probabilité.

Définition 1.1.2 Un processus stochastique X = (X;,t > 0) est dit adapté (par

rapport & une filtration F; ) si X, est Fy—mesurable pour tout t.

On dit que le processus est & trajectoires continue (ou continue) si les applications

3



Rappel sur le calcul stochastique

t — X, (w) sont continues pour presque tout w.

Un processus est dit cadlag (continue a droite, pourvu de limites a gauche ) si ses
trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites a gauche. Méme définition

pour caglad.

A un processus stochastique X on associe sa filtration naturelle F;X, c’est-a-dire la

famille croissante de tribus F¥ = o {X,, s < t}.
On utilise souvent des processus dit prévisibles. La définition précise est la suivante :

Soit (€2, F,P) un espace muni d’une filtration (F;). On appelle tribu des prévisibles

la tribu sur (0,00) x € engendrée par les rectangles de la forme

Js,t] x A,0 < s <t AeF

Un processus est prévisible si et seulement si I'application (¢,w) — X, (w) est

mesurable par rapport a la tribu des prévisibles.

On dit que deux processes X et Y sont égaux & une modification prés si X; = Y; P.s

Vt.

Deux processus sont égaux en loi X =Y si pour tout (t,1s,...,t,) et pour tout n

on a (th,Xt2, ...,Xt2> —loi (Y1€17Y1€27 7}/157»)

Définition 1.1.3 Soit X un processus et (F;) sa filtration canonique. On dit que le

processus et de Markov si pour toute fonction f borélienne bornée

B (f (Xt) |~,Fs) =E (f (Xt) ’Xs) 7Vt > S.

Le processus est dit de Markov fort si la propriété précédente est vraie pour tout

couple de temps d’arrét finis T',.S avec T' > S.

Proposition 1.1.1 (inégalité de Holder)

4



Rappel sur le calcul stochastique

Soient p, g conjugués < + = = 1) avec 1 <p<oo, X e PY € L.

Q=

1
P
Alors : XY € L! et

XY, < IXIp 1Y, -

Remarque 1.1.1 Pour p = q = 2 on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

E(XY]) < /B (X)) /B (Y P).

1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.2.1 Un vecteur de v.a (X, ..., X;,) est un vecteur Gaussien si et seule-
ment si tout combinison linéaire des X; est Gaussienne (i.e. (a, X) est une v.a Gaus-

sienne pour tout a € R™ ).

Définition 1.2.2 Un processus (Xi),~, est appelé processus Guassien si pour tout n

et tout ty, ..., t, le vecteur (Xy,, ..., Xy,) est Gaussien.

Un Mouvement Brownien de dimension d {B;, F;0 < t < +o0} est la donnée d’un
processus mesurable B & valeurs dans R?, et d’une filtration, tels que B est adapté
a (Fi) g, est continu, et vérifier :

1 By = 0 presque stirement.

2 Pour 0 < s < t, Iaccroissement B; — B, est indépendent de Fj.

3 Pour 0 < s < t, 'accroissement B; — B, suit une loi normale centrée, de matrice

de covarince v/t — slg, o 1, désinge la matrice identité de dimension d.
Définition 1.2.3 (Mouvement Brownien (MB))
Un Mouvement Brownien (standard) est un processus W vérifiant :

1 Wy=0P—np.s.



Rappel sur le calcul stochastique

2 W est continue, i.e. t — W; (w) est C° pour presque tout w,
3 W est a accroissemsnts indépandants :
W; — W est indépandant de FY = o (W,, s < t)

4 Les accroissements sont stationnaires, Gaussiens et pour s <t :
Wt—WSNN(O,t—S)

Théoréme 1.2.1 (Caractérisation du Mouvement Brownien )

Un processus W est un Mouvement Brownien ssi ¢’est un processus Gaussiens conti-

nue, centrée de fonction de covariance :

cov (X, X¢) = s At =min(s,t).

1.3 Martingales

Définition 1.3.1 Un processus (M;),, est dit martingale si :

1 Pour tout t > 0, M, est F;—mesurable,
2 Pour tout t > 0, M, intégrable i.e. E[|M;|] < oo,
3 Pour tout t > s >0, BE[M, | Fs] = M;.P—p.s.

On définit de maniére similaire une sous-martingale si (3) est remplacé par
E [M;|Fs] > Mg.P —p.s
Et sur-martingale si (3) est remplacé par

E [M|Fs] < Ms.P —p.sNt > s> 0.



Rappel sur le calcul stochastique

Proposition 1.3.1 Le mouvement brownien standard (Wy,t > 0) est une martigale

par rapport a sa filtration naturelle F)V = o (W,,0 < s < t).

Définition 1.3.2 Soit X un processus cadlag adapté. On dit que c’est une martin-
gale local s’il existe une suite de temps d’arrét T, croissant vers l'infini telle que

pour tout n le processus arrété X T”l{Tn>0} soit une martingale.

Une semi-martigale continue est un processuse X que s’écrit X = M + V, ou M
est une martingale locale continue et V' est un processus continue adapté a variation

bornée tel que Vy = 0.

Soit X une martigale (ou une sous-martingale positive ) continue & droite. Alors,

i Vp>1,Ya>0,a’P (sup, |X| > a) < sup, E[| X",

ii Vp > 1, E'sup, | X["] < ¢”sup, B [|X:["] ou ¢ = 5.

Théoréme 1.3.1 (Inégalité. BDG) Soit p € ]0; 00|.1l exsite deux constantes

cp et C) telles que, pour toute martigale continue X, nul en 0.

Remarque 1.3.1 En particulier, si T > 0,

cpll [<X> X>§] <E { sup |Xt|p} <C,E [(X,Xﬁ]

0<t<T

Théoréme 1.3.2 Soit (F),<p la filtration naturelle du mouvement brownien stan-
dard (Wy)g<ser €t soit M une martingale continue de carré intégrable par rapport

(E)OStST, alors il existe un unique processus adapté H tel que :

T
E /Hfds < 00
0



Rappel sur le calcul stochastique

et, pour tout t € [0,T],

t
Mt:]\%—i-/HstVS P—p.s
0

1.4 Temps d’arrét

On travaille sur un espace muni d’une filtration (F;). On note Fo, = o (Ui Fy).

Définition 1.4.1 Un temps d’arrét est une variable aléatoire T & valeur dans R U

{+o0} telle que {T <t} eF;,Vt € R.

On associe & un temps d’arrét 7 la tribu F, dite des événements antérieurs a 7,définie

par F, = {AeF. \ AN{r <t} € F,Vt € R}.
Propriétés 1.4.1 e 5i T est un temps d’arrét, T' est Fr mesurable.

e Si S et T sont des temps d’arrét, S AT est un temps d’arrét. En particulier TA ¢

est un temps d’arrét.
e Si S et T sont des temps d’arrét tels que S < T, on a Fg C Fr.

e Soit (X4, > 0) un processus et 7" un temps d’arrét fini. On définit X, par X7 (w) =
A1) (W) -

e Si un processus X est continu et adapté, X; est Fr— mesurable.

Théoréme 1.4.1 SiT est un temps d’arrét et M une (F;) —martingale, le processus

Z défini par Z; =% My, est une (F;) martigale.
En particulier, B (M r) = E (My).

Théoréme 1.4.2 (théoréme d’arrét de Doob ) Si M est une (F;) —martingale conti-
nue et si S et T sont deux temps d’arrét tels que S < T < K, K étant une constante

finie, My est intégrable et & (Mp/Fs) = Ms.
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Ce résultat s’étend a tous les temps d’arrét si la martingale est uniformément inté-

grable.

si M est uniformément intégrable, on peut montrer que M, converge p.s et dans L'
vers My, quand t — oo et que Mg = E (My|Fs).

Proposition 1.4.1 si pour tout temps d’arrét bornée B (Xr) = E(Xy), le processus

X est une martingale.

Définition 1.4.2 un processus M adapté caglad est une martingale locale s’il existe
une suite croissante de temps d’arréts T, telle que 1, — oo et (M., ,t > 0) est

une martingale pour tout n.

Une martingale local positive est une sur-martingale et une martingale local unifor-

mément intégrable est une martingale.

1.5 Calcul d’Ito

1.5.1 Intégrale stochastique
Soit (B;) un M B adapté a la filtration F;

1 F, C F,t2>s.

2 B, est F;—adapté.

3Vi<ty <..<t, By, — B, B, —DBy,..., B, — B, , sont indépendant de F;.
Soit @ (t) un processus tel que :

i 0(t) est F,—adapté.
T
ii V7' >0, E /(H(t))zdt < 0.

0



Rappel sur le calcul stochastique

On veut défini 'intégrale stochastique d’It6

t

/ 0sd B

0

Remarque 1.5.1 Si f est une fonction dérivable alors :

t t

Joware = 667 (s

0 0

Intégrale d’It6 pour un processus simple :
Soit n = {to, t1, ..., t,} partition de [0,T], 0 =ty < t; < ... < t, = T, supposon que

0 (t) est constant sur chaque intervalle [ty, tx1[. On définit :

k-1

I(t)=> 0(t;) (By,, — B,) +0(t) (B. — By,) tr<i<ue,-

=0
1 Vit >0, I(t) est F;—mesurable.
2 Linéarité.
3 (I(t)), est une martingale.

Théoréme 1.5.1 (Isométrie d’It6)

t

E[I*(t)] =E /92 (u)du

0

Intégrale d’It6 pour un processus quelconque :

Soit T" > 0 soit ¢ un processus :

i 0(t) est F;—adapté.
T

ii VT >0, B /(0(t))2dt < 00
0

10



Rappel sur le calcul stochastique

Théoréme 1.5.2 [ existe une suite (6,,) de processus simple tel que :

lim B /(en (s)— 0(s)ds| =0

On a défini

L(1) = [6,(w)aB,

On défini

T T
I(T) = / 0 (u) dB, =%/ lim / 0, (u) dB,.
0 0

Proposition 1.5.1 (De l'intégrale stochastique )

t
It = / 6,4B, | 8, Fi—adapté, 6 € L2 (F x [0,T])
0
1 YVt >0,I(t) est F;—mesurable.

2 0+ I(t) est linéaire.

3 (I(t)), est une martingale.
t
4 Continuté : t — / 0,d B, est a trajéctoires continue.
0
5 Isométrie d’Ito : )
t

E /G(U)dBu = /téz(u)du

0

Proposition 1.5.2

Théoréme 1.5.3 (Inégalité de Doob)

Soit (M, n € N) une martingale réelle de carré intégrable. On a :

E {max M,f} < 4E [M]]

0<k<n

11
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Rappel sur le calcul stochastique

En particulier,

E {sup Mg] < 4supE [M] (1.2)

neN neN

1.5.2 Processus d’Ito

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochas-

tiques. On appelle ce calcul ”calcul d'It6” et I'outil essentiel en est la ”formule d’1t6”.

Définition 1.5.1 Soient (Q,}—, (]:t>t20 ,IP’) un espace de probabilité muni d’une fil-
tration et (By) >0 un Fr—mouvement brownien. On appelle processus d’Ito, un pro-

cessus (Xt)o<ycp @ valeurs dans R tel que :
t t
X =X +/K8ds—|—/HSst,Vt <T,P—p.s.
0 0

Avec :

1 X, est F;—mesurable.

2 (Ky)geper €t (Hg)gerop des processus adapté a F;.

t
3 /]Kslds < +o0, P—p.s
0
t
4 /|H5|2 ds < +o0, P —p.s
0
Proposition 1.5.3 Soit (M;),,., martingale continue telle que :
¢ t
M, = /sts, P — p.s. avec / | K| ds < 400,
0 0

Alors :

M;=0,Vt<T, P—p.s.

12



Rappel sur le calcul stochastique

Ceci entraine que :

i La décomposition d'un processus ”d’It6” est unique. Ce qui signifie que si :

X, = X0+/de+/HdB

=X, + /K'ds—l—/H'dB
Alors :

Xo=Xg, P—p.s.
Hy,=H., ds xP—p.p.

K,=K., ds x P —p.p.
ii Si (X¢)g<;<p est une martingale de la forme
X = Xo+ /sts + /HSst

Alors
K, =0, dt xP—p.p.

Théoréme 1.5.4 Soit (X;),cp un processus d’Ito :
Xe=Xo+ /sts + /HSst

Et f une fonction deux fois continiment différentiable, on a :

f(Xy) =f(Xo)+ /f s)dXs + /f" X),-

13



Rappel sur le calcul stochastique

Ou par définition :

t
(), = [z
0

Et

O/ F(X,) dX, = O/ £ (X,) Kods + 0/ f'(X,) HydB,.

De méme si (t,z) — f (¢, ) est une fonction deux fois différentiable en x et une
fois différentiable en ¢, ces dérivées étant continues en (¢, ) (on dit dans ce cas que

f est de class C'? ), on a :

t t t
£ = F0.X0)+ [ £ X)ds+ [ X)aXe+ g [ 16X d ),
0 0 0

Proposition 1.5.4 (Formule d’intégration par parties )

Soient X; et Y; deux processus d’Ito,
t t
X;=Xo+ /sts + /HSst
0 0

Et

t t
n_%+/&m+/ﬁm&.
0 0

Alors

t t
Xt}/;t = X()}/E) -+ /Xtd}/;g + /}/;dXt + <X, Y>t
0 0

Avec la convention

t
(xY%:/mmm.
0

14



Rappel sur le calcul stochastique

Théoréme 1.5.5 Soit X un processus d’It6 a valeurs dans R™, pouri =1, ...

t n t
X! = X} + / Kids+ ) / H*dB.
0

=17

Si f est deux fois différentiable en x et une fois en ¢ on a :

£ = F0.X0) + [of (s X)ds + 3 [0, (s, X
0

=1 0

t
+ 52/(9:%1@;][ (SaXS)d<X ’XJ>S’

ij=1}

Avec

d
dX! = Kids+ Y H*dB} et d (X', X))
k=1

d
= HMH*ds.
k=1

Le resultat est simple & retenir vectorielle. pour cela, on note X le vecteur colonne

de R" de coordonnées X, K le vecteur de R" de coordonnées K' et B le vecteur

de R? de coordonnées B?. On introduit alors la matrice de taille n x d, H =

ST >

t t
X, = X+ / K,ds + / H,dB,,
0 0

15
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Rappel sur le calcul stochastique

Ou H,dB, est un produit matrice-vecteur colonne. La formule d’It6 s’écrit sous la

forme, notant x.y le produit scalaire dans R™ et H* la transposée de H

f(t,Xt):f(o,Xo)Jr/o 8Sf(s,Xs)ds+/0 Vs, Xs).dX;

1 t
+ 5/ trace (D2f (s, X5) HSH:) ds,
0
Soit encore

FX) = F0X0) + [ (0 (5, X.) + V(. X.) K. ds

1 t t
+§/ trace (D*f (s, Xs) HoH}) ds+/ Df (s, X,) H,dB,.
0 0

16



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques

2.1 Définitions

Dans toute cette partie, on s’intéressera & I’équation différentielle stochastique,

dX, = b(t, X,)dt + o (t, X;) dB, (2.1)

Xo=72

ot T" est un réel strictement positif, b: [0, 7] xR — R" et o: [0, T] xR" — R™*™
sont deux fonctions mesurables et ol Z est une variable aléatoire quelconque, b est

appelée coefficient dérive (drift) de I'E.D.S, et o coefficient de diffusion de I'E.D.S
Définition 2.1.1 (solution fort d’une E.D.S)

Un processus X est solution de cette E.D.S (2.1)) si c’est un processus F—adapté

(ou F est la filtration naturelle du M B B) satisfaisant,

17



Equations différentielles stochastiques

t ¢
/|b(s,Xs)| ds + / o (s, X,)|* ds < 00, Vt € RTP — p.s
0 0

et qui vérifie ,

t t
X, =7+ /b(s,Xs)ds + /0 (s, X,)dBs,Vt € RTP — p.s
0 0
Définition 2.1.2 (Unicité forte)

On dit qu’il ya unicité fort pour 'E.D.S si,pour

t t

X —:L*—l—/b(s,Xs)ds—i-/a(s,Xs)st

0 0
t t

Yt:y—i—/b(s,Ys)ds—i—/a(s,Ys)st
0 0

alors

r=y=P(X, =Y, ,Vt€[0,T]) =1

Remarque 2.1.1 si X; et Y, sont continue alors :
P(X,=Y,vtel|0,T) =1<Vvtel|0,T],P(X;=Y;) =1

2.2 lemma(LEMME DE GRONWALL)

Lemme 2.2.1 soit ¢:[0;T] — R wune fonction continue telle que, pour

t
g(t)§a+b/g(s)ds,a€R,sz
0

18
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Equations différentielles stochastiques

alors, pour tout t,

g (t) < aexp (bt)

Preuve. on pose

alors

si g est continue, G est une fonction dérivable et

(e7MG (1)) = —be™™G () + e "G (1)

= —be "G (t) + be Mg () <0

donc

e Vg (t) <e G () <G(0)=a
si ¢ est seulement mesurable bornée, GG est continue et vérifie
t

G(t):a—l—b/g(s)dséa—l—b/tG(s)ds

0

donc la méme conclusion est vraie. m

19



Equations différentielles stochastiques

2.3 Existence et Unicité forte

Théoréme 2.3.1 On suppose qu’il existe une constante K telle que pour tout t €

[0,7],z,y dans R :

1.Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps :

b(t,2) =0 (t, )|+ o (t,2) o (t,y)| < K|z —y] (2.3)

2.Croissance linéaire :

b(t,z)| + |o(t,z)] < K(1+ |z]) (2.4)

3E|Z]° < oo .

Alors 'E.D.S (2.1)) posséde une unique solution. De plus cette solution vérifie :

E [ sup ]Xt|2] < 0o

0<t<T
Preuve. 1.Unicite forte

Soit X; et Y; deux solution forte de I'E.D.S (2.1]),comme

20



Equations différentielles stochastiques

(a+b)2§2a2+2b2 pour tout 0 <t <r <T,

t

X, —V? = /b(s,XS)ds+/0(s,Xs)st—/b(s,Ys)ds—/a(s,Ys)st

<9 /<b<s,xs>—b<s,n>>ds

42 /(a (5, X.) — 0 (s, Y.)) dB,

t

t t

0 0
t

0
2

2

2

sup | X, — Vi> <2 sup / (0(5,X.) — 0 (5,Y))dB,

0<t<T 0<t<T
0

t

2

+ 2 sup /(b(s,XS)—b(s,Ys))ds

0<t<T

Utilisant I'inégalité de Doob (1.2)) et I'isométrie des 'intégrale stochastique (1.1))

E [ sup |X; — Y2|2

0<t<T

0<t<T

t

+sup | [ (b(s.X) = b(s.Y))ds
0<t<T .,

T
< 8E /|U(S,XS)—0(S,YS)|2ds
0

49 /(b (5, X,) = b(s,Y,)) ds

21

2

0

t

/(b(sts)_b(S)E/s))dS—i_/(U (SaXs)_O-(&}/s))st

] <28 | sup | [ (05,0 — 0 (5. V) dB,

2

2



Equations différentielles stochastiques

Utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz,

T
E |:Sllp ’Xt—Y;&|2:| SSE /|O’(S,Xs)—0(8,Y;)|2d$
0

0<t<T

T
+2TE / b(s, X.) — b(s, V)P ds
0

< (8V2T)E / (Jo (5, X,) — o (5, X,)

+1b(s, X.) — b(s,V2)[?) ds]

Comme les fonctions b et o sont lipschitz en espace, on obtient pour

tout r € [0, 7],

T
E{sup |Xt—Yt|2] < (8Vv2T) K’E /|X5—Ys|2ds
0

o<t<T
T
< C(T.K)E /|X5—Ys|2ds
0

<CO(T,K) [B[|X,— Y] ds

< C(T,K)

St — 5 T T—

E {sup | X, — Y}|21 ds

r<s

Donc

o<t<T r<s

T
E { sup \Xt—Yt|2] < C(T,K) /E [sup]Xr—Y?f} ds
0
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Equations différentielles stochastiques

Utilisant le lemme([2.2)),

E { sup | X, — Ytﬁ} < 0eCHOT —

0<t<T

:>E[sup |Xt—Yt|2} =0

0<t<T

= sup | X, - Yi[*=0
0<t<T

VEIX =Y )P =0P—pseVt,X, =Y, P—p.s

SV P(X,=Y) =1

Comme t — X; et t — Y;.0n en déduit que X; et Y; sont également
indistinguables.

2.Existence de la solution de I’E.D.S.

On montrer I'existence de solution par la méthode de Picard, on définit

une suite (X;) par :

t t
th+1 — Z+/g(3,XS)dBS—I—/b(S,XS)dS,VTL >0
0 0
X?:Z

De X? on obtient

t t

X! :Z—l—/a (s, X7) st+/b(s,X§) ds
0
t

0
t
:Z—i—/a(s,Z)st—l—/b(s,Z)ds
0 0
¢
o/

t
XP=Z+ [o(s, X)) dBS+/b(s,X51)ds

0
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Equations différentielles stochastiques

Aussi, on peut déterminer (X;*) pour tout n on montre (X/') converge

vers X; et X, vérifie’E.D.S.(2.1]).

i) On suppose que o et b vérifient la condition (2.4) on démontre que

3C(T,Z,K),supE {sup|X?|2} <C

t<T

Ona:pose 0<t<r<T

t t 2

XJ? = Z—l—/a (5, X?) dBS+/b (5, X°) ds
0 0

Comme (a+b+c)® < 3(a®+ b+ ),

t 2 t 2

X! <312 + /a(s,Xg)dBS + /b(s,Xg)ds
0 0

Utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz,

r t 2 t

<3|z + /a(s,Z)dBS +T/|b(s,Z)|2ds
0
2

112
X

0

t

sup ’Xt1|2§3 |Z)* + sup /a(s,Z)st —|—T/\b(s,Z)]2ds
0

t<r<T t<r<T
- t 2 T
E [sup|Xt1}2] <3 ||Z?+E |sup /O(S,Z)st +T/]b(8,Z)|2ds
t<T t<T , ,
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Equations différentielles stochastiques

Utilisant I'inégalité et (1.1) et (2.4) de b et o,

t t
E[sup |X§ﬂ <3 ||Z)* +4E /|0(S,Z)|2ds +T/|b(s,Z)|2ds
t<r<T
0 0

<3 ]Z|2+4/]a(s,Z)|2ds+T/|b(s,Z)\2ds
0 0

<3 |Z|2+4/K2 (1+12)%) ds+T/K2(1+|Z|)2ds
0 0

s T

<3 yZ|2+4/01(K,Z)ds+T/01(K,Z)ds

0 0

<3[|Z) +4C\ (K, Z)r + TC, (K, Z) 7]

Donc

E [ sup |Xt1}2] <3[|Z] + Co (K, T, Z) 7]

t<r<T
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Equations différentielles stochastiques

De la méme maniére on trouve que :

t t 2
X2 = Z+/a(s,Xj)dBS+/b(s,Xsl) ds
0 0
i t 2 t 2
<3 |Z|2+ /U(S,Xsl)st + /b(S,X;) ds ]
0 0
i t 2 t
<3|1Z] + /a (s,X})dB, +T/|b(3,X81){2ds]
0 0
B t 2 r
Sup‘XtQ‘2§3 |Z|2—|—sup /O’ (s,XSI)dBS —|—T/b(37X81)|2dS]
t<r t<r
L 0 0

2

E {sup ‘Xfﬂ <3|Z° +3E |:sup
t<r t<r

t
/a (s,X.)dB,
0

T

| 3TE [/b(s,Xsl)st
/ U<S,X;)2d3]
\TE [/|b(s,xi)2ds]
/m (1 |x2f) ds]
i X;<>2ds]

<3 [ZQ + 4K

<3 [Z2 + 4K

+3TE

<3||Z] +C3(K,T)E /(1+X§|)2ds”

| 0
<3||Zf +Cs(K,T)E /2(1+X;2>ds”
| 0
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Equations différentielles stochastiques

T

/\X;Eds

0

<3 |12 +2C5(K.,T) |T+E

oo s st

<3 -]Z|2+203(K,T) -T+j {Sup!X }} ”

u<s

<3 ||Z] + 205 (K, T) T+/3(ZQ+C’2(K,T,Z)r)ds”
0

<3 {,2,2 + 20, (K, T) [T+3 (|Z\2r+02 (K,T,Z) %Q)H

E (sup|X;z|2> <C(T,2,K)Y 5 ¥n > 1
t<r i—0 2.
<C(T.Z,K)e
<C(T,Z,K)e"

ii Montrons que la suite (X7.) converge P — p.s uniformément sur [0,7] vers un

processus Xr.

t t
x2— xif /(g (5, X1) —a(s,Xg))stJr/(b(s,Xsl) b (s, X0))d
0 0
t 2
/ 5 X1 — o (s,X°) dB
0
t 2
2 /(b(s X1) b (s, X%) d
2
sup | X7 — ‘ = 2sup / ) — o (s,X7))dB,
t<r t<r
2
+2sup/ —b s XO))d
t<r )
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Equations différentielles stochastiques

Utilisant I'inégalité (1.2)), (1.1)l'inégalité de Cauchy Schawartz et la condition (??),
2]
2]

X)) —o(s, X)) ds

t<r

E {Sup ‘th tl ’l <2E |:sup
t<r

+ 2 [sup —b(s XO))d

t<r

< SE {/ o (5,X)) o (s,Xg)|2ds]

o]

< 8K’E

T

/ (b (s, X1) — b (s, X)) ds
jx;ngm]
/TXsl—Xﬂst}

< (8K*+2TK*)E !/ X! - X£2ds]

0

+ 2T K’E

T

< (8K?+2TK?) /E sup\X;—ngds]
u<s
/- Lus

< (8K*+2TK?) /E sup | X} — Zﬂ ds

Lu<ls

0

<2 (8K2+2TK?) | 2% + /E <sup |X;\2) ds]
u<s
/s

<2 (8K? +2TK?) | Z%r + / (C(K,T,Z)+C'(K,T,Z)s) ds]
0

2
<2 (8K +2TK?) | 2% + C(K,T, Z)r + C' (K, T, Z) %]
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Equations différentielles stochastiques

E |sup |Xt”+1 - thﬂ < 2K |sup / (s, X!) —o (s, X)) dB,s
t<r t<r
0
2

+2E |sup / (b(s, X)) —b(s, X)) ds
t<r
0

Utilisant 'inégalité, I'inégalité de Cauchy Schwartz et la condition

E [sup |XZ”1 - XZL‘Q} < 8E /}U(SaX:) -0 (Sngil)FdS
t<r

, 2

+2E /b (s, X2) —b(s, XI7")ds
0

< 8K’E /\Xg—xg—lfds
+2TKE /\Xn—Xglfds

1) [sup | X — Xg\z] (8K*+ 2T K?) / E [sup X — Xg—1|2
t<r t<r
i 0 -

n+1
n T

< -
=C (n+1)!

Donc la somme ZE [suptg | X7+ — Xg’“ﬂ <oo=Pps

X[' converge uniformément
3 X, tq :sup | X! — X|* — 0 P.p.s
t

iii X, vérifier 'E.D.S (2.1]).

On pose
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Equations différentielles stochastiques

il reste a montrer que (X;) est solution de (2.1)) ; pour cela, on remarque que

(X*) converge dans L? (P). En effet,

||X1;m_XZL||L2: ,m>n

m—1

>oxi - xt
k=n

m—1

D lIxE = Xl

Pkl 1/2

L2

IN

IA
+ >
8 3

ol

n

Si on note X, la limite L? de (th), on sait qu’il existe une sous-suite que
converge p.s, donc nécessairement vers Y;. En conséquence X; = Y; p.s.
On voudrait maintenant passer a la limite dans 1D comme (Xf) converge

dans L% (P), le lemme de fatou donne :

T T

E /th—Xdet < liminf B /thm—Xm?dt N |

0 0

La condition ([2.3)), 'inégalité de Cauchy Schwartz implique que

t 2 t

E /(b(s,X;‘)—b(s,Xs))ds <tK’E /|X§—X5|2ds —nto00 0

0 0

Alors

t t

Jotsxmas 20, [bx0)ds

0 0

De méme maniére en déduit que

¢ 2

t
E /(a (5, X") — o (s,X,))dB,| | <4K’E /|X§ — X,[Pds| —n_ieo 0
0 0
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Equations différentielles stochastiques

Alors

t

¢
/0‘ (s, X dB, —>£Zi2>0 /0 (s, X,)dBs
0 0

Tout converge dans (2.5)). En passant a la limite, on en déduit que (X;) est
solution de (2.1).
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Chapitre 3
Controle Optimal

3.0.1 Formulation du probléme

Dans cette section on considére un probléme de controle optimal dont 1’équation

d’état est linéaire de type Ito définit comme suit :

de(t) =[A@)z(t)+B@)u@)]dt+[C(t)z(t)+ D (t)u(t)dW (),

z(s) =y,
(3.1)

ou (s,y) € [0,T) x R™ sont le temps initial et I’état initial, respectivement, W (¢) est
un mouvement brownien unidimensionnel, et u (.) le controle qui est un processus
mesurable F;—adapté & valeurs dans U = R™, on note par U,,; ’ensemble des

controles admissibles.

Pour tout (s,y) € [0,7) x R" et u(.) € Uyq, la fonction de cotit associé est donnée

comme suit :
J(s,y;u()) =F° {/0 1[9@" OQM)x(t)+u' () RE)u®)]dt + 2" (T) Hy (T)} :

Ou E* = E(.\F;), la solution z(.) de I’ eds est appelée la réponse du controle
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Controle Optimal

u(.) € Uy, et (x(.),u(.)) est appelée un paire admissible.L’objectif du probléme
de controle optimal est de minimiser la fonction de cotit J (s, y;u (.)) sur 'ensemble

u(.) € Uyg. Pour tout (s,y) € [0,7) x R™ la fonction de valeur est définie comme :

Vi(s,y)= Jonf J(s,y5u(.)).

Notons que pour tout y fixé, V est un processus Fy—adapté. Un pair admissible
(x* (.),u*(.)) est appelée optimale pour C;, si 'Infimum de J (s, y;u (.)) est atteint
au u* (.). Le probléme d’optimisation est bien posé si V' (s,y) > —oo, P — a.s, pour

tous (s,y) € [0,7) x R™.

Pour la suite on suppose que :

(
B,D € LF (0, T;R™™) N L* (Q;C (0, T; R™™)),
Qe L% (0,T;ST) N L* (2;C (0,T;ST)),
R € L%(0,T;5™) N L*(Q;C(0,T;5™)),

H e L? (O FiS7).

3.0.2 Equation de Riccati

Dans cette section nous introduisons 1’équation stochastique de Riccati qui vérifier

l’edsr non linéaire suivante :
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Controle Optimal

dP(t)={—-(Pt)AW)+ A ) Pt)+C" ) PH)Ct)+At)C(t)+C" (t)A(t)+Q (1))
+(P(t)B(t)+C"(t) P (t) D (t) + A (t) D (t)) (R (t) + D' (t) P (t) D ()" (B’ (t) P (1)
+D' ()P (t)C(t)+ D' (t) A () }dt + A (t) dW (¢),

K(#)=R(t)+D )P (t)D(t)>0,P—a.s.,Vtel|0,T].
(3.3)

Un couple (P, A) € [LZ (0,T;5™) N (Q;C (0,T;5™))] x L% (0,T;S™) Fi—adaptée est

appelé une solution de cette équation de Riccati si elle satisfait toutes les contraintes

de (3.3).

Théoréme 3.0.2 Si [’équation stochastique de Riccati admet une solution, alors le

probléeme LQR stochastique est bien posé.

Preuve. Soit P € L% (0,7;5") N L*(Q;C (0,T;S™)) une semi-martingale avec la

décomposition suivante :

dP (t) = T (£)dt + A (£) dW (¢),t € [0,T],

et soit (z (.),u(.)) un paire admissible. En appliquant la formule d’Tto, on obtient

d(2'Px) ={2'(T'+ PA+ AP+ C'PC+AC+C'A)z
+2u' (B'P+ D'PC + D'A)z + ' D'PDu}dt

S LW ()

Intégrons de s a T', et prenant ’espérence conditionnelle £* des deux cotés, par suite
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Controle Optimal

divisant par 2, on obtient

1 1,
SE (T P(T)x (T)] = 5y P(s)y
1 T
= §Es / {2/ (T+ PA+AP+C'PC+AC+C'N)z

+2u' (B'P+ D'PC + D'A) z + «' D'PDu}dt.
En additionnant ceci avec (3.2), et utilisant le fait que K = R+ D'PD > 0, alors

J (s,y5u(.))

1 T
:§ES/ { T+ PA+AP+C'PC+AC+C'AN+Q)x

+2u' (B'P+ D'PC + D'A) x
1

+ o (R+ D'PD)uldt + %ES ! (T) (H — PT)) 2 (T)] + 34/ (s)y

T
= %E/ {2/ T+ PA+AP+C'PC+AC+CA+Q—-L'K'L)x

+ (u+ K'La) K (u+ K'La)}dt

+ %]ES [/ (T) (H — P(T)) z (T)] + %y’P (s) v,

ou L = B'P+ D'PC+ D'A. Maintenant, si (P, A) satisfait I’équation de Riccati, i.e.,
I'=—(PA+AP+C'PC+AC+CA+Q—-LK'L),
Avec K =R+ D'PD >0et P(T) = H, alors

J (s, y3u ()

T
= %Es/ (u+ K’le)/K (u+ K~ 'Lz)dt + %y’P (s)y

1
> iy’P(s) y > —o00,P —a.s.
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Par conséquent, notre probléme de contole ( LQR ) stochastique est bien posé. m

Remarque 3.0.1 En remarque que si [’équation de Riccati admet une solution (P, A),

alors le controle optimal de feedback est définit comme suit :

u(t) = —K ' (t)L(t)z (1)

== (RO +D' () P)D ()" (B () P(t)C () + D' (t) A(t) z (1)

Dans ce cas, la fonction de valeur V (t,z) = $2'P(t)z et le systéme associé au

controle optimal est définit comme suit :

Comme on & mentionné précédemment la solution de I’équation de Riccati est un
couple (P, A), la présence de A est nécessaire lorsque les coefficients A, B, C, D, Q, R, H
de I’équation sont aléatoires afin d’obtenir une solution F;—adaptée.Toutefois, si tous
les coefficients sont déterministe, alors nous pouvons avoir une équation de Riccati

déterministe comme suit :

P+ PA+ AP+ C'PC— (PB+C'PD)(R+D'PD)" (BP+D'PC)+Q=0
P(T)=H

K=R+D'PD > 0.
(3.4)

Théoréme 3.0.3 Supposons que tous les coefficients A, B,C, D, Q, R, H sont déter-
ministes. Alors le théoréme précédent reste vrai avec l’équation de Riccati . De

plus, le contréle optimal est donné par :

u(t)=—(R(t)+ D () P(t) D(t))" (B' (1) P(t) + D' () P (t) C (1)) x (1) .
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Exemple 3.0.1 On considére le probléme suivant :

"1 1
min J = min E* {/ éTUQ (t)dt + §$2 (1>}
0

da (1) = u () dt +u () dW (1), (3.5)
x(s) =y.

Ici v est une constante donnée (déterministe). Nous allons montrer que le probléme

est bien posé si
-1 <r <0, In(—=r)+2+7r<0(ot —0.1586 < r < 0 environ).

L’équation de Riccati correspondante est donnée comme suit :

P(1) =1, (3.6)
r+ P(t) > 0.
Sir < —1, alors I’équation ci-dessus n’est pas solvable. En effet, dans ce cas, P (t) >

—r > 1, de sorte que la condition terminale de soit violée. L’équation (3.6) est

équivalente a

InP (t) — P’("t) =t—1-—r,
r+ P(t) > 0.
Soit

ft(p):lnp—]g—t—l—l—ir'r,pe(0,—|—oo),
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puisque

ff(=r)y=In(-r)+2—t+r<0

ff(y=1-t>0,

on conclu qu'il existe P (t) € (—r,1) (i.e.,r + P (t) > 0) de telle sorte que f* (P (t)) =

0 pour ¢ € [0,1). De plus,

<0, sip<-—-r,

ft(p) = > 0, sip> —r,

=0 sip=—r,

Ainsi P (t) satisfait f*(P(¢t)) = 0 et r + P(t) > 0 est unique. Enfin, f'(1) =
0 implique que P (1) = 1. Par conséquent (3.5) admet une solution. Dans ce cas, le

controle optimal est prend la forme :

3.1 Lien entre le principe du maximum et le pro-

bleme LQR

Dans cette section on donne le lien entre le principe de maximum de Peng [5], qui

donne les conditions nécessaires d’optimalité et la solvabilité du probleme LQR.
Principe du maximum de Peng

Dans cette partie on donne le principe du maximum de Peng [5] pour un systémes

non linéaires et puis nous spécialisons le cas du modeéle LQR.

Etant donné (s,y) € [0,7) x R" :
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Minimiser J(s,y;u(.)) =E [/ [(t,z(t),u(t)dt+h(z(1))].

de(t) = f(t,z(t),u(t)dt+o(t,x(t),u(t)dW (),

Sachant que
x(s) =y.

Le principe de Peng est donneé comme suit : Si (z* (.) ,»* (.)) un couple optimal alors

1

§tr {lot,a*(t),u) —o(t,a* (), u* )] Po(t)[o(t,a* (t),u) — o (t,a* (t),u* (1))}

+P () [f (827 (), u) = f (82 (), u" ()] + " (@) o (¢, 27 (), u) — o (¢,27 (t), u” (1))]
+H(t,x" (), u) = L(t,z" (t),u" (t)) > 0,Yu € U, P —a.s.,a.et € [s,T],

ou (p(.),q(.)) est la solution de I’équation adjoint du premier ordre suivante :

(3.7)

dp(t) == [fz () p(t) + o5 () ¢ () + I (1)] dt + ¢ (1) dB (1),
p(T) = hy (27 (T)),

et (Py(t),Ao(t)) est la solution de I'équation adjoint du deuxiéme ordre suivante :

APy (t) = [—f3 (t) Py (t) + P () f3 (t) + 0% (t) Py () o (t)
0k (1) Mo (t) + Ao (1) o (t) + @ (8)]dt 4 A () AW (2) (3.8)
Py(T) = hge (2* (T)) ,

Avec

)+ Z ' () oz () + 4" () 03, (1)}

Le hamiltonien généralisé est la fonction H correspondant aux paire optimale (z* (.), u* (.))
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sont définies comme suit :

G (t,x,u,p,S) = —%tr (O’ (t,z,u) So (t,x,u)) —p'f(t,x,u) —L(t, z,u),

H(tvxvu) = G(t,a‘;,u,p(t),PO (t)) —a(t,x,u)' [q <t> - PO (t)O’(t,I* (t>7u* (t))]7

(t,x,u,p,S) €[0,T] x R" x R™ x R" x S™.
Pour tout (t,z,u) € [s, T|xR*"xR™ et (p(t),q(t)), P (t) les solutions des équations

adjoints. Alors notre condition de maximum est la suivante :

H(t,z" (t),u* () = mag(H (t,z* (t),u), P—as;aetelsT].
ue

En appliquant le principe du maximum ci-dessus au modéle LQR, nous obtenons le

résultat suivant.

Théoréme 3.1.1 Si (z*(.),u*(.)) un couple optimale pour C,,. Alors, il existent

(p,q) , (Po,MNo) satisfaisant :

dp(t) = = (A" () p(t) + Q () ™ (1) + C" (1) ¢ () dt + ¢ (£) AW (1),

(3.9)
p(T) = Ha* (T),
APy (t) =— (A () Ro(t) + Ro(t) A(t) + C"(t) Fo (1) O (8) + Mo (1) O (£) + C" (£) Mo () + Q (1)) di
+Ao (t)dW (1),
R (T) =H,
(3.10)
tel que
R(t)u*(t)+ B (t)p(t)+ D' (t)q(t) =0, (3.11)
R(t)+ D' (t)Py(t)D(t) >0, P—a.s.,a.et €s,T]. (3.12)
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Preuve. Tout d’abord, il est clair que les équations adjoints du premier et du
deuxiéme ordre dans le cas LQR sont données respectivement dans et .
En outre H (t,z* (t),u) est une fonction quadratique dans u, qui atteint son maxi-
mum & u* (t) par la condition de maximum. Par conséquent, il est facile de vérifier
que , ni autre que les conditions du premier et du deuxiéme ordre, res-
pectivement, du point u* () qui maximize la fonction quadratique H (¢, z* (t),.).

On note que ’équation adjoint du deuxiéme ordre est similaire de I’équation stochas-
tique
de Riccati mais avec un terme non linéaire supplementaire dans le coefficient de drift.

La relation entre Py (t) et P (t) est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 3.1.1 57 le probléme LQR est bien posé, alors

Py(t)> P(t),P—a.s., Vte[0,T].

Preuve. Soit (z* (t),u* (t)) un paire optimal pour le probléeme Cy ,, par [7] :

Po(t) 2 Viw (8,27 (1) , P —as., VE€0,T],

ouV € C*2([0,7T] x R™), alors si le probléeme LQR est bien posé, V (s,y) = 12/P (t) z,
qui est suffisamment reguliere avec V,, (¢, 2* (t)) = P (t) d'ou le résultat. m

Pour les problémes LQR déterministes, il est bien connu que le systéme hamiltonien
caractérise completement le controle optimal i.e, une solution du systéme Hamilto-
nian

est un paire optimale du probléeme LQR et vice versa. Dans ce sens, le principe

maximum et la solvabilité du probléme LQR sont équivalents. Il est alors naturel

41



Controle Optimal

de s’attendre au cas stochastique, la solvabilité du systéme hamiltonien implique la

solvabilté du probléme LQR. Malheureusement, ce n’est pas vrai.

Exemple 3.1.1 On considére le probléeme suivant :

| 1
Minimiser J =E° {/ —§u2 (t)dt + §x2 (1)}

dz (t) = (C(t)x (t) + D (t)u(t))dW (1),
z(s) =y,

Sachant

Ou C et D sont des fonctions déterministes bornées satisfaisant :

exp [— /0 2y dr

Le systéme hamiltonien est donné comme suit :

<1, D(t)=exp [—%/tl 2 (r) dr] | (3.13)

de (t) = (C () z* () + D () u™ (1)) dW (1), x(s) = v,
dp () = =C () q(t)dt +q(t)dW (1),  p(1)=2"(1),
dPy (1) = —=C? (1) Iy (t) dt B (1) =1,

u* () + D (t)q(t) =0,
—1+D%(t) Py (t) > 0.

Puisque P, (t) = exp [ [le2(r dr] la derniére inégalité dans le systéme ci-dessus

est satisfaite. Par conséquent le systéme est réduit &

de* (t) = (C () a* () + D*(t) g () dW (), 2" (s) =,
dp(t) = =C () q () dt + ¢ () AW (1), p(1) =2 (1).

Il s’agit d’une équation différentielle stochastique progressif — rétrograde qui admet
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une solution unique (z*(.),p(.),q(.)) si 1 —s > 0.

Maintenant, on va montrer que notre probléme de controle LQR n’est pas solvable.

Fixons s et y # 0. En utilise la formule Ito, on obtient
da? (1) = 2z (t) (C () (t) + D (t) u () AW (t) + (C (t) = (t) + D (t) u (t))* dt.
Ainsi

T (s, () = 5B / [~ (1) + (C (1) (1) + D (1) u (1))t + 57

Par (3.13), pour £y > 0, suffisamment petit, on peut trouver dy > 0 tel que

1—D*(t) >¢ep, Vte([s,1—d.

Pour un entier £ > 0, définissons un contréle de feedback comme suit :

(1) = kC(t)x(t), s<t<1-—0do,
' -Drt)C )z (), 1—0p <t<1.

Il découle que

1 1—-6do 1 1 1
J (s, y3up () = 5ES/ [k + (1 + kD 1)) |C (t) @ (t)]*dt — 5@5/ 5 w2dt + §y2
s 1-80

_ _%Es /:_50 [(1 — D?(t)) (k - %)2 N 1—;1?2@)

11]5;5/1 2(t)dt+12
2 Jis 2¥

C () (t)] at

Notons que
t

Efz? (t) = eXp/ (14 D (t)k)*C?(t)dt.y? > 0,

S
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alors J(s,y;ug(.)) — —oo lorsque k& — +o0o donc notre probléme de controle

n’est pas solvable.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont
expliquées ci-dessous :

(F) . filtration.

(Q,F,P) : espace de probabilité.

(Q, F, (ft)te[o,:r’] ,P) . espace de probabilité filtre.

L*> : ={f:Q—R/|f| <M Pp}.

MB :  Mouvement Brownien.

M’ : le transpose de tout vecteur ou matrice M.

M7 . Dentrée jth de tout vecteur M.

| M| : = 4/>_;;mi; pour toute matrice ou tout vecteur M = (m; ;).

S" . l’espace de toutes les matrices n X n symétrique,

ST . le sous-espace de toutes les matrices définies non négatives de S”,
S”ﬁ . le sous-espace de toutes les matrices positives définies de S™.
C(0,7;X) :  ’espace Banach des fonctions continues évaluées en X sur [0, 7] doté
Pzx : la Hesse d’une fonction scalaire p par rapport a la variable x.

L% (a,b; X)  ={o()={o(t,w) :a <t <b}\¢(.) est un F; — adapté , X — value

mesurable sur [a,b] , et Ef; o (t, w)|% dt < oo} :

1

16 Oz = (B L2 16 ()l dt)”
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Résumé

Dans notre mémoire on s'intéresse a I’étude d'un probléme de controle

optimal de type linéaire quadratique et |'équation de Riccati associée,
plus précisément si I’équation différentielle stochastique rétrograde de
Riccati admet une solution alors notre probleme de contréle est
solvable, un controle optimal de feedback est donné, ensuite on donne
le lien entre le principe du maximum de Peng et I’équation de Riccati.

Abstract

In our memory we are interested in the study of an linear -quadratic
optimal control problem and the associated Riccati equation, more
precisely if the stochastic backward equation of Riccati admits a
solution then our control problem is solvable, an optimal feedback
control is given, after we also provide the relationship between the
maximum principle of Peng and the Riccati equation is given.
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