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Résumé

Dans ce travail, nous avons donné une étude générale sur le dérivation numérique; ces
méthodes consistent a approcher la dérivée d’une fonction en minimisant I'erreur. Le calcul
effectif de la dérivée pouvant étre soit impossible (dérivées intervenant dans des équations
différentielles par exemple), soit trop difficile a évaluer, soit imprécis (fonction donnée par un
ensemble discret de valeurs : données expérimentales par exemple).

Pour faire cette approximation, on approche notre fonction par l'utilisation de la formule de
Taylor ou l'interpolation polynomial.

Nous avons achevé notre travail par la présentation d'une application et quelques codes de
programmation.
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Introduction

Le calcul analytique des dérivées est souvent difficile ou cotiteux. Alors que dans la plupart
des problémes concrets, I’expression de f peut ne pas étre connue ou bien f est connue que par
des valeurs en un certain nombre de points.

Dongc, il est rare de connaitre une expression exacte de cette dérivée, ou méme seulement de
disposer d'une équation différentielle pour la calculer. On doit alors calculer la dérivée d’une
facon approximative, en minimisant ’erreur avec un cotit en calcul raisonnable.

L’idée est alors d’approcher f par un polyndéme d’interpolation celle de Lagrange ou bien de
Newton et de considérer sa dérivée comme une approximation de la dérivée de f.

Une autre solution consiste a utiliser un développement de Taylor de f. En combinant les termes
de développements de Taylor calculés en différents points, il sera alors possible de calculer la
dérivée de f selon différentes formules ( progressive, regressive et centrée).

L’idée la plus immédiate est de calculer le quotient différentiel ci-dessus avec une valeur de h
"assez petite” ; c’est-a-dire, on pose :

: [z +h)—f(z)

~ ] .
1 (@) o h

Et pour calculer les dérivées approchées d’ordre supérieure (> 2), on procede les mémes mé-
thodes de la dérivée premiere, seulement les fonctions doivent étre connues aux moins en trois
points.

Dans le cadre de ce travail, nous allons présenté notre mémoire en trois chapitres : les deux
)

premiers chapitres seront consacrés au cadre théorique; ces deux chapitres sont illustrés par

des exemples.

Le premier chapitre : dans cette partie nous présentons comment interpoler une fonction f
sous certaines conditions, c¢’est-a-dire : on cherche a remplacer ou a approcher f qui connue
uniquement par ses valeurs en certains points par un polyndéme qui passe exactement par les
points donnés, nous nous basons sur deux formes : l'interpolation de Lagrange et celle de
Newton.

Le deuxieme chapitre : on abordera la réponse de la question suivante : si on sait dériver
analytiquement n’importe quelle fonction! pourquoi alors nous avons besoin d’approximer les
dérivées ?

Le calcul analytique des dérivées est souvent difficile ou bien il prend un temps qui n’est pas
négligeable et parfois on ne sait méme pas 'expression de f(z) mais connue uniquement la
fonction f en certain points. Pour cela, on va étudier la dérivation numérique nous utilisions
I'une des méthodes les plus anciennes développements de Taylor et une autre a l'aide des
formules d’interpolation.

Le troisieme chapitre est consacré au cadre pratique dont nous décrirons quelques programmes
de dérivation et nous terminerons cette partie par une application.



Chapitre 1

Interpolation polynomial

Dans ce chapitre, on considere une fonction f connue uniquement par ses valeurs en certains
points, et on cherche a reconstruire ou a approcher f par une fonction plus simple, le plus sou-
vent par un polynéme. Nous verrons dans ce contexte, I'interpolation qui consiste a rechercher
un polyndéme qui passe exactement par les points donnés.

Définition : Interpolation = détermination d’une forme analytique pour une fonction
passant par un certain nombre de points imposés.
La fonction est choisie parmi un ensemble donné, qui est en général un espace vectoriel normé.
L’interpolation est utile lorsqu’une loi est donnée a partir d’'une liste de points et qu’il est
nécessaire d’évaluer le résultat en des points intermédiaires, ou en dehors de l'intervalle connu
(extrapolation). Elle peut aussi étre un moyen pour lisser un signal.

1.1 Position du probleme d’interpolation

Etant donné (z;,;), i = 0, ...,n; (n+1) couples de valeurs réelles. Des telles valeurs peuvent
étre le résultat de mesures effectuées expérimentalement. Le probléme d’interpolation consiste
a déterminer une fonction f appartenant a une certaine classe qui passe par les points (z;, y;)
imposés, c’est a dire :

f(x;) =y, i =0,...,n.

Les points (x;,y;) sont appelés les points d’interpolation.

Exemple 1.1.1  En physique, on mesure expérimentalement la température d’un objet qui
refroidit au cours du temps. On obtient une suite de valeurs a chaque instant t;. On cherche
alors a tracer la courbe de refroidissement la plus proche possible des points mesurés, et ainsi a
estimer des valeurs de la fonction en des points non mesurés.

Les fonctions les plus faciles a évaluer numériquement sont les polyndémes. Il est donc important
de savoir approximer une fonction arbitraire par des polynomes.

L’interpolation polynomiale consiste a chercher la fonction f sous forme d’un polynoéme; c’est
le cas qu’on va étudier dans ce chapitre. Pour aboutir a notre but, on va poser la question
suivante :

Existe-t-il un polynéme P,, tel que : P, (z;) =vy;, i =0,...,n?

Proposition 1.1.1 57 les x; sont tous distincts, alors il existe un unique polynome P, de degré
inférieur ou égal a n vérifiant :

Py(x;))=vy;, i=0,...,n.
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nous écrivons le polynéme P, sous la forme :

P (z) = apz™ + ayz™ 1 + - - + ay.

tel que P,(x;) =y;, i =0,...,n, les coefficients a;, i =0, ... ,n vérifient le systéme :
aoxy + arxy 4+t a, =y
ax} F a4+ ta, =

(S) =
CL()JIZ + alxzil +--ta, =Yn

(S) est un systeme linéaire de déterminant

n n—1
Ty Xy 0o iy
A | "
A=\ : SR H<xi_$i);
N o o i=0,5>i
x"n xn ooy 1

(On T'appelle le déterminant de Vandermonde). Comme les x; sont tous distincts, on a
alors A # 0. Donc, le systéme (S) admet une et une seule solution (ag, ay, ... ,a,), d’ou le
polynéme d’interpolation existe et il est unique.

Remarque 1.1.1 Dans le cas général, la résolution du systéme plein (S), permettant le calcul
des coefficients du polynéme d’interpolation, nécessite un nombre d’opérations en O(n?). On
utilisera plutot d’autres méthodes, moins cotteuses en nombre d’opérations, dés que n devient
grand.

1.2 Interpolation de Lagrange

v’ Résolvons d’abord le probleme partiel suivant :
Construire un polynéme L; = L;(x) de degré n tel que

1 si j=i

Li(x;) = d; :{ 0 si jAi i=0,...,n fize.
Le polynéme L; s’annule en xg, z1,...,%;_1, Tit1,- -, Tn, il s’écrit alors sous la forme :
Li(z) = Kij(x—xg) ... (r—x1)(x—T441) - . . (x—2,), K; = Cte.
Donc :
e pourz=zx;: Li(z;)=0, (j=0,...,n,5#1)

e pourz =uz;: Li(z;) = 1= K;(x;—x0)...(x;i—x;—1)(x;—2i41)...(x;—2,) = 1, d’otu la valeur
de Kz
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Donc
I (x—x0)...(r—x;1)(x—2441)...(T—2},)
! (a:l—xo)(xl—xl,l) ($Z_$z+1)<x1_wn) ’
ou encore i
Li(z) = H (o) :
§=0,j#i J
Pour chaque i = 0,...,n, L; est appelé polynome élémentaire de Lagrange au point x;.
Remarquons que deg(L;) = n.
Théoréme 1.2.1 Etant donné (n + 1) points distincts x, ..., x, et (n + 1) valeurs corres-
pondantes Yo, . .., Yn, il existe un unique polynome P, € R"[z|; tel que : P,(x;) = y; , pour
1 =20,...,n qu’on peut écrire sous la forme :

P,(z) = ZyiLi(:c) e R"[x],

ol
n

2o (T 3)

Cette relation est appelée formule d’interpolation de LAGRANGE et les polynomes L; sont les
polynomes caractéristiques de LAGRANGE.

Proposition 1.2.1 Les polynomes Lg, L1, ..., L, forment une base de l’espace vectoriel P,.

N\ ! 7/ - 0
@-Demonst ration

La famille Lo, Ly, . .., L, est composée de (n+ 1) éléments. Pour montrer qu’elle forme une
base de P, qui est de dimension (n + 1) il faut et il suffit d’établir que les L;,i =0,...,n
sont linéairement indépendants. Etant donné (n + 1) scalaires o;, 1 =0,...,n.

n n
Si Z a;L;(xz) = 0 alors en particulier Z a;Lj(x) = 0;; =0, pour tout j =0,--- ,n.

i=0 i=0
Dotoag=a;=---=a, =0.
Passant a la résolution du probleme général qui consiste a former P, vérifiant les conditions
indiquées plus haut. Ce polynéme est de la forme :

P(z) = Z%Lz’(fﬁ)~

On a bien :
1. deg(P,) <n
2. . .
Po(x;) =Y yiLi(z) =Y by =5, j=0,...,n.
=0 =0

Par unicité, le polynéme P, est le polynéme cherché. 1l s’appelle le polynéme d’interpola-
tion de Lagrange qui interpole les points (z;,y;),i = 0,...,n.
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Exemple 1.2.1 Pour n =2 le polynome de LAGRANGE s’écrit :

B (x —z1)(x — 22) (x — z0)(x — x2) (x — zo)(x — 27)
Ple)=w (2o — 1) (T0 — T2) ' (21 — wo)(z1 — 72) ’ (22 — wo) (22 — 71)

& On cherche le polynome d’interpolation de LAGRANGE qui en -1 vaut 8, en 0 vaut 3 et en
1 vaut 6. On a :

B (x — 1) (x — x2) (x — o) (x — 29) (x —zo)(x — 21)
Ple) = w (2o — 1) (70 — 72) ' (z1 = 20)(21 — T2) " 2(56’2 — 20) (72 — 71)
P(zr) = 8:6(932_ Dy glet 11? )G Zl)m =42 — 1 +3.

Exemple 1.2.2 Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = e* . On cherche l'interpolant
de f aux points —1,0,1. On a :

Pla) = floo) oIy g DTN D0 g 107 dulle )

(2o — 1)(T0 — 72) (21— x0) (21 — 72) (22 — x0) (22 — 71)

1 —1 (x—1 1
_ 1 (x ) @t (@t
e -1 2
1 e\ o e 1
= (——-1-= S 1
(2 2)$+(2 2€>$+
y
(J b e ieeea e .
“““ / /;
S
AN
/
/ g
/H{ 5
-;'4/.;.
1l :
5 ¢ i
-1 0 1 ¢

Fi1G. 1.1 : Le graphe de la fonction f et de son interpolant aux points -1, 0, 1.

1.3 Erreur dans l'interpolation de Lagrange

Le but de l'interpolation étant de remplacer I’évaluation de f(z) par celle de P,(x), il est
important de connaitre l'erreur.

Proposition 1.3.1 Siy; = f(x;) pouri =0,1,...n et f : I — R étant une fonction donnée
de classe €"1(I) ou I est le plus petit intervalle contenant les noeuds distincts {x;};_,, alors
il existe £ € I ; tel que : Uerreur d’interpolation au point x € I est donnée par :

[T

E,(z) = f(x) — Pu(x) = )

wn+1(x),
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Le résultat est évidemment vrai si x coincide avec I'un des nceuds d’interpolation car
E,(x;) = 0 pour i = 0,1,...,n. Autrement, soit x € I fixé, v # x; pour i = 0,...,n et
définissons la fonction

G: I - R

b () —E ()

wmtl(z)
Puisque f € €"(I) et puisque w, 1 est un polynéme, G € €"1(I) et posséde au moins

(n+2) zéros distincts dans I . En effet, les zéros de G sont les (n+ 1) neeuds x; et le point
x car

G(x;)) = Eu(x;) — FE, Q:}U"H((ZZ)), i=0,...,n
Gl@) = Ey(z)— Byx)2et® _ g
wn—l—l(x)

. . \ 2 \ . s 1. . / . z
Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, G admet au moins (n + 1) zéros
distincts et par récurrence GY) a au moins (n + 2 — j) zéros distincts. Par conséquent,

G a au moins un zéro, qu’on note &. D’autre part, puisque EanH)(t) = f(t) et
w™(z) = (n+1)! on a :
(n+ 1)!

Ge(E) = FeFN(E) — En(@) ey

ce qui donne; avec t = £ ; I'expression voulue pour E, ().

Dans le cas d’une distribution uniforme de nceuds, i.e : quand z; = z;_1 + h
avec 1 =1,2,....,.mn et h >0 et xg donné, on a :

hn+1
4

w1 ()] < !

et donc
e

maxgey | [ (z)]
E, <
max | By (z)] i(n+1)

Les défauts de ’interpolation polynomiale avec nceuds équirépartis

Malheureusement, on ne peut pas déduire de cette relation que 'erreur tend vers 0 quand
n tend vers U'infini, bien que h"*!/[4(n + 1)] tend effectivement vers 0. En fait, il existe des
fonctions f pour lesquelles

max |E,(z)] —— +o0.
zel n—+o00

Ce résultat frappant indique qu’en augmentant le degré n du polynéome d’interpolation, on
n’obtient pas nécessairement une meilleure reconstruction de f .
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Remarque 1.3.1 La méthode d’interpolation de Lagrange présente deux inconvénients ma-
jeurs :

1. L’erreur d’approximation peut ne pas diminuer si on augmente le nombre de points d’in-
terpolation.

2. La méthode n’est pas récurrente : connaissant P, le polynome d’interpolation de Lagrange
de degré au plus n en les points (x;,y;),i = 0,...,n, si on rajoute le point d’interpolation
(Tnat1, Yni1), Ul existe un unique polynome P, de degré au plus n+1. Il est impossible de
déduire P, 1 a partir de P,, car dans la méthode de Lagrange, l’introduction d’un nouveau
point x, 11 nécessite un nouveau calcul de tous les polynomes L; de Lagrange aux points
zi,t=0,1,...,n+ 1.

Il est intéressant de mettre P, sous une forme récurrente qui permet de compléter les valeurs
déja obtenues sans refaire tous les calculs. On arrive donc au polynéme d’interpolation de
Newton.

1.4 Interpolation de Newton

L’interpolation de Newton utilise les différences divisées ou finies de f aux points donnés.

1.4.1 Différences divisées

Définition : Soient x¢, x1, ..., Z,, (n+1) points (abscisses) distincts de [a, b] et f une fonction
réelle définie sur [a,b] connue uniquement en x; donnés. On définit les différences divisées
d’ordres successifs 0,1,2,...,n par :

(ordre 0 50[%’] — F(z)
ordre 1 : 8|z, it — f(@ip1)—f(z;)
Tit1 — Ty
5$iaxi x; _(S T;, Tj
i+2 — Tj
5k_1 1y L1 cee i _6k_1 iy Lj . F

ordre k : 6wy, xigq, .. vk = [ i1y o T [0, Tig1s - - Ty

\ Tipk — Ty

La derniére relation est appelée la différence divisée d’ordre k (k= 0,1,2,...,n) de la fonction
Jen xi, iy, Tigy

fl@)-r®) _

ordre est indépendante de la position des points (abscisses) sur lesquels elle est prise.

Remarque 1.4.1 Comme §|a,b] = b, a], la différence divisée de n’importe quel
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Calcul des différences divisées :
Pour expliciter le processus récursif, les différences divisées peuvent étre calculées en les dispo-
sant de la maniére suivante dans un tableau :

i x| f(r)  fleosx] fleis,xio,m] flees, vio,xio, m] flria, vis, 2o, i1, T
0| 2o | f(zo)

Lz | flx)  flwo, 2]

2 | mo | f(za)  flr1, 2] flwo, x1, 2]

3| x3 | fxs)  flra, 23] flz1, o, 23] flzo, x1, 2, x3]

4 x| f(zd)  flzs, 2] flxa, x3, 4] flan, z2, T3, 24] flxo, 1, T2, X3, T4

1.4.2 Polynéme d’interpolation de Newton
Théoréme 1.4.1 Soient f : [a,b] = R et xg,x1,...,T,, (n+ 1) points distincts de [a,b];

le polynome d’interpolation de f auzx points x;; 1 =0,...,n peut étre mis sous la forme :

P, (z) = f(w0) 4 0[zo, 1) (x—20) + 6%[w0, 1, To] (x—0) (2—121)
+ o+ 8"z, 21, ey | (x—20) (x—21) . (=T p—1),  (1.1)

ou encoure .
Py(x) = f(zo) + Y 0'[x0, 1, ..., i) [ [ (2 — ;). (1.2)
i=1 §=0
Remarque 1.4.2 1. L’expression (@) s’appelle polynome d’interpolation de Newton de f
auzx points (abscisses) x;, i =0,...,n.
2. L’expression de P, est aussi valable si les points x;, 1 =0,...,n ne sont pas ordonnés.

3. St on rajoute un point d’interpolation x,.1 supplémentaire, le polynome d’interpolation
de f auz points x;, 1 =0,...,n+ 1 est donné par :

Pn+1($) = Pn(l') + 5Tl+1[$0’ T1y.eey Ty xn-&-l](xiw())(xixl) o (l‘il‘n)

Exemple 1.4.1 On veut calculer le polynome d’interpolation de la fonction f(x) = sin(z) en
3 points x; = Ti aveci = 0,1,2. On cherche donc P, € R*[z] ; tel que : Py(x;) = sin(z;) pour
i=0,1,2.

v Méthode directe :

Si on écrit Py(x) = ag + ayx + anx?, on cherche ay, ay, as; tels que :

1 0 0 Qp 0
s 7T2 —
Ls Tl \>=
1 = 7T2 (6] 0
, . . 4 4
En résolvant ce systeme linéaire on trouve ag = 0,00 = —, (g = -
T T
v Méthode de Lagrange :
On a: ( ) A
v(x —m
Py(z) = yoLo(x) + 1 L1(z) + yoLo(x) = —= = ——z(r — )
5(5 7T) T

10
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v Méthode de Newton :
On commence par la construction du tableau des différences divisées :

T f(flfz) f[l"ifhﬂ?i] f[33i7279€ze1, l’z]
0 0
2
0 7T7r 2
7'(' —_—— —_——
2 i
On a alors :
2 i—1
P = f(xo)—i—Zéz[xo,xl, yi] | | (2 — )
i=1 =0
2 4 2
Rl )
4
= Fx(x — )

T
Maintenant on veut calculer le polynome d’interpolation de la méme fonction en 4 points x; = §Z

avec i = 0,...,3, i.e. on a juste ajouté le point x = 3%. On cherche donc P3 € R3[z]; tel que

Ps(x;) = sin(z;) pouri=0,...,3.

v Méthode directe :

Si on écrit P3(z) = ag + aqx + qp? + aza®

, on cherche ag, aq, as, as; tels que :

2 3
1 g WT % ap | 1
1 © = 73 Q9 0
2 3
B AR
16 8 8
En résolvant ce systéeme linéaire on trouve ag =0, ay = —, g = ——, a3 = —.
3T 2 373

v' Méthode de Lagrange :
Dans le cas de la méthode de Lagrange il faut calculer a nouveau Lg, L1, Ly et L3 ; on suite on
trouve :

Psy(v) = yoLo(x)+y1 L1 (z) +yaLo(x)+ysLs(z) = %37(33—71’) (aj — S—W) —ix (x — z) (x —m).

v Méthode de Newton :
1l suffit de calculer une différence divisée en plus, i.e : ajouter une ligne au tableau :

X f(%) f[%’—h?fi] f[fi—Q,xi—hiEi] f[%—&%—m%—n%]
0 0

T 1 2

2 T

AR 2

3 5 s

11
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On a alors :
Py(z) = Py(x)+ 8*[wo, 11, 12, 13)(1—70) (x—21 ) (T—12)
2
= px(x — )+ B—Wx(x — ;)(m — )
= %x(w — 3mx + 272).

1.4.3 Interpolation de Newton dans le cas équidistant

Il arrive souvent que la fonction a interpoler soit donnée en des points équidistants.
On consideére (n+ 1) points d'interpolation (x;,y;), i = 0,...,n ou les x; sont équidistants, soit
h la distance entre deux points consécutifs x;, x;11 (h est appelé pas d’interpolation).

Différences finies (non divisées) progressives

U'ordrel o Af(x) = flx+h)—f(z)
alors Af(z;) = f@ig1)—f(24); i=0,...,n—L.

lordre k >1 : AFf(x) = A(AFL ) ()
alors AFf(z) = AFLf(z)—AFLf(zy); i=0,...,n—k.

Remarque 1.4.3 On peut définir les différences finies progressives qui vont jusqu’a [’ordre n
seulement pour (n + 1) points.

Relation entre les différences finies progressives et les différences divisées

Théoréme 1.4.2 Soit f une fonction dont on connait les valeurs f(x;), i =0,...,n auzx points
iy 1 =0,...,n tels que : x; = x;_1 + h, alors :
A f(x;) .
f[l’i,%i+1,...,xi+k]zw; OSZSZ—F]{'STL
-‘@’-Démonstration

On le démontre par récurrence.
Pour k=1, 0on a
f(@ip1) — f(x) _ Af(z:)

Tip1 — T4 h

i B g5 =

donc la relation est vraie pour k = 1. Maintenant, supposons que la relation est vraie a
lordre k.

f Lo Tiats s Trren] = Flo Tipy, Toprw] — F 10, T, - Tiw] _ AS(20)
Titk+1 + Ts h
A*f(xip1) — AF f(a)
(k + 1)t
B Ak“f(xi)
R UEa

12



CHAPITRE 1. INTERPOLATION POLYNOMIAL

Forme de Newton par les différences finies progressives

Théoréme 1.4.3 Soient xg, x1,...,x, (n+ 1) points équidistants. Le polynome d’interpolation
de la fonction f aux points x;, 1 =0,...,n peut s’écrire :

Af(z A f(x A" f(x
P, (z) = f(xo)+ ch'(h()) (a:—xo)%—#(x—xo)(x—xl)—i-- : -—l—#(m—xo) o (r—2).

On peut simplifier cette formule en écrivant :

r=mx9+sh, s€[0,n] = x_h% =s,
alors :
ool = au)(o ) (o) = SRRSO DL o k]
%5(5—1)...(3—k+1).
Donc
Pua) = flan) + S8 (o) + 20 a4 T T D g
St on utilise la notion suivante :
s = s(s=1)...(s—k+1)

on obtient :
Po(x) = f(w0) + CAf(w) + C5A% f(wo) + - - + CR A" f (o),

ou encore sous la forme de récurrence :

F(z) = f(2o)
A" f (o)

Pn<ZL‘) = Pn_l(i) + n'hn

(x—x0) ... (r—2p—1), n>1.

Exemple 1.4.2 Déterminer le polynome d’interpolation de Newton progressif associé a la fonc-
tion f passant par les points (0,2),(1,3),(2,10) et (3,29).

On pose x; =1, i =20,1,2,3 et on remarque que les points donnés sont équidistants avec le
pas d’interpolation h = 1. Sous la forme de Newton progressive, le polynome d’interpolation de
f est donné par :

A? f(x0)
21h2

A® f(x0)

Py() = f(w0) + -

(x —xo)(x—21) + (x —x0)(x —21) (2 — 29)

Tout d’abord , on calcul des différences finies progressives se fait comme suit :
S (i) Af() A%f() APF()
f@) =3 | Af(zo) =1

flas) =29 | Af(ze) =19 A’f(x1) =12 A’f(x) =6

pour obtenir
P3(z) =2+ x + 3z(x—1) + z(x—1)(z—2).

13



CHAPITRE 1. INTERPOLATION POLYNOMIAL

Différences finies régressives

l'ordrel . Vf(x) = flz)—f(x —h)
alors Vi(x) = flz;) — f(xiq), i=1,--- n.
lordre k >1 : VFf(xr) = V(VEL 1) (z)
alors VFf(x) = VFLUf(a)-VF 1 f(x; ), i=k, - n.
Dans ce cas le polynéme d’interpolation de Newton est donné par :
_ V f (o) V2 f () V" f(x0)
Po(x) = f(xn)ﬂLW(ﬁ—%)ﬂLT}LQ@—%)(?U—%)‘F' : '+W($—$o) (=)
ou encore sous la forme récurrente :
Vof(xn
Pi(z) = Pr(x) +%($—xn) co(=zpgt1), 1<k <n.

Exemple 1.4.3 Déterminer le polynome d’interpolation de Newton associé a la fonction f
passant par les points (0,2),(1,3),(2,10),(3,29).

Posons x; = i, 1 = 0,1,2,3. et nous remarquons que les points donnés sont équidistants
avec le pas d’interpolation h = 1. Alors; sous la forme de Newton régressives; le polynome
d’interpolation de f est donné par :

2 3
By(e) = £+ 0 ) ¢ I o)+ I )0 ) ()
Le calcul des différences finies régressives se fait comme suit :
S (i) V() \i0) 0]
fwo) =2

f(z1) =3 | Vf(zo) =1
flz2) =10 | Vf(z1)=T7 V?f(x) =6
flx3) =29 | Vf(xa) =19 V*f(x1) =12 V3f(x9) =6

on obtient alors :

Ps(z) =294 19(z—3) + 6(x—3)(z—2) + (z—3)(z—2)(z—1).

1.5 Erreur d’interpolation

L’interpolation permet ; a partir d’'un certain nombre de données sur les valeurs d’une fonc-
tion ; de faire approximation de f(z) en tout point x . Toute fois, cette opération entraine une
erreur d’interpolation qu’il convient d’étudier d’autant plus que les résultats serviront égale-
ment dans 'analyse de I'intégration et de la dérivation numériques.

On exprime 'erreur d’interpolation comme suit :

E(z) = f(x)—P,(z), z€a,bl(a<z<...<z,<bh).

On a démontré précédemment que le polynome d’interpolation est unique, donc convenable-
ment, on veut utiliser les différences divisées pour trouver :

E(z) = "o, 1, ..., v)(x—10) (1—21) . . . (2—2,). (1.3)
Cette formule générale peut étre modifiée lorsque la fonction f est (n + 1) fois continliment
dérivable sur I'intervalle [a, b], qui est le plus petit intervalle contenant les z;, i =0,...,n, f €
C"([a,D]).

14



CHAPITRE 1. INTERPOLATION POLYNOMIAL

Théoréme 1.5.1 Si f € €™ ([a,b]) est (n+ 1) fois dérivables sur |a,b|. Alors :

Vo € [a,b],36 = &(x) € [a,b] /JE(x an Hac ;).

(n+1)! 0
-‘@’-Démonstration
Soit x # xi, si non E(x) = f(x)—P,(x) = 0. D’apres (@), il suffit de montrer que :
n+1
n+1 _ f (5)
Vo € [a,b],3¢ = £(x) € [a,b] /0 [xo,xl,...,mn]—(n+1)!.

On considére sur [a,b] la fonction g définie par :
g(t) - f(t)_Pn(t)_ H(t_xi)5n+l[$07 Ty, ,.27”]
i=0

La fonction g s’annule pour t € {xg, 1, ...,x,}, donc g € €"([a,b]) et s’annule au moins
en (n + 2) points dans [a,b]. Alors, d’aprés le théoréme de Rolle, ¢° = g € €™ ([a,b]) et
s’annule au moins en (n+2) points dans [a,b]; g*) a au moins (n—k +2) racines dans [a, b]
avec 0 < k <n+1, et pour k =n+1 : ¢ a au moins une racine dans [a,b]. Notons

par & cette racine de ¢V, on a :

(mtD(g) — @
{g<n+l>(t) = fO@E) —0—(n+1)16" g, z1, ..., T].
car

. w =0, (deg(P,) <n)

dn+1

w . dn+1 H?— (t—xi) dn+1 (tn+l + Q’n(t>>

[[¢—z:) ="+ Qu(t) = —a -~ = = (n+ 1)k
=0

donc V(&) —(n + 1)16"+ xg, 21, ..., 7] = 0, d’ott

Fr(E)

5n+1[$0’ H 1y [P fL‘n] = m

Conséquences : Si f"*1) est continue sur [a, b], alors

1.
FASRI]
(n+1)!

|E(z)] =

ou

M, 11 = max | f"D(1)] .
t€la,b]

2. Si f est un polynéme de degré < n, alors f"*)(z) =0 = E(z) = 0,Vz € [a,b].
donc,P,(x) = f(z),Vx € [a,b)].

15



CHAPITRE 1. INTERPOLATION POLYNOMIAL

[[Tio(z—i)]

Remarque 1.5.1 1. L’erreur est composée de deux termes, le terme (n+ 1)l qui dé-
n !
pend du choix des points x; et le terme Hl[a}b(] }f("ﬂ)(t)‘ lié a la régularité de f.
tcla,

2. Pour x donné, &, est souvent difficile a trouver.Donc [’erreur réelle est inconnue, on peut

par contre de la majorée par : | f(x)—PF,(z)] < % | fY) ||,V € [a, b]
n !
3. Dans la pratique, f est rarement connue, et quand elle [’est, son appartenance a €™ ([a, b])
n’est pas toujours réalisée, et a fortiori si le nombre (n+1) de points (x;,y;); 1 =0,...,n
est grand !.

4. Dans les conditions “idéales” (f € €™ ([a,b]) et & connu) minimiser |E(z)| revient d
H(m—xl) , alors on a intérét a considérer des abscisses x;,i =
=0

0,...,n proches de x (donc réparties -de préférence- de part et d’autre de x).

faire de méme pour
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Chapitre 2

Dérivation numérique

Dans les problemes numériques, il n’est pas évident de calculer la dérivée d’une fonction.
On approche toujours cette fonction et on essaye; sous certaines conditions; de trouver des
formules convenables de la dérivée.

Pour aboutir a notre but, on donne une fonction réelle f : [a,b] — R vérifie quelques conditions
nécessaires (conditions de différentiabilités).
En analyse mathématique, il est tres connue que la dérivée premiere de f est donnée par :

o) — i TN = 1)

h—0 h ’

Evidemment, si h est suffisamment petit , on trouve immédiatement la premiére formule de
différentiabilité : A B — )
/ r+n)— flx
£y = D
Il est clair que la détermination de cette derniere formule nécessite la connaissance de la valeur

de fen x et x +h d'un coté et d'un autre c6té 'utilisation de la méme formule nous permet
de trouver les autres dérivées f (z), ..., f*(z).

2.1 Dérivée premiere

Pour calculer le dérivation numérique on a trois formules. on prend un h suffisamment petit
et introduit les notations :

Apf(x) = flx+h) = flz),
Vif(x) = f(z) = f(x = h),
Oonf(x) = [z +h) = f(x = h).

2.1.1 Utilisation de la formule de Taylor

L’une des méthodes les plus anciennes utilisées pour obtenir des formules de dérivation
numérique consiste a construire des quotients différentiels a ’aide des développements de Taylor.

Formules a deux points

1. Formule de différences finies progressives :
Effectuons un premier développement de Taylor d’ordre 2 de f autour de x :

Fla+ 1) = £(@) +f () + 0 (€)s € € e+ 0],

17



CHAPITRE 2. DERIVATION NUMERIQUE

donc : 12
hf'(w) = flz+h) = f2) = 1 (&)
et on a h > 0 alors : " L
flay = TEEN @ g
On obtient
, , h) — A
@) = fun= HEHNZID AN,
2
o= -Lre, celmatn

+ La premiere formule de différences finies progressives et la deuxieme est I’erreur commise

Exemple 2.1.1 On donne :

f(x) = cos(x),
on veut calculer f/(z) approchée par la formule de différences finies progressives.
on peut prendre h - ©® h=01 @ h=0.01 @ h=0.001 @ h=0.0001.

On applique immédiatement la formule de différences finies progressives :

flz+h) - [fx)

£ @) = fala) = T =),
ou
s
f(z) = cos(x), x = 3
@ pour h =0.1:
/ z+0.1) - z 0.4110438077 — 0.5
f (%) il oi s 1 — —0.8895619232.

@ pour h =0.01 :

,m. cos(3+0.01) —cos(3)  0.4913148905 — 0.5

r3)= 0.01 0.01

® pour h = 0.001 :
f/(z) ~ cos(5 +0.001) —cos(5)  0.4991337247 — 0.5
37 0.001 B 0.001
@ pour h = 0.0001 :

= —0.8685109493.

= —0.8662752594.

,,m. cos(3+0.0001) —cos(5)  0.499913395 — 0.5
/ (3) 0.0001 0.0001 08660504023
v la solution exacte est donnée par :
f’(g) - —sin(g)) = —0.8660254038.

Lors qu’on compare les valeurs approchée avec la valeur exacte, on trouve [’erreur :

h Uerreur
0.1 0.02355651945
0.01 | 0.00248554548
0.001 | 0.00024985564
0.0001 | 0.00002499854
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CHAPITRE 2. DERIVATION NUMERIQUE

2. Formule de différences finies regressive :
f'(x) utilise la pente de la droite passant par (z—h, f(z—h)) et (z, f(x)). La formule de
Taylor a ’ordre 2 donne :

Fla—1) = F@) — hf @)+ o (©)€ € [r— ha]

On obtient :
/ / z)— flx —h T
Flo) = fywy= [OZIEZH Vi)
B o= O, fefr—hal

+ les formules précédentes sont la formule de différence finies regressive et I'erreur com-
mise.

3. Formule de différences finies centrées :
En analyse numérique, on cherche toujours a trouver des solutions approchées avec des
erreurs tres petits (tend vers zéro) ; c’est-a-dire, on essaye d’améliorer les méthodes exis-
tantes.
Pour faire ¢a, on consideére la formule de Taylor en (z — h) et (z + h) comme 'indique les
formules suivantes :

"

Fla+ 1) = £@) 4+ @)+ @+ B ) 6 € o )

fla— )= 1)~ hf )+ 1O - )6 € o hual

En soustrayant membre a membre, on obtient :

’ h3 " " "
fla+h) = flo—h) = 20f (o) + =" (£7(&) + (&)
ce qui donne :

fl) o~ ey = TERSEZN )

B o= Yre. eel—ha

+ cette fois les formules sont : la formule de différences finies centrées et I’erreur commise.
Pour faire une petite comparaison entre les trois formules qu’on a exposé précédemment,
on peut dire que : malgré la nécessité de la valeur de f en trois points symétriques :
x — h,x,x + h lorsqu’on utilise la formules centrée mais elle est classé la meilleure entre
eux.

Exemple 2.1.2 Calculer f'(0), puis f (0) approchée par la formule de différences finies centrées
h=0.1, oi f(z) = exp™?.
1l est clair que f est infiniment dérivable.

—f () = coswexp™* = f'(0) = cos Oexp™ = 1

o f040.1)— f0—0.1)
Fre(0) =~ S = 1.000001.

L’erreur :  E = 1.000001 — 1 = 107,
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CHAPITRE 2. DERIVATION NUMERIQUE

Exemple 2.1.3 on donne maintenant : f(x) = sin(x) + 2% + z.
Pour ©x = 0, le tableau suivant nous permet de voir [’évolution des dérivées numériques en
fonction de h et de comparer les résultats des 3 formules de différences. On a f (0) =2 :

h foa | BEx(h) | Sy | Ex(B) [ fh | Es(h)
0.5 2.0838 | —0.0838 | 1.8338 | 0.1662 1.9588 | 0.0412
0.25 2.0052 | —0.0052 | 1.9739 | 0.0261 1.9896 | 0.0104

0.125 | 1.9993 0.0007 1.9995 0.0005 1.9973 | 0.0026
0.0625 | 1.9995 0.0005 1.9991 0.0009 1.9993 | 0.0007
0.0312 | 1.99986 | 0.00014 | 1.99980 | 0.0.0002 | 1.99983 | 0.00017
0.0156 | 1.99996 | 0.00004 | 1.99995 | 0.00005 | 1.99995 | 0.00005

Remarque 2.1.1 L’mportance des formules approchées est souvent dans le cas ou h est suf-
fisamment petit (h — 0).Donc, on va faire une subdivision (partition) de l'intervalle |a,b] en
sous intervalles de longueurs tres petits ; ¢’est-a-dire : xg = a, xr1 = a+h, xo =a+2h,..., x, =
a+nh =D>.

D’une fagon générale, on a :

b—a
ri=a+1th; 1=0,...,n avec h = .

n
Pour étudier efficacité des trois formules approchées de la dérivée premiere, on écrit tout
d’abord ces formules aux points de la subdivision, on trouve respectivement :

1. La formule de différences finies progressive donne :

f(ig) — f(w;)

F@s) = frala:) = - ,i=0,...,n—1 (2.1)
2. La formule de différences finies régressive donne :
Fla) = oy = T IE=) 22)
3. La formule de différences finies centrées donne :
£l = rotey = PRI 02) g 23)

h Y

On remarque bien, qu’on peut_pas déterminer la dérivée approchée auz points d’extrémités
lorsqu’on utilise les formules (ﬁ), (@) et (@) ; clest-d-dire : fra(®n), frg(%0), [re(xo) et
fre(zyn) sont inconnues.

Alors, on essaye de trouver des autres méthodes plus efficaces que (Ell), (@) et (@) .

Formules a trois points

Il est possible de développer d’autres formules, pour cela il suffit d’effectuer un développe-
ment de Taylor de f autour de x avec un pas 2h par exemple :

"

o+ 20) = F(@) + 2 () + 202 () 4 207 (6): & € [+ 20

"

flath) = F@) +hf @)+ 27 @)+ ) el

fl;d(x) _ 4f(m+h)_3};§j)_f(x+2h)7

h*
?f (€),€ € [z, x + 2h].

E =
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+ on a exposé précédemment la formule de différences finies progressives et ’erreur commise.

f;;g(:v) _ _Af(x—h) +3J;(hx) —i—f(x—Qh)’

h?
E = ?f (£),€ € [x —2h,z].

+ Ces dernieres formules sont : la formule de différences finies régressive et ’erreur commise

2.1.2 Utilisation des formules d’interpolation
O D’aprés le chapitre précédent, la formule d’interpolation sous la forme de Newton s’écrit, :

fx) = fxo) + 0[zo, 21)(x—1x0) + 0%[20, 21, x2](x—x0)(x—m1)
f n+1 n

e H ); € Elwo,wal. (2.4)

1=

+ 4 0" wo, X1, ooy Ty (—20) (x—21) . . (T—2 1)

On pose wy,(z) = [[_(z — ;) Et on dérive (@) :

, , , (n+1)(g) (n+2)
@) = Flanauifo) e+l ol (04wl @ S 0): € oo,
(2.5)
, = , (n+1) / (n+2)
f(x)= 11(:15 —x) flzo, - wi]w,_y(z) + ]ZnTl()f')w"(x) + ‘]ZnTl(i)wn(x); € €lxg, xn[- (2.6)

vV Pourn=1ona:

oy = L) = fw) | P £(6)

f(x)= - 5 T—To+x—x1)F o (x — zo)(x — 21); & E€]xo, 21].
posant h = x1 — x¢ et x = xy, pour obtenir :
_ 2

C’est la dérivée a droite d’ordre 1.
O Si on utilise la formule de Newton regressive, on obtient :

fla+h)—fla—h) [
[ (o) = . T

!

; € €lmg, 1. (2.8)

C’est la dérivée a gauche d’ordre 1.

Maintenant, on choisit z = Tot+ o1 et en prenant x —xg = h, on aura la formule centrée d’ordre
2:
’ T+ h — xr — h h2
fwy = B TEZR R0 6): ¢ el 2.9)

v Pour n = 2, si en prenant x = xg, x1 =+ h et 1o = x + 2h :

f/(ﬁ) _ —3f(x) +4f(2:2+ h) —3f(x)

C’est la dérivée a droite d’ordre 2.

La formule de la dérivée a gauche d’ordre 2 est :

f ey = LI TN 23 B i), ¢ o, (2.10)

OSiz=uxy, xv1 =2 — h,xo =+ h alors on a la formule centrée d’ordre 2:

RN ALk G

h2
+ 5 € € elm a2

38, €€lz—h,x+h| (2.11)
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Formules a trois points

e La formule d’approximation en 3 points de la dérivée premiere, basée sur le polynome
d’interpolation de Lagrange, n’utilise pas des points équidistants.
Etant donné trois points (x1,71), (T2, y2) et (3,y3) avec x1 < x9 < x3, la formule suivante nous
permet d’approcher la dérivée en un point = € [z, x3).
Le polynéme d’interpolation de Lagrange est donnée par :

P(z) = Li(z)yy + La(x)ys + Ls(x)ys, (2.12)
ou
Liz) = (x—x9)(x—13)
($1—$2)(1’1—$3)’
Lo(z) = (x—x1)(x—123)
(172—%1)(1"2—973)’
Ls(z) (x—x1)(x—129)
(z3—21)(T3—122)
L’approximation de la dérivée premiere est donnée par f (x) ~ P'(z), qui peut s’écrire :
P'(z) = Ly(2)y1 + Ly(x)ye + Ly(2)ys, (2.13)
ou
/ 20—1x9—x3
Li(z) = )
(@) (z1—22) (71 —123)
/ 20—x1—x3
Ly(x) = )
2(7) (zo—21)(2—123)
/ 20—x1—T2
La(z) = .
#(7) (z3—71)(73—22)
Donc

f/( ) 20—T9—T3 n 20—r1—T3 n 20—x1—X9
€Tr) =
($1—$2)($1—$3)y1 ($2—$1)($2—$3)y2 (z3—21)(23—72)

e On choisit d’interpoler une fonction f en x; 1, z;, ;11 (ce qui est moralement plus satisfai-
sant), on utilise la formule de Newton.
Dans ce cas, on a :

P(@ = f(%‘—l) + f[xz'—l, xz] (l’—xi—l) + f[l’i—l, T, $i+1](17—l’i—1)($—$i)~

Donc

P (x;) = floie1, 2] + flricy, @6, i | (2i—25-1), (2.15)
ce qui fournit, apres simplification :
Formule centrée

' hi—1 1 1 hi
fz) = f(%ﬂ)m + f(x;) (K — h_1> — f(miil)hifl(hifl n hi). (2.16)

(3

La formule (R.16) se simplifie notablement dans le cas de points équidistants (h;_1 = h; = h)
pour donner la formule centrée points équidistants

£ () ~ f($i+1)2—hf($i—1)_

(2.17)
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1 1 7
Exemple 2.1.4 Considérons la fonction f(z) = —Ex3+ Eaz‘Q—i- 3 et ses images en T; = 1;1 =
0,...,4:

o fe) = (03) o fla) = (13) . Gon o) = 2.3

o) = (33) Gt = (1.-3).

: —f(4)+4f(3)—3f(2) 5+6-9
O Progressive d trois points : [ (2) =~ f&) + J;(S) 3/(2) _z¥ 5 = —

, —4f(1 2) I-14+49
O Régressive a trois points : [ (2) ~ 1) f(2 ) +3f(2) =2 5 + = _Z'

Les formules a trois points peuvent également étre obtenues da partir du polynome d’interpo-

lation de Lagrange. Soient (xo, f(x0)), (x1, f(x1)) et (xs, f(x2)) avec xy < x1 < 9.
Le polynome de degré 2 passant par ces trois points est :

(x — 1) (x — 29) s (x — o) (x — 29) o) + (x — o) (x — 21) F),

Pole) = (w0 — 21) (0 — 72) (#0) + (z1 — o) (z1 — 22) (€2 — o) (w0 — 21)

L’approzimation de la dérivée premiére est donnée par f (x) ~ Pé(x), qui peut s’écrire :

/ / 20— x1 — oy 2r — xg — Toy 20— xg — Ty
f(z) = Py(z) = (o — 21) (70 — xQ)f(xo) + (51 — 7o) (@1 = Iz)f(ﬂﬁl) + (2 — 70) (@0 — xl)f(b)

Lorsque x prend successivement les valeurs xg, x1 et xo, on obtient les approximations
suivantes :
Ty — T

(22 — w0)(z0 — 71)

Ty — T2

(1U1 - Io)(xl - 1U2)

21‘0 — X1 — X9

(zo — 1) (w0 — T29)

f(x2)

f(x1) +

12

f(xo) +

v Progressive : f (x)

To — 1

(zo — 1) (w0 — T2)

Flao) + 200 gy 2RI

(21 — @o)(z1 — 72) (z2 — wo)(z0 — 71)

12

v Régressive :  f (22)

1 — Zo

(22 — w0) (20 — 71)

1 — T2 le_xo_mz
(xo — x1) (w0 — x2)f(xo) + (1 — 20) (21 — x2)f(x1) +

f(x2)

v Centrée : (1))

12

Ce qui donne dans le cas de points équidistants :

- =3f(x)+4f(x+h) — f(x+ 2h)

v Progressive :  f (x)

2h
v Régressive :  f (z) ~ J(w = 2h) = 4‘];(; —h+ 3f(x)
v Centrée : f(x) ~ flz+ h)z—hf(llﬁ — h).
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CHAPITRE 2. DERIVATION NUMERIQUE

f(zo) pa(x)

Fi=1) Progressive A trois points en =g
Régressive & trois points en xq

FUEa) [crormmmr ey — e

0 T T2 T

Fia. 2.1 : La figure illustre les différentes possibilités.

2.2 Dérivée seconde

Dans cette section, en essaye de trouver la dérivée seconde par 1'utilisation de mémes tech-
niques que la dérivée premiere.

2.2.1 Utilisation de la formule de Taylor
On a :

2 3
Floth) = @)+ b () + o f )+ o f

1"

h4
(z) + Zf4(£1>; &1 €], T + A,

et

"

Flo—h) = f() = b7 (@) & o () = @) + &) & €l hoal

Donc
4

Fla4 )+ £l — ) = 20(2) + 17 (@) + 27 [F€) + F1(E)] s & €l + AL elo — haf:
pour & €|z, x + h[,& €|xr — h, x[. Ainsi :
" flx+h)+ f(x —h)—2f(x) n?

[ (z)= 2 — T [F4(&) + (&),
avec & €]z, x + h[ et & €]z — h, x[. 1l s’ensuit :
[y = LN 22 @) D ey hernl (219

h2 4l
C’est une formule centrée d’ordre 2.
O On peut établir la formule centrée d’ordre 4

 —flx+2h)+16f(x+h) —30f(x) + 16f(x — h) — f(x —2h) h* 4
f(z) = 1912 —%f (),

avec £ €|x — h,x + hl.
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CHAPITRE 2. DERIVATION NUMERIQUE

2.2.2 Utilisation des formules d’interpolation

Pour la dérivée seconde, on choisit en général d’interpoler sur 3 points, ce qui donne (dans
le cas de points équidistants) :

f(z) = f(xo) + flxo, x1)(x — o) + flzo, 1, 22| (2 — 20) (T — 1) + f;f) H(gs —x;), & €lxg, x|
Alors
f(x) = flzo, x1] + flxo, x1, 2] (20 — 21 — x0) + f3<!§> (x — xo)(x — x1) (2 — 22)
+ fg—('g)[(Qx —x1 — x0)(x — x2) + (x — zo)(x — 1); & E]To, [ (2.19)
Ainsi
f(z) = 2f[xo, x1, 2] + fg—('g)[(Qx — 21 — xo)(z — x2) + (x — o) (x — 21)] — f3—<'€)
+ fg—('f)[Q(:v —x9) + 2z — 21 — 29) + (220 — 29 — 21)].  (2.20)

Sixz=uwxy, v1=x+h, xo = x4+ 2h, alors la formule de la dérivée seconde d’ordre 2 est donnée
par :

()= TDFRICE N E L) 2 paiey P gy el nashl (220

Donc la dérivée seconde aux points équidistants est :

(g » LO0) 2 S0) 200

2.3 Dérivées d’ordre supérieur

Appliquons exactement le méme principe pour calculer les dérivées approchées d’ordre su-
périeur (> 2), seulement les fonctions doivent étre connues aux moins en trois points et plus et
par conséquent on est sir que le degré du polynéome d’interpolation qui approxime la fonction
soit suffisant pour que sa dérivée n™¢ soit non nulle!.

e Formules de Taylor et dérivées d’ordre supérieur

Pour obtenir les formules de la troisiéme et la quatrieme dérivée, on prend une combinaison
linéaire des développement de Taylor, pour f(x + 2h), f(x + h), f(x—h) et f(z—2h).
Quelques formules centrales d’ordre 2(O(h?)) :

fa) = o lf+ b= fh),
f@) = i+ =27 + f—h)],
FOw) ~ e [F(e o 20)-2f(o + )+ 2 (o) f(z—2m)]
FO() = o (o 20— (@ 1) + 6 ()~ (e—h) + [ (=20
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CHAPITRE 2. DERIVATION NUMERIQUE

¢ Interpolation de Lagrange et dérivées d’ordre p
Lorsqu’on utilise les polynémes d’interpolation de Lagrange, les dérivées d’ordre p de f au point
x sont calculées par :

= Zf(ﬂfi)Ai,p(x)S (2.22)

avec Aj,(z) = Ly, (v), p<n.

Remarque 2.3.1
1e La formule () est exacte pour les polynomes de degrés < n.

2e Les A;,(x) sont indépendants de f et peuvent étre calculées une fois pour toutes.

2.4 Erreur

D’apres le chapitre précédent, on sait qu’on peut approcher f par un polynéme de degré n
avec une certaine erreur, plus précisément :

c’est-a-dire :

H (x—m;). (2.23)

Si on dérive les deux membres de I'équation (), il vient ce qui suit :

/ ’ /

E(z) = [ (x) — P,(x).
Apres quelques opérations, on obtient finalement :

nhnf (n+1) (5)

_ (=1
Eu(@) = —0 5

Y

avec & € [z, Tp).
Les formules qu’on a exposé dans les sections précédentes sont des formules approchées de la
dérivée ; a cette raison, on étudie 'erreur entre les valeurs exactes et les valeurs approchées.

2.4.1 Dérivée premiere
Théoreme 2.4.1 Soient f: R — R de classe €,x9 € R et h > 0. Alors :

/

Fa=|f (@) = fuw)| <5 _max

[xo

f'(@).

o+1]

K?Démonstration
Soient f: R — R de classe €, xy € R et h > 0, en utilisant le développement de Taylor :

2

Flzo+ k) = Flaw) +hf (@) + = 1(6), € € w0+ 1]

donc :
/ f(zo+h) — f(xo)
£ (w) - H 2 @

_‘h "
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Alors, on obtient que :

| >

max ‘fu(:r;)‘ .
x€[zo,20+1]

£ @) = fralwo)| <

Théoréme 2.4.2 Soient f: R — R de classe €,x9 € R et h > 0. Alors :

By = |1 (w0) = figlow)| < 5 _max[1(@)]

2 x€[zo—1,z0]
Par la formule de Taylor d’ordre 3, on aura le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.3 Soient f : R — R de classe €,xq € R et h > 0. Alors

2
’

o= (@) — fiu(ao)| < 12 1P@].

— 24 J:E[:co—— xo—‘r

-‘@’-Démonstration
Soient f : R — R de classe €,xo € R et h > 0, d’apres le développement de Taylor on a :

!

(m0+5) = fe+ 5 o)+ T @)+ g E6), G € [t ]
) J (IO - g) J(wo) = g,(%) + h2f (o) — —f3(§2) & € {xo — gxo] .

Et on a aussi comme résultat le théoréeme suivant :
Théoréme 2.4.4 Soient f : R — R de classe €, 20 € R et 0 < h < 1. Alors

h h
((or8) o)
/ 2 2 < CR2.

Ec: f(l’o)_ h

1

Donc d’apres ce théoréme il suffit de prendre C' = max |f3(:1:)’ .
24 xe[afo—— To+3 1

2.4.2 Dérivée seconde

En utilisant le méme principe que la premiere dérivée, il suffit dans ce cas de passer a ’ordre
4 dans la formule de Taylor, on aura :

Théoréme 2.4.5 Soient f: R — R de classe €, 19 € R et h > 0. Alors :

2
1"

E.= f (I0> - ff/L/c(I0> < o0

< max
24 ze[zo—1,20+1]

|f4(=)].
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-\@’-Démonstration :
Soient f: R — R de classe €,z € R et h > 0, on a :

o 8

f(a:o):hling h
! h h h h
) h Nf<x0+§+§>_f($0+§—§)
f<$0+§>— 3 ;
h h h h
, h Nf(x°_§+§)_f(”’”°_§_§)

r(0-3) z

D’ou :

f// (270) ~ f(.??o + h) — 2f}(LZJo) —+ f(330 — h) ‘

D’autre part, on a aussi Vf € €,20 € R,4C' >0,VO< h < 1:

£ (w0) = flxo+h) — 2f}(;30) + f(@o — h) < Ch2.

1
I suffit de prendre C'= —  max ‘f4(x)| .
z€[xo—1,x0+1]

28



Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, on présente quelques codes de programmation utilisés de le domaine de
la dérivation numérique; ensuite, on donne une application; dans le méme sujet; qui est le
d’écoulement de I’eau dans une conduite cylindrique.

e Pour calculer la dérivée numérique d’une fonction f, on peut utiliser un de les trois formules

qu’on a vu dans le deuxieme chapitre :

Ap f(
Vi f(z;
52hf($z')

flxi+h) — f(x),
f(xi) — f(xi —h),
flzi+h)— f(x;—h).

~—  —

On définit simplement ce programme :

_?_
def derivee (f,z,h) :
return (f(z + h) — f(x —h))/(2/h)

}!

Flx;

flxi=h) |t

flx)
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e Comme on peut tracer le graphe de la dérivée numérique de cette fonction, on utilise par
exemple :

N

def trace-derivee(f,a,b, nbpoints = 100) :
ax = np.linspace(a, b, nbpoints)

ay = [derivee(f,t,1e — 5) for t in az]
plt.plot(ax, ay)

e Pour obtenir une meilleure subdivision on donne le nombre des points et on va utiliser la
fonction linspace du module numpy.

N

def choix-de-h(f, fprime,x) :

ax = np.linspace(4, 8, 100)

ay = [abs(fprime(x )-derivee(f, x, 10 x x(—y))) for y in az]
plt.plot(ax,ay)

e Comme un exemple : on va utiliser la fonction sin en x = 7, on obtient le graphe suivant :

61e—9

|
1R Il I||IIII I.' | .
A i II|IIIII ll. | v
\ . Il |I \I IJI |I I| | II|
0 — e v,y AL
4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0

v/ On remarque une amélioration de la précision progressivement que y croit jusqu’a ce que les
erreurs d’arrondi deviennent prépondérantes.
e Maintenant, on utilise la méthode de Newton pour obtenir la dérivée numérique :

N

def mon-newton-bis (f, a,tol = le — 10, nmax = 100) :
return mon-newton (f, lambda x : derivee (f,x,1le — 5), a, tol, nmax)

e Pour obtenir aussi la méthode de Lagrange, on utilise le code suivant :
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N

def Lagrange(t,x,y) :
p=0
n = len(x)

L = [1 for i in range(n)]
for i in range(n) :
for j in range(n) :

ifjl=1:
Lfilx = (t — [5])/(xli] — x[j])
p+ = yli] * L[]
return p

N

from matplotlib.pylab importx

ﬂMPUT
=[1,2,3,4,5]
y_[071707]- ]

dy =[—1,1,0,—1,0] § Calcul des polynémes en un point

t=1.5

print "La valeur du polynéme de Lagrange en,”t, "est”, lagrange(t, x,y)

# Calcul des polynémes en plusieurs points d’un intervalle pour afficher import numpy as
np

import matplotlib.pyplot as plt

axis ([0,6,—2,2])
t = arange(0,6,.1)
b= ]
for kint:
It.append(lagrange(k, z,y))
plot (z,y,’ro’, t,1t,’b")
show()

1

1422
e Le code suivant définit et représente graphiquement la fonction f dans l'intervalle [-5,5] :

On donne f une fonction définie et dérivable sur [—5, 5] sous la forme : f(z) =

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def (f(x) :
return 1/1(1 + x x x)
a=—5; b=75;

ax = np.linspace(a, b, 100);

plt.plot(ax, f(ax), ")
plt.show
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fix) = 1/(14+x"2)

10 1

08 1

0.6 1

04 -

0.2 4

0.0 4

e Ceci une fonction Lagrange (f, a, b, n) qui calcule le polynéme de degré n interpolant la fonction
f en (n+ 1) points d’abscisse z; équidistants dans l'intervalle [a, b].

_\@’_
def Lagrange(f,a,b,n) : x = np.linspace (a,b,n + 1)

x = np.poluld ([1,0]) P=0
for i in range (n + 1) :
if (i ==j):
continue
eles
Li = li* (Xo[j])/ (=[i] — x[5])
return p

e Si on veut représenter ; sur le méme graphique ; la courbe de f et le polynéme d’interpolation

de Lagrange, on a ce code :
N ! 7

for n in range (3) :

plt.plot(ax, np.polyval(PL[n|, ax)
plt.lilte(” Interpolation de Lagrange de 1/(1 + x?) ”7)
leg = ["f(x) = 1/(1+ 22)”]
for n in range ([3,5,10] :

leg = leg + ['n =7 + strn)]

plt.xlabel (’x’)
plt.ylabel (’y’)
plt.legendleg
plt.grid()
plt.show()
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Interpolation de Lagrange de 1/(1+x"2)

0.0

A = fix} = 1{L+x"2)

n=3
n=5

n= 10

T
-4 -2

Par une application simple, on démontre expérimentalement que 1'utilisation de la dérivation
numérique est trop vaste, a titre d’exemple : on a mesuré toutes les 10 secondes la vitesse (en
m/s) d’écoulement de ’eau dans une conduite cylindrique, les résultats expérimentaux ont les

donnés dans le tableau :

Temps(s)

|t |

t | ts |

|
| Vitesse(m.s™') [ 2.00 | 1.89 |

1.72 | 1.44 |

on a calculé a 'aide de ces données la table de différences divisées suivant :

t; V(t;) DD1 DD2 DD3
to=0 | V(t0) = 2.00
t; =10 | V(1) = 1.89 | d[tg, t1] = —11 x 1073
ty =20 | V(12) = 1.72 | 0[t1,ta) = =13 x 1073 §2[to, 1, ta) = —3 x 1074
t3 =30 | V(t3) = 1.44 | §[t, t3) = —15 x 1073 §%[t1,te, t3] = —5.5 x 107*  §3[t, ty, ta, t3) = —8.3333 x 107°

On cherche & trouver 'approximation de la vitesse V(m.s™1) en t = 15s, & I'aide de l'inter-
polation de Newton.
D’apres les chapitres précédents, le polynome de I'interpolation de Newton est comme suit :

Pour n=2:

P,(x) = f(xo) + d[xo, 1] (x—20) + - - - + 0" [0, X1, ...

Tl (x—x0)(x—21)...(T—Tp1).

Py(z) = V(to) + 8[to, t1](t—to) + 0°[to, t1, tn2] (t—t0) (t—11).

Donc a 'aide de la table de différences divisées, on a le polynome de degré 2 :

Py(t) = 2—11 x 107*t—3 x 10~*¢(t—10),

Ce qui donne "approximation :

V(15) ~ Py(15) = 1,8125.

Maintenant pour mesurer la précision, on calcule I’erreur commise :

alors

[V(15)—=P,(15)]

E(z) = 8%[to, 1, ta, ta] (t—to) (t—t1) (t—13),

83[to, t1, ta, t](15—t9) (15—, ) (15—t2))
|6°[to, t1, t2, 3] (15—0)(15—10)(15—20)| = 3, 1249875 x 10~°.
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V(mis)
1

]

1(s)

Enfin, on utilise la formule des différences finies centrées pour trouver une approximation de
I’accélération d’écoulement de I'eau a t = 20s :

AV

= — =V(
= V()

V(tiv1) = V(tia)

144 —1.84

2h

V(ts) — V(t)

2h

=215 x 103m.s7!
7% 10 5 x 107°m.s
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Conclusion

L’analyse numérique est une branche des mathématiques appliquées s’intéressant au dé-
veloppement de méthodes numériques pour le calcul approximative des solutions de quelques
problemes scientifiques qu’ils sont difficiles d’obtenir par des moyens analytiques.

A la fin de ce mémoire, nous avons trouvé la réponse a notre question qu’est :
Pour quoi nous avons besoin d’approximer les dérivées ?

Durant ce travail, nous avons présenté quelques méthodes approchées qui nous permet de gagner
du temps en minimisant ’erreur avec un cofit en calcul raisonnable. Mais il restes d’autres
méthodes qu’on les pas aborder comme : I'extrapolation de Richardson.
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