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Introduction

Les équations différentielles stochastiques progressives et rétrogrades (EDSPR) ont
été introduites par Bismut en 1973, [2],dont le but est de résoudre un probléme de
théorie du controle, en particuler le principe de maximum. A I’époque, il s’agissait
de résoudre un systéme découplé d’une équation différentielle stochastique progres-
sive classique (EDS) et une équation différentielle stochastique linéaire rétrograde

(EDSR) qui représente I’équation adjointe.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier un probléme de controle relaxé pour des sys-
témes dirigés par des équations différentielles stochastique progressives et rétrogrades
(EDSPR). En particulier, on va établir les conditions nécessaires d’optimalité sous
forme d’un principe de maximum pour le controle relaxé optimal pour un probléme

de controle gouverné par le systéme suivant :

(
dye = b (t, X, BIX)  u) e (du) dt + o (t, X, BIX)) dW,
d}/;f = _f (t7 Xt7E [Xt] 73/157E D/t] ) Zt7]E [Zt] ,U) e (dU) dt
— Z dW,

Xo==x ,YT:h<XT,E[XT]) ,t € [O,T],

ot (W;)i>0 un mouvement Brownien défni dans un espace de probabilité complet
(Q,F,P) et b, et f sont des fonctions mesurables. La fonction de cott a minimiser

sur ’ensemble des controles relaxés R est définie sous la forme
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I (1) == Bla(yp, Blyr]) + 6 (Y5, BY7])

T
4 / / Lty B[y, Y B[Y?], 28 (2], u) e (du) dt
0OU

Nous disons qu'un controle relaxé ¢ est un controle optimal si

J(q) = inf J (u).

HER

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Chapitre 1 Dans le premier chapitre, on donne un petit rappel sur le calcul sto-
chastique : les processus stochastiques, filtation, mesurabilité, adaptation, esperance
conditionnelle, mouvement Brownien, Martingale, intégrale stochadtique et les équa-

tions différentielles stochastiques.

Chapitre 2 Dans ce chapitre, on étude un type des équations différentielles stochas-
tiques progréssives rétrogrades non linéaires ce type s’appel de champ moyen, ot le
systéme est dépend du processus d’état, ainsi que de sa distribution. On va donner
la démonstration du résultat d’existence et d’unicité des solutions pour des systémes
dérigés par des équations différentielles stochastiques progréssives rétrogrades non

linéaires, de type champ moyen, en utilisant l'itération de Picard.

chapitre 3 : Notre objectif dans le troisitme chapitre, est d’établir les conditions
nécessaires d’optimalité sous la forme de principe de maximum stochastique, pour les
controles relaxés pour un systéme gouverné par des équations différentielles stochas-
tiques progréssives rétrogrades non linéaires, de type champ moyen. Pour atteindre
cet objectif, nous donnons les étapes nécessaires. L’idée ici est d’utiliser le fait que
I’ensemble des controles relaxés est convexe, en appliquant la méthode de perturba-

tion faible (convexe).



Chapitre 1

Rappel de calcul stochastique

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles en théorie des calculs stochas-
tique,en suite nous rappelons 'intégrale stochastique et les équations différentielles

stochastiques (EDS).

1.1 Espace de probabilités

Définition 1.1.1 On appelle un espace de probabilité, tout triple (2, F, P) ot (2, F)

est un espace mesurable et P est une probabilité sur F|[5].

Proposition 1.1.1 L’espace de probabilité (), F, P) est dit complet si N C F telle

que N la famille de toute les ensembles négligeable de (2, F, P)[5)].

1.1.1 Variable aléatoire

Définition 1.1.2 Soient (2, A) et (E, F) deuz espaces mesurables. On appelle va-

riable aléatoire toute application de Q dans E telle que ¥YB € F, X~'(B) € A avec

X' (B)={weQ: X (w) e B}.
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Définition 1.1.3 On dit que X défnie sur un espace mesurable (Q,F) dans un

espace mesurable (E, B) ; est mesurable si X' C F,VA € B et

X1 A)={weQ/X (w)e A} =(X € B)e F.

1.1.2 Mesurabilité

Définition 1.1.4 Soit (0, F) et (E, E) deux espaces mesurables. Une application f

de Q) dans E est dite (F, E)-mesurable si f~1(A) € F,VA€ ¢, on a

fHA) —def {we/f(w)e A}.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus employées, on dit simplement que f est

mesurable.

Une fonction f de R dans R est Borélienne si elle est (Bg, Br)-mesurable, soit
f~Y(A) € By, VA € Bg.Il suffit que cette propriété soit vérifiée pour les intervalles
A.

Les fonctions continues sont Boréliennes[1)].

Proposition 1.1.2 5i X est une v.a.r. G-mesurable et f une fonction Borélienne,

f(X) est G-mesurable
Une v.a. G mesurable est une limite croissante de v.a. du type ZaiHAi avec A; € G.

=1
n

Une fonction Borélienne est une limite croissante des fonctions du type Z a; 11 4;

i=1
ot A; est un intervalle.
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1.2 Processus stochastiques

Définition 1.2.1 Un processus stochastique a valeurs dans un espace E muni d’une
tribu €, est une famille X = {X;}ie, des variables aléatoires défnies sur un espace

de probabilité (2, F, P) a valeurs dans (F,¢).

Remarque 1.2.1 L’indice t désignera le temps, T sera donc un sous-ensemble de
R, . On se placera dans le cadre des processus a temps continu, i.e. T = R ou éven-

tuellement, T = [0,T].

T < oo, dans quelques cas on seplacera dans le cas discret, i.e 7 = {1,2,...,n}, (n <

o0). Donc sauf mention contraire, T = R, .

1.2.1 Filtration

Définition 1.2.2 Une Filtration F = (Fi)icpr) est une collection croissante de

sous-tribus de A, i.e. Fs C Fy C A pour tous s,t € [0,T] tels que s < t.

Remarque 1.2.2 F; représente la quantité d’information disponible a linstant t. 1l

est donc logique que cette quantité augmente avec le temps.

Définition 1.2.3 Un processus (Xt>t€[0,T] est dit F-adapté si la variable aléatoire

X; est Fy mesurable pour tout t € [0,T][3].

1.3 Mouvement Brownien

Définition 1.3.1 Soit F une filtration. Un F-mouvement Brownien (standard)

est un processus B vérifiant :

i) B est F-adapté,

ii) By =0, P-p.s.,
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iii) B est continu, i.e., t — By(w) est continue pour P-presque tout w € €2,
iv) B est a accroissements indépendants : B, — B est indépendant de F; pour tous
t,s € 10,7 tels que s < t,

v) B est & accroissements stationnaires et gaussiens : By — By ~ N(0,¢ — s) pour

tous t, s € (0,7 tels que s < t.

Par fois, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la filtration & considérer ou lorsque F
est la filtration naturelle du processus B, on parlera de mouvement Brownien tout

court[3].

1.3.1 Espérance

Définition 1.3.2 X wune variable aléatoire réelle défnie sur l'espace (0, F,P); on
appelle espérance de X, et on la note B[X] ; intégrale de Lebesque de X relativement

a la mesure P :

E[X] = / X (w)P(dw) = / XdP.

Définition 1.3.3 Soit X un vecteur aléatoire continu & valeurs dans R™ avec une

fonction de densité fx : R™ — R,

Soit g : R™ — R, alors

Elg(X)] = / o) fx ()

RTYL
1.3.2 Espérance conditionnelle

Définition 1.3.4 Soit (Q, F, P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire
réelle intégrable et G une sous -tribu de F. Il existe une unique variable aléatoire
réelle Y - a un négligeable prés appelée espérance conditionnelle de X relativement

a G, telle que :
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- Y est G—mesurable.
=Y est intégrable.

VG € G,E[X | G] = ElY | G] c’est-a-dire :
/X@ﬂmmy:/y@ﬂwmy
G G
Définition 1.3.5 Soit Z une variable aléatoire réelle sur (2, F, P); on a :
EX|Z]|=E[X |o(2)].

1.3.3 Propriéts de ’espérance conditionnelle

Propriétés 1.3.1 (Q, F, P) un espace probabilité, G sous tribu de F et X, Y deux

variables aléatoires dans L' (Q, P),on a les propriétés

— Linéarité si X,Y € L1 (Q, P);Va;b e R :
ElaX +bY | G] = aB[X | G] + bE[Y | GI.

— Croissance : X <Y = E[X | G] <E[Y | G].
- EE[X |G| =E[X].

— Si X est G—mesurable alors :
EX |G| = X.
— Si Y est une variable aléatoire G-mesurable alors :

E[XY | G] = YE[X | G].
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— Si X indépendant de G alors :

E[X | G] = B[X].

— Soient G, H deux sous tribus de F, si H,G on a :

BEX | G] | H] = BE[X | H] | G] = BIX | H].

— Si X variable aléatoire telle que X € £P (2, F, P),p > 1 alors :

IBIX [ Gl ep < X[ o -

— L’espérance conditionnelle est dans £2 (Q, F, P).

1.3.4 Martingale

Définition 1.3.6 Un processus aléatoire M = (M).co.1) est une F-martingale si

i) M est F-adapte,
ii) M; € £LY(Q), i.e. E[|M;]] < oo, pour tout ¢ € [0,T],

iii) E[M; | Fs| = M, pour tout s,t € [0,T] tels que : s < ¢

Un processus M est une F-sur-martingale (resp. une F-sous-martingale) s’il
vérifie les propriétés (i) et (ii) et BE[M; | Fs] < M (resp. E[M; | Fs] > M;) pour tout

s, t € [0,7] tels que s < t.[3]

Remarque 1.3.1 Soit M une F-martingale de carré intégrable (i.e. B[|M|?] < oo

pour tout t € [0,T], alors :

E[|M;, — M,|* | ] = B[M} — M? | ],
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pour tout s, t € [0,T] tels que s < t.

Définition 1.3.7 Une famille des variables aléatoires (Xy;t € [0,00]) est une mar-
tingale par rapport a la flltration (F) si :

X, est Fy -mesurable et intégrable pour tout t.

E([X, | 7] = X,,Vs < t.

1.4 Intégrale stochastique

o0

On veut généraliser 'intégrale de Wiener et de défnir I'intégrale / 0sdWs pour des

0
processus stochastiques 6.

Cas de processus étagés

On dit qu’un processus 6 est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels ¢;,
telles que 0 < ¢y < ;... < t,, et une suite de variables aléatoires 0; telles que 6; soit

F;,-mesurable, appartienne a L?(Q) et que 6, = 6; pour tout t €]t;, t;44], soit :

n—1
O, (w) =) 0; (W) Iy, 4, (s).
3=0
On défnit alors :
oo n—1
/QSth = Zeﬂ (Wtj+1 Wt])
0 J=0
On a
E /GSdWS =0 et var /HdeS =E /Hgds
0 0 0
On obtient :
t n—1
/QSdWS = Z@j (Wtj+1/\t - Wt,-/\t) .
0 7=0

10
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Remarque 1.4.1 SiT;, 0 < Ty < Ty < ... < T, est une suite croissante de temps
d’arrét, si )y = 0;Ilr; 1,.,) (s) ot 0 est une suite de variables aléatoires telles que

0; soit Fr,mesurable, appartienne L% (Q), on défnit alors :

¢ n—1
/ 0.0W, = S0, (Wayooni — W)
0 7=0

Cas général
On défnit les processus continus a gauche limités a droite (cagldad) de carré intégrable
appartenant a L?(2 x R") comme I’ensemble A des processus 6 adaptés caglad , (F;)-

adaptés tels que
t

16> B /efdt < .

0
On dit que 6, converge vers # dans L2(Q x R*) si || — 6™]|> — 0 quand n — oo.

L’application # — ||#|| défnie une norme qui fait de A un espace complet.

[e.o]

Alors on peut défnir / 0,dW, pour tous les processus 6 de A : on approche 6 par des
0
processus étagés. Soit

0 = lim40,,

n—oo

ou

k(n)
Qn = ZQ”H}%%H]?
Jj=1

avec 0" € Fi, la limite étant au sens de L*(Q x R).

oo

L’intégrale / 0,dW, est alors la limite dans () des sommes

0

k(n) R
Zen (Wtj+1 - Wtj) )
j=1

11
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dont ’espérance est 0 et la variance

Ze tig —t; ]

On a alors :
o0 o0 2 o0
E /edeS =0etE /edeS =E /egds
0 0 0
On note : - -
/ 0, dW, & [ 6,10, (s) dW,
0 0

Si 0 est étagé :

[0.AWe =370 (Wpine = W)
0 7

Plus généralement, si 7 est un temps d’arrét, le processus Iljp ;) () est adapté et on

TAL t
/Qdes = /HSH[O,T} (S) dWs.
0 0

défnit :

12
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1.4.1 Propriétés de l’intégrale stochastique

1. L’intégrale stochastique posséde les propriétés suivantes :

T T

/T 0 X1+ bX) ( )dW(s)_a/Xl(s)dW(s)+b/X2(s)dW(s).

0 0 0
2 B /X(s)dW(s)]O.
0
T 2 T
3. E / X(s)dW(s)| | =E / X (s)*ds | , (iscométrie d’Ito).
0 0

W

e e )

u

T
: E /X (s)dW (s) | Fu| = /X (s) dW (s), (propriété martingale).
0 0

ot

1.5 Intégrale de Winer

Définition 1.5.1 On note L*(R.) l’ensemble des (classes d’équivalence des) fonc-
tions boréliennes f de R, dansR de carré intégrable, c’est-a-dire telles que : / |f(s)]2ds <

0o. C’est un espace de Hilbert pour la norme

[NIES

—+00

17l = | [ (rn?as

0

1.5.1 Formule d’It6

Théoréme 1.5.1 Toute fonction f € C%*(R) a dérivée seconde bornée vérifie p.s. :

F(B) = £(Bo) + / f1(BL)dB, + 1 / f(Byds vt<T
0 0

13
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Définition 1.5.2 La notation infinitésimale de cette relation est :

df(B,) = f1(B,)dB, + % £7(By)ds.

1.5.2 Processus d’It6

Définition 1.5.3 Un processus X est un processus d’Ité s’il écrit sous la forme :

t t

Xi=x+ /bsds + /O‘SCZBS.

0 0

t

ot b est un processus adapté tel que /]bs] ds existe (au sens Lebesgue) p.s., pour

0
tout t, et o est un processus appartenant & A. On utilise la notation plus concise

swvante :
dXt = btdt + UtdBt

X(]:I.

Le coeffcient b est le drift ou la dérive et o est le coeffcient de difiusion. L’écriture :
dXt = btdt + O'tdBt,

est unique (sous réserve que les processus b et o vériflent les conditions d’intégrabi-

lité). Ceci signifie que si
dXt = btdt + O'tdBt = Btdt + 5’tdBt.

alors b = b et 0 = &. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et

réciproquement.
t
On peut définir un processus d’Itd pour des coeffcients de difiusion tels que / o2ds <

0

14
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oo. P.p.s., mais on perd la propriété de martingale de I'intégrale stochastique. La
t
partie x + / bsds est la partie & variation finie. Si un processus A a variation flnie
0
est une martingale, s’il est une constante. En efiet, si :

t
Ay =0 ,A§:2/ASdAS,

0

et par suite E [A?] = 0.

1.5.3 Variation quadratique

Soit M; et M,y deux martingales et n € N : ¢, < ... < ¢, = t, une partition de [0, ]

telle que max |t; —t;_1| — 0, alors on pose :
1<i<n

(My, M), = 7}1_{1;02 (M (t;) — My (ti-1)) (Ma (t:) — My (i) -

(M7, My) s’appelle la covariation quadratique de M; et Ms.

On défnit ainsi la variation quadratique d’une martingale M; par :

<M>t = nh_{loloz (Mti - Mti—l) )
=1

et dans la cas de mouvement Brownien standard (W), = ¢[3].

1.6 Equation différentielle stochastique (EDS)

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th
Xo = T,

15
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ou sous forme intégrale :

t t

X, = /b(s,XS)ds + /O'(S,Xs)dWS.

0 0

- Soient n,d € N,z € R" (condition initiale), et (W});>o est un M B d-dimensionnel.

- Les fonctions
b:[0,T] x R" = R" et o : [0,T] x R" — R,

sont mesurables et bornées. L’inconnue est le processus X. Le probléme est, comme
pour une équation diférentielle ordinaire, de montrer que sous certaines conditions

sur les coeffcients b et o, 'EDS (1.2) admit une unique solution.

1.7 Existence et unicité

Théoréme 1.7.1 Soit T' > 0 et b(t,x), o(t,z) sont des fonctions mesurables satis-

faisantes :

1. (condition de Lipschitz locale) 3k € R4
b(t,2) = bt y)[ +lo(t,z) —o(t,y)| <klz—y| ,t€[0,T] ;z,y R,
2. (condition de croissance linéaire) IM € R+
b(t, )| + |o(t, )| <k(1+|z]) ;t€[0,T] ;x€R™
3. Xo varaible aléatoire indépandante de W = (W;)i>o et de carré intégrable (ie :

16
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E[|X2|] < +o0) : Alors I’équation (1.1) admet une unique solution forte X =

Xi(w))e>o adaptée par rapport a la filtration F° = F; A o(Xy) et vérife :
> 0

T
E /thyZdt < +o00.
0

17



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions
pour les EDSPRs de type champ

moyen

Dans ce chapitre, on s’interesse d’un nouveau type des équations différentielles sto-
chastiques progréssives rétrogrades non linéaires, ce type s’appel "champ moyen"
c’est-a-dire le systeme est dépend du processus d’état, ainsi que de sa distribution,
alors , on va présenter le résultat d’existence et d’unicité des solutions pour des sys-
temes d’équations différentielles stochastiques progréssives rétrogrades non linéaires,

( EDSPRs par la suite) de type champ moyen.

2.1 Notation et définitions

— (Q2, F, P) un espace de probabilité complet.
— (W;) est un mouvement Brownien.

— F; est une filtration.

18
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moyen

On cherche a résoudre le systéme suivant :

dX; =b(t, X, B[ X)) dt + o (t, Xy, E[Xy]) dW;

_d}/;f = f (thtaE [Xt] aY;faE [Y;f] 7Zt7E [Zt]) dt - thWt-

XO:'CB ) YT:g(XTaE[XTDa

telle que les fonctions suivantes soient mesurables et bornées :

b:Qx[0,7] x R* x R" — R",
b:Qx[0,T] x R* x R* — R4,
g: QA xR"xR" - R™,

Ce systéme peut étre interpréter sous forme intégrale comme suit :

b(s, X,, B[X,])ds +

s

Il

&

_I_
c>\"W
o\“

| frQx [0, T] xR x R" x R™ x R™ x R™*4 x R™*¢ — R™,

o (s, X, E[X,)dW, , t>0,

Y = g (Xp, B [X1])) + / f (s, X, E[X.),Y,.E[Y)], Z,.E[2.]) ds

(2.1)

Le systeme [2.1]et appelé équation différentielle stochastique progressive et rétrograde

(EDSPR) de type champ moyen. Telle que, le coeffcient b s’appelle le drift, o s’appelle

le diffusion de 'EDS et f s’appelle le générateur de 'EDSR.

—On travaillera avec deux espaces de processus :

~On notera tout d’abord S?(IR") Iéspace vectoriel formé du processus Xy, progressi-
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vement mesurable, & valeurs dans R", telle que :
||Xt||§2 =E { sup |Xt|2} < 0.
0<s<T

Et S?(R™) le sous-éspace formé par les processus continus

— Et ensuite M2(R™*9) celui formé par le processus Z; progressivement mesurables,

a valeurs dans R™*4, telle que :
T
203 =B | [ 120 it <o
0

~Les espaces S? |, S? et M? sont des éspaces de Banach pour les normes défnies

précedemment.

~Nous désignerons B? I’espace de Banach
S2(R™) x S2(R™) x M?*(R™*4).

Lemme 2.1.1 (Lemme de Granwall)

Soit g : [0,T] — R une fonction continue vérifiant :

t

vVt e [0,7] ,0<g(t) ga(t)—l—ﬂ/g(s)ds.

Pour une constante 5 > 0 et pour une fonction « : [0;T] — R intégrable par rapport

a la mesure de Lebesque, on a alors :
vt e 0,7] ,g(T) < ae™,
et siaa=0, onag=0.
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Définition 2.1.1 On appelle solution du systéme des équations différentielles sto-
chastiques progréssives rétrogrades (EDSPR) de type champ moyen tout triple
(X, Y, Z) de processus progressivement mesurables ¢ valeurs R" x R™ x R™*4 et de

carré intégrabl tels quef]]] :

( t t

Xi=x+ /b(s,XS,E[XS])ds + /O'(S,XS,E[XSDdWS,

0 0
T

Y; = g(Xr, E[X1]) + / f(s, Xo, E[X,], Y, E[Y.], Z,, B Z,])ds — / Z,dW,.

t

\
2.2 Théoréme d’existance et d’unicité

Théoréme 2.2.1 (Existence et unicité)

Soient b, o, [ et g des fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une constante

K > 0 telle que, pour toul t € [O,T], tout <$17$/173727$,27y17y/17y2795721721722,Zé)

c R4n+4m+4m><d .

1. Condition de Lipschitz :

|b(t,l’1,{2§‘/1) - b(t,l’g,ﬂfé” + ”U (twrlvx/l) -0 (t,l‘g,l’é)”

< k(o — mof + |2} — 23])

etlg (1 —21) — g (w2 — 25)| <k (Jor — @] = [2h — x3]).

2. Croissance linéaire :

bz, )| + o (2, 2)]| < k(1 + || +]2]).

et
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T

E /|f(s,(),o,o,o,(),o)y2 ds < +oo.
0

Alors, il eziste une solution unique (X,Y,Z) de 'EDSPR de type champ moyen
21

Preuve.

1. L’existence : Nous construisons la solution par la méthode d’itération de
Picard. En défnissant la suite (X™,Y"; Z"),en telle que Xo = z,Yy = Zy =0,
et (X1 Yyt Zntl) est la solution du systéme d’EDSPR de type champ

moyen suivante :

¢ t t
Xpt=a+ /b (s, X2 BXT)) ds + /o (s, X3, BX]]) AW,

0 0
T

Vet = g (L BIXE) + [ 1 (5, X0 BIX), YABR) 20 (27])ds

t
T

- / ZmHLqw,.

\ t

(2.3)
Et telles que les intégrales stochastiques sont bien défnies car il est clair par
récurrence que pour chaque n, X" continu et adapté, donc le processus o (s,
X E [X7]) Pest aussi.
—Premiérement, on montre 'existance de solution de I'EDS dans pour t €
[0, T, vérifant d’abord par récurrence sur n qu’il existe une constante C,, telle que
pour tout ¢ € [0, 7.

E [|X}*] < Ca.

Supposons que E [|Xt"|2} < C,, et on montrer que

B || X7 ] < G (2.4)
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Chapitre 2. Existence et unicité des solutions pour les EDSPRs de type champ
moyen

On a:

t t ’
‘th—’_lf: .l’—i—/b(SanaE[Xg])dS'f_/O(SvX:’E[Xg])dWS ’

0 0

comme on a (a + b+ ¢)? < 3(a? + b? + ¢?), par passage a l'espérance, on obtient :

2

B[1x] <3 lef + B / b (s, X7, BXZ])| ds (25)

2

/HU 5, X B [X")] dW,

Appliquant I'isométrie, le théoréme de Fubini et la croissance linéaire, on trouve :

¢ 2

E. /U(S,XQ,E[XQ])dWS _E /Ha 5, X7 B [X™)|? ds (2.6)

gE/ (1+ | X2 + B [|X2%]) ds
0

< B+ B[XP) +BE X)) ds

t
< /k2 (1+2E [|X2]) ds.
0
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Et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

t 2 t t
E /b(s,Xf,]E[Xg])ds <E /ds « /|b<s,Xg,E[Xg])|2 ds
0 0 0
(2.7)
t
<TE /k2 L+ X2 +E [|X]) ds

0
t

< /k2 (1+2E [|X]) ds.

remplacant [2.6) et 2.7 dans [2.5] on trouve

t
B ||xp ] <3| e + 7B /k2 (L+ | XIF+ B [IX7]) ds

0
t

+ / K (14 2B. [|X7%]) ds

0
t

§C+O/E (X7 ] ds ,Vte[0,T] ,C >0.

0

Ce qui prouve [2.4]

On va majorer par récurrence la quantité

E| sup |X—Xp[7]

0<t<T

En utilisant I'inégalité de Doob, on obtient :
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E{SUP |X§‘“—X§\2]
0<s<t

. 2
<28 || [ (05,30 BIXI) o (5. X7 B [x71)) v,

0
t 27

+ 98 / (b(s, X7 B X)) — b (s, X7 B [X01])) ds

0
t

<28 | [ oo, X2 B2 — o (5,000 B L0 s

0
t
218 | [ [bs, X0, BIXI) - b s, X0, B [X17]) s
0

Comme les fonctions b et o sont Lipshitziennes, on obtient pour ¢ € [0; T

E [sup ‘X;“Ll — XS”}Q}

0<s<t

t
<4(1+T)K*E /\Xg—xgl 2 ds
0

Alors :

E [sup | X+ — Xgﬂ (2.8)
0<s<t
t

< C/E [sup |Xﬁ—Xﬁ‘1\2] .

0<r<s

on C=4(1+T)K>2

Nous répétons la méme méthode, en appliquant I'inégalité de Doob, a | X7 — X!
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pour obtenir

X7 =X
2
<2

/S (o (r X LE[XY) —o (r, X2 B[X]7?])) dW,
; 2
+2

/Os (b (r, X2 B (X)) = b (r, X772 B [X772])) dr

<2 [ o (X B I ]) — o X2 )

2

+ 2T dr.

[ oex B <b B [ )

Comme les fonctions b et o sont Lipshitziennes, donc :

s

E { sup | X7 — Xﬁ—l\z] < C’/E [}X}?‘l - Xﬁ‘Qﬂ dr (2.9)
0<r<s ’

s

< C/E [ sup ‘X,’;"l — X,?2|2} dr.
0<k<r
0

De méme fagon que 2.8 et 2.9 on peur trouver :

T

E| sup |X7!— X,’j‘2|2} <C / E lsup | X2~ X;L—3\2] dk. (2.10)
0<k<r J 0<I<k
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En remplagant [2.9] et a[2.7, on obtient :

t

E | sup }Xgﬂ—xgﬂ < C/]E [sup \X,?—X,?ﬂ ds

0<s<t 0<r<s
t s
< 02/ /E [ sup }X,?_l — X,?_Qﬂ dr | ds.
0<k<r
0 \o
t s r _
gc?’/ / /E[sup | Xp—2 — X3 dk | dr | ds.
0<I<k ]
o \o \o
_ _t s T
< C°E | sup | X772 — X3 / / /dk dr | ds
e T 0 0 0

< C°E | sup !Xl”’2 — Xl"’?"2 / /r dr | ds

Lo<i<k

7 2
< C°E | sup |X]? —Xl”_S‘Q /S—ds

l0<i<k 2
0
373
< E { sup | X772 - X;”’\Q] .
3! 0<I<k

On répeéte cette méthode plusieurs fois, on trouve :

cnrrm
n!

E [ sup }XS”H - Xgﬂ < CnTnE [ sup ’Xsl —Xgﬂ <D

0<s<T n! 0<s<T

En appliquant I'inégalité de Tchebychev, on a :

nn 2 n
P[sup | X0 - X > ! ]SDCT /( ! ) :4D(4OT).

0<s<T on+1 n on+1 n

Il vient que :

- n+1 n 1 - " 1 ’ - (40)” 4TC
D P | sup [ XU XU > o <Y D/ (G ) =4D)Y S =4DeC < oo
n=0 n=0 n=0

0<s<T
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Ce qu’implique d’apres le Lemme de Borel-Cantelli :

1
P | sup |[X*T1— X" >—,‘v’n€N} =0.
L<s£T‘ s s | on+1

Ce que signifer que :

1
P[sup | X0 — X7 <—Vn€N] =1.

0<s<T ST gntl?

c’est-a-dire :

1 .
sup ‘X;‘H — X;" < ﬁ,Vn > ng, pour certaine ng € N.
0<s<T

Avec probabilité égale a 1. Passons & la somme on trouve :

myYn [ee)

sup | X" — X[ < Z sup {Xéﬁ—l_Xk{ < Z 2k1+1 < 277}/\71'

Oss<T IOStST k=mAn—1

k=mAn—

o)
n=1

Pour m A n > ng(w); oo m Vn = mazx {m, k}. Alors le processus(X,)>; est une
suite de Cauchy, donc convergente. Alors il existe un processus continu (Xt)te[&T]a
tel que :

sup | X} — Xi| — 0: quand n — oo, avec probabilité 1.
0<t<T

Donc, P — p.s , X,, converge vers un processus continu X;. On vérife tres facilement
que X; est une solution de 'EDS dans en passant a la limite dans I’équation
prégressive dans le systéme [2.3]

—Donc en passant & résoudre la deuxiéme équation de récurrence pour Y, .
Prouvons maintenant que la suite (Y™, Z™) est une suite de Cauchy dans l'espace de

Banach B2.

|2 , en passant a l'intégrale entre t et

En appliquant la formule d’Ito a e ‘Y;"H -Yr
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T, on obtient

T g (X3, BIXF]) — g (X~ B (X )P = et [y — v
T T
— a/eas ‘Y;n+1 _ szn’2 ds — 92 </€as (}/sn-l—l _ Y'Sn)27
t t
[ X0 B(XY), YL B (Y, 2, B (Z)))
—f (s XPLEB (XY Y LB, 20 L E(ZY)) ds
T T
+ 2/ <ea$ (Vi —ym)? zmtt Z§> AW, + /eas |zt = z7||* ds.

t t

Par passage a l’espérance et utilisant le fait que f est Lipshitzienne, on a :

T

T
B e [y = v ] + B [ [ - Yd] +E { [e iz - zs»ﬁds]

t t

< kE [eaT |X¥ . X;_1‘2:|
T
+ 2kE [/eas v -y (X7 = XY + B (X7 - B X7

t

Y=Y B B Y [|20 - 2 (B2 - B 2]
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Ce qui implique (d’apres 'inégalité de Yong (2ab < eizaQ +%b%)) que :
T
E [eat ‘Y;n-I—l - Y;nf} +E [/eas ||Z;1+1 . Z;z2d8j|

t T
/eas |Y;n+1 o Y'Sn|2dS]

t

T T
+ 2B /eas X7 - lezds] - gm [/eas v - Y;“st]

t t

< KB [T [ X - X371 | + (B — ) B

T T
o /eas |zr - Z;”Hst] o8 {/e“SE Xz - Xgl|2ds]]
€

t t

T T
o /eO‘SE [y =] ds] g [/eO‘SE 12z = zz=|] ds} ,
g 9

t t

alors d’apres le théoreme de Fubini :

t

T
E [eat }Y;n-i-l o Y;n‘Q} +E |:/eas ||Z;1+1 . Z;L?dS]
T
/eocs ‘st—&—l o Y;n|2d8
t

7 T
= [/ - X?1|2d8} = [/ v - Y:lms]
¢ €

t t

T
+ i—fE [/easm 12z = zz ] ds] .

t

< KB [T | X} - X3 "] + (e~ 0) B
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On choisit a et ¢ tel que i—g = éet 144K? — o = 0, alors :

T
E [eat |Y;n+l _ Y;n|2] +E /eas Hzg-i-l . Z;L||2d8
t
< KB | X3 - X3|]
1 T
+ B /eas (X0 = X P e = ve P |20 = 2 ) ds |

t

Donc pour ¢t = 0, trouve :

T
E { sup e [Y;" T — Ytnﬂ +E /eas |z - Z:H2ds (2.11)

0<t<T
0

S kE |:€aT |)(§11 o X;_1‘2:| + i (E |: sup 6oct <‘XLZ’L _th—1|2>:|
12 0<t<T
T
+E { sup e |1} - Yt"ﬂ e / |1Zz =z ds

0<t<T
0

Nous répétons la méme méthode, en appliquant la formule d’Itd & e ‘Y;” -y Y,

pour obtenir :

T

E [ sup e }Yt” - Y;"_lﬂ +E /eas HZ;‘ — Z;‘_leds (2.12)
0<t<T )

< KB e | X3 - xp2 )] + %(E { sup e (| X" — X7

0<t<T
T
#8 | sup eyt - | ez - 2 as
0<t<T

0

31



Chapitre 2. Existence et unicité des solutions pour les EDSPRs de type champ
moyen

En remplacant dans on a :

T
E [ sup e [y — Y[ﬂ +E {/eas [ Zg||2ds]
0<t<T 9

< KB [ | X — X3 P] 4 KB [eo | X3 — X327

/
+ iR { sup e (|th - th_w?)] + i(]E [ sup 6at(|X1?_1 - th_2‘2)]
12 |o<t<T 127 lo<i<r

T
C, o n— n— as n— n—
—U» }[/ 7 - 2 ])

0

On répeéte cette méthode plusieurs fois, on trouve :

0<t<T

T
E [ sup e [YH - Y\} +E [/e |z - Z§2ds}

0

< C(B [ [ X7 - X3 + B e [ X3 - X2 +

B[ = 3] 0 (8] s o (|37 - X7

0<t<T

+E [ sup e (‘Xt"*1 - th2|2)] e+ B [ sup e (‘th - X?f)])

0<t<T 0<t<T

+ Q(E l sup et |Y;n o }/;n1|2:|

127" Jo<t<r

+E | sup e |Yt"_1 - Yt”_Q}Q] +..E [ sup e |Yt1 - Ytoﬂ
Lo<t<T 0<t<T

T
+E /eat [ Z§12ds]

:OT T
IE /eat |lznt - Z§22ds] ot E [/e |12 - zgu2ds] )
| 0

0
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donc

T

E | sup eat‘Y;"H—Yt”ﬂ +E /eO‘SHZQH—Z;L”ZdS
0<t<T )
SﬁﬁOquandnﬁoo

Par conséquent, (X™, Y™ Z"),cn est une suite de Cauchy, donc convergente. Alors,

il existe un triple de processus stochastique (X;,Y;, Z;) € B?, tel que :

0<t<T <t<T

T

E [ sup | X! — Xﬂ —0,E [ sup |V — Yﬂ —0etE / |Zo+ — 72| dt| — o0,
° 0

quand n — oo, avec une probabilité égale a 1. C’est-a-dire :

limX" = X, limY" =Y, limZ" = Z.

n—oo n—oo n—oo

I est facile de vérifer que (X,Y, Z) est une solution de PEDSPR [2.1]il suffit de faire

une passage a la limite dans ’EDSPR de type champ moyen

2 L’unicite : Supposons que (X,Y, 7) et (X Y. Z ) deux solutions de pour tout

t € [0,T]. Comme (a + b)? < 2a® + 202, alors

E “Xt—f(t 1 < 9E _/t{b(s,Xs,E[Xs])—b(s,XS,E[XSD}ds 2

+2F /{J(S,XS,E[XS]) —0<S,XS,E [XSD}CZWS
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D’apres inégalité de Cauchy, Schwarz et par 'isométrie d’It6 on a :

t t

E Uxt _ X, 2} < 2TK2/E “X ~ X, 1 ds+2K2/E UX - X, 2} ds
0 0
(2.13)
t
— (2TK* + 2K?) /E “X - X, 2} ds
0
t
:C/E “Xs—f(s 21 ds ouC = (2TK? +2K?),
0
soit
t
o(t) =& UXt—Xt 2} Lo (1) < C’/gb(s)ds , Ve o,1].
0
Utilisant le lemme de Granwall, avec Cy = 0 implique ¢ = 0, on trouve :
L2
E UX ~ X, ] ~0. (2.14)

2

En appliquant la formule d’It6 & |Y; — Y, , on trouve :

(- 37) sl

Par passage a l'intégrale de t a T et I'espérance , on a :

T
~ 12
it o]
t

=E||g(Xr,E[Xr]) — g (XT’E {XTD

Y, - Y, Y, - Yi|d(|Y, -V,

>+d<Y—Y,Y—Y>t.

2

Zy — ZS ds

1

T

T
+28 | [ (V.- Yf (5 X, BIX) Y, BV 2. B[Z.)
Lt

(s[5 5[] 2.52]))
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Donc :
T
sy~ 2| f]-
< K°F (XT—XT }
+2KE g ( + ’E X, - E [X}
Lt

+ ‘E[Zs} —E [As}

)

+[B1v)] - B [¥]

Par I'inégalité de Yong on a :

E[ 2}+E j)

Y, -,

T
~ |2 2
§K2EUXT—XT”+2K282E/ ds
t
6 | 6 |1 2
+—2E ds —|— E ds
g
t
6
+§E
on posant 5% = %,alors:
T
~ 12 1
i
t
2 1 2
< K°E UXT—XT”+<24K2+§)E vl ds

T

1
38| []x-

t

ds
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Par I'inégalité ona:

alors X, = XS et Xr = XT, donc :

2 ]_ o
E _E ’
{ ]*2 /
t
T

< CE /Yt—fft

t

2

Y, - Y, Zo— Z || ds

2
ds| avecC:24K2+%.

On peut extraire deux inégalités :

T
~ |2 ~ 12
E{sup Y, Y, ]SC]E /YS—YS ds| , (2.15)
0<t<T
t
T T
1 A 112 .12
ja/W@—@ @5gm(/n—n ds| . (2.16)
t

t

D’apres 'inégalité de Granwall & (onab=0), donc :

-0

Le lemme de Granwall appliqué a a nous donne :
T

Elﬂ
t

donc V; =Y, Z, = Z,. Ce qui prouve 'unicité[2].

Y, -V,

E[sup

0<t<T

.12
Zs— Zs|| ds| =0.
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Chapitre 3

Conditions nécessaires
d’optimalité pour un probléme de
controle relaxé pour ’EDSPR de

type champ moyen

Dans ce chapitre, nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité sous forme
du principe de maximum stochastique pour un probléme de controle relaxé ou le
systéme est dirigé par des équations différentielles stochastique progressives et rétro-

grades non linéaires.

Soit P(U) désigne 'espace des mesures de probabilité sur B(U) équipé de la to-
pologie de convergence faible, ott U est un sous-ensemble compact Borel non vide
de R”*. Dans un probléme de controle relaxé, Le controle strict v, valorisé en U est
remplacé par un processus ¢; valorisé en P(U). De plus, si ¢; (du) = 0,, (du) est une
mesure de Dirac chargé en v; pour chaque ¢, alors nous obtenons que le probléme
de controle strict est un cas particulier de celui de relaxé. On note par R 1’ensemble

des controéles relaxés.
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Chapitre 3.Conditions nécessaires d’optimalité pour un probléme de controle relaxé
pour 'EDSPR de type champ moyen

Nous considérons un probléme de controle relaxé gouverné par IEDSPR de type

champ moyen suivante :

;

dyt — / bty Byt u) e (du) dt + o (¢, gt B [yl]) VY,

/ £ty B yl], Y E Y, 28 E (2], u) e (du) dt o

+ZIW,.

vo=x Yy =h(yp,Blyr]) ,t€[0,T],

le fonctionnel de cotit a minimiser sur ’ensemble des controles relaxé, est donné par :

T(u) = E o (42 B g2]) + 6 (Y, E [V2) (3.2)
+ / / 1ty B ], Y E[VP], 28120 u) e (du) de

Nous disons qu’un controle relaxé ¢ est un controle optimal si

J(q) = inf J (p). (3.3)

HER

Selon le fait que ’ensemble de controles relaxés est convexe, donc pour établir les
conditions nécessaire d’optimalité nous utilisons la méthode de perturbation convexe
(faible). Laissez ¢ d’étre un controle relaxé optimal avec les trajectoires associées
(yf, Y%, Z1) vérifiant PEDSPR de type champ moyen [3.1] Ensuite, nous pouvons

définir un controle relaxé perturbé par ¢ = ¢ + € (e — @)

ou ¢ > 0 est suffisamment petit et p, est un élément arbitraire de R. Notons par

(ys,YE, Z8) la solution du systéme [3.1] correspondante au controle perturbé ¢°.

Considérons les hypothéses suivantes :

e (H1) (condition de Lipschitz) 3C > 0 tels que Yy yi, y2, ¥4, Y1, Y7, Yo, Y5, Z1, Z1, Zo, Z}, u
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2 2
b(t 1,9 w) = b (o, vp W) < O (Iyn = el + Ivh = al”)

o (ty1,91) = 0 (b2, ) < C (I — ol + I = 4f°)

f (6, ¥4, Y0, Y, 20, 24 u) = (6 o, 45, Ya, V5, Za, Zh,w)|?
< C (I = ol + vt — sl + Vi = Vol + y{ = 3
1121 - I + 121 - Z5)°).

[0ty 90, Y0, Y] 20, Z,0) = Lt 2, 4, Yo, Y, 2, Zy )
< C (Iys =l + v = + i = Yol + ¥ = ¥3P

+120 -zl + 112, - Z4)°)

¢(H2) (Conditions de régularité)

(i) Les fonctions b, h, o, sont bornées et continuement différentiables par rapport
a (z,2'), et les fonctions f et [ sont bornées et continuement différentiables

par rapport a (y, v, Y, Y’ Z Z") et & (y,y') respectivement.
(ii) Les dérivées de b, h, o, f par rapport leurs arguments sont continues et bornées.
(iii) Les dérivées de [ sont bornées par C (1 + |y, V'], [Y],|Y'],|Z],|Z"]).

(iv) Les dérivées de a et 8 sont bornées par C(1 + |y| + |¢/|) et C(1 + |Y|+|Y]),

pour un certain C' constant positif.

39



Chapitre 3.Conditions nécessaires d’optimalité pour un probléme de controle relaxé
pour 'EDSPR de type champ moyen

3.1 L’inégalité variationnelle.

En utilisant 'optimalité de ¢, I'inégalité variationnelle sera dérivée de I'inégalité :
0<J(¢") = J(q)-

Pour cela, nous avons besoin des résultats suivants.

Proposition 3.1.1 Sous les hypothéses (H1)—(H2), nous avons :

limE { sup |y; — yf|2] = 0. (3.4)
=0 Jo<i<T
limFE { sup Y7 — Y;ﬂ = 0. (3.5)
=0 Jo<i<T
limE /HZf—ZfHth = 0. (3.6)

Preuve. Nous calculons E []yf —yf |2] et en utilisant la définition de ¢; pour obtenir

E [ny —yfﬂ

t 2

< CE / / b s,y B[] 1) gs (du) — / b(s,y% B[], w) g, (du)| ds
0OU U

2

oE / /b<s v Bly],u) g, (du) — /b<s,y§,E[sz,u>qs<du> s

0 U
¢ 2

+CE /0 s, Y5, Blyg]) — o (s, 95, Blyd])| ds
0
Puisque b et o sont uniformement Lipschitziennes et b est bornée, on a :

E[ny—yéﬂ < CE /\yi—yﬂ?ds +Ce.
0
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En appliquant le lemme de Granwall et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, nous
obtenons . D’autre part, en appliquant la formule d'Tt6 & (Y2 — Y,?)2, en prenant

I’esperance et en appliquant 'inégalité de Young, pour obtenir :

B()ve -] +B | [ 1z - z2l s

<B |[h (47 Byi]) - h (5 Ely#) |

T
1
o8 | [hi-upas| +om | [|[600800 v B02. 25812 0 (o
t

t U
2

/ (5.0 Blyf), Y2 EYY), 20, B 120 u) g, (du)| ds
En utilisant la définition de ¢, nous obtenons :
B (v - o] +B | [ 12 - 20l ds

<B|h(vF ~ Blsi)) ~ h (v ~ BIA] + 5B | [ v - Yol as

T
+0=B | [ | [ (5,02 B V2BV 2B 123 ) e (d)

t U
2

/f st By), Yo BY7), 25, B (29, u) ¢, (du)| ds
T

+ CHE //f s of Blyl], YEBIYT], 25, E (23], u) ¢, (du)
t

2

/f syt By, YO E[YY), 29 B [Z9) u) qu (du)| ds
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Comme f et h sont uniformément Lipschitziennes, nous avons

T T
1
E[|Y5—Ytq|2]+1@ /]|Z§—Z§H2ds < (5+2ce+20)1@ /]}f—lf;ﬂzds
t t

(3.7)
T
+ 200E /Hzg — 7% ds| + ¢;.
t
ou
T
¢; =2CE [|y§ - qu|2] +(2C0+20)E / e —y> ds | + Ce6.
t
De nous pouvons montrer que
lirr(l] ¢; =0. (3.8)
Choisir 0§ = % > 0, donc 2C0 = % < 1, donc l'inégalité devient :
T T
1
B (v - vep] 58 | 12—zt as| < | [1ve-viras| + o
t t
Nous dérivons de cette inégalité, deux inégalités
T
B[ - Y] < 0B | [ v - vaPds| + o (3.9)
t
T T
E /HZE—Z;’Hst < CE /|Y;5—Y5q]2ds + ¢;. (3.10)
t t

Appliquant le lemme de Granwall et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy en

et en utilisant [3.4] et [3.8 on obtient [3.5] Enfin I'ingalité [3.6] est obtenue de [3.5] [3.8 et
B.I0 =
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Proposition 3.1.2 Soit (Qt,fﬁ,Z), la solution des équations variationnelles sui-

vantes :

i = /%t%EM])%Wuwﬁﬂ/%f%Eyt)%MWE@] dt
U U
+(Uy (t,yt,E[ ])yt+E[0y/ (t>yt7E[yt]) [ H)th

T /b(t,yt,E[yt ) g (du) — /btyt,ﬂayt W) g (du) | dt
U

U
a; = / £, (t, 78 0) g, (du) §, + B / fy (78, ) g (du) B )

; / fy (t7fw) g (du) Y + B | / oo (8 0) g () B V7]

+ / fz (t.70 ) g (du) Z, + B / For (8, 7% w) g (du) B [Zt]

/ f(t, 78 u) g (du) — / Ftmdu) g (du) | | dt + Zdw,

Jo=0 Yy =hy(yhByf]) ir + B hy (45 E ) B[r]],

ou (t,mf,u) == (t,,yf,Blyf], Y, EYY, Z],E[Z]],u). Nous avons les estimations
suivantes :
. 1 |
im B | sup |=(y; —ui) — @] | =0, (3.11)
e—0 0<t<T g
1 2
im E | sup |- (YF—Y) -Y| | =o, (3.12)
T ' )
lim / H— (Zi—2Z0 - Z|| | =o0. (3.13)
e— £

Preuve. Pour simplification, notons par
Yi=ti-u) -0 Yi=t(F Y)Y, Z=1(Z-Z) - Z. (1)
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Prouvons D’apres [3.1], et les notations [3.14, nous avons

t

1
0= [ | [o(ssi Bl () — (bl Bl u) gk (o) | ds
0 U
t

1
+E/ /b(s,yE,E[yé’],u)qi(dU)—
0 U

t

* %/ o (s, 5, Blyg]) — o (s, 9, B [yl])] AW

b(s,y?, Elyl],u)qs (du)| ds

C!\C:

//@swa%,>%MM%m
/’L/ (5,40, B [y1] , ) g, (du) B [3,] | ds

[ 0y B 8.+ B G BB )

_/ /b(s’yS’E[yﬂ’“)qs(du)—/b(s,y&E[y?],u)us(dU) ds.

0 U U

En utilisant la définition de ¢} et en prenant l’esperance, nous obtenons

E [|T3] < CE ///yb 5 A%, u) T 2 g, (du) dds
+ CE ///|E (s, A2, u) B [Y5])? g (du) dAds

+ CE //|ay s, A%) Y¢|? d\ds

0

+CE / / IE [0 (s, A%) B [X5]][2 dAds | + CB[rS],
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ou (s,Af,u) == (5,58 + A (Y5 +95) Byl + Ae (TS +9s)] u), et

t 1
Iy = by (s, A5, u) (Y5 — yl) ps (du) dAds
00U
t 1
+ E by (s, A5, u) B [y; — yil] ps (du) dAds
00U
t 1
=[] o525 0 = 9 oy ans
00U
t 1
= [ [ [l (5. A0 B~ ) 0. () drds
00U
t 1
+/// b, (s, A%, 1) s + B /by,(s,Ai,u)E[g}s} ¢s (du) d\ds
00U U
t 1
T / / (0, (5, A%) G + B [0y (5, A%) B [3]]) dAGIV,
0 0

t

puisque by, by, 0y, 0y sont continus et bornées, nous avons

t
E[|T5)?] < CE /|T§|2ds +CE[r?], (3.15)
0
et
lim B [I7] = 0. (3.16)

En utilisant le lemme de Granwall et 'inégalité de Burkholder-Davis-
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Gundy en [3.15] on peut montrer [3.11,Provons et [3.13] notons par

(5, A5,1) i= (5,47 + Ae (X5 + 6) By + Ae (T5+ )], Yo + e (Y5 + ;)

B [Yo e (Yo 13)] L 20+ 2 (20 + 2,) B |20+ 0e (254 2,) | Lu).

D’apres [3.1] [3.10] et [3.14], on a

(Vs = — (FeY: + B[F2, B[YS]) + F5Z: + B [F5, E(Z2]) + 60) dt
+ZEAW,
Y5 =2 (h(y7. Ely7]) — h (7, B [y7])
— (hy (v7- Ey7]) 9r + B [hy (y7, B ly7]) E[gr]]) ,

ou

1
Fy://%@AWWMMM%mmw:%%KVZZC
0 U
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0; = F;905 + B [F /B (Y5]] + F %, + B [F B []]
- [fta s -8 (1 ¢rlwa @Bl + F
U U
E[Fé,qE Yt /fy t, i, u )qt(du /fY, t,md u )qt(du)E[Yt}

+ P2, + B [F;,qE Zt / 2 (t.70 ) ¢; (du) Z,

—E /fz’ (t, 7, u) g (du) B [Zt}

+ EM (g — ) B [EJ B ly; — vl + Fy" (Y7 =Y
+E([FBYY - YY) + FM (Z; — Z) + B[F'E(Z; — Z{))
— (F; " (y; —v) + B [F B [y; —vf]] + F3* (Y7 =Y

+E[FBYE — Y+ F, (2 — 2)) + BFPE(Z; - Z]])).-

En utilisant le fait que les dérivés f,, f,/, fv, fv', [z, f7 sont continues et bornées

et a partir de [3.4] ,[3-6 et nous montrons
limE / 65)%ds | = 0. (3.17)
Appliquant la formule d’Ito & |Y;f]* nous obtenons :

T
B +B | [ 127 as| =B Y5 +28 | [ (2 FYvi+ B [FVE[Y)
t
VFZ7E 4B [Ff’E [Zi]] + 9§> ds] .

Application de I'inégalité de Young et le fait que les dérivés FY | FY ", FZ FZ
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sont bornées, on a :
T
B{Y;f’] + B / EARE

B (V3] + E /\YE\ ds

T

T 5CHE / (Y2 + B [[Y2P] + |Z5IP + B [122]2) + 65]2) ds

T
+acm | [(viP+B (Vi) ds

t

Appliquant & nouveau l'inégalité de Young
T
BY;fY + / EARE
UY[ —|— E /\YE\ ds
T

4+ 500,E / Ve 4+ B[S 4 12 + B 2] + 62P) ds

+3CE / (Y5 + B [|¥3%]) ds

t
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donc

T
E (Y] +E / 1222 ds (3.18)
t
T

1
<E[Y5]] + (0—1 + 1000, + 6(]) E / 1YE)? ds

t

T T
+ (1006, E /||Z§H2ds 4+ 5CO,E /yeg|2ds ,
t t

nous choisissons

ainsi

1
10001 = 5 < 1.

Puis I'inégalité devient

T T
E [|Y{I’] + KiE / IZ3|* ds | < B [|YZ["] + KoB / Yi*ds|  (3.19)
t t
T

+ KB /|9§\2ds :

t
aveCK1:%>O,K2>O,K3>O.

Nous tirons de deux inégalités :
T
B{IY;[Y <B[VEP) + KB | [ ¥3fds (3.20)
t

T
+ K3E /|9§\2czs :
t
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et

1
/||Z5|| ds| < B[V +—]E /|Y€| ds (3.21)
% T
3 2
Bsg | [ 1012 a
+ 0B | [ 1o
t

D’autre part, nous avons :

—_

= (h (v, Ely7]) — h (v7, E 7))

B(vif") =B |

— (hy (5 B [yf]) G + B [hy (y5. B [y3]) B[]

1 2

< 4B / hy (A5) A — By (45 B [y])| |92
0

)

1 2

1B |E /hy«A;)dA—hyf(y%,E[quD B [’

0

1

+ 4R /(|h( DI AT+ E by (AD)P] B [|T57]) dA

0

Comme h,, h, are continues et bornées, utilisant [3.11}, on obtient

hm E [|Y7] } (3.22)

Maintenant, en appliquant le lemme de Gronwall dans [3.20] et en utilisant et

-22] pour obtenir [3.12] et d’apres [3.12] [3.17] et [3.22 nous obtenons [3.13] =

Proposition 3.1.3 (inégalité variationnelle). Sous (H1)—(H2), soit q un controle

relaxé optimal avec des trajectoires associées (X}, Y, Z}). Ensuite, pour tout élément
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W de R, nous avons :

Hy (t1du) Y — B [zy, (t, 77, u) B [YtH

iy (7% u) 2 — B [zZ, (t, 77, u) B [Zt} ]) ¢: (du) dt]

T
HE/ ﬁmwwwmemmﬂmwﬁmmum
0 U

jﬂW%EMMWEM%ﬂEMWW%MOdt
U

Preuve. D’aprés 'optimalité de ¢ nous avons :

| /\

B lyr]) —alyn, Bz + BB (Y5, EYF]) — 8 (Y5, E[Y])]

E

+

:
(ﬁt%,% YA B[YS], 25, E (2], u) & (du)
U

3
O\H <

ﬂt%EwﬁWM%%MmmMWwﬁ
U

T
+E/ﬁ/ﬂm§MﬂJﬁMWLﬁEVﬂwﬁww
0 U

Lyl Blyll Y BYS ZE BZ]  u) i (du) | dt

Q\

Divisons cette inégalité par € et en utilisant la définition de ¢f et la notation
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nous avons :

0<E / (ay (A) 7 + B oy (AS) E [jir]]) dA (3.23)

+

1
E { (B (e + e (Y5 +Y0) B [+ (Yo + 1) ] ) Yo
0
B By (Yo 4+ 2e (Yo + %) B Ve + e (Yo + 4) | ) B Yo |) di]

+E V/l/ (Ly (t, AF, w) G, B[l (¢, A7, u) E (7]

Hly (t Af,w) Yo B [l (1,85, 0) B |Vi]|

Ly (t, A%, ) ¥y, B [zZ, (t, A%, ) B [Yt] } ) g: (du) d)\dt]

+E

/ ( / Lty B ), Y B[V, 28, [Z7], u) e (du)

0 U

~ / Lty B ), Yo, B (YY), 20 B 27, u) g (du) | dt | + V5.
U
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ou Vj est donné par :

Vi=E / (0 (A5) Y5+ By (A3) B [T5]]) A

0
1

+E /(ﬁy/(Yqur)\5<Yg+}70),E[Y()qu)\a(Yngﬁ)DYg
0

B By (Vi + e (Y5 +Yo) B i+ xe (Yo + Y ) | ) BIYo]| ) @]
T 1

8| [ [ [ 06.800 67 - ) + Bl (55,0 Bl - o)
0 00U

Ty (6, 85,0) (¥ = V) + Blly (6, A5, 0) B[V - ¥,

Sy (8 A5, 0) (25 — Z9) + B [l (8, A5, 0) B 125 — Z7)) e (du) dAdH]
E / / / (L (& A5 w) (55 — o) + B [l (£, A%, u) B [y — o]
0 0 U

Ty (6,85, u) (Y7 = Y9 + B iy (8,85, 0) B[V — Y]

g (6, A7, u) (Z; — ZD) + Blly (t, A7, u) B [Z — Z]]) q; (du) dAdt]
T 1

+8 | [ [ [ @,6.800 77+ Bly (.57 0 B[T7)
00U

+y (8, A7, u) Y5 + E Iy (¢, A7, u) E[Y{]]

g (6, A7, u)Z; + Ellg (6, A7, u) BZF]]) g (du) dAdt] .

Puisque les dérivées o, ayr, By, By, Ly, Ly, by, Iy, 7,17 sont continues et bornées, en

utilisantt [3.4] [3.11], 3.12, [3.13] et I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous mon-

trons que

limE [|V[*] = 0.

Ensuite, si € tend vers 0 dans [3.23] nous obtenons I'inégalité variationnelle. m
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3.1.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Définition 3.1.1 le hamiltonien H défini de
[0,7] x R" x R" x R™ x R™ x R™*? x R™*? x [/ x R™ x R" x R™*! x R"*¢,
a R par

H(t,y,y, Y)Y, Z,Z' @ 0, %) ::q’/ b(t,y,y'su) p(du) +Xo (ty,y') (3.24)
U

L / Py YY" 2, 20 ) o (du)
U

+ / Lt y,y, Y, Y' . Z, 7' u) p(du).
U

Théoréme 3.1.1 (Conditions nécessaires optimalité pour un contréle relaxé) Sup-
posons que (H1)—(H2) sont vérifiées. Soit ¢ € R un controle relaxé optimal. Soit
(y1,Y4, Z%) la solution de I’EDSPR associée a q;. Alors, il existe une solution

unique (9,107, >°1) des équations adjointes suivantes :

AP = — (Hy (t, ¢/ ar, 7)) + B[Hy (¢, ¢ qu, 54)]) dt + S{dWs,
dVi = (Hy (t,¢f, qi, 24 ) + B [Hy (t, ¢ qi, »4))]) dt
+(Hz (G, 54) + B [Hz (8¢ qr, 54)]) AW,
(3.25)
UG = By (Y5, B YY) + B8y (Y5, E ]I,
7 = ay (Y7, E[Y7]) + E[oy (Y7, B [Y7])]

+hy (Y, Blyr]) V7 + B [y (y7, Blyz]) B[V,
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telle que

H (tv yg7]E [yg] 7Y;tq7E [Y;Eq] 9 ZE7E [Zg] > dts (I)?, \I}?) Zg) (326)
S H(t,y?,E[yﬂ ay;tan [Y;iq] athvE[th] >Mt>¢?>qjg>zg)

,a,e,t, P —a,s., Yue P(U),
ot (t, ¢, qe, ) = (6! B ly/], Y B[], Z] B Z]], g, @F, Wi, X4, 107)
Preuve. D"apres [3.25 I'inégalité variationnelle devient
0 <B[{(®7, 9r)] — B hy (y7, Blyz]) V7 + B [hy (y7, B [y7]) B [¥7]]] (3.27)

+E [<\Ilg7%>] +E // Ly (t, 7, uw) g — B[l (¢, 7, u) E[g]]
LO U

ly (670 u) Y — B [y (70 0) B [Yt”

+y (t, 78 u) Z, — B :ly/ (t, 7, u)E [Z}H) q; (du) dt}

T
+E/ /ut,yf,E[yf],nq,E[m,Zf,E[Zﬂ,um(du)
O U

- / Lty B ], YO B[V, 20, B [27] ) g (du) | dt
U

Appliquant maintenant la formule d’Tt6 pour calculer (®f, ;) et <\Iqu, Yt> on trouve

B [(®%, §r)) = B / <\P$ / (fr (.78, u) — B [fyr (£, 78, w)]) g (ds)

+/ (Iy (t, 7, uw) + Blly: (t, 7], u)]) ¢ (du) ,gjt> dt

T
+E /cbz /b<t,yz,E[yz],u>qt<du>—/b(t,yf,E[yﬂ,umt(du) it |
O U U
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et
B[(v).%)] =B[(v}. 7))
T
+E /<w,/fytm, —E[fy/<t,w3,u>E[@tn>qt<du>>dt
Lo U
C T
—E l (t, i, u) + Elly (8,7, w)]) ¢ (du) >dt
:O/< Y ) q: (du)
—E (Iz (t, 7l u) + Bl (t, 7 u)]) ¢ (du) >dt
:O/<U/ Z ) q: (du)
+E \Ijg f(t,?Tg, ) t(d )_ f(tvﬂgv ) t(d) dt
A

Remplagant les deux égalités ci-dessus dans U'inégalité[3.27] pour obtenir, pour chaque

e R,

T
/ by B [yf] Y2 B Y], 28, B (20, g, &, U9, )

0

H (t ytaE [yt] Y;q,E [Y;q] 7th7E [Zg] 7/%,(1)217 qjga Eg)) dt] .

Par conséquent, I'inégalité suit par un argument standard[4]. m
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Conclusion

Conclusion

On a établi dans ce mémoire les conditions necessaires d’optimalité satisfaites par
un controle relaxé optimal, pour des systémes gouvernés par des équations différen-
tielles stochastiques progressives et rétrogrades non linéaires de type champ moyen
(EDSPR-CM). Ici les coefficients dépendent des processus d’état ainsi que de leur
distribution. De plus, la fonctionnelle de cotit est également de type champ moyen.
Comme ’ensemble des controle relaxés est convexe, donc la methode de démonstra-
tion est basée sur la méthode classique pour le cas non linéaire ol on a utiliser une
perturbation convexe (faible).

Le probléme de controle relaxé est une généralisation du probléme de controle strict.
En effet, si ¢:(da) = 6;(da) est une mesure de Dirac concentrée en un seul point qu’est
le controéle strict v; € U, alors nous obtenons que le probléme de controéle strict est

un cas particulier du probléme de controle relaxé.
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Annexe : Abréviations et

Notations
(Q,F,P) Espace de probabilité.
(F)iso Filtration.
By, Mouvement Brownien.

EDSPRs Equation différentielle stochastique progressive rétrograde.

sup Supérieur.
lim limit.
(.,.) Produit scalaire dans R,
B (R) tribu borélienne.
P Probabilité.
E Espérance par rapport a la probabilité P.
J(.) La fonction de cotit & minimiser.
1 Controle relaxé.
R4 Espace réel euclidien de dimension d.
H Hamiltonien.
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