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Introduction

Les équations différentielles stochastiques progressives et rétrogrades (EDSPR) ont

été introduites par Bismut en 1973, [2],dont le but est de résoudre un problème de

théorie du contrôle, en particuler le principe de maximum. A l’époque, il s’agissait

de résoudre un système découplé d’une équation différentielle stochastique progres-

sive classique (EDS) et une équation différentielle stochastique linéaire rétrograde

(EDSR) qui représente l’équation adjointe.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier un problème de contrôle relaxé pour des sys-

tèmes dirigés par des équations différentielles stochastique progressives et rétrogrades

(EDSPR). En particulier, on va établir les conditions nécessaires d’optimalité sous

forme d’un principe de maximum pour le contrôle relaxé optimal pour un problème

de contrôle gouverné par le système suivant :



dyt = b (t,Xt,E [Xt] , u)µt (du) dt+ σ (t,Xt,E [Xt]) dWt

dYt = −f (t,Xt,E [Xt] , Yt,E [Yt] , Zt,E [Zt] , u)µt (du) dt

−ZtdWt

X0 = x , YT = h (XT ,E [XT ]) , t ∈ [0, T ] ,

où (Wt)t≥0 un mouvement Brownien défni dans un espace de probabilité complet

(Ω,F , P ) et b, et f sont des fonctions mesurables. La fonction de coût a minimiser

sur l’ensemble des contrôles relaxés R est définie sous la forme

2



Introduction

J (µ) := E [α (yµT ,E [yµT ]) + β (Y µ
0 ,E [Y µ

0 ])

+

T∫
0

∫
U

l (t, yµt ,E [yµt ] , Y µ
t ,E [Y µ

t ] , Zµ
t ,E [Zµ

t ] , u)µt (du) dt

 .
Nous disons qu’un contrôle relaxé q est un contrôle optimal si

J (q) = inf
µ∈R

J (µ) .

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Chapitre 1 Dans le premier chapitre, on donne un petit rappel sur le calcul sto-

chastique : les processus stochastiques, filtation, mesurabilité, adaptation, esperance

conditionnelle, mouvement Brownien, Martingale, intégrale stochadtique et les équa-

tions différentielles stochastiques.

Chapitre 2 Dans ce chapitre, on étude un type des équations différentielles stochas-

tiques progréssives rétrogrades non linéaires ce type s’appel de champ moyen, où le

système est dépend du processus d’état, ainsi que de sa distribution. On va donner

la démonstration du résultat d’existence et d’unicité des solutions pour des systèmes

dérigés par des équations différentielles stochastiques progréssives rétrogrades non

linéaires, de type champ moyen, en utilisant l’itération de Picard.

chapitre 3 : Notre objectif dans le troisième chapitre, est d’établir les conditions

nécessaires d’optimalité sous la forme de principe de maximum stochastique, pour les

contrôles relaxés pour un système gouverné par des équations différentielles stochas-

tiques progréssives rétrogrades non linéaires, de type champ moyen. Pour atteindre

cet objectif, nous donnons les étapes nécessaires. L’idée ici est d’utiliser le fait que

l’ensemble des contrôles relaxés est convexe, en appliquant la méthode de perturba-

tion faible (convexe).

3



Chapitre 1

Rappel de calcul stochastique

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles en théorie des calculs stochas-

tique,en suite nous rappelons l’intégrale stochastique et les équations différentielles

stochastiques (EDS).

1.1 Espace de probabilités

Définition 1.1.1 On appelle un espace de probabilité, tout triple (Ω,F , P ) où (Ω,F)

est un espace mesurable et P est une probabilité sur F [5].

Proposition 1.1.1 L’espace de probabilité (Ω,F , P ) est dit complet si N ⊂ F telle

que N la famille de toute les ensembles négligeable de (Ω,F , P )[5].

1.1.1 Variable aléatoire

Définition 1.1.2 Soient (Ω, A) et (E,F ) deux espaces mesurables. On appelle va-

riable aléatoire toute application de Ω dans E telle que :∀B ∈ F, X−1(B) ∈ A avec

X−1 (B) = {ω ∈ Ω : X (ω) ∈ B} .
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Définition 1.1.3 On dit que X défnie sur un espace mesurable (Ω,F) dans un

espace mesurable (E,B) ; est mesurable si X−1 ⊂ F ,∀A ∈ B et

X−1 (A) = {ω ∈ Ω/X (ω) ∈ A} = (X ∈ B) ∈ F .

1.1.2 Mesurabilité

Définition 1.1.4 Soit (Ω,F) et (E,E) deux espaces mesurables. Une application f

de Ω dans E est dite (F , E)-mesurable si f−1(A) ∈ F , ∀A ∈ ε, on a

f−1(A) =def {ω ∈ Ω/f (ω) ∈ A} .

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus employées, on dit simplement que f est

mesurable.

Une fonction f de R dans R est Borélienne si elle est (BR, BR)-mesurable, soit

f−1 (A) ∈ BR, ∀A ∈ BR.Il suffi t que cette propriété soit vérifiée pour les intervalles

A.

Les fonctions continues sont Boréliennes[1].

Proposition 1.1.2 Si X est une v.a.r. G-mesurable et f une fonction Borélienne,

f(X) est G-mesurable

Une v.a. Gmesurable est une limite croissante de v.a. du type
n∑
i=1

aiqAi avec Ai ∈ G.

Une fonction Borélienne est une limite croissante des fonctions du type
n∑
i=1

aiqAi

où Ai est un intervalle.
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

1.2 Processus stochastiques

Définition 1.2.1 Un processus stochastique à valeurs dans un espace E muni d’une

tribu ε, est une famille X = {Xt}t∈τ des variables aléatoires défnies sur un espace

de probabilité (Ω,F , P ) à valeurs dans (E, ε).

Remarque 1.2.1 L’indice t désignera le temps, τ sera donc un sous-ensemble de

R+. On se placera dans le cadre des processus à temps continu, i.e. τ = R ou éven-

tuellement, τ = [0, T ].

T <∞, dans quelques cas on seplacera dans le cas discret, i.e τ = {1, 2, ..., n}, (n <

∞). Donc sauf mention contraire, τ = R+.

1.2.1 Filtration

Définition 1.2.2 Une Filtration F = (Ft)t∈[0,T ] est une collection croissante de

sous-tribus de A, i.e. Fs ⊂ Ft ⊂ A pour tous s, t ∈ [0, T ] tels que s ≤ t.

Remarque 1.2.2 Ft représente la quantité d’information disponible à l’instant t. Il

est donc logique que cette quantité augmente avec le temps.

Définition 1.2.3 Un processus (Xt)t∈[0,T ] est dit F-adapté si la variable aléatoire

Xt est Ft mesurable pour tout t ∈ [0, T ][3].

1.3 Mouvement Brownien

Définition 1.3.1 Soit F une filtration. Un F-mouvement Brownien (standard)

est un processus B vérifiant :

i) B est F-adapté,

ii) B0 = 0, P-p.s.,
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

iii) B est continu, i.e., t→ Bt(ω) est continue pour P -presque tout ω ∈ Ω,

iv) B est à accroissements indépendants : Bt−Bs est indépendant de Fs pour tous

t, s ∈ [0, T ] tels que s ≤ t,

v) B est à accroissements stationnaires et gaussiens : Bt − Bs ∼ N(0, t − s) pour

tous t, s ∈ [0, T ] tels que s ≤ t.

Par fois, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la filtration à considérer ou lorsque F

est la filtration naturelle du processus B, on parlera de mouvement Brownien tout

court[3].

1.3.1 Espérance

Définition 1.3.2 X une variable aléatoire réelle défnie sur l’espace (Ω,F , P ) ; on

appelle espérance de X, et on la note E[X] ; intégrale de Lebesgue de X relativement

à la mesure P :

E[X] =

∫
Ω

X(ω)P (dω) =

∫
Ω

XdP.

Définition 1.3.3 Soit X un vecteur aléatoire continu à valeurs dans Rm avec une

fonction de densité fX : Rm → R+

Soit g : Rm → R+, alors

E[g(X)] =

∫
Rm

g(x)fX(x)dx.

1.3.2 Espérance conditionnelle

Définition 1.3.4 Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilité, X une variable aléatoire

réelle intégrable et G une sous -tribu de F . Il existe une unique variable aléatoire

réelle Y - à un négligeable près appelée espérance conditionnelle de X relativement

à G, telle que :

7



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

· Y est G—mesurable.

· Y est intégrable.

· ∀G ∈ G,E[X | G] = E[Y | G] c’est-à-dire :

∫
G

X(ω)P (dω) =

∫
G

Y (ω)P (dω).

Définition 1.3.5 Soit Z une variable aléatoire réelle sur (Ω,F , P ); on a :

E[X | Z] = E [X | σ(Z)] .

1.3.3 Propriéts de l’espérance conditionnelle

Propriétés 1.3.1 (Ω,F , P ) un espace probabilité, G sous tribu de F et X,Y deux

variables aléatoires dans L1 (Ω, P ),on a les propriétés

— Linéarité si X, Y ∈ L1 (Ω, P ) ;∀a; b ∈ R :

E[aX + bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G].

— Croissance : X ≤ Y ⇒ E[X | G] ≤ E[Y | G].

— E[E[X | G]] = E [X] .

— Si X est G—mesurable alors :

E[X | G] = X.

— Si Y est une variable aléatoire G-mesurable alors :

E[XY | G] = Y E[X | G].

8



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

— Si X indépendant de G alors :

E[X | G] = E[X].

— Soient G, H deux sous tribus de F , si H,G on a :

E[E[X | G] | H] = E[E[X | H] | G] = E[X | H].

— Si X variable aléatoire telle que X ∈ Lp (Ω,F , P ) , p ≥ 1 alors :

‖E[X | G]‖Lp ≤ ‖X‖Lp .

— L’espérance conditionnelle est dans L2 (Ω,F , P ).

1.3.4 Martingale

Définition 1.3.6 Un processus aléatoire M = (Mt)t∈[0,T ] est une F-martingale si

i) M est F-adapté,

ii) Mt ∈ L1(Ω), i.e. E[|Mt|] <∞, pour tout t ∈ [0, T ],

iii) E[Mt | Fs] = Ms pour tout s, t ∈ [0, T ] tels que : s ≤ t.

Un processus M est une F-sur-martingale (resp. une F-sous-martingale) s’il

vérifie les propriétés (i) et (ii) et E[Mt | Fs] ≤Ms (resp. E[Mt | Fs] ≥Ms) pour tout

s, t ∈ [0, T ] tels que s ≤ t.[3]

Remarque 1.3.1 Soit M une F-martingale de carré intégrable (i.e. E[|Mt|2] < ∞

pour tout t ∈ [0, T ], alors :

E[|Mt −Ms|2 | Fs] = E[M2
t −M2

s | Fs],
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

pour tout s, t ∈ [0, T ] tels que s ≤ t.

Définition 1.3.7 Une famille des variables aléatoires (Xt; t ∈ [0,∞[) est une mar-

tingale par rapport à la flltration (Ft) si :

Xt est Ft -mesurable et intégrable pour tout t.

E([Xt | Fs] = Xs, ∀s ≤ t.

1.4 Intégrale stochastique

On veut généraliser l’intégrale de Wiener et de défnir l’intégrale

∞∫
0

θsdWs pour des

processus stochastiques θ.

Cas de processus étagés

On dit qu’un processus θ est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels tj,

telles que 0 ≤ t0 ≤ t1... ≤ tn et une suite de variables aléatoires θj telles que θj soit

Ftj -mesurable, appartienne à L2(Ω) et que θt = θj pour tout t ∈]tj, tj+1], soit :

θs (ω) =
n−1∑
j=0

θj (ω) Π]tj ,tj+1] (s) .

On défnit alors : ∞∫
0

θsdWt =

n−1∑
j=0

θj
(
Wtj+1 −Wtj

)
.

On a :

E

 ∞∫
0

θsdWs

 = 0 et var

 ∞∫
0

θsdWs

 = E

 ∞∫
0

θ2
sds

 .
On obtient :

t∫
0

θsdWs =

n−1∑
j=0

θj
(
Wtj+1∧t −Wtj∧t

)
.
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Remarque 1.4.1 Si Tj, 0 ≤ T0 ≤ T1 ≤ ... ≤ Tn est une suite croissante de temps

d’arrêt, si :θs = θjΠ]Tj ,Tj+1] (s) où θj est une suite de variables aléatoires telles que

θj soit FTjmesurable, appartienne L2 (Ω), on défnit alors :

t∫
0

θsdWs =

n−1∑
j=0

θj
(
WTj+1∧t −WTj∧t

)
.

Cas général

On défnit les processus continus à gauche limités à droite (cáglád) de carré intégrable

appartenant à L2(Ω×R+) comme l’ensemble∆ des processus θ adaptés cáglád , (Ft)-

adaptés tels que

‖θ‖2 déf
= E

 t∫
0

θ2
t dt

 ≤ ∞.
On dit que θn converge vers θ dans L2(Ω× R+) si ‖θ − θn‖2 → 0 quand n→∞.

L’application θ → ‖θ‖ défnie une norme qui fait de ∆ un espace complet.

Alors on peut défnir

∞∫
0

θsdWs pour tous les processus θ de ∆ : on approche θ par des

processus étagés. Soit

θ = lim
n→∞

θn,

où

θn =

k(n)∑
j=1

θ̃nΠ]tj ,tj+1],

avec θ̃n ∈ Ftj la limite étant au sens de L2(Ω× R).

L’intégrale

∞∫
0

θsdWs est alors la limite dans L2(Ω) des sommes

k(n)∑
j=1

θ̃n
(
Wtj+1 −Wtj

)
,

11



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

dont l’espérance est 0 et la variance

E

[∑
j

θ̃2 (tj+1 − tj)
]
.

On a alors :

E

 ∞∫
0

θsdWs

 = 0 et E

 ∞∫
0

θsdWs

2

= E

 ∞∫
0

θ2
sds

 .
On note : ∞∫

0

θsdWs
déf
=

∞∫
0

θsΠ[0,t] (s) dWs.

Si θ est étagé :
∞∫

0

θsdWs =
∑
i

θi
(
Wti+1∧t −Wti∧t

)
.

Plus généralement, si τ est un temps d’arrêt, le processus Π[0,τ ] (t) est adapté et on

défnit :
τ∧t∫
0

θsdWs =

t∫
0

θsΠ[0,τ ] (s) dWs.
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Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

1.4.1 Propriétés de l’intégrale stochastique

1. L’intégrale stochastique possède les propriétés suivantes :

1.

T∫
0

(aX1 + bX2) (s) dW (s) = a

T∫
0

X1 (s) dW (s) + b

T∫
0

X2 (s) dW (s) .

2. E

 T∫
0

X (s) dW (s)

 = 0.

3. E


 T∫

0

X (s) dW (s)

2
 = E

 T∫
0

X (s)2 ds

 , (iséométrie d’Itô).

4. E

 T∫
0

X1 (s) dW (s)

 T∫
0

X2 (s) dW (s)

 = E

 T∫
0

X1 (s)X2 (s) ds

 .

5. E

 T∫
0

X (s) dW (s) | Fu

 =

u∫
0

X (s) dW (s) , (propriété martingale).

1.5 Intégrale de Winer

Définition 1.5.1 On note L2(R+) l’ensemble des (classes d’équivalence des) fonc-

tions boréliennes f de R+ dans R de carré intégrable, c’est-à-dire telles que :
+∞∫
0

|f(s)|2ds <

∞. C’est un espace de Hilbert pour la norme

||f ||2 =

 +∞∫
0

(f(s))2 ds

 1
2

.

1.5.1 Formule d’Itô

Théorème 1.5.1 Toute fonction f ∈ C2(R) à dérivée seconde bornée vérifie p.s. :

f(Bt) = f(B0) +

t∫
0

f ′(Bs)dBs + 1
2

t∫
0

f”(Bs)ds , ∀t ≤ T

13



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

Définition 1.5.2 La notation infinitésimale de cette relation est :

df(Bs) = f ′(Bs)dBs +
1

2
f”(Bs)ds.

1.5.2 Processus d’Itô

Définition 1.5.3 Un processus X est un processus d’Itô s’il écrit sous la forme :

Xt = x+

t∫
0

bsds+

t∫
0

σsdBs.

où b est un processus adapté tel que

t∫
0

|bs| ds existe (au sens Lebesgue) p.s., pour

tout t, et σ est un processus appartenant à Λ. On utilise la notation plus concise

suivante :  dXt = btdt+ σtdBt

X0 = x.

Le coeffcient b est le drift ou la dérive et σ est le coeffcient de difiusion. L’écriture :

dXt = btdt+ σtdBt,

est unique (sous réserve que les processus b et σ vériflent les conditions d’intégrabi-

lité). Ceci signifie que si

dXt = btdt+ σtdBt = b̃tdt+ σ̃tdBt.

alors b = b̃ et σ = σ̃. En particulier, si X est une martingale locale alors b = 0 et

réciproquement.

On peut définir un processus d’Itô pour des coeffcients de difiusion tels que

t∫
0

σ2
sds <

14



Chapitre 1. Rappel de calcul stochastique

∞. P.p.s., mais on perd la propriété de martingale de l’intégrale stochastique. La

partie x +

t∫
0

bsds est la partie à variation finie. Si un processus A a variation flnie

est une martingale, s’il est une constante. En efiet, si :

A0 = 0 , A2
t = 2

t∫
0

AsdAs,

et par suite E [A2
t ] = 0.

1.5.3 Variation quadratique

Soit M1 et M2 deux martingales et n ∈ N : t1 ≤ ... ≤ tn = t, une partition de [0, t]

telle que max
1≤i≤n

|ti − ti−1| → 0 , alors on pose :

〈M1,M2〉t = lim
n→∞

n∑
i=1

(M1 (ti)−M1 (ti−1)) (M2 (ti)−M2 (ti−1)) .

〈M1,M2〉 s’appelle la covariation quadratique de M1 et M2.

On défnit ainsi la variation quadratique d’une martingale Mt par :

〈M〉t = lim
n→∞

n∑
i=1

(
Mti −Mti−1

)
,

et dans la cas de mouvement Brownien standard 〈W 〉t = t[3].

1.6 Equation différentielle stochastique (EDS)

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme :

 dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt

X0 = x,

15
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ou sous forme intégrale :

Xt =

t∫
0

b(s,Xs)ds+

t∫
0

σ(s,Xs)dWs.

- Soient n, d ∈ N, x ∈ Rn (condition initiale), et (Wt)t≥0 est un MB d-dimensionnel.

- Les fonctions

b : [0, T ]× Rn → Rn et σ : [0, T ]× Rn → Rn×d,

sont mesurables et bornées. L’inconnue est le processus X. Le problème est, comme

pour une équation diférentielle ordinaire, de montrer que sous certaines conditions

sur les coeffcients b et σ, l’EDS (1.2) admit une unique solution.

1.7 Existence et unicité

Théorème 1.7.1 Soit T > 0 et b(t, x), σ(t, x) sont des fonctions mesurables satis-

faisantes :

1. (condition de Lipschitz locale) ∃k ∈ R+

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ k |x− y| , t ∈ [0, T ] ;x, y ∈ Rn,

2. (condition de croissance linéaire) ∃M ∈ R+

|b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ k (1 + |x|) ; t ∈ [0, T ] ;x ∈ Rn.

3. X0 varaible aléatoire indépandante de W = (Wt)t≥0 et de carré intégrable (ie :

16
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E [|X2
0 |] < +∞) : Alors l’équation (1.1) admet une unique solution forte X =

(Xt(ω))t≥0 adaptée par rapport à la filtration zx0
0 = zt ∧ σ(X0) et vérife :

E

 T∫
0

|Xt|2 dt

 < +∞.

17



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions

pour les EDSPRs de type champ

moyen

Dans ce chapitre, on s’interesse d’un nouveau type des équations différentielles sto-

chastiques progréssives rétrogrades non linéaires, ce type s’appel "champ moyen"

c’est-à-dire le système est dépend du processus d’état, ainsi que de sa distribution,

alors , on va présenter le résultat d’existence et d’unicité des solutions pour des sys-

tèmes d’équations différentielles stochastiques progréssives rétrogrades non linéaires,

( EDSPRs par la suite) de type champ moyen.

2.1 Notation et définitions

—(Ω,F , P ) un espace de probabilité complet.

—(Wt) est un mouvement Brownien.

—Ft est une filtration.

18
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On cherche à résoudre le système suivant :


dXt = b (t,Xt,E [Xt]) dt+ σ (t,Xt,E [Xt]) dWt

−dYt = f (t,Xt,E [Xt] , Yt,E [Yt] , Zt,E [Zt]) dt− ZtdWt.

X0 = x , YT = g (XT ,E [XT ]) ,

(2.1)

telle que les fonctions suivantes soient mesurables et bornées :



b : Ω× [0, T ]× Rn × Rn → Rn,

b : Ω× [0, T ]× Rn × Rn → Rn×d,

g : Ω× Rn × Rn → Rm,

f : Ω× [0, T ]× Rn × Rn × Rm × Rm × Rm×d × Rm×d → Rm.

Ce système peut être interpréter sous forme intégrale comme suit :



Xt = x+

t∫
0

b (s,Xs,E [Xs]) ds+

t∫
0

σ (s,Xs,E [Xs]) dWs , t > 0,

Yt = g (XT ,E [XT ]) +

T∫
t

f (s,Xs,E [Xs] , Ys,E [Ys] , Zs,E [Zs]) ds

−
T∫
t

ZsdWs , 0 ≤ t ≤ T.

(2.2)

Le système 2.1 et appelé équation différentielle stochastique progressive et rétrograde

(EDSPR) de type champ moyen. Telle que, le coeffcient b s’appelle le drift, σ s’appelle

le diffusion de l’EDS et f s’appelle le générateur de l’EDSR.

—On travaillera avec deux espaces de processus :

—On notera tout d’abord S2(Rn) l’éspace vectoriel formé du processus Xt, progressi-
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vement mesurable, à valeurs dans Rn, telle que :

‖Xt‖2
s2 = E

[
sup

0≤s≤T
|Xt|2

]
<∞.

Et S2
c (Rn) le sous-éspace formé par les processus continus

—Et ensuite M2(Rm×d) celui formé par le processus Zt progressivement mesurables,

à valeurs dans Rn×d, telle que :

‖Zt‖2
M2 = E

 T∫
0

‖Zt‖2 dt

 <∞.
—Les espaces S2 , S2

c et M
2 sont des éspaces de Banach pour les normes défnies

précedemment.

—Nous désignerons B2 l’espace de Banach

S2(Rn)× S2
c (Rn)×M2(Rm×d).

Lemme 2.1.1 (Lemme de Granwall)

Soit g : [0, T ]→ R une fonction continue vérifiant :

∀t ∈ [0, T ] , 0 ≤ g(t) ≤ α (t) + β

t∫
0

g(s)ds.

Pour une constante β ≥ 0 et pour une fonction α : [0;T ]→ R intégrable par rapport

à la mesure de Lebesgue, on a alors :

∀t ∈ [0, T ] , g(T ) ≤ αeβt,

et si α = 0, on a g = 0.
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Définition 2.1.1 On appelle solution du système des équations différentielles sto-

chastiques progréssives rétrogrades (EDSPR) de type champ moyen 2.1, tout triple

(X, Y, Z) de processus progressivement mesurables à valeurs Rn ×Rm ×Rm×d et de

carré intégrabl tels que[4] :


Xt = x+

t∫
0

b(s,Xs,E[Xs])ds+

t∫
0

σ(s,Xs,E[Xs])dWs,

Yt = g(XT ,E[XT ]) +

T∫
t

f(s,Xs,E[Xs], Ys,E[Ys], Zs,E[Zs])ds−
T∫
t

ZsdWs.

2.2 Théoréme d’existance et d’unicité

Théorème 2.2.1 (Existence et unicité)

Soient b, σ, f et g des fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une constante

K > 0 telle que, pour tout t ∈ [0, T ], tout (x1, x
′
1, x2, x

′
2, y1, y

′
1, y2, y

′
2, z1, z

′
1, z2, z

′
2)

∈ R4n+4m+4m×d :

1. Condition de Lipschitz :

|b (t, x1, x
′
1)− b (t, x2, x

′
2)|+ ‖σ (t, x1, x

′
1)− σ (t, x2, x

′
2)‖

≤ k (|x1 − x2|+ |x′1 − x′2|) ,

et|g (x1 − x′1)− g (x2 − x′2)| ≤ k (|x1 − x2| − |x′1 − x′2|) .

2. Croissance linéaire :

|b (t, x, x′)|+ ‖σ (t, x, x′)‖ ≤ k (1 + |x|+ |x′|) .

et
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3.

E

 T∫
0

|f (s, 0, 0, 0, 0, 0, 0)|2
 ds < +∞.

Alors, il existe une solution unique (X, Y, Z) de l’EDSPR de type champ moyen

2.1.

Preuve.

1. L’existence : Nous construisons la solution par la méthode d’itération de

Picard. En défnissant la suite (Xn, Y n;Zn)n∈N telle que X0 = x, Y0 = Z0 = 0,

et (Xn+1, Y n+1, Zn+1) est la solution du système d’EDSPR de type champ

moyen suivante :



Xn+1
t = x+

t∫
0

b (s,Xn
s ,E [Xn

s ]) ds+

t∫
0

σ (s,Xn
s ,E [Xn

s ]) dWs,

Y n+1
t = g (Xn

T ,E [Xn
T ]) +

T∫
t

f (s,Xn
s ,E [Xn

s ] , Y n
s ,E [Y n

s ] , Zn
s ,E [Zn

s ]) ds

−
T∫
t

Zn+1
s dWs.

(2.3)

Et telles que les intégrales stochastiques sont bien défnies car il est clair par

récurrence que pour chaque n, Xn+1
t continu et adapté, donc le processus σ(s,

Xn
s , E [Xn

s ]) l’est aussi.

—Premièrement, on montre l’existance de solution de l’EDS dans 2.1, pour t ∈

[0, T ], vérifant d’abord par récurrence sur n qu’il existe une constante Cn telle que

pour tout t ∈ [0, T ].

E
[
|Xn

t |
2] ≤ Cn.

Supposons que E
[
|Xn

t |
2] ≤ Cn et on montrer que

E
[∣∣Xn+1

t

∣∣2] ≤ Cn+1. (2.4)
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On a :

∣∣Xn+1
t

∣∣2 =

∣∣∣∣∣∣x+

t∫
0

b (s,Xn
s ,E [Xn

s ]) ds+

t∫
0

σ (s,Xn
s ,E [Xn

s ]) dWs

∣∣∣∣∣∣
2

,

comme on a (a+ b+ c)2 ≤ 3(a2 + b2 + c2), par passage a l’espérance, on obtient :

E
[∣∣Xn+1

t

∣∣2] ≤ 3

|x|2 + E

 t∫
0

|b (s,Xn
s ,E [Xn

s ])| ds

2 (2.5)

+E

 t∫
0

‖σ (s,Xn
s ,E [Xn

s ])‖ dWs

2 .

Appliquant l’isométrie, le théorème de Fubini et la croissance linéaire, on trouve :

E.

 t∫
0

σ (s,Xn
s ,E [Xn

s ]) dWs

2 = E

 t∫
0

‖σ (s,Xn
s ,E [Xn

s ])‖2 ds

 (2.6)

≤ E

 t∫
0

k2
(
1 + |Xn

s |
2 + E

[
|Xn

s |
2]) ds


≤

t∫
0

k2
(
1 + E

[
|Xn

s |
2]+ E

[
E
[
|Xn

s |
2]]) ds

≤
t∫

0

k2
(
1 + 2E

[
|Xn

s |
2]) ds.
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Et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

E

 t∫
0

b (s,Xn
s ,E [Xn

s ]) ds

2 ≤ E
 t∫

0

ds

×
 t∫

0

|b (s,Xn
s ,E [Xn

s ])|2
 ds


(2.7)

≤ T.E

 t∫
0

k2
(
1 + |Xn

s |
2 + E

[
|Xn

s |
2]) ds


≤

t∫
0

k2
(
1 + 2E

[
|Xn

s |
2]) ds.

remplaçant 2.6 et 2.7 dans 2.5 on trouve

E.
[∣∣Xn+1

t

∣∣2] ≤ 3

|x|2 + T.E

 t∫
0

k2
(
1 + |Xn

s |
2 + E

[
|Xn

s |
2]) ds


+

t∫
0

k2
(
1 + 2E.

[
|Xn

s |
2]) ds


≤ C + C

t∫
0

E
[
|Xn

t |
2] ds , ∀t ∈ [0, T ] , C > 0.

Ce qui prouve 2.4.

On va majorer par récurrence la quantité

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣2] .
En utilisant l’inégalité de Doob, on obtient :
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E
[

sup
0≤s≤t

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣2]

≤ 2E

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(
σ (s,Xn

s ,E [Xn
s ])− σ

(
s,Xn−1

s ,E
[
Xn−1
s

]))
dWs

∣∣∣∣∣∣
2

+ 2E

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(
b (s,Xn

s ,E [Xn
s ])− b

(
s,Xn−1

s ,E
[
Xn−1
s

]))
ds

∣∣∣∣∣∣
2

≤ 2E

 t∫
0

∥∥σ (s,Xn
s ,E [Xn

s ])− σ
(
s,Xn−1

s ,E
[
Xn−1
s

])∥∥2
ds


+ 2TE

 t∫
0

∣∣b (s,Xn
s ,E [Xn

s ])− b
(
s,Xn−1

s ,E
[
Xn−1
s

])∣∣2 ds
 .

Comme les fonctions b et σ sont Lipshitziennes, on obtient pour t ∈ [0;T ]

E
[

sup
0≤s≤t

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣2]

≤ 4 (1 + T )K2E

 t∫
0

∣∣Xn
s −Xn−1

s

∣∣2 ds
 .

Alors :

E
[

sup
0≤s≤t

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣2] (2.8)

≤ C

t∫
0

E
[

sup
0≤r≤s

∣∣Xn
r −Xn−1

r

∣∣2] .
où C = 4 (1 + T )K2.

Nous répétons la même méthode, en appliquant l’inégalité de Doob, à
∣∣Xn

t −Xn−1
t

∣∣
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pour obtenir

∣∣Xn
s −Xn−1

s

∣∣2
≤ 2

∣∣∣∣∫ s

0

(
σ
(
r,Xn−1

r ,E
[
Xn−1
r

])
− σ

(
r,Xn−2

r ,E
[
Xn−2
r

]))
dWr

∣∣∣∣2
+ 2

∣∣∣∣∫ s

0

(
b
(
r,Xn−1

r ,E
[
Xn−1
r

])
− b
(
r,Xn−2

r , E
[
Xn−2
r

]))
dr

∣∣∣∣2
≤ 2

∫ s

0

∥∥(σ (r,Xn−1
r ,E

[
Xn−1
r

])
− σ

(
r,Xn−2

r ,E
[
Xn−2
r

]))∥∥2
dr

+ 2T

∣∣∣∣∫ s

0

(
b
(
r,Xn−1

r ,E
[
Xn−1
r

])
− b
(
r,Xn−2

r ,E
[
Xn−2
r

]))∣∣∣∣2 dr.
Comme les fonctions b et σ sont Lipshitziennes, donc :

E
[

sup
0≤r≤s

∣∣Xn
r −Xn−1

r

∣∣2] ≤ C

s∫
0

E
[∣∣Xn−1

r −Xn−2
r

∣∣2] dr (2.9)

≤ C

s∫
0

E
[

sup
0≤k≤r

∣∣Xn−1
k −Xn−2

k

∣∣2] dr.
De même façon que 2.8 et 2.9, on peur trouver :

E
[

sup
0≤k≤r

∣∣Xn−1
k −Xn−2

k

∣∣2] ≤ C

r∫
0

E
[

sup
0≤l≤k

∣∣Xn−2
l −Xn−3

l

∣∣2] dk. (2.10)
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En remplaçant 2.9 et 2.10 à 2.7, on obtient :

E
[

sup
0≤s≤t

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣2] ≤ C

t∫
0

E
[

sup
0≤r≤s

∣∣Xn
r −Xn−1

r

∣∣2] ds
≤ C2

t∫
0

 s∫
0

E
[

sup
0≤k≤r

∣∣Xn−1
k −Xn−2

k

∣∣2] dr
 ds.

≤ C3

t∫
0

 s∫
0

 r∫
0

E
[

sup
0≤l≤k

∣∣Xn−2
l −Xn−3

l

∣∣2] dk
 dr

 ds.

≤ C3E
[

sup
0≤l≤k

∣∣Xn−2
l −Xn−3

l

∣∣2] t∫
0

 s∫
0

 r∫
0

dk

 dr

 ds

≤ C3E
[

sup
0≤l≤k

∣∣Xn−2
l −Xn−3

l

∣∣2] t∫
0

 s∫
0

r dr

 ds

≤ C3E
[

sup
0≤l≤k

∣∣Xn−2
l −Xn−3

l

∣∣2] t∫
0

s2

2
ds

≤ C3T 3

3!
E
[

sup
0≤l≤k

∣∣Xn−2
l −Xn−3

l

∣∣2] .
On répète cette méthode plusieurs fois, on trouve :

E
[

sup
0≤s≤T

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣2] ≤ CnT n

n!
E
[

sup
0≤s≤T

∣∣X1
s −X0

s

∣∣2] ≤ D
CnT n

n!
.

En appliquant l’inégalité de Tchebychev, on a :

P
[

sup
0≤s≤T

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣ ≥ 1

2n+1

]
≤ D

CnT n

n!
/

(
1

2n+1

)2

= 4D
(4CT )n

n!
.

Il vient que :

∞∑
n=0

P

[
sup

0≤s≤T

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣ ≥ 1

2n+1

]
≤

∞∑
n=0

D
Cn

n!
/

(
1

2n+1

)2

= 4D

∞∑
n=0

(4C)n

n!
= 4De4TC <∞.
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Ce qu’implique d’après le Lemme de Borel-Cantelli :

P

[
sup

0≤s≤T

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣ > 1

2n+1
,∀n ∈ N

]
= 0.

Ce que signifer que :

P

[
sup

0≤s≤T

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣ ≤ 1

2n+1
,∀n ∈ N

]
= 1.

c’est-à-dire :

sup
0≤s≤T

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣ ≤ 1

2n+1
,∀n ≥ n0, pour certaine n0 ∈ N.

Avec probabilité égale à 1. Passons à la somme on trouve :

sup
0≤s≤T

|Xm
s −Xn

s | ≤
mgn∑

k=m∧n−1

sup
0≤t≤T

∣∣Xk+1
s −Xk

∣∣ ≤ ∞∑
k=m∧n−1

1

2k+1
≤ 1

2m∧n
.

Pour m ∧ n ≥ n0(ω) ; où m ∨ n = max {m, k}. Alors le processus(Xn)∞n=1 est une

suite de Cauchy, donc convergente. Alors il existe un processus continu (Xt)t∈[0,T ],

tel que :

sup
0≤t≤T

|Xn
t −Xt| → 0 : quand n→∞, avec probabilité 1.

Donc, P − p.s , Xn converge vers un processus continu Xt. On vérife très facilement

que Xt est une solution de l’EDS dans 2.1 en passant à la limite dans l’équation

prégressive dans le système 2.3.

—Donc en passant à résoudre la deuxième équation de récurrence pour Yn .

Prouvons maintenant que la suite (Y n, Zn) est une suite de Cauchy dans l’espace de

Banach B2.

En appliquant la formule d’Itô à eαt
∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2 , en passant à l’intégrale entre t et
28
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T , on obtient

eαT
∣∣g (Xn

T , E [Xn
T ])− g

(
Xn−1
T , E

[
Xn−1
T

])∣∣2 − eαt ∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2
= α

T∫
t

eαs
∣∣Y n+1
s − Y n

s

∣∣2 ds− 2

〈 T∫
t

eαs
(
Y n+1
s − Y n

s

)2
,

f (s,Xn
s ,E (Xn

s ) , Y n
s ,E (Y n

s ) , Zn
s ,E (Zn

s ))

−f
(
s,Xn−1

s ,E
(
Xn−1
s

)
, Y n−1

s ,E
(
Y n−1
s

)
, Zn−1

s ,E
(
Zn−1
s

))〉
ds

+ 2

T∫
t

〈
eαs
(
Y n+1
s − Y n

s

)2
, Zn+1

s − Zn
s

〉
dWs +

T∫
t

eαs
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds.

Par passage à l’espérance et utilisant le fait que f est Lipshitzienne, on a :

E
[
eαt
∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2]+ αE

 T∫
t

eαs
∣∣Y n+1
s − Y n

s

∣∣2 ds
+ E

 T∫
t

eαs
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds


≤ kE

[
eαT

∣∣Xn
T −Xn−1

T

∣∣2]
+ 2kE

 T∫
t

eαs
∣∣Y n+1
s − Y n

s

∣∣ (∣∣Xn
s −Xn−1

s

∣∣+
∣∣E [Xn

s ]− E
[
Xn−1
s

]∣∣
+
∣∣Y n
s − Y n−1

s

∣∣+
∣∣E [Y n

s ]− E
[
Y n−1
s

]∣∣+
∥∥Zn

s − Zn−1
s

∥∥+
∥∥E [Zn

s ]− E
[
Zn−1
s

]∥∥])
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Ce qui implique (d’après l’inégalité de Yong (2ab ≤ 1
ε2
a2 + ε2b2)) que :

E
[
eαt
∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2]+ E

 T∫
t

eαs
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds


≤ kE

[
eαT

∣∣Xn
T −Xn−1

T

∣∣2]+
(
k2ε2 − α

)
E

 T∫
t

eαs
∣∣Y n+1
s − Y n

s

∣∣2 ds


+
6

ε2
E

 T∫
t

eαs
∣∣Xn

s −Xn−1
s

∣∣2 ds
+

6

ε2
E

 T∫
t

eαs
∣∣Y n
s − Y n−1

s

∣∣2 ds


+
6

ε2
E

 T∫
t

eαs
∥∥Zn

s − Zn−1
s

∥∥2
ds

+
6

ε2
E

 T∫
t

eαsE
[∣∣Xn

s −Xn−1
s

∣∣2 ds]


+
6

ε2
E

 T∫
t

eαsE
[∣∣Y n

s − Y n−1
s

∣∣2] ds
+

6

ε2
E

 T∫
t

eαsE
[∥∥Zn

s − Zn−1
s

∥∥2
]
ds

 ,
alors d’après le théoreme de Fubini :

E
[
eαt
∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2]+ E

 T∫
t

eαs
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds


≤ kE

[
eαT

∣∣Xn
T −Xn−1

T

∣∣2]+
(
k2ε2 − α

)
E

 T∫
t

eαs
∣∣Y n+1
s − Y n

s

∣∣2 ds


12

ε2
E

 T∫
t

eαs
∣∣Xn

s −Xn−1
s

∣∣2 ds
+

12

ε2
E

 T∫
t

eαs
∣∣Y n
s − Y n−1

s

∣∣2 ds


+
12

ε2
E

 T∫
t

eαsE
[∥∥Zn

s − Zn−1
s

∥∥2
]
ds

 .
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On choisit α et ε tel que 12
ε2

= 1
12
et 144K2 − α = 0, alors :

E
[
eαt
∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2]+ E

 T∫
t

eαs
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds


≤ kE

[
eαT

∣∣Xn
T −Xn−1

T

∣∣2]
+

1

12
E

 T∫
t

eαs
(∣∣Xn

s −Xn−1
s

∣∣2 +
∣∣Y n
s − Y n−1

s

∣∣2 +
∥∥Zn

s − Zn−1
s

∥∥2
)
ds

 .
Donc pour t = 0, trouve :

E
[

sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2]+ E

 T∫
0

eαs
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds

 (2.11)

≤ kE
[
eαT

∣∣Xn
T −Xn−1

T

∣∣2]+
c

12

(
E
[

sup
0≤t≤T

eαt
(∣∣Xn

t −Xn−1
t

∣∣2)]

+E
[

sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y n
t − Y n−1

t

∣∣2]+ E

 T∫
0

eαt
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds

 .

Nous répétons la même méthode, en appliquant la formule d’Itô à eαt
∣∣Y n
t − Y n−1

t

∣∣,
pour obtenir :

E
[

sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y n
t − Y n−1

t

∣∣2]+ E

 T∫
0

eαs
∥∥Zn

s − Zn−1
s

∥∥2
ds

 (2.12)

≤ k′E
[
eαT

∣∣Xn−1
T −Xn−2

T

∣∣2]+
c′

12
(E
[

sup
0≤t≤T

eαt(
∣∣Xn−1

t −Xn−2
t

∣∣2)

]

+ E
[

sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y n−1
t − Y n−2

t

∣∣2]+ E

 T∫
0

eαs
∥∥Zn−1

s − Zn−2
s

∥∥2
ds

).
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En remplaçant 2.12 dans 2.11 on a :

E
[

sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2]+ E

 T∫
0

eαs
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds


≤ kE

[
eαT

∣∣Xn
T −Xn−1

T

∣∣2]+ k′E
[
eαT

∣∣Xn−1
T −Xn−2

T

∣∣2]
+

c

12
E
[

sup
0≤t≤T

eαt
(∣∣Xn

t −Xn−1
t

∣∣2)]+
c′

12
(E
[

sup
0≤t≤T

eαt(
∣∣Xn−1

t −Xn−2
t

∣∣2)

]

+
c′

122

E [ sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y n−1
t − Y n−2

t

∣∣2]+ E

 T∫
0

eαs
∥∥Zn−1

s − Zn−2
s

∥∥2
ds


On répète cette méthode plusieurs fois, on trouve :

E
[

sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2]+ E

 T∫
0

eαs
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds


≤ C(E

[
eαT

∣∣Xn
T −Xn−1

T

∣∣2]+ E
[
eαT

∣∣Xn−1
T −Xn−2

T

∣∣2]+ ...

...+ E
[
eαt(

∣∣X1
T −X0

T

∣∣2)
]

+ C ′
(
E
[

sup
0≤t≤T

eαt
(∣∣Xn

t −Xn−1
t

∣∣2)])
+ E

[
sup

0≤t≤T
eαt
(∣∣Xn−1

t −Xn−2
t

∣∣2)] ....+ E [ sup
0≤t≤T

eαt
(∣∣X1

t −X0
t

∣∣2)])
+
C”

12n
(E
[

sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y n
t − Y n−1

t

∣∣2]
+ E

[
sup

0≤t≤T
eαt
∣∣Y n−1
t − Y n−2

t

∣∣2]+ ...E
[

sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y 1
t − Y 0

t

∣∣2]

+ E

 T∫
0

eαt
∥∥Zn

s − Zn−1
s

∥∥2
ds


+ E

 T∫
0

eαt
∥∥Zn−1

s − Zn−2
s

∥∥2
ds

 ....+ E
 T∫

0

eαt
∥∥Z1

s − Z0
s

∥∥2
ds

),
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donc

E
[

sup
0≤t≤T

eαt
∣∣Y n+1
t − Y n

t

∣∣2]+ E

 T∫
0

eαs
∥∥Zn+1

s − Zn
s

∥∥2
ds


≤ D

12n
→ 0 quand n→∞

Par conséquent, (Xn, Y n, Zn)n∈N est une suite de Cauchy, donc convergente. Alors,

il existe un triple de processus stochastique (Xt, Yt, Zt) ∈ B2, tel que :

E
[

sup
0≤t≤T

|Xn
t −Xt|2

]
→ 0,E

[
sup

0≤t≤T
|Y n
t − Yt|

2

]
→ 0 et E

 T∫
0

∥∥Zn+1
s − Zn

s

∥∥2
dt

→ 0,

quand n→∞, avec une probabilité égale à 1. C’est-à-dire :

lim
n→∞

Xn = X, lim
n→∞

Y n = Y, lim
n→∞

Zn = Z.

Il est facile de vérifer que (X, Y, Z) est une solution de l’EDSPR 2.1 il suffi t de faire

une passage à la limite dans l’EDSPR de type champ moyen 2.3.

2 L’unicite : Supposons que (X, Y, Z) et (X̂, Ŷ, Ẑ) deux solutions de 2.1 pour tout

t ∈ [0, T ]. Comme (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2, alors

E
[∣∣∣Xt − X̂t

∣∣∣2] ≤ 2E

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

{
b (s,Xs,E [Xs])− b

(
s, X̂s,E

[
X̂s

])}
ds

∣∣∣∣∣∣
2

+ 2E

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

{
σ (s,Xs,E [Xs])− σ

(
s, X̂s,E

[
X̂s

])}
dWs

∣∣∣∣∣∣
2 .
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D’après inégalité de Cauchy, Schwarz et par l’isométrie d’Itô on a :

E
[∣∣∣Xt − X̂t

∣∣∣2] ≤ 2TK2

t∫
0

E
[∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2] ds+ 2K2

t∫
0

E
[∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2] ds
(2.13)

=
(
2TK2 + 2K2

) t∫
0

E
[∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2] ds
= C

t∫
0

E
[∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2] ds ou C = (2TK2 + 2K2) ,

soit

φ (t) = E
[∣∣∣Xt − X̂t

∣∣∣2] , φ (t) ≤ C

t∫
0

φ (s) ds , ∀t ∈ [0, t].

Utilisant le lemme de Granwall, avec C0 = 0 implique φ = 0, on trouve :

E
[∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2] = 0. (2.14)

En appliquant la formule d’Itô à
∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2, on trouve :

d

(∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2) = 2
∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣ d(∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣)+ d

〈
Y − Ŷ, Y − Ŷ

〉
t
.

Par passage à l’intégrale de t à T et l’espérance , on a :

E
[∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2]+ E

 T∫
t

∥∥∥Zs − Ẑs∥∥∥2

ds


= E

[∣∣∣g (XT ,E [XT ])− g
(
X̂T ,E

[
X̂T

])∣∣∣2]

+ 2E

 T∫
t

〈
Ys − Ŷs, f (s,Xs,E [Xs] , Ys,E [Ys] , Zs,E [Zs])

−f
(
s, X̂s,E

[
X̂s

]
, Ŷs,E

[
Ŷs

]
, Ẑs,E

[
Ẑs

])〉]
.
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Donc :

E
[∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2]+ E

 T∫
t

∥∥∥Zs − Ẑs∥∥∥2

ds


≤ K2E

[∣∣∣XT − X̂T

∣∣∣2]

+ 2KE

 T∫
t

∣∣∣Ys − Ŷs∣∣∣ (∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣+
∣∣∣E [Xs]− E

[
X̂s

]∣∣∣+
∣∣∣Ys − Ŷs∣∣∣

+
∣∣∣E [Ys]− E

[
Ŷs

]∣∣∣+
∣∣∣Zs − Ẑs∣∣∣+

∣∣∣E [ZS]− E
[
Ẑs

]∣∣∣)]

Par l’inégalité de Yong on a :

E
[∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2]+ E

 T∫
t

∥∥∥Zs − Ẑs∥∥∥2

ds


≤ K2E

[∣∣∣XT − X̂T

∣∣∣2]+ 2K2ε2E

 T∫
t

∣∣∣Ys − Ŷs∣∣∣2 ds


+
6

ε2
E

 T∫
t

∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2 ds
+

6

ε2
E

 T∫
t

∣∣∣Ys − Ŷs∣∣∣2 ds


+
6

ε2
E

 T∫
t

∥∥∥Zs − Ẑs∥∥∥2

ds

 .
on posant 6

ε2
= 1

2
,alors :

E
[∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2]+

1

2
E

 T∫
t

∥∥∥Zs − Ẑs∥∥∥2

ds


≤ K2E

[∣∣∣XT − X̂T

∣∣∣2]+

(
24K2 +

1

2

)
E

 T∫
t

∣∣∣Ys − Ŷs∣∣∣2 ds


+
1

2
E

 T∫
t

∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2 ds
 .

35



Chapitre 2. Existence et unicité des solutions pour les EDSPRs de type champ
moyen

Par l’inégalité 2.14 on a :

E
[∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2] = 0.

alors Xs = X̂s et XT = X̂T , donc :

E
[∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2]+

1

2
E

 T∫
t

∥∥∥Zs − Ẑs∥∥∥2

ds


≤ CE

 T∫
t

∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2 ds
 , avec C = 24K2 + 1

2
.

On peut extraire deux inégalités :

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2] ≤ CE

 T∫
t

∣∣∣Ys − Ŷs∣∣∣2 ds
 , (2.15)

et

1

2
E

 T∫
t

∥∥∥Zs − Ẑs∥∥∥2

ds

 ≤ CE

 T∫
t

∣∣∣Ys − Ŷs∣∣∣2 ds
 . (2.16)

D’après l’inégalité de Granwall à 2.15, (on a b = 0), donc :

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣∣Yt − Ŷt∣∣∣2] = 0.

Le lemme de Granwall appliqué à 2.16 a nous donne :

E

 T∫
t

∥∥∥Zs − Ẑs∥∥∥2

ds

 = 0.

donc Yt ≡ Ŷt, Zs ≡ Ẑs. Ce qui prouve l’unicité[2].
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Chapitre 3

Conditions nécessaires

d’optimalité pour un problème de

contrôle relaxé pour l’EDSPR de

type champ moyen

Dans ce chapitre, nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité sous forme

du principe de maximum stochastique pour un problème de contrôle relaxé où le

système est dirigé par des équations différentielles stochastique progressives et rétro-

grades non linéaires.

Soit P (U) désigne l’espace des mesures de probabilité sur B(U) équipé de la to-

pologie de convergence faible, où U est un sous-ensemble compact Borel non vide

de Rk. Dans un problème de contrôle relaxé, Le contrôle strict υt valorisé en U est

remplacé par un processus qt valorisé en P (U). De plus, si qt (du) = δυt (du) est une

mesure de Dirac chargé en υt pour chaque t, alors nous obtenons que le problème

de contrôle strict est un cas particulier de celui de relaxé. On note par R l’ensemble

des contrôles relaxés.
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Chapitre 3.Conditions nécessaires d’optimalité pour un problème de contrôle relaxé
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Nous considérons un problème de contrôle relaxé gouverné par lEDSPR de type

champ moyen suivante :



dyµt =

∫
U

b (t, yµt ,E [yµt ] , u)µt (du) dt+ σ (t, yµt ,E [yµt ]) dWt

dY µ
t = −

∫
U

f (t, yµt ,E [yµt ] , Y µ
t ,E [Y µ

t ] , Zµ
t ,E [Zµ

t ] , u)µt (du) dt

+Zµ
t dWt.

yµ0 = x , Y µ
T = h (yµT ,E [yµT ]) , t ∈ [0, T ] ,

(3.1)

le fonctionnel de coût a minimiser sur l’ensemble des contrôles relaxé, est donné par :

J (µ) := E [α (yµT ,E [yµT ]) + β (Y µ
0 ,E [Y µ

0 ]) (3.2)

+

T∫
0

∫
U

l (t, yµt ,E [yµt ] , Y µ
t ,E [Y µ

t ] , Zµ
t ,E [Zµ

t ] , u)µt (du) dt

 .
Nous disons qu’un contrôle relaxé q est un contrôle optimal si

J (q) = inf
µ∈R

J (µ) . (3.3)

Selon le fait que l’ensemble de contrôles relaxés est convexe, donc pour établir les

conditions nécessaire d’optimalité nous utilisons la méthode de perturbation convexe

(faible). Laissez q d’être un contrôle relaxé optimal avec les trajectoires associées

(yqt , Y
q
t , Z

q
t ) vérifiant l’EDSPR de type champ moyen 3.1. Ensuite, nous pouvons

définir un contrôle relaxé perturbé par qεt = qt + ε (µt − qt) ,

où ε > 0 est suffi samment petit et µ. est un élément arbitraire de R. Notons par

(yεt , Y
ε
t , Z

ε
t ) la solution du système 3.1 correspondante au contrôle perturbé q

ε.

Considérons les hypothèses suivantes :

• (H1) (condition de Lipschitz) ∃C > 0 tels que ∀y1,y
′
1, y2, y

′
2, Y1, Y

′
1 , Y2, Y

′
2 , Z1, Z

′
1, Z2, Z

′
2, u
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|b (t, y1, y
′
1, u)− b (t, y2, y

′
2, u)|2 ≤ C

(
|y1 − y2|2 + |y′1 − y′2|

2
)
,

|σ (t, y1, y
′
1)− σ (t, y2, y

′
2)|2 ≤ C

(
|y1 − y2|2 + |y′1 − y′2|

2
)
,

|f (t, y1, y
′
1, Y1, Y

′
1 , Z1, Z

′
1, u)− f (t, y2, y

′
2, Y2, Y

′
2 , Z2, Z

′
2, u)|2

≤ C
(
|y1 − y2|2 + |y′1 − y′2|

2
+ |Y1 − Y2|2 + |Y ′1 − Y ′2 |

2

+ ‖Z1 − Z2‖2 + ‖Z ′1 − Z ′2‖
2
)
,

|l (t, y1, y
′
1, Y1, Y

′
1 , Z1, Z

′
1, u)− l (t, y2, y

′
2, Y2, Y

′
2 , Z2, Z

′
2, u)|2

≤ C
(
|y1 − y2|2 + |y′1 − y′2|

2
+ |Y1 − Y2|2 + |Y ′1 − Y ′2 |

2

+ ‖Z1 − Z2‖2 + ‖Z ′1 − Z ′2‖
2
)

•(H2) (Conditions de régularité)

(i) Les fonctions b, h, σ, α sont bornées et continuement différentiables par rapport

à (x, x′), et les fonctions f et β sont bornées et continuement différentiables

par rapport à (y, y′, Y, Y ′, Z, Z ′) et à (y, y′) respectivement.

(ii) Les dérivées de b, h, σ, f par rapport leurs arguments sont continues et bornées.

(iii) Les dérivées de l sont bornées par C (1 + |y| , |y′| , |Y | , |Y ′| , |Z| , |Z ′|) .

(iv) Les dérivées de α et β sont bornées par C(1 + |y|+ |y′|) et C(1 + |Y |+ |Y ′|),

pour un certain C constant positif.
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3.1 L’inégalité variationnelle.

En utilisant l’optimalité de q, l’inégalité variationnelle sera dérivée de l’inégalité :

0 ≤ J (qε)− J (q) .

Pour cela, nous avons besoin des résultats suivants.

Proposition 3.1.1 Sous les hypothèses (H1)—(H2), nous avons :

lim
ε→0
E
[

sup
0≤t≤T

|yεt − y
q
t |

2

]
= 0. (3.4)

lim
ε→0
E
[

sup
0≤t≤T

|Y ε
t − Y

q
t |

2

]
= 0. (3.5)

lim
ε→0
E

 T∫
0

‖Zε
t − Z

q
t ‖

2 dt

 = 0. (3.6)

Preuve. Nous calculons E
[
|yεt − y

q
t |

2
]
et en utilisant la définition de qεt pour obtenir

E
[
|yεt − y

q
t |

2
]

≤ CE
t∫

0

∫
U

∣∣∣∣∣∣b (s, yεs,E [yεs] , u) qs (du)−
∫
U

b (s, yqs ,E [yqs ] , u) qs (du)

∣∣∣∣∣∣
2

ds

+ Cε2E

 t∫
0

∣∣∣∣∣∣
∫
U

b (s, yεs,E [yεs] , u)µs (du)−
∫
U

b (s, yεs,E [yεs] , u) qs (du)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ CE

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

σ (s, yεs,E [yεs])− σ (s, yqs ,E [yqs ])

∣∣∣∣∣∣
2

ds

 .
Puisque b et σ sont uniformement Lipschitziennes et b est bornée, on a :

E
[
|yεt − y

q
t |

2
]
≤ CE

 t∫
0

|yεs − yqs |
2 ds

+ Cε2.
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En appliquant le lemme de Granwall et l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, nous

obtenons 3.4. D’autre part, en appliquant la formule d’Itô à (Y ε
t − Y

q
t )2, en prenant

l’esperance et en appliquant l’inégalité de Young, pour obtenir :

E
[
|Y ε
t − Y

q
t |

2
]

+ E

 T∫
t

‖Zε
s − Zq

s‖ ds


≤ E

[
|h (yεT ,E [yεT ])− h (yqT ,E [yqT ])|2

]
+

1

θ
E

 T∫
t

|yεs − yqs |
2 ds

+ θE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f (s, yεs,E [yεs] , Y
ε
s ,E [Y ε

s ] , Zε
s ,E [Zε

s ] , u) qεs (du)

−
∫
U

f (s, yqs ,E [yqs ] , Y
q
s ,E [Y q

s ] , Zq
s ,E [Zq

s ] , u) qs (du)

∣∣∣∣∣∣
2

ds

 .
En utilisant la définition de qεt , nous obtenons :

E
[
|Y ε
t − Y

q
t |

2
]

+ E

 T∫
t

‖Zε
s − Zq

s‖ ds


≤ E

[
|h (yεT − E [yεT ])− h (yqT − E [yqT ])|2

]
+

1

θ
E

 T∫
t

|Y ε
s − Y q

s |
2 ds


+ Cθε2E

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f (s, yεs,E [yεs] , Y
ε
s ,E [Y ε

s ] , Zε
s ,E [Zε

s ] , u)µs (du)

−
∫
U

f (s, yεs,E [yεs] , Y
ε
s ,E [Y ε

s ] , Zε
s ,E [Zε

s ] , u) qs (du)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ CθE

 T∫
t

∣∣∣∣∣∣
∫
U

f (s, yεs,E [yεs] , Y
ε
s ,E [Y ε

s ] , Zε
s ,E [Zε

s ] , u) qs (du)

−
∫
U

f (s, yqs ,E [yqs ] , Y
q
s ,E [Y q

s ] , Zq
s ,E [Zq

s ] , u) qs (du)

∣∣∣∣∣∣
2

ds

 .
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Comme f et h sont uniformément Lipschitziennes, nous avons

E
[
|Y ε
t − Y

q
t |

2
]

+ E

 T∫
t

‖Zε
s − Zq

s‖
2 ds

 ≤ (1

θ
+ 2Cθ + 2C

)
E

 T∫
t

|Y ε
s − Y q

s |
2 ds


(3.7)

+ 2CθE

 T∫
t

‖Zε
s − Zq

s‖
2 ds

+ φεt .

où

φεt = 2CE
[
|yεT − y

q
T |

2
]

+ (2Cθ + 2C)E

 T∫
t

|yεs − yqs |
2 ds

+ Cεθ2.

De 3.4 nous pouvons montrer que

lim
ε→0

φεt = 0. (3.8)

Choisir θ = 1
4C

> 0, donc 2Cθ = 1
2
< 1, donc l’inégalité 3.7 devient :

E
[
|Y ε
t − Y

q
t |

2
]

+
1

2
E

 T∫
t

‖Zε
s − Zq

s‖
2 ds

 ≤ E
 T∫
t

|Y ε
s − Y q

s |
2 ds

+ φεt .

Nous dérivons de cette inégalité, deux inégalités

E
[
|Y ε
t − Y

q
t |

2
]
≤ CE

 T∫
t

|Y ε
s − Y q

s |
2 ds

+ φεt . (3.9)

E

 T∫
t

‖Zε
s − Zq

s‖
2 ds

 ≤ CE

 T∫
t

|Y ε
s − Y q

s |
2 ds

+ φεt . (3.10)

Appliquant le lemme de Granwall et l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy en 3.9

et en utilisant 3.4 et 3.8 on obtient 3.5. Enfin l’ingalité 3.6 est obtenue de 3.5, 3.8 et

3.10.
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Proposition 3.1.2 Soit
(
ŷt, Ŷt, Ẑt

)
, la solution des équations variationnelles sui-

vantes :

dŷt =

∫
U

by (t, yqt ,E [yqt ] , u) qt (du) ŷt + E

∫
U

by′ (t, y
q
t ,E [yqt ] , u) qt (du)E [ŷt]

 dt

+ (σy (t, yqt ,E [yqt ]) ŷt + E [σy′ (t, y
q
t ,E [yqt ])E [ŷt]]) dWt

+

∫
U

b (t, yqt ,E [yqt ] , u) qt (du)−
∫
U

b (t, yqt ,E [yqt ] , u)µt (du)

 dt

dŶt = −

∫
U

fy (t, πqt , u) qt (du) ŷt + E

∫
U

fy′ (t, π
q
t , u) qt (du)E [ŷt]


+

∫
U

fY (t, πqt , u) qt (du) Ŷt + E

∫
U

fY ′ (t, π
q
t , u) qt (du)E

[
Ŷt

]
+

∫
U

fZ (t, πqt , u) qt (du) Ẑt + E

∫
U

fZ′ (t, π
q
t , u) qt (du)E

[
Ẑt

]
−

∫
U

f (t, πqt , u) qt (du)−
∫
U

f (t, πqt , u)µt (du)

 dt+ ẐtdWt

ŷ0 = 0 , ŶT = hy (yqT ,E [yqT ]) ŷT + E [hy′ (y
q
T ,E [yqT ])E [ŷT ]] ,

où (t, πqt , u) := (t, , yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , u). Nous avons les estimations

suivantes :

lim
ε→0

E

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣1ε (yεt − y
q
t )− ŷt

∣∣∣∣2
]

= 0, (3.11)

lim
ε→0

E

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣1ε (Y ε
t − Y

q
t )− Ŷt

∣∣∣∣2
]

= 0, (3.12)

lim
ε→0

E

 T∫
0

∥∥∥∥1

ε
(Zε

t − Z
q
t )− Ẑ

∥∥∥∥2

t

 = 0. (3.13)

Preuve. Pour simplification, notons par

Υε
t = 1

ε
(yεt − y

q
t )− ŷt ,Yεt = 1

ε
(Y ε

t − Y
q
t )− Ŷt ,Zεt = 1

ε
(Zε

t − Z
q
t )− Ẑt. (3.14)
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Prouvons 2.11. D’après 3.1, 3.10 et les notations 3.14, nous avons

Υε
t =

1

ε

t∫
0

∫
U

b (s, yεs,E [yεs] , u) qεs (du)−
∫
U

b (s, yqs ,E [yqs ] , u) qεs (du)

 ds
+

1

ε

t∫
0

∫
U

b (s, yqs ,E [yqs ] , u) qεs (du)−
∫
U

b (s, yqs ,E [yqs ] , u) qs (du)

 ds
+

1

ε

t∫
0

[σ (s, yεs,E [yεs])− σ (s, yqs ,E [yqs ])] dWs

−
t∫

0

∫
U

by (s, yqs ,E [yqs ] , u) qs (du) ŷsds

−
t∫

0

E

∫
U

by′ (s, y
q
s ,E [yqs ] , u) qs (du)E [ŷs]

 ds
−

t∫
0

(σy (s, yqs ,E [yqs ]) ŷs + E [σy′ (s, y
q
s ,E [yqs ])E [ŷs]]) dWs

−
t∫

0

∫
U

b (s, yqs ,E [yqs ] , u) qs (du)−
∫
U

b (s, yqs ,E [yqs ] , u)µs (du)

 ds.

En utilisant la définition de qεs et en prenant l’esperance, nous obtenons

E
[
|Υε

t |
2] ≤ CE

 t∫
0

1∫
0

∫
U

|by (s,Λε
s, u) Υε

t |
2 qs (du) dλds


+ CE

 t∫
0

1∫
0

∫
U

|E [by′ (s,Λ
ε
s, u)E [Υε

t ]]|
2 qs (du) dλds


+ CE

 t∫
0

1∫
0

|σy (s,Λε
s) Υε

t |
2 dλds


+ CE

 t∫
0

1∫
0

|E [σy′ (s,Λ
ε
s)E [Υε

t ]]|
2 dλds

+ CE [Γεt ] ,
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où (s,Λε
s, u) := (s, yqs + λε (Υε

s + ŷs) ,E [yqs + λε (Υε
s + ŷs)] , u) , et

Γεt =

t∫
0

1∫
0

∫
U

by (s,Λε
s, u) (yεs − yqs)µs (du) dλds

+

t∫
0

1∫
0

∫
U

E [by′ (s,Λ
ε
s, u)E [yεs − yqs ]]µs (du) dλds

−
t∫

0

1∫
0

∫
U

by (s,Λε
s, u) (yεs − yqs) qs (du) dλds

−
t∫

0

1∫
0

∫
U

E [by′ (s,Λ
ε
s, u)E [yεs − yqs ]] qs (du) dλds

+

t∫
0

1∫
0

∫
U

by (s,Λε
s, u) ŷs + E

∫
U

by′ (s,Λ
ε
s, u)E [ŷs]

 qs (du) dλds

+

t∫
0

1∫
0

(σy (s,Λε
s) ŷs + E [σy′ (s,Λ

ε
s)E [ŷs]]) dλdWs

−
t∫

0

∫
U

by (s, yqs ,E [yqs ] , u) ŷsqs (du) ds

−
1∫

0

∫
U

E [by′ (s, y
q
s ,E [yqs ] , u)E [ŷs]] qs (du) ds

−
t∫

0

(σy (s, yqs ,E [yqs ]) ŷs + E [σy′ (s, y
q
s ,E [yqs ])E [ŷs]]) dWs,

puisque by, by′ , σy, σy′ sont continus et bornées, nous avons

E
[
|Υε

t |
2] ≤ CE

 t∫
0

|Υε
t |

2 ds

+ CE [Γεt ] , (3.15)

et

lim
ε→0

E [Γεt ] = 0. (3.16)

En utilisant 3.16, le lemme de Granwall et l’inégalité de Burkholder-Davis-
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Gundy en 3.15, on peut montrer 3.11.Provons 3.12 et 3.13, notons par

(s,∆ε
s, u) :=

(
s, yqs + λε (Υε

s + ŷs) ,E [yqs + λε (Υε
s + ŷs)] , Y

q
s + λε

(
Yεs + Ŷs

)
,E
[
Y q
s + λε

(
Yεs + Ŷs

)]
, Zq

s + λε
(
Zεs + Ẑs

)
,E
[
Zq
s + λε

(
Zεs + Ẑs

)]
, u
)
.

D’après 3.1, 3.10 et 3.14, on a



dYεt = − (F ε
YYεt + E [F ε

Y ,E [Yεt ]] + F ε
ZZεt + E [F ε

Z ,E [Zεt ]] + θεt ) dt

+ZεtdWt

YεT = 1
ε

(h (yεT ,E [yεT ])− h (yqT ,E [yqT ]))

− (hy′ (y
q
T ,E [yqT ]) ŷT + E [hy′ (y

q
T ,E [yqT ])E [ŷT ]]) ,

où

F ε,q
$ =

1∫
0

∫
U

f$ (t,∆ε
t , u) qt (du) dλ, pour $ = y, y′, Y, Y ′, Z, Z ′,
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θεt = F ε,q
y Υε

t + E
[
F ε,q
y′ E [Υε

t ]
]

+ F ε,q
y ŷt + E

[
F ε,q
y′ E [ŷt]

]
−
∫
U

fy (t, πqt , u) qt (du) ŷt − E

∫
U

fy′ (t, π
q
t , u) qt (du)E [ŷt]

+ F ε,q
y Ŷt

E
[
F ε,q
Y ′ E

[
Ŷt

]]
−
∫
U

fY (t, πqt , u) qt (du) Ŷt − E

∫
U

fY ′ (t, π
q
t , u) qt (du)E

[
Ŷt

]
+ F ε,q

Z Ẑt + E
[
F ε,q
Z′ E

[
Ẑt

]]
−
∫
U

fZ (t, πqt , u) qt (du) Ẑt

− E

∫
U

fZ′ (t, π
q
t , u) qt (du)E

[
Ẑt

]
+ F ε,µ

y (yεt − y
q
t ) +E

[
F ε,µ
y′ E [yεt − y

q
t ]
]

+ F ε,µ
Y (Y ε

t − Y
q
t )

+ E [F ε,µ
Y ′ E [Y ε

t − Y
q
t ]] + F ε,µ

Z (Zε
t − Z

q
t ) + E [F ε,µ

Z′ E [Zε
t − Z

q
t ]]

−
(
F ε,q
y (yεt − y

q
t ) + E

[
F ε,q
y′ E [yεt − y

q
t ]
]

+ F ε,q
Y (Y ε

t − Y
q
t )

+E [F ε,q
Y ′ E [Y ε

t − Y
q
t ]] + F ε,q

Z (Zε
t − Z

q
t ) + E [F ε,q

Z′ E [Zε
t − Z

q
t ]]) .

En utilisant le fait que les dérivés fy, fy′ , fY , fY ′ , fZ , f ′Z sont continues et bornées

et à partir de 3.4, 3.5 , 3.6 et 3.11 nous montrons

lim
ε→0
E

 T∫
t

|θεs|
2 ds

 = 0. (3.17)

Appliquant la formule d’Itô à |Y ε
t |

2 nous obtenons :

E
[
|Yεt |

2]+ E

 T∫
t

‖Zεs‖
2 ds

 = E
[
|YεT |

2]+ 2E

 T∫
t

〈
Yεs, F Y

s Yεs + E
[
F Y ′

s E [Yεs]
]

+FZ
s Zεs + E

[
FZ′

s E [Zεs]
]

+ θεs

〉
ds
]
.

Application de l’inégalité de Young et le fait que les dérivés F Y
s , F

Y ′
s , FZ

s , F
Z′
s
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sont bornées, on a :

E
[
|Yεt |

2]+ E

 T∫
t

‖Zεs‖
2 ds


≤ E

[
|YεT |

2]+
1

θ1

E

 T∫
t

|Yεs|
2 ds


+ 5Cθ1E

 T∫
t

(
|Yεs|

2 + E
[
|Yεs|

2]+ ‖Zεs‖
2 + E

[
‖Zεs‖

2]+ |θεs|
2) ds


+ 3CE

 T∫
t

(
|Yεs|

2 + E
[
|Yεs|

2]) ds
 .

Appliquant à nouveau l’inégalité de Young

E
[
|Yεt |

2]+ E

 T∫
t

‖Zεs‖
2 ds


≤ E

[
|YεT |

2]+
1

θ1

E

 T∫
t

|Yεs|
2 ds


+ 5Cθ1E

 T∫
t

(
|Yεs|

2 + E
[
|Yεs|

2]+ ‖Zεs‖
2 + E

[
‖Zεs‖

2]+ |θεs|
2) ds


+ 3CE

 T∫
t

(
|Yεs|

2 + E
[
|Yεs|

2]) ds
 .
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donc

E
[
|Yεt |

2]+ E

 T∫
t

‖Zεs‖
2 ds

 (3.18)

≤ E
[
|YεT |

2]+

(
1

θ1

+ 10Cθ1 + 6C

)
E

 T∫
t

|Yεs|
2 ds


+ (10Cθ1)E

 T∫
t

‖Zεs‖
2 ds

+ 5Cθ1E

 T∫
t

|θεs|
2 ds

 ,
nous choisissons

θ1 = 1
20C

, θ2 = 1
14C

> 0.

ainsi

10Cθ1 =
1

2
< 1.

Puis l’inégalité 3.18 devient

E
[
|Yεt |

2]+K1E

 T∫
t

‖Zεs‖
2 ds

 ≤ E [|YεT |2]+K2E

 T∫
t

|Yεs|
2 ds

 (3.19)

+K3E

 T∫
t

|θεs|
2 ds

 ,
avec K1 = 1

6
> 0, K2 > 0, K3 > 0.

Nous tirons de 3.19 deux inégalités :

E
[
|Yεt |

2] ≤ E [|YεT |2]+K2E

 T∫
t

|Yεs|
2 ds

 (3.20)

+K3E

 T∫
t

|θεs|
2 ds

 ,
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et

E

 T∫
t

‖Zεs‖
2 ds

 ≤ 1

K1

E
[
|YεT |

2]+
K2

K1

E

 T∫
t

|Yεs|
2 ds

 (3.21)

+
K3

K1

E

 T∫
t

|θεs|
2 ds

 .
D’autre part, nous avons :

E
[
|YεT |

2] = E
[∣∣∣∣1ε (h (yεT ,E [yεT ])− h (yqT ,E [yqT ]))

− (hy (yqT ,E [yqT ]) ŷT + E [hy′ (y
q
T ,E [yqT ])E [ŷT ]])|2

]
≤ 4E


∣∣∣∣∣∣

1∫
0

hy (Λε
T ) dλ− hy (yqT ,E [yqT ])

∣∣∣∣∣∣
2

. |ŷT |2


+ 4E

E

∣∣∣∣∣∣

1∫
0

hy′ (Λ
ε
T ) dλ− hy′ (yqT ,E [yqT ])

∣∣∣∣∣∣
2
 .E [|ŷT |2]


+ 4E

 1∫
0

(
|hy (Λε

T )|2 . |Υε
T |

2 + E
[
|hy′ (Λε

T )|2
]
.E
[
|Υε

T |
2]) dλ

 .
Comme hy, hy′ are continues et bornées, utilisant 3.11, on obtient

lim
ε→0

E
[
|YεT |

2] = 0. (3.22)

Maintenant, en appliquant le lemme de Gronwall dans 3.20 et en utilisant 3.17 et

3.22 pour obtenir 3.12 et d’après 3.12, 3.17 et 3.22 nous obtenons 3.13.

Proposition 3.1.3 (inégalité variationnelle). Sous (H1)—(H2), soit q un contrôle

relaxé optimal avec des trajectoires associées (Xq
t , Y

q
t , Z

q
t ). Ensuite, pour tout élément
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µ de R, nous avons :

0 ≤ E [αy (yqT ,E [yqT ]) ŷT + E [αy′ (y
q
T ,E [yqT ])E [ŷT ]]]

+ E
[
βY (Y q

0 ,E [Y q
0 ]) Ŷ0 + E

[
βY ′ (Y

q
0 ,E [Y q

0 ])E
[
Ŷ0

]]]
+ E

 T∫
0

∫
U

(ly (t, πqt , u) ŷt − E [ly′ (t, π
q
t , u)E [ŷt]]

+lY (t, πqt , u) Ŷt − E
[
lY ′ (t, π

q
t , u)E

[
Ŷt

]]
+lZ (t, πqt , u) Ẑt − E

[
lZ′ (t, π

q
t , u)E

[
Ẑt

]])
qt (du) dt

]
+ E

 T∫
0

∫
U

l (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , u)µt (du)

−
∫
U

l (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , u) qt (du)

 dt

 .
Preuve. D’après l’optimalité de q nous avons :

0 ≤ E [α (yεT ,E [yεT ])− α (yqT ,E [yqT ])] + E [β (Y ε
0 ,E [Y ε

0 ])− β (Y q
0 ,E [Y q

0 ])]

+ E

 T∫
0

∫
U

l (t, yεt ,E [yεt ] , Y
ε
t ,E [Y ε

t ] , Zε
t ,E [Zε

t ] , u) qεt (du)

−
∫
U

l (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , u) qεt (du)

 dt


+ E

 T∫
0

∫
U

l (t, yεt ,E [yεt ] , Y
ε
t ,E [Y ε

t ] , Zε
t ,E [Zε

t ] , u) qεt (du)

−
∫
U

l (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , u) qt (du)

 dt

 .
Divisons cette inégalité par ε et en utilisant la définition de qεt et la notation 3.14,
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nous avons :

0 ≤ E

 1∫
0

(αy (Λε
T ) ŷT + E [αy′ (Λ

ε
T )E [ŷT ]]) dλ

 (3.23)

+ E

 1∫
0

(
βY

(
Y q

0 + λε
(
Yε0 + Ŷ0

)
,E
[
Y q

0 + λε
(
Yε0 + Ŷs

)])
Ŷ0

+E
[
βY ′
(
Y q

0 + λε
(
Yε0 + Ŷ0

)
,E
[
Y q

0 + λε
(
Yε0 + Ŷs

)])
E
[
Ŷ0

]])
dλ
]

+ E

 T∫
0

1∫
0

∫
U

(ly (t,∆ε
t , u) ŷt, E [ly′ (t,∆

ε
t , u)E [ŷt]]

+lY (t,∆ε
t , u) Ŷt,E

[
lY ′ (t,∆

ε
t , u)E

[
Ŷt

]]
lZ (t,∆ε

t , u) Ŷt,E
[
lZ′ (t,∆

ε
t , u)E

[
Ŷt

]])
qt (du) dλdt

]
+ E

 T∫
0

∫
U

l (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , u)µt (du)

−
∫
U

l (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , u) qt (du)

 dt

+∇ε
t .
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où ∇ε
t est donné par :

∇ε
t = E

 1∫
0

(αy (Λε
T ) Υε

T + E [αy′ (Λ
ε
T )E [Υε

T ]]) dλ


+ E

 1∫
0

(
βY ′
(
Y q

0 + λε
(
Yε0 + Ŷ0

)
,E
[
Y q

0 + λε
(
Yε0 + Ŷs

)])
Yε0

+E
[
βY ′′

(
Y q

0 + λε
(
Yε0 + Ŷ0

)
,E
[
Y q

0 + λε
(
Yε0 + Ŷs

)])
E [Y0]

])
dλ
]

+ E

 T∫
0

1∫
0

∫
U

(ly (t,∆ε
t , u) (yεt − y

q
t ) + E [ly′ (t,∆

ε
t , u)E [yεt − y

q
t ]]

+lY (t,∆ε
t , u) (Y ε

t − Y
q
t ) + E [lY ′ (t,∆

ε
t , u)E [Y ε

t − Y
q
t ]]

+lZ (t,∆ε
t , u) (Zε

t − Z
q
t ) + E [lZ′ (t,∆

ε
t , u)E [Zε

t − Z
q
t ]])µt (du) dλdt]

− E

 T∫
0

1∫
0

∫
U

(ly (t,∆ε
t , u) (yεt − y

q
t ) + E [ly′ (t,∆

ε
t , u)E [yεt − y

q
t ]]

+lY (t,∆ε
t , u) (Y ε

t − Y
q
t ) + E [lY ′ (t,∆

ε
t , u)E [Y ε

t − Y
q
t ]]

+lZ (t,∆ε
t , u) (Zε

t − Z
q
t ) + E [lZ′ (t,∆

ε
t , u)E [Zε

t − Z
q
t ]]) qt (du) dλdt]

+ E

 T∫
0

1∫
0

∫
U

(ly (t,∆ε
t , u) Υε

t + E [ly′ (t,∆
ε
t , u)E [Υε

t ]]

+lY (t,∆ε
t , u)Yεt + E [lY ′ (t,∆

ε
t , u)E [Yεt ]]

+lZ (t,∆ε
t , u)Zεt + E [lZ′ (t,∆

ε
t , u)E [Zεt ]]) qt (du) dλdt] .

Puisque les dérivées αy, αy′ , βy, βy′ , ly, ly′ , lY , lY , lZ , lZ′ sont continues et bornées, en

utilisantt 3.4, 3.5, 3.6, 3.11, 3.12, 3.13 et l’inégalité de Cauchy-Schwartz nous mon-

trons que

lim
ε→0
E
[
|∇ε

t |
2] = 0.

Ensuite, si ε tend vers 0 dans 3.23, nous obtenons l’inégalité variationnelle.
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3.1.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Définition 3.1.1 le hamiltonien H défini de

[0, T ]× Rn × Rn × Rm × Rm × Rm×d × Rm×d × U × Rm × Rn × Rm×l × Rn×d,

à R par

H (t, y, y′, Y, Y ′, Z, Z ′, µ,Φ,Ψ,Σ) := Φ

∫
U

b (t, y, y′, u)µ (du) + Σσ (t, y, y′) (3.24)

+ Ψ

∫
U

f (t, y, y′, Y, Y ′, Z, Z ′, u)µ (du)

+

∫
U

l (t, y, y′, Y, Y ′, Z, Z ′, u)µ (du) .

Théorème 3.1.1 (Conditions nécessaires optimalité pour un contrôle relaxè) Sup-

posons que (H1)—(H2) sont vérifiées. Soit q ∈ R un contrôle relaxé optimal. Soit

(yq, Y q, Zq) la solution de l’EDSPR 3.1 associée à qt. Alors, il existe une solution

unique (Φq, ψq,
∑q) des équations adjointes suivantes :



dΦq
t = − (Hy (t, ζqt , qt,κ

q
t ) + E [Hy′ (t, ζ

q
t , qt,κ

q
t )]) dt+ Σq

tdWt,

dΨq
t = (HY (t, ζqt , qt,κ

q
t ) + E [HY ′ (t, ζ

q
t , qt,κ

q
t )]) dt

+ (HZ (t, ζqt , qt,κ
q
t ) + E [HZ′ (t, ζ

q
t , qt,κ

q
t )]) dWt

Ψq
0 = βY (Y q

0 ,E [Y q
0 ]) + E [βy′ (Y

q
0 ,E [Y q

0 ])] ,

Φq
T = αY (Y q

T ,E [Y q
T ]) + E [αy′ (Y

q
T ,E [Y q

T ])]

+hy (yqT ,E [yqT ]) Ψq
T + E [hy′ (y

q
T ,E [yqT ])E [Ψq

T ]] ,

(3.25)
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telle que

H (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , qt,Φ
q
t ,Ψ

q
t ,Σ

q
t ) (3.26)

≤ H (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , µt,Φ
q
t ,Ψ

q
t ,Σ

q
t )

, a, e, t, P − a, s., ∀µ ∈ P (U) ,

où (t, ζqt , qt,κ
q
t ) = (t, yqt ,E [yqt ] , Y

q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , qt,Φ
q
t ,Ψ

q
t ,Σ

q
t ,Π

q
t ) .

Preuve. D"après 3.25, l’inégalité variationnelle devient

0 ≤ E [〈Φq
T , ŷT 〉]− E [hy (yqT ,E [yqT ]) Ψq

T + E [hy′ (y
q
T ,E [yqT ])E [Ψq

T ]]] (3.27)

+ E
[〈

Ψq
0, Ŷ0

〉]
+ E

 T∫
O

∫
U

(ly (t, πqt , u) ŷt − E [ly′ (t, π
q
t , u)E [ŷt]]

+ lY (t, πqt , u) Ŷt − E
[
lY ′ (t, π

q
t , u)E

[
Ŷt

]]
+lZ (t, πqt , u) Ẑt − E

[
ly′ (t, π

q
t , u)E

[
Ẑt

]])
qt (du) dt

]
+ E

 T∫
O

∫
U

l (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , u)µt (du)

−
∫
U

l (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , u) qt (du)

 dt

 .
Appliquant maintenant la formule d’Itô pour calculer 〈Φq

t , ŷt〉 et
〈

Ψq
T , Ŷt

〉
on trouve

E [〈Φq
T , ŷT 〉] = −E

 T∫
O

〈
Ψq
t

∫
U

(fY (t, πqt , u)− E [fY ′ (t, π
q
t , u)]) qt (du)

+

∫
U

(lY (t, πqt , u) + E [lY ′ (t, π
q
t , u)]) qt (du) , ŷt

〉
dt


+ E

 T∫
O

Φq
t

∫
U

b (t, yqt ,E [yqt ] , u) qt (du)−
∫
U

b (t, yqt ,E [yqt ] , u)µt (du)

 dt

 ,
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et

E
[〈

Ψq
0, Ŷ0

〉]
= E

[〈
Ψq
T , ŶT

〉]
+ E

 T∫
O

〈
Ψq
t ,

∫
U

(fy (t, πqt , u) ŷt − E [fy′ (t, π
q
t , u)E [ŷt]]) qt (du)

〉
dt


− E

 T∫
O

〈∫
U

(lY (t, πqt , u) + E [lY ′ (t, π
q
t , u)]) qt (du) , Ŷt

〉
dt


− E

 T∫
O

〈∫
U

(lZ (t, πqt , u) + E [lZ′ (t, π
q
t , u)]) qt (du) , Ẑt

〉
dt


+ E

 T∫
O

Ψq
t

∫
U

f (t, πqt , u) qt (du)−
∫
U

f (t, πqt , u)µt (du)

 dt

 .
Remplaçant les deux égalités ci-dessus dans l’inégalité 3.27 pour obtenir, pour chaque

µ ∈ R,

0 ≤ E

 T∫
0

(H (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , qt,Φ
q
t ,Ψ

q
t ,Σ

q
t )

−H (t, yqt ,E [yqt ] , Y
q
t ,E [Y q

t ] , Zq
t ,E [Zq

t ] , µt,Φ
q
t ,Ψ

q
t ,Σ

q
t )) dt] .

Par conséquent, l’inégalité 3.26 suit par un argument standard[4].
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Conclusion

On a établi dans ce mémoire les conditions necessaires d’optimalité satisfaites par

un contrôle relaxé optimal, pour des systèmes gouvernés par des équations différen-

tielles stochastiques progressives et rétrogrades non linéaires de type champ moyen

(EDSPR-CM). Ici les coeffi cients dépendent des processus d’état ainsi que de leur

distribution. De plus, la fonctionnelle de coût est également de type champ moyen.

Comme l’ensemble des contrôle relaxés est convexe, donc la methode de démonstra-

tion est basée sur la méthode classique pour le cas non linéaire où on a utiliser une

perturbation convexe (faible).

Le probléme de contrôle relaxé est une généralisation du problème de contrôle strict.

En effet, si qt(da) = δt(da) est une mesure de Dirac concentrée en un seul point qu’est

le contrôle strict vt ∈ U , alors nous obtenons que le problème de contrôle strict est

un cas particulier du problème de contrôle relaxé.
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Annexe : Abréviations et

Notations

(Ω,F , P ) Espace de probabilité.

(F)t≥0 Filtration.

Bt Mouvement Brownien.

EDSPRS Equation différentielle stochastique progressive rétrograde.

sup Supérieur.

lim limit.

〈., .〉 Produit scalaire dans Rd.

B (R) tribu borélienne.

P Probabilité.

E Espérance par rapport à la probabilité P.

J (.) La fonction de coût à minimiser.

µ Contrôle relaxé.

Rd Espace réel euclidien de dimension d.

H Hamiltonien.
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