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Introduction

Beaucoup des phénomenes et des probléemes du monde aujourd’hui ba-
sées sur les équations aux dérivées partielles, qui seront notées en abrégé
EDP dans la suite.

En effet, les équations aux dérivées partielles traduisent par sa lan-
gage mathématique des lois des phénomeénes en mécanique, la dynamique
des fluides, I’élasticité et la météorologie,..., ect. En plus, grace & la déve-
loppement technologique ’EDP a utilisé pour traiter des images. Comme
conséquence, la physique et la mathématique a une grande relation. Le
parole de Poincaré affirme cette relation : " toutes les lois sont tirées de
I’expérience, mais, pour les énoncer, il faut un langue spécial ; le langage
ordinaire est trop pauvre, il est d’ailleurs trop vague, pour exprimer des
rapports si délicats, si riches et si précis. Voila donc une premiere raison
pour laquelle le physicien ne peut se passer des mathématiques; elles lui
fournissent la seule langue qu’il puisse parler". (Poincaré, 1910). On va
citer des travaux des grands noms sur les EDP :

Euler écrit en 1765 un mémoire de mathématiques pures consacré a
une EDP spécifique. Lagrange donne une sorte d’inventaire des EDP
rencontrées dans des problémes physiques et livre des méthodes inno-
vantes d’intégration. I est moins systématique et « maths pures » dans

son étude des EDP. D’Alembert va étre le seul a, simultanément :



Introduction

- considérer les EDP hors de tout probleme physique.

- entreprendre I’étude de classes trés larges d’EDP.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres, le premier chapitre
contient des définitions de base sur les EDP et en particulier, les EDP
d’ordre deux, linéaire. Dans le deuxieme chapitre, nous allons détal-
laier comment trouver la solution de probléme par la méthode de sépara-
tion des variables . Le dernier chapitre est un ensemble des différentes
examples qui 'on va chercher les solutions par la méthode de séparation

des variables.



Chapitre 1

Généralités sur les équations
ordinaires et les équations aux

dérivées partielles.

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation reliant une fonction in-
connue de plusieurs variables u & ses dérivées partielles. Les EDPs se trouvent dans
les applications de la, physique, I'ingénierie, la biologie, ’économie, etc. En effet,
dans ces domaines, les phénomeénes se modélisent souvent par des systémes mathé-
matiques impliquant des EDPs. Les différents processus du phénomeéne se décrivent

en déterminant une relation entre u et ses dérivées partielles.

1.1 Equations différentielles ordinaires.

L’exemple le plus simple est lorsque la fonction u dépend uniquement d’une seule

variable. Alors cette relation est décrite simplement par ce qu’on appelle une EDO.



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées
partielles

Définition 1.1.1 Une équation différentielle est une relation de type :

entre la variable v € R et les dirévées de la fonction inconnu u au point x. La fonction

F' est une fonction de plusieurs variables

(,y,...) = F(x,y,...)

ou = est dans R (ou par fois dans un intervalle de R) et y — (o, ..., ¥») est dans

Rn+1

Exemple 1.1.1 Le mouvement d’un objet sur une droite peut étre décrit par ’équa-

tion

La variable x correspond au temps et la fonction u correspond a la position de [’objet.

Dans ce casx € I C R et :

F:(xay) - F(Iay()uyl?yQ):yQ_g(yO)
R* — R*

1.1.1 Equation aux dirévées partielles

soit u = u (x,y, ...) une fonction de plusieurs variables indépendantes au nombre fini.
Une EDP pour la fonction u est une relation qui lie :

- Les variables indépendantes (z,v, ...)

- La fonction "inconnue" u de variables indépendantes

- Un nombre fini de dérivées partielles de u



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées
partielles

F(m,y,...u Ou Ju Ou ) =0

) a_xu a_yu @7

u est la solution de PEDP Si, aprés substitution , la relation :

F(x,y,...u ou Ou Ou ) _

) %7 a_ya @
.est satisfaite pour x, y, ... appartenant & une certaine région €2 de I’éspace des variable

independantes.

Définition 1.1.2 une équation aux dérivées partielles(EDP) est une relation fonc-
tionnelle entre une fonction inconnue u de plusieurs variable (v = u(xy,...z,)) est

ses dérivées (x1,...,x,) € D,ou D désigne un ouvert de R", (n > 2).

Définition 1.1.3 on appelle ordre d’une EDP [’ordre le plus éléve des dérivées par-

tielles intervenant dans ’EDP.

Exemple 1.1.2
Ju N ou
or  Jy

0 1%ordre.

Définition 1.1.4 si u et ses dérivées partielles apparaissant séparament et < a la

puissance 1 > dans 'EDP celle-ci est dit linéaire.

Exemple 1.1.3 v = u(z,y)

0 0
ou + gu _ 0 1% ordre linéaire.
oxr 0Oy
0 0
au + au +sinu =0 1% ordre non-linéaire.
or 0Oy
0 0? ;
a—z + ua—yz =0 2" ordre non-linéaire.

Pour une EDP non-linéaire homogéne :



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées
partielles

1 solution _
Aup + pug est solution.

U9 solution

1.1.2 Quelques équations de la physique mathématique

Equation de transport :

%—Lt‘ —{—c% =0 ouu(z,t)est utilisée pour modéliser la polution de air, la dispersion
des colorants ou méme le flux de trafic.

Equation de Burgers :

%—? + ug—; =0 ou u(xz,t) est issue de I’étude de la dynamique des gazs.

Equation de des ondes :

2 2 2 2 . e, ,1e .
% —c? (% + 2772‘ + g%;) =0 ot u (z,y; z;t) est utiliste pour modéliser de petites

oscillations, elle joue un grand role dans la dynamique des fluides et dans ’électro-

magnetisme.

Equation de la chaleur :

% —k (% + ‘3273 + %) =0 ou u(z,y;z;t) est utilisée dans 'étude de la conduc-

tion thermique

Equation d’Euler-bernoulli :

2 4 N 1e . . .
% + 04% = 0 o u(x,t) est utilisée dans la theorie des poutres dans la prochaine
sectionon illustre la maniére de dérivation de quelques EDPs citées ci-dessus en

utilisant des lois physique

Equation de la place ou du pontentiel :

2 2 2 . . . ,
% + 273 + % = 0 ou u(z,y, z,t) apparait notamment dans : astronomie, électro-

statique, mécanique des fluides et la mécanique quantique.



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées
partielles

EDP linéaire du 1¢" ordre

A@w€g+ﬂ%w%+0@wM=D@w (1.2)

est la forme la plus générale pour une EDP linéaire 1¢" ordre.

Exemple 1.1.4 % + yg—z = 0 avec u = u(z,y) est une EDP 1" ordre, linéaire

homogéne.

du = Gdx + §tdy
= (—ydz +dy) 3
si du et dx sont reliés par —ydx + dy = 0 alors du = 0.
u est constante le long des courbes y = ce”.
du

la solution générale de 7* + yg—z = 0 est de la forme :

u(z,y) = flye™)

ou f € CY(R)

EDP linéaire du 2¢"¢ ordre

Définition 1.1.5 une équation aux dérivées partielles du 2™ ordre de deux va-

riables x et y est une équation de la forme :

0%u 0%u 0%u ou ou
A —+B —+2D —12F —+F =H
(5:9) o+ B ) i {0, 0) 52D, ) S 2B e, ) T4 Pl ) = Hz, )

dont un cas particulier important est celui ou A,B,C,D et F sont des constantes.

Exemple 1.1.5 donnons quelques exemples fondamentaux d’EDP du second ordre

7



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées
partielles

Equation de la place :

En dimension n, on cherche u = u(xy,...x,) tel que

—Awu = f dans un ouvert ).

u =y dans 0S.

Equation des ondes :

pour un domaine 2 C R" on cherche u = u(xq,...zx,t) telque

Pu _ Au=f dans Q x [0,7]

otz

u =g sur 652 x [0, 7]

Condition sur 1’ensemble des solutions

pour trouver des solutions particuliéres d’EDP a partir de la solution générale, on

va imposer des conditions restrictives sur I’ensemble des solutions.

Les conditions les plus fréquentes sont :

1. Conditions initiales :
Si u est une fonction de (z,t) € Rx R} on donne u(z,ty) = Po(x) ou

D®u (z,tg) = ®o (x), on parle aussi des conditions de Cauchy.

2. Conditions aux limites

Définition 1.1.6 Une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs que
prennent les solutions des EDP sur une frontiére.Ces conditions imposent une valeur

de u ou de ses derivées au bord du domaine

Il existe plusieurs types de conditions aux limites citons ici :

Direchlet-valeurs aux bord :




Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées
partielles

dans ce type de condition la valeurs de la variable dépendante est imposée sur la

frontiére du domaine de calcul.

Exemple 1.1.6
—Au= f sur§ .

u = d sur 0f).

ou d est une fonction, si d = 0 on qualifiera le probléme d’homogéne, dans le cas

contraire il sera dit no homogene.

Neuman-Grandients aux bord :

La variable dépendante n’est pas connue sur la frontiére mais si dérivée est bien

définie.

Exemple 1.1.7
—Au=f surQ .

g—z = g sur ) (n normale a 052).

ou g est une fonction

mixte-Grandients et valeurs aux bord :

cette condition est composée des deux premiére condition imposée sur la frontiére.

Exemple 1.1.8 on note 92 = 021 U 0€,.

—Au = fsur Q.
uw =D sur 09);.

g—z = g sur 0€)
Classification des équations aux dérivées partielles du 2" ordre.

Nous étudions I’équation aux dérivées partielles du 2°¢ ordre suivante :



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées
partielles

2 2 2
A8u+38u +C’au+D(:c,y,u ou 8u8_u

"0 0y 9r

ou A, B et C sont constants de x et y.

les équations aux dérivées partielles du 2¢™¢ ordre sont classées comme équation du
type elleptique ou du type hyperbolique ou encore du type parabolique, selon la

valeur du determinant : B? — 4AC.

: 524 : 0%u 9%u 9%u Ou Ou\ou __
On dit alors que, I'équation A%5 + Baxay + Ca_y2 + D(z,y,u, 32, a_y)% = 0 sur un

domaine D, est de type :
elleptique : si B2 — 4AC < 0 sur le domaine D.
parabolique : si B?> — 4AC = 0 sur le domaine D.

hyperbolique : si B2 — 4AC > 0 sur le domaine D.

1. ‘32712‘—0262“:Oave(20>0

922

B? — 4AC > 0 ainsi I’équation des ondes est hyperbolique.

2. g—g — d% = 0 ainsi ’équation de la diffussion et parabolique.

9%u Pu
B? — 4AC = —4 < 0 ainsi I’équation de la place est elliptique.

4. % — 327?; = 0 équation tricomi.
y > 0 =1'EDP est hyperbolique.
y = 0 =IEDP est parabolique.

y < 0 =1'EDP est elleptique.

Equation elliptique.

Les équation elliptiques régissent les problémes stationnaires d’équilibre, générale-
ment définis sur un domaine spétial borné €2 de frontiére I' sur laquelle I'inconnue est

soumise a des condition aux limites, le plus souvent de type Dirichlet ou Neumann.

10



Chapitre 1. Généralités sur les équations ordinaires et les équations aux dérivées
partielles

le probléeme elliptique est celui fourni par 1’équation de la place (ou de poisson)

soumise & des conditions aux limites, par exemple de Direchlet :

—Au = f dans € .

u = ug sur I

11



Chapitre 2

Méthode de séparation des

variables de fourier

La méthode de séparation des variables ou la méthode de fourie est largement utilisée
pour résoudre les problémes aux limites relatives aux EDPs. Elle consiste de chercher
des solutions particuliéres de la forme séparable u(x,y) = X ()Y (y),ou X et Y sont
des fonctions de x et y respectivement. Dans de nombreux cas,I’EDP se réduit & deux
équations differentielles ordinaires pour X et y.on obtient donc des problémes aux
limites impliquant des EDOs. Cependant, la question de la séparabilité d’une EDP
en deux équations différentielles ordinaires ou plus n’est pas toujours possible. Dans
ce chapitre, on va appliquer cette méthode sur des problémes aux limites relative

aux limites relatives aux EDPs linéaire.

2.1 Situation du probléme

On decrit maintenant la methode de séparation des variables et examine les condi-
tions d’applicabilité de la méthode aux problémes qui impliquent des EDPs de second

ordre de deux variables indépendentes. On considére donc le probléme aux limites

12



Chapitre 2. Méthode de séparation des variable de fourier

dont I'inconnu w (z,t) posé sur un domaine de la forme I x J , ou I et J sont des

intervalles de R tels que I = [a,b] , —oo<a<b< +oo.

ar () 5 + by (£) 5 + a2 () 3 + o (1) B + (a3 (2) +bs () u (@, 8) = b (2,1) , (x,8) € T x J
u(z,0) = f (z),z € I condition initiale , condition aux limites

ou aq, by, az, be, ag, bs, h(z,t), f (x) sont des fonctions données.

Conditions aux limites : On distingue différents types des conditions aux limites

(C.L)

» Conditions de Dirichlet :

u est fixée sur le bord de

u(a,t) =u(b,t) =0

» Conditions de Neumann :

La derivée normale de u est fixée sur [
Uy (a,t) = uy (b,t) =0

» Conditions de Robin ou mixte :
Cr(z)u(a,t) + Cy(z)u(b,t) =0

» Conditions périodiques :

u(a,t) =u(b,t) et uy (a,t) = u, (b, t)

Rapportons les principales étapes de cette méthode.

1. on recherche les solutions séparées de () ces solutions sont de la forme spéciale

u(z,t) = X(x)T(t)

13



Chapitre 2. Méthode de séparation des variable de fourier

et satisfont les conditions aux limites et la condition initiale il se trouve que X
et T doivent étre des solutions des problémes aux limites linéaires (p;) et (p2)

relatives aux X et T'respectivement.

2. On résout les problémes (p;) et (p2), les solutions de (p;) nous permettent de

construire une base hilbertiénne (X;);en on désigne par (7;);en les solutions de
(p2).

3. On utilise le principe de superposition générale pour générer a partir de (X;);en
et (7})ien une solution plus générale du probléme, sous la forme d’une série

infinie de solutions séparées.

4. dans la derniére étape,on calcule les coefficient de cette série et étudie sa conver-
gence.

Principe de superposition

Si u; et ugy satisfont une EDP linéaire homogene, alors une combinaison linéaire
arbitraire ciu; + cous, ¢q, co € R satisfait également la méme équation.
Dans la suite on va rappeler quelques notions essentielles sur les séries de fourier

qui seront utilisées dans le reste de ce chapitre.

2.2 Rappel sur les series de fourier

Définition 2.2.1 Une suite de fonction {¢,(x)},n > 0 définit sur un intervalle
[a,b], décrit un systéme orthonormal par rapport & la fonction de poids q(x) si et

seulment si

b lsim#n
Vn > 0,Ym >0, [ on(@)om(x)q(x)de =
0stm=n

Exemple 2.2.1 On va voir que les fonctions cos et sin peuvent former une base or-

1 cos(z) sin(z) cos(2w) sin(2z) cos(nz) sin(nz)

thonormale. Pour cela, I’ensemble des fonctions {

un systéme orthogonale de fonction sur l'intervalle [—m, 7] pour la fonction de poids

14
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Chapitre 2. Méthode de séparation des variable de fourier

=1 ceci est affirmé par les calculs suivants :

stm,n>1ona :

lsim#n
J7_sin(mx) sin(nx)de = |7 COS((m_”)gc);COS((mJF")I) do=
Osim=n
sim,n>0,ona:
0sim#n

fTF cos((m—n)z)—cos((m+n)x) dSU_

J7_sin(mx) cos(nx)der = |7 5

Tsim=n
2rsim=n=20
sim>0etn>1ona:

[T _cos(mz) sin(nz)dr = [" COS((er")x);COS((m*n)I) dr =0

Définition 2.2.2 Soient f une fonction et Dy son ensemble de définition : On dit
que la fonction f est periodique s"il existe un mombre réel non nul p vérifiant la
propreté suivante :

Six € Dy alorsx+p e Dy et f(x+p)=f(x)

Le nombre p est appelé la période de la fonction f

2.2.1 Series de Fourier et coefficients de Fourier

Le but de cette section est d’ecrire une fonction f (x) continue par morceaux et 2w

périodique sous la forme

[e.e]

Qo .
r)=—+ a, cos (nx) + b, sin (nx
fla) = ; ( (nx) (nz))
ou a,, b, pour n > 0 sont appellés les coefficients de Fourier associes a la fonction f

Définition 2.2.3 Les cofficients de fourier associées a la fonction f sont données
par :

o0 =17, F)drsan = 7, f(@) costna)das by = & [, f(a)sintue)de sin > 1

15



Chapitre 2. Méthode de séparation des variable de fourier

Soit f(z) = x + 2? sur lintervalle [—, 7]
ao =1 [ f(x)de =%
Sin >1 alors :
=1 |7 (x4 2?)cos(nz)dx
= L(z+2?)sin(na)]", — = [ (1+ 2z)sin(nz)dx
= 5 {(—=(1 + 22) cos(nz)]" . + L (2sin(nz)|" . }

n
4 cos(nm)
n2

4(=1)"
n2

2(_1)n+1
n

b, =

3=

J7_(x + 2?) sin(nx)dx =
donc la série de fourier :
il + Z

une remarque importante pour faciliter les calculs.

) cos(nx) + (2(_;#“) sin(nz))

Remarque 2.2.1 1. Si f est une fonction paire, alors sa série de fourie est :

(o] 2 ™
% + Za" cos(nx) avec a, = p f(z) cos(nz)dz pour n > 0.

n=1

2. Si f(x) est une fonction impaire, alors sa série de fourier est :

o 2 T
E b, sin(nx) avec b, = —/ f(z)sin(nz)dz pour n > 0.
T
n=1 -

2.3 Application

2.3.1 Equation de la chaleur

considérons le probléme sur Uintervalle [0, L] avec L > 0 constitué de I’équation de

la chaleur

16



Chapitre 2. Méthode de séparation des variable de fourier

ou 0%u
Y S — L 2.1
T k@xQ 0,0<z<L,t>0, (2.1)

Les conditions aux limites de type direchlet

w(0,8) = u(L,t) = 0,6 >0 (2.2)

et la condition initiale

u(z,0) = f(z),0<z <L (2.3)

ou f est une fonction donnée et k est un constante positive.

Ce probléeme modélise la condition thermique dans un tige de longeur L. La
chaleur est supposée nulle aux deux extrémités du tige et égale a f(x) a
I'instant ¢t = 0.

Les conditions aux limites impligent que
f(0) =u(0,0) =u(L,t) =0
et
f(L) =u(L,0) =u(L,0)=0
ces deux conditions s’appellent les conditions de compatibilité.

Etape 01 : On commence & chercher des solutions de([2.1)) sous la forme

u(a,t) = X (2)T(t) (2.4)

qui satisfont les conditions (2.2) ou X et T sont des fonctions de x et t, respectivement.
dans cette étape, on ne prend pas en compte la condition initiale (2.3 et on n’est
pas intéressé par la solution zéro u(x,t) = 0. on cherche donc des fonctions X etT’

qui ne s’annulent pas identiquement.

17



Chapitre 2. Méthode de séparation des variable de fourier

Par différentiation de (2.4) par rapport a t et deux fois par rapport & x et par
substitution dans (2.1)), obtient

XT'(t) = kX" (2)T(t),0 <z < L,t >0

on peut réecrire
()  kX"(x)

W - X@) O0<zx<L,t>0. (2.5)

Puisque x et t sont des variables indépendantes, cette relation implique qu’il existe

une constante A ( appellée constante de séparation) telle que

(@)  kX"(x) .
W - X@) ANO<z < Lit>0. (2.6)

Comme on cherche des solutions ne s’annulent pas identiquement , alors il existe

to € R tel que T'(t) # 0 consequement on obtient

u (0,t9) = X (0)T (to) =0 — X(0)=X(L)=0

w(Lyte) = X (L) T (ty) = 0

L’équation (2.6) conduit au systéme d’ EDOs suivant :

X 4N =0,0<z<L
(2.7)

X(0)=X(L)=0

Et

dT
AT =010 (2.8)

ou A est une constante.

Etape 02 : On commence d’abord a resoudre le systéme ([2.7)), une solution non

18



Chapitre 2. Méthode de séparation des variable de fourier

triviale de ([2.7) est appelée fonction propre avec la valeur propre A en distingne 3

cas.

Cas 01 : A\ = —p? < 0 alors :

X(z) = aexp(—px) + B exp(uz)

ou «, 3 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites donnent :

a+p3=0
aexp(—ul) + Bexp(ul) =0
De la premiére équation, on a a« = —[3, La seconde equation implique donc :
aexp(—pL) = aexp(ul) alors si v # 0 on obtient exp(2uL) = 1; ce ci n’est pas
possible car u et L sont différents de 0 et par conséquant o = 5 = 0. Alors ce cas

X =0et u(z,t) =0 pour tout 0 < x < L et t > 0 On doit donc exclure le cas

A <0,

Cas 02 : Si A = 0, on obtient:

X (x)=a+ pzx

ol «, 3 sont des réels arbitraires.Les conditions aux limites impliquent
a+ =0
a+BL=0
Comme L # 0, Il est claire que o = 8 = 0, Alors dans ce cas X =0 et u(x,t) =0

pour tout 0 < x < L et t > 0 on doit donc exclure le cas A = 0.

Cas 03 : \ = p? = 0 alors :

X(z) = acos(uzx) + [ sin(px)
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ou «, 3 sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites impliquent

a=0

Bsin(ul) =0

Pour éviter la solution triviale X = 0, on suppose que 3 # 0. Ceci implique que

sin(pL) = 0. Conséquemment

pL =nm A= (nw/L)? necZ

Il en résulte que

Ay = (nm)?

sont les valeurs propres de et les fonctions

X, (z) = By sin(nmz, /L)

sont les fonctions caractéristiques du probléme (2,7) comme sin(—z) = — sin(x) pour

tout x € R, il suffit donc de considérer

Ao = (n7/L)? X, (x) = Bpsin(nmz,/L),n € R,n € N*

Il rest maintenant a résoudre le probleme(2.8)), la solution est donnée par

T(t) = 6, exp(—k(nm/L)*)t,n € N*

A lafin de cette étape, on peut considérer qu’on a bien construit une base hilbertiénne

(Xi)iEN*
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Etape 03 : On utilise le principe de superposition générale pour générer a partir de
(Xi)ien et (T3),., une solution plus générale du probléeme, sous la forme d’une série

infinie de solution séparées. On a ainsi obtenu la suite de solutions séparées
Un(z,t) = 6, sin(nrx /L) exp(—k(nm /L))? n € N*
par le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire
N
Un(x,t) = dpsin(nma,/ L) exp(—k(nm,/L)*)t
n=1

de solution séparées est également une solution de I’équation de la chaleur qui satisfait

les condition aux limites de direchlet

Conidérons maintenant la condition initiale supposons qu’il ait la forme
N
flz) = ZcSn sin(nmwz,/L)
n=1

c’est a dire qu’il s’agit d’une combinaison linéaire des fonctions propres ensuite, une

solution au probléme de chaleur (2.1)-(2.3) est donnée par :

N
Un(z,t) = Z Snsin(nrx /L) exp(—k(nm /L))t
n=1vy
L’idée brillante de fourier était possible de représenter une fonction arbitraire f satis-
faisant les conditions aux limites (2.2)) comme une combinaison linéaire infinie unique
des fonctions propres sin(nmz,/L). En d’autres termes, il est possible de trouver des

constantes -, telles que

flz) = 25" sin(nmwz,/L)

n=1

une telle série est appelée une série (ou extension) de fourier (généralisée) de la

21



Chapitre 2. Méthode de séparation des variable de fourier

fonction f par rapport aux fonctions propres du probléme, et v,,n = 1,2...sont
appelés les coefficients de fourier (généralisés) de la série. Dans ce cas,le principe de

superposition généralisée implique que ’expression formelle
o0
u(z,t) = Z Sn sin(nmx /L) exp(—k(nt /L)*)t
n=1

est un condidat naturel pour une solution généralisée du probléme (2.1)-(2.3). on
explique maintenant comment représenter une fonction <arbitraire> f sous la
forme d’une série de fourier. En d’autre termes,comment calculer les coefficients

Yn-Remarquons

L 0 L
/ sin(mrx /L) f(z)dx = Z (Sn/ sin(mrz /L) sin(nmz,/L)de = 0,m#n
0 n=1 0 L/2,m=n

par conséquent, les coefficients de fourier sont donnés par :

L . I d 9 L
e B - [ s
0

on obtient la formule explicite de la solution formelle, qui est donnée par :

u(z,t) =307 Oy sin(nma,/ L) exp(—k(nw,/L)?)t
ol

8, = 2 [Fsin(mra,/L)f(x)dx

L Jo
Equation de la chaleur avec condition de Neumann

Considérons le probléeme de conduction thermique suivant dans un intervalle fini :
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ou 0%u

E—k@20,0<x<l},t>0. (29)
uz(0,t) = u, (L, t) = 0,t > 0. (2.10)
u(z,0) = f(x),0 <z < L. (2.11)

ou f est une condition initiale donnée est k est une constante positive. Afin de rendre
(2.10)) consistant avec (2.11) ou suppose la condition de compatibilité : f,(0) =
fo(L) =0

Ce probléme correspond a I’évolution de la températeure u (x,t) dans un tige thermo-
conductrice unidimentionelle homogene de longeur L dont la temperature initiale (au
temps ¢ = 0) est connue et telle qu’il n’ya pas de flux de chaleur a travers les limites

(la chaleur n’entre pas ou ne sort pas a travers le systéme).

On commence par rechercher des solutions de la forme spéciale,

w(z,t) = X ()T (t) (2.12)

ou X et T sont des fonctions des variables x et t respectivement, Différencions la

solution séparée (2.12)) et remplagons dans 'EDP, on obtient

XT, = KX,,T

On peut réecrire par A\ (appellé constante de séparation) telle que :

= -\ (2.13)

A est une constante réelle. Comme on cherche des solutions ne s’annule pas identi-
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quement, alors il existe ¢y € R telque T'(t) # 0 conséquement on obtient :
uz(0,t) = X,(0).7(t) =0
ug (L, 1) = X,(L) T(t) = 0

L’équation conduit au systéme d’EDPs suivant

X'+XX=00<z<L
(2.14)

X'(0) = X'(L) =0

et

{T"+ \KT =0,t >0 (2.15)

ol A est une constante. On commence d’abord a résoudre le systeme

Cas 01 :

A= —p? <0, alors X(x) = aexp(—puz) + Sexp(ux) et X/(x) = pl—aexp(—puzx) +
B exp(p)]

ou «, 3 sont des nombres réels arbitraires mais les conditions

X =0 _ p(—a+p) =0
X'(L)=0 p(—avexp(—plL) + Bexp(ul)) =0
b=«
=

—aexp(—pL) + Bexp(ul) =0
=pf=a=0=X=0et u(z,t) =0

pour tout 0 <z < L et t > 0 on doit donc exclure le cas A < 0.
Cas 02 :
siA=0; X(z)=a+ pzet XI(x)=0
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ol «, 3 sont des nombres réels arbitraires mais

X'(0)=0
= 03=0
X'(L)=0

Donc A = 0 est une valeur propre avec la fonction propre X (z) = « (constante).
Cas 03 :
Si\=p? > 0,alors X (z) = acos(uz)+Fsin(uz) et X'(x) = p[—asin(uz) + B cos(ur)]

ou «,  sont des nombres réels arbitraires. Mais

X'(0)=0 B cos(0) =0
=
X'(L)=0 —asin(pz) + B cos(ux)
f=0
=

—acsin(pz) + B cos(ux)

= [ =0et asin(uz) =0
comme asin(ul) = 0, alors sin(uL)= 0. Conséquemment uL = nm et A\ = (nw\L)?
avec n € Z* on obtient \, = (25)? et X, (x) = o, cos(™I2)

Parceque cos (z) = cos (—x)pour tout = € R, et on prend en considération la valeur

A = 0. Les valeurs et les fonctions propres sont définies par :

An = (%)2 et X, (z) = ay, Cos(n—zx) :neN

On passe maintenant & I’équation (2.8)) dont la solution générale est donnée par
T (t) = vy, exp(—k(nm/L)*)t,n € N
On a ainsi obtenu la suite suivante de solution séparée :

up(z,t) = 0y cos(nmz,/L) :n €N
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Le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire :

U(z,t) =, cos(nrz,/L),n € N

supposons que l'on a :

N
f(z) = % + 25" cos(nmz,/L)
n=1

Dans ce cas le principe de superposition généralisée implique la solution formelle

u(z,t) = 50 + ia cos(nwz,/ L) exp(—k(nr /L)?)t

On sait que si m,n = 0. On a

0,m#n
L L
/ cos(mz) cos(nz)dz = / cos((m — n)zx) 4 cos((m + n)x)dx ! L am—o
0 0 2
Lm=n=0

On passe maintenant & expliquer comment calculer les coefficients d,,,m = 0,1,2........

Pour m=0 multipliant f par cos (Orx, L)et on integre sur (0, L) on obtient ;

0oL

L
/ cos(Orz /L) f = —/ cos(0mx, /L) dw—{—Z(S / cos(0mx, /L) cos(nmx,/L)dr = T—H)
0

Car fOL cos(0mz /L) cos(nmz,/ L)dx = 0 puisque n # (m = 0) ; alors :0y = 2 fOL cos(Omx /L) f(x)dz

%fOfodx

Pour m # 0 Multipliant f par cos(mmz,/L); m # 0 On intégre sur (0, L) on obtient ;

26



Chapitre 2. Méthode de séparation des variable de fourier

L
/ cos(mmx,/ L) f = —/ cos(mmzx,/L)dx + 2(5 / cos(mmz /L) cos(nmz,/L)dx
0
L . . g
=5 — [sin (0) — sin (mm)] + 6m/0 cos(mmzx,/ L) cos(nmx,/L)dx
L

ce qui donne
O = %fOL cos(mnwz,/ L) f(z)dx
et f(z)) = LfO z)dx + 23> cos(nmz,/L) fo cos(nmz,/L)f (x)dx

Par consequant. La solution formelle est donnée par ;

o0

/ flx ]2;2 s(nmx,/L)exp(— (mr/L)z)t/O cos(nmx,/L)f (x)dx

n=1
Exemple 2.3.1

Soit la fonction f (x) =z + 2% sur lintervalle [0, 7] alors L = 7 et

Sin >0 alors :

5 % /O " (o + 2) cos (na) dar = % [~ (2 +2?) sin (n2)]] — % Om (1 + 22) sin (nz) dz
= Al (14 21) cos (na)f)
_ % [~ (1 + 22) cos (nz) + 1]
_ niﬂ (14 27) ()" — 1]
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Donc

o) = % <7r + %#) + i [%((1 o) (—1)" — 1)] cos(nmz /L)

Dans ce cas le principe de superposition généralisée implique la solution formelle

u(z,t) = do + Z {%((1 +2m) (-1)" — 1)] cos(nmxz /L) exp(—k(nm /L))t

n=1
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Examples

Exemple 3.0.2 on considére le probléme suivant pour x €|1,¢e[,t > 0:

52 2 92 0
o2 = gz +3ry;

u(1,t) = u(e,t) =0 (3.1)

u(z,0) =0, 38—7;(:17,0) = f(z)

ot f est une fonction continue sur [1,el. Résoudre ce probléme par la

méthode de séparation des variables, en recherchant la solution sous la forme

uw(w,t) =D cne Xi(@)Th(t).

1. On injecte la forme séparée u(z,t) = X (x)T'(t) dans '’équation :
XT" =2*X"T+32X'T

. 2 " / 11
Cequ1d0nne%:%:)\ER
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2. Les conditions aux limites conduisent a :

’ dZ / Z
X —_ — —_ —
dx T
" dZZ / dZ 2 " Zl Z
X =—7 — ) Z = —= 4+ —
dx? * (daz) x? * x?

5. L’équation caractéristique est donnée par : 72 + 2r — A = 0 Son descriminant
reduit est 1 + A
o Dans le cas ou 1 + A = w? > 0. Les deux racines distinctes sont r = —1 £ w
ce qui conduit a Z (z) = e * (Ae¥* + Be “?*)ou A et B sont deux constantes

réelles. Les conditions aux limites imposent alors :

Z(0)=A+B=0et Z(1)=¢"(Ae” +Be ™) =0

Ce qui conduit necessairement & A = B = 0 et il n’existe pas de solution non
triviale.

o Dans le cas ou 1 + XA = w? = 0 La racine double est r = —1. Ce qui conduit
aZ(z)=e*(A+ Bz).ou A et B sont deux constantes réelles. Les conditions
aux limites imposent alors :Z (0) = A=0et Z (1) =e ' (A+ B) = 0 Ce qui
conduit necessairement & A = B = 0 et il n’existe pas de solution non triviale.

o Dans le cas ou 1 + A = —w? < 0. Les deux racines complexes distinctes sont
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r = —14iw.Ce qui conduit & Z (z) = e * (Acos (wz) + Bsin (wz)).ou A et B

sont deux constantes réelles. Les conditions aux limites imposent alors :
Z(0)=A=0et Z(1)=e ' (Bsin[w]) =0

Pour obtenir une solution non triviale on doit donc avoir sin (w) = 0 ce qui

implique w = km.k € N Il en resulte :
Zy (2) = Bre “sin (kmz)
et
Xi (2) = Z (2) = Z, (Inx) = Bre ™" sin (krlnz)

Les vecteurs sont normalisés en choisissant Bj, = V2. On injectant la forme

> ren XiTi dans I'éqution on obtient :

kEN* keEN* keN*

3 <T,;’ - )\ka> X, =0

keN*

L’independance linéaire des X, conduit alors & :
T, —NTe=Tp, + (1+ (km)*) Ty =0

de solution generale :

Ty, (1) = T (0) cos (tW) +

% sin (t 1+ (lmr)2>
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La deuxiéme condition initiale imopose ensuite :
au ’
5 @ 0) = > T3 (0) X (2) = f ()
keN*

Finalement :

= sin (kr In.z) sinx(t W)

ou

i sin (krInz) f (y) dy sin ()
\/ 1+ (kr)?

Exemple 3.0.3 Résoudre le probléme suivant par la méthode de séparation des va-

u(x,t)e, =2

riables :
ag% +bu+ % =0; (z,t) €0, ([xR"

u(0,t) = uge °t, u(l,t) = uge "

limy oo u(z,t) =0

ot a. b. a. B. ug et £ des réels striquetement positifs tel que am?® > bl2,

On commence par rendre homogénes les conditions aux limites en cherchant un

rélevement (le domaine prismatique suggére une solution affine de x).

Uz, t) = ug (e*at (1 — %) + %e’6t>

U est regulier et verifié les conditions aux limites. On pose v = u — U.

v est une solution de :

0*v v 0*U ou
a@—FbU—FE——(awﬁ-bU—FE) (3.2)
_ _a)e o r _ gy L
—uo((b a)e <1 €>+(b 5)€e )



Chapitre 3. Examples

et on doit satisfaire les conditions :

v(0,t) = v(l,t) =0

lm v= lim u—U =0
t—+00 t—+o00

Posons v = XT' ce qui donne :

" 11

X T
S Y
X T

les conditions aux limites conduit a X,, = \/% sin (mr%) . On injecte enfin la série

> en X T, dans I’ EDP

> (-7 e rt) = (0- e (- 7) w00 )

On projette alors le second membre sur la base : Il faut donc calculer les projections

dex—>leta:—>%

\/%/OK sin(mr%)d:x = @ (1-(=1)")

nm

¢ . X
%/0 sin(mrz)dx = @ (—1)"*

nm

Donc pour tout entier naturel n :

(b _ an27r2) T4 T7; _ UOQ ((b —a) oot <1 . f) +(b—B) fe—ﬁt>

1Z nw

bh— an?n?

Par hypothése : “z— < 0, ce qui donnerait une exponentielle croissante en

solution de probléme homogene, incompatible avec 'hypothese de solution nulle a
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I'infini. On cherche donc une solution particuliére qui tend vers 0 en 'infini et donc :

T, (t) = (b— an;f) 1T, = 1 L2 (b 00 oy gy 020 ﬂeﬁt>

an?m? an?m?2
nm -z = (6 b— N

ce qui conduit &

b— « n b— ) x
v(z,t) =) up— %6_@ + (=) %e‘m sin (mr—) :
nm \ b— - — o b— 5= -0 ¢
Etant donné que le second membre est C!, on a convergence uniforme des séries
spatiales. Par ailleurs les |7},| sont bornés et décroissants (pour n croissant) il y

a donc convergence uniforme de la série de la fonction de (x,t) sur tout segment

temporel.

Exemple 3.0.4 Soit la température u(x,t) dans un tige de longueur ¢ qui est parfai-

tement isolée thermiquement incluant les extrémités a x = 0 et v = {. Aucune chaleur

ne s’échappe des extrémités de la tige. Mathématiquement cette condition signifie que
ou ou

_ = 0. — = > 0.
(0. =0,52(6) =0 V>0

supposons que la température initiale est u(x,0) = f(z) pour tout x € [0,¢]. En

d’autres mots, la température u(z,t) est une solution du probléme suivant :

ou  ,0u?

ot~ " oa?

avec les conditions
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ou ou
e (0,t) =0, e (4,t)=0, Vt>=0. et u(z,0)= f(x) Vxel0,/

1. En wutilisant la méthode de séparation de variables, montrer que la solution

formelle du probléme sera :

u(w, ) = § + 32,2, an cos(*7F) exp[— ()]

ou (3.3)

2. Déterminer la température u(x,t) dans la tige si { = m, ¢ =1 et f(z) =

(3maz? — 223).

Solution 3.0.1 Nous voulons étudier le probleme suivant :

ou  ,Ou?

E:C@ ot u=u(z,t),0<x</lt>0

Avec les conditions :

Su0,t) =0 et 2¢(0,t) =0 pour tout t > 0  ainsi u(z,0) = f(x) pour tout
z €0,/

Nous devons premiérement considérer le probléme intérmédiaire (*) suivant :
2 N
%—?ZCQ% ouu=u(zt),0<x<lt>0

Avec les conditions :

ou ou

%(O,t) =0 et %(f, t)=0  pour tout ¢>0

. Nous cherchons & déterminer des solutions de ce dernier probléme qui sont de la forme

u(z,t) = X (x)T(t). En substituant dans L’EDP , nous obtenons X7T" = z*>X"T ou
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X" estla dérivée seconde de X par rapport a z et T est la dérivée de T par rapport

a t. En divisant les deux cotés de I’équation par ¢2XT,nousobtenons

1 T/ B X//

2T~ X
Le terme de gauche est une fonction de ¢ et celui de droite une fonction de z. Pour

que ceci soit possible, il faut que ces deux termes soient constants. Donc

/

~

1

XII .
5 = ~ = )\ ol A est une constante
c

=l

Nous pouvons aussi tenir compte des conditions au bord. Nous obtenons ainsi :

%(o,t) =0=X (0T =0=X(0)=0 et
%(u) =0=X(OTt)=0=X(0)=0

En résumé, nous devons considérer le systéme d’équations différentielles ordinaires

suivante :

X" —AX =0 avec X (0)=0et X (£)=0
T —\*T =0

Il nous faut maintenant considérer les différents cas de A si A > 0, disons A\ = /% avec
v = 0, alors la solution générale de X" —AX = 0 est X (v) = Aexp(vz)+ B exp(—vr)
parce que X (z) = Avexp(vz) — Bvexp(—vz) et on considérant les deux conditions

X'(0) =0et X'(£) =0, nous obtenons le systéme d’équations

36



Chapitre 3. Examples

v —v A 0

vexp(vl) —vexp(—vl) B 0
parce que v{ # ( alors le déterminant

v —v
det = v?(exp(vl) — exp(—v¥)) = 2v*sinh(vf) # 0
vexp(vl) —vexp(vl)

et conséquemment la seule solution de systéme d’équations lineaires est A = B = 0.
Il nous faut donc exclure le cas A = 0. Si A = 0, alors la solution générale de X~ = 0
et X(v) = A+ Bx parce que X (z) = B et en considérant les conditions X (0) = 0
et X' (/) = 0 nous obtenons une seule équation B = 0, il nous faut donc inclure
ce cas A = 0 et dans ce cas X(x) = A est une fonction canstante . Finalement si
A < 0 disons A = —v? avec v > 0, alors la solution générale de X — AX = 0 est
X(z) = Acos(vz) + Bsin(vzx) parce que X (x) = —vAsin(ve) 4+ vB cos(vx) et on
considérant les deux conditions X (0) = 0 et X (£) = 0, nous obtenons le systéme

d’équations
Solution 3.0.2

0 v A 0
—vsin(vl) vcos(vl) B 0

De ceci nous obtenons que B = 0 et —vsin(vl)A = 0 comme nous cherchons
une solution X (x)non triviale. Nous pouvons supposer que A # 0 et conséquement

sin(vf) = 0.Rappelant que v > 0, donc v{ = nm pour n € Nyn > 1

)\:_<n77r>2 etX(m):Acos<n77Tm> oun€N,n>1
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En conclusion pour que Uéquation X — AX = 0 avec les conditions X’(O) =0
et X'(0) = 0 ait une solution non nulle, il faut que soit X = — (%)2 et X (x) =
A cos (%x) )

Si nous considérons maintenant l’équation T' — \c*T = 0 pour ces différents \. Dans
le cas ot A = 0, alors la solution générale T' = 0 et T (t) = D ou D est une constante.

nm

Dans le cas ou A\ = N\, = — (7)2 oun € Nyn > 1. Alors la solution générale de
T —\*T =0 est T (t) = Dexp (— (%W)2t> . o D est une constante.

Nous pouvons conclure que si A\ = 0 alors u(x,t) = X(2)T(t) = AD est une solu-

nm

tion du probléme intermédiaire (x),alors que si A = X\, = — ( i )2 ;s alors u(x,t) =
X(2)T(t) = Acos (“Fx) exp <— (%71)2 t> est aussi une solution du probléme inter-
médiaire (x) . Parceque l’équation de la chaleur est linéaire ; nous pouvons additionner

ces solutions. Donc la solution formelle du probléme intermédiaire () est

a = nmx Cn T
u(z,t) = EO + Z an COS(7> exp(—(7)2t)
n=1

Si nous revenons au probléme initiale, il nous faut considérer la condition initiale

u(z,0) = f(z) = % + ian cos(?)
n=1

C’est-a-dire que les coefficients a,, pour n > 0 sont les cofficients de la série de fou-

rier paire de f(x). En d’autre mots,

9 [t
an = z/ f(x) cos(?)dx pour tout n > 0
0

2- En utilisant (3.3)) il nous faut determiner la série de fourier paire de

f(x) = 3ma? — 223
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2 s
ap = Z/ (3ra? — 22%)dw = 7°
0

et, sin > 1 alors

2 ™
ap = —/ (37a? — 22°) cos(nx)dz.
0

T
(14 (- 1)”“24
mnt

Donc la solution cherchée est :

o n+1 2
= % + Z ) cos(nx) exp(—

7rn4

n=1
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

EDP : Equation aux dérivées partielles.
of . la frontiére de (2.
ct . classe C!

EDO : Equation différentielle ordinaire.

sh : Sinus hyperbolique.
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Résumé

Nous avons traité dans ce mémoire les équations
aux dériveées linéaires de second ordre. Nous avons
discuté sur la méthode de séparation des variables
pour obtenir la solution.

Abstract

In this work, we have dealt with second order
linear derivative equation we discussed about the
method of separating variables to get the solution.
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