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Introduction

n probabilité et statistiques, un processus de Poisson est un type d’ob-
Ejet aléatoire connu sous le nom de processus ponctuel qui se compose de
points positionnés de maniére aléatoire situés sur un espace mathématique sous-
jacent. Le processus a des propriétés mathématiques pratiques, ce qui ’a conduit
a étre fréequemment défini dans I’espace euclidien et utilisé comme modéle mathé-
matique pour des processus apparemment aléatoires dans de nombreuses disciplines
telles que I'astronomie, la biologie, ’écologie, géologie, physique, traitement d’images
et télécommunications.
Le processus de Poisson est souvent défini sur la ligne réelle jouant un roéle impor-
tant dans le domaine de la théorie des files d’attente ou il est utilisé pour modéliser
certains événements aléatoires se produisant dans le temps tels que ’arrivée de clients

dans un magasin ou des appels téléphoniques dans un magasin.

Dans le plan, le processus ponctuel, également connu sous le nom de processus
spatial de Poisson, peut représenter des objets dispersés tels que des utilisateurs

dans un réseau sans fil.

Le processus ponctuel de Poisson a la propriété que chaque point est stochastique-
ment indépendant de tous les autres points du processus, c’est pourquoi il est parfois

appelé processus purement ou completement aléatoire.

Le processus est nommé d’apreés le mathématicien frangais Simeon Denis Poisson

en raison du fait que si une collection de points aléatoires dans un espace forme un
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processus de Poisson, alors le nombre de points dans une région de taille finie est
directement lié & la distribution de Poisson, mais Poisson, cependant, n’a pas étudié

le processus, qui est apparu indépendamment dans plusieurs contextes différents.

Le processus est défini avec un objet unique, qui, selon le contexte, peut étre une
constante, une fonction intégrable ou, plus généralement, une mesure de Radon. Si
cet objet est une constante, alors le processus résultant est appelé un processus de
Poisson ( homogene ou stationnaire ). Sinon, le parameétre dépend de sa localisation
dans I’espace sous-jacent, ce qui conduit au processus de Poisson inhomogéne ou non

homogeéne.

Afin d’utiliser un processus de Poisson dans les applications, une étape clé consiste
a estimer sa fonction d’intensité a partir d’une séquence donnée d’événements obser-
vés. L’estimation de la fonction d’intensité d’un processus de Poisson a été largement

étudiée et diverses méthodes d’estimation ont été proposées.

Si 'intensité peut étre supposée avoir une forme paramétrique connue, alors des
méthodes basées sur la vraisemblance peuvent étre utilisées pour estimer les para-

meétres du modéle.

Cependant, dans de nombreux cas, la forme de l'intensité est inconnue et 1’esti-
mation nécessite la mise en ceuvre de méthodes non paramétriques. Les méthodes
d’estimation non paramétriques offrent plus de flexibilité que les méthodes paramé-
triques et peuvent mieux caractériser la fonction d’intensité sous-jacente. Dans le cas
lorsque les connaissances préalables sur le processus ou la forme de l'intensité sont
connues, les méthodes bayésiennes peuvent étre adoptées et elles conduisent souvent

a une estimation plus précise.

L’objective de ce mémoires est donner une présentation de processus de Poisson et
ces propriétés fondamentales, estimer I'intensité A de ce processus par la méthode de
maximum de vraisemblance et étudier le comportement asymptotique de cet estima-

teur. De plus on utilise le logiciel statistique R pour définir la notion des trajectoires
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de ce processus.
Ce mémoire est divisé en deux chapitres

Dans le premier chapitre, on commence par rappeler la loi exponentielle et la loi de
Poisson, en suite on présente des notions générales sur les processus stochastiques
et leurs propriétés, puis on définit les processus de comptages (car le processus de
Poisson est le plus simple processus de comptage utilisé dans la modélisation des

files d’attente).

Le deuxiéme chapitre est consacré & définir le processus de Poisson homogéne et leurs
propriétés principales, en suite une rappelle sur la méthode de maximum de vrai-
semblance. En fin on utilise cette méthode pour estimer l'intensité A\ de ce processus

et étudier le comportement asymptotique de cet estimateur



Chapitre 1

Notions sur les processus

stochastiques

L’objectif de ce chapitre est de rappeler des définitions et présenter quelques pro-
priétés sur la loi exponentielle, la loi de Poisson, les processus stochastiques, et le

processus de comptage.

1.1 Loi exponentielle et loi de Poisson

Définition 1.1.1 Une wvariable aléatoire X est dite suivre une loi de Poisson de

parameétre A > 0, et on note X ~ P(\), si

)\k
P(X:k’):Eexp(—)\), ke N.

X admet alors une espérance et une variance

E[X]=X et Var[X]= A\
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La figure (1.1) représente la probabilité associée a la loi de Poisson des parameétres

0.75,3,6,10, ils ont été obtenus dans le logiciel R par la commande dpois().

poisson pour lambda=0.75 poisson pour lambda=3

PX=k)
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F1G. 1.1 — Probabilite d’une (v.a) de loi de Poisson de parameétre 0.75,3, 6 et 10

Définition 1.1.2 une variable aléatoire X absolument continue suit une loi expo-

nentielle de parametre X > 0, et on note X ~ E(N), si la densité de probabilité

est

Fa) = Aexp(—=Az); siz >0

0, st <0

et sa fonction de répartition est donnée par

L —exp(=At); sit>0
Fx(t) =
0, st t<0

X admet alors une espérance et une variance



Chapitre 1. Notions sur les processus stochastique

On peut représenter des exemples de densité associées a la loi exponentielle de pa-
rameétres différentes, pour obtenir la densité de X par le langage R on utilise la

commande dexp().

Exemples de densités associées a la loi exponentielle

10

0.8
\

04

00
|

F1G. 1.2 — Densité de la loi exponentielle de paramétres 0.5,1,1.5et2

Propriété 1.1.1 (Absence de mémoire de la loi exponentielle)

Si la variable aléatoire X suit une loi exponentielle alors

P(X>s+t|X>s)=P(X >t), pourtous s,t>0.
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Preuve. Supposons tout d’abord que X suit une loi exponentielle de paramétre \.

On a
P(X >s+tX>s)
P(X >s)

P(X>s+t|X>s) =

P(X >s+1t)

P (X > s)
1-P(X<s+1)
1-P(X <5s)
exp (—A(s+1))
exp (—As)

= exp(—At)=P(X >1t).

1.2 Processus stochastiques

On s’intéresse a 1’évolution d’un phénomeéne, d’une variable au cours du temps.

Pour modéliser ces phénoménes on utilise le processus stochastique.

Soit (£2, F, P) un espace de probabilité, on désigne par T un ensemble arbitraire
s’appele l'ensemble des indices; souvent on prend T = R, R,, R¥(ou N € N*),
Rf , N, Z, ou encore une partie de I'un de ces ensembles, et on désigne par E un
espace métrique muni de la o-algébre borélienne notée par B(E) cet espace métrique
est appelé lespace d’états, souvent on prend E = R, C, Ré(ou1 d € N*), C¢, un
ensemble fini ou un ensemble infini dénombrable. Donc l'espace (E,B(E)) est un

espace mesurable.

Définition 1.2.1 Un processus aléatoire (stochastique) est une famille de variables
aléatoires (Xy)ier indexées par l’ensemble T des temps dénombrable ou continue,

définies sur un espace de probabilité (0, F, P), et a valeurs dans (E,B(E)).
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Remarque 1.2.1 Lorsque T = N ou une partie de N on dit qu’on a un processus a
temps discret ou une suite aléatoire, et st T = R ou une partie de R on dit qu’on a

un processus a temps continue.

Remarque 1.2.2 Le processus (X;)ier dépend de deuz paramétres le temps t € T

et de laléatoire w € €.

o Pour tout t fizé w € Q@ — X;(w) est une variable aléatoire sur l’espace de proba-
bilité (2, F, P).
o Pourw est fizé, t € T — Xy(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajec-

toire du processus.

Définition 1.2.2 Un processus aléatoire (Xi)ierest dit "Cad-lag" si ses trajectoires
(t € T — Xy(w)) sont continue a droite et admettent en tout point, une limite &

gauche.

Définition 1.2.3 (Lois finie dimentionelles)

Les lois finie dimentionnelles d’un processus stochastique (X;)ier sont les lois de tous

les vecteures aléatoires (Xy,, Xty ..y X1,,), n € N*, pour ty,...,t, € T, donnée par

FW(th7 )(1527“_7 th)(l'l, ,ZL’n) = P(th < xy, ...,th < In), tl, ,tn € T

Remarque 1.2.3 Ces lois caractérisent le processus stochastique.

Définition 1.2.4 Deux processus X et'Y ont méme lois s’ils ont méme lois fini-

dimensionnelles : pour tout tq,....,t, € T et n € N*
c
(th’ ...,th) == (1/1;/17 ,}/;gn)

Définition 1.2.5 La variable aléatoire (X;, — Xy;) ou t; < t; est l'accroissement du

processus sur l'intervalle [t;,t;] .
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Un processus aléatoire (X;)ierd valeurs dans R est un processus a accroissement
indépendants st n € N*, pour tout 0 < t; < ty < ... < t,, les variables aléatoires

Xy — Xy, Xty — Xty y oy Xp,, — X3,,_, Sont deuz @ deuz indépendantes.

Définition 1.2.6 On dit que (X;)eTest un processus a accroissements stastionnaires

st pour tout h > 0

L
Xen — Xi £ X5,

i.e la loi des accroissements ne dépend pas de t.
Définition 1.2.7 On dit que (X;)ier est un processus strictement stationnaire si
pour tout h > 0 et tout ty,...,t, = 0, on a

(Xt1+h7 ""th+h) é (Xt17 "'7th)'

Définition 1.2.8 Un processus (X;)ier est continue en probabilité au point t, si
Ve > 0

P(W:|Xt+h—Xt|>€)—>0 st h— 0.

Définition 1.2.9 Un processus (X;)ier est dit localement continue en probabilité si
pourt =0, on a

hlimo P(Xt+h - Xt 2 ].) =0.
Propriétés 1.2.1 Soit (X;) € Ly. Dans ce cas on peut définir les fonctions suivantes

o Fonction moyenne d’un processus aléatoire X; est
mx(t) = E[Xy].
o Variance d’un processus aléatoire X,; est

Var[X,) = oF.
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o Fonction de corrélation
Rx(s,t) = Cov(Xs, X;) = E[(Xs — mx(8))( Xy — mx(t))].

o Fonction d’autocorrélation

Rx(s,t) _ Cov(Xs, X3)
\/Var[XS]Var[Xt} \/Var[XS]Var[Xt]'

corr(Xs, Xy) =

Remarque 1.2.4 SiVt € T la (v.a) X, est integrable et E[X,;] = 0, alors le processus

(X}) est centré.

1.3 Processus de comptage

On peut étudier un phénomeéne aléatoire survenu au cours de temps par un proces-
sus stochastique comme le processus de comptage {N(t),t > 0}, et ces phénomeénes

sont du genre :

— Tremblement de terre,
— Accident de voiture,

— arrivées des clients dans un magasin.

Définition 1.3.1 Soit {N(t),t > 0} le nombre d’événements survenus dans l’'inter-
valle [0,t]. Le processus stochastique {N(t),t > 0} est appelé processus de comptage,
par exemple N (t) réprésente le nombre de clients arrivés devant un guichet au cour

de la periode [0, t].

10



Chapitre 1. Notions sur les processus stochastique

Le processus de comptage N () posséde les propriétés suivantes

Propriétés 1.3.1 1. N()=0 et N(t) €N,
2. Le processus de comptage N(t) est a valeurs entieres (N (t) < o0) et positives,
3. La fonction N(t) est croissante : N(ty) — N(t1) = 0 s1 0 < t1 < to. de plus
N(ty) — N(t1) réprésente le nombre d’événements survenus dans lintervalle
[t1, ta,
4. Les trajectoires t — Ny(w) sont continus a droite et admettent une limite a

gauche.

Propriétés 1.3.2 Un processus de comptage {N(t),t > 0} est dit & accroissements
stattonnaires st la loi de probabilité du nombre d’événements se produissants dans un

intervalle de temps donné ne dépend que de la longueur de cet intervalle.

On associe au processus de comptage N (t) ses deux processus des temps successifs

{T,,,n € N} et {S,,,n € N} tel que

o Le processus {T,,,n € N}, appelé processus des temps d’occurence (d’arrivées) est

continue & temps discret définie par

To:=0 et T,:=5 +..5.(n=1).

Par conséquent, la variable aléatoire T;, (n > 1) est le temps d’occurrences du

n'me événement (a partir de ¢ = 0).
o Le processus {5,,n € N}, appelé processus des temps d’inter _occurrence (d’in-
ter arrivées), la variable aléatoire .S,, (Vn € N) est le temps d’attente entre les
(n — 1)"*™m¢et (n)*m“occurrences
Sn = Tn - Tn—l-

11
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N(t)
3= f—
B O :
h I
|
| - ® '
|
0 - & &
To T Tz Tz [
55—

Fic. 1.3 — Processus de comptage

Remarque 1.3.1 On remarque que le nombre d’événements N(t) dépend des T, par

les relations suivantes

o {Ni =n} ={T, <t <Thn1},

o {N; =2 n} ={T, <t}

12



Chapitre 2

Estimation de 'intensité d’un

processus de Poisson homogéne

L’objectif de ce chapitre est de présenter le processus de Poisson homogeéne ainsi
que ces propriétés fondamentales, et estimer I'intensité par la méthode du maximum

de vraisemblance.

2.1 Processus de Poisson homogéne

Le processus de Poisson est un processus a temps continue et a valeurs entiéres
positives, on dit encore que c’est un processus de comptage utilisé pour modéliser des
files d’attente par exemple : les appelles dans un centrale téléphonique, les arrivées

de clients devant un guichet, pannes de machines dans une usine.

Définition 2.1.1 Un processus de comptage {N(t),t > 0} est appelé processus de

Poisson d’intensité X > 0, s’il vérifie les propriétés suivantes

2. Le processus est a accroissements indépendants,

13
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3. Le nombre d’occurrences se produisants dans un intervalle de temps de longueur

t > 0 suit la loi de Poisson de paramétre \t, c’est-a-dire, Vs, t = 0, on a

(A1)

P(N(s+t) — N(s) =n) = exp(—At) (n=>0).
n!
Trajectoire d'un processus de Trajectoire d'un processus de
poisson d'intensité lambda=3 poisson d'intensité lambda=7
2 o e
© ©
© ©
| ~
o ~
o o
T T T T T T T T T T T T
0.0 05 1.0 15 20 25 30 35 0.0 05 10 15
Temps Temps

Fic. 2.1 — Trajectoires d'un processus de Poisson d’intensité A = 3,7

Propriété 2.1.1 Un processus de Poisson est a accroissements stationnaires.

Preuve. Pour deux intervalles de temps |a, |, ]b, d] avec a < b < ¢ < d ,et comme le

processus est & accroissements indépendants, on a

P(N(c) — N(a) = k,N(d) = N(b) =) =
= ST P(N(b) — N(a) = i1, N(c) — N(b) = ip, N(d) — N(c) = i)

=2 P(N(b) = N(a) = i) P(N(c) = N(b) = i2) P(N(d) — N(c) = i3)

(b= )" (Ae = b)) (Ad = )"

11! 22! 23'

= 2_exp(=A(d - a))

14
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ou la somme est sur toutes les suites (i1, is, i3) d’entier tel que i1 +iy = k et ia+i3 = [,

or cette expréssion ne dépend que des longueurs des intervalles de temps. m

Propriété 2.1.2 Soit {N(t),t > 0} un processus de Poisson d’intensité A > 0.

Alors, lorsque h tend vers 0

Preuve.

i. On a

P(N(h) =1) = Ahexp(—Ah).

On fait la dévelopement limité de

exp(—Ah) pour h — 0,

alors

ii. En effet

On fait la dévelopement limité de

exp(—Ah) pour h — 0,

on obtient

15
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alors
P(N(h)>2) = 1—-P(N(h)<2)

= 1—[P(N(h) = 0) + P(N(h) = 1)]

= o(h), lorsque h — 0.

Exemple 2.1.1 On considére un processus de Poisson {N(t),t > 0} d’intensité
A = 2, la variable aléatoire N(t) représente par exemple le nombre d’appelles a un
centrale téléphonique entre les dates 0 et t, au bout de 1 unité de temps, le nombre
d’appels est N (1) et suit donc une loi de Poisson de parametre 2, au bout de 10 unités

de temps, le nombre d’appels est N(10) et suit donc une loi de Poisson de paramétre

20.

Définition 2.1.2 Soit T,,(n > 1) un temps d’arrivée du n'*™° événements définie par
T,=5+..+S, (n>1),

ot (Sn),>, est une suite de variables aléatoires indépendantes s’appelle processus des

inter-arrivées définie par

Théoréme 2.1.1 Soit

T,=inf{t >0,N(t) =>n} e S,=T,—T,1(n>1).

Alors

1. (Sp)n>1 est une suite des (v.a) i.i.d de loi E(N), X > 0, et sa densité donnée

par

f(51,..-,5n)(317 ) Sn) =" eXp(_)‘Sn)10<81<...<sn'

16
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2. T, =51+ ...+ S, suit la loi Gamma I'(n,\) de densité

fr,(t) = m(eXp<—At))(/\t)”‘l sit>0

0 St non.

Preuve.

1. Soit n € N*

Etape 1 : Changement de variable : supposons que le vecteur aléatoire
(Ty,...,T,) soit a densité, de densité ¢. Soit f : R" — R continue bornée,
alors comme 77 < 75 < ... < T, par un changement de variable ¢, = s1+...+ 5k

(1 < k < n) de jacobien 1 (la matrice jacobienne est triangulaire), on a

Elf(S,...S)] = E [10<T1<T2<,,<Tnf (Thy oo, T — Tt

= S (b ety —tn 1) @ (t1, s ty) dty, ..., dty,

0<t1<ta< - <tp

= Ik (815 e0y8n) @ (8150, ST+ oo + Sp) ds1...d5p,.

0<s1<89< "< s

Donc

WV (81, eey Sn) — (81,81 + S2y .00y ST+ oo + 8n);

est la densité de (51, ..., Sp)-
Etape2 : calcul de la densité de (7}, ...,T),)

Soit I’événement
An = {TI € [thtl + hl[v T2 € [t27 t2 + h2[7 cey Tn € [t'rwtn + hn[}7

ou <ty <ti+h <ty <ty+hy<..<t,<t,+h,, alors A, est la réunion

des événements

17
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-zéro top dans [0,#;] et exactement un top dans [ty,t1 + hy|

-zéro top dans [t; + hy, t2] et exactement un top dans [tg, ty + ho]

-zéro top dans [t,_1 + h,—1,t,] et au moins un top dans [t,,t, + Ay
Or, le processus étant & accroissements indépendants, les variables aléatoires
«nombre de tops» dans des intervalles disjoints sont indépendantes de sorte

que

P(An) =Pti<Ty <ti+hy, .. t, <T, <t,+hy)
— P(Ny, = 0,Nyyon, — Ny = 1, ...
o No = Ni o in =0, Nyn — Ny = 1)
= P(Ny, =0) X P(Nyyip, — Ny = 1) X P(Ny, — Ny, =0)
XP(Npyin, — Ny = 1) X ... X P<Nt/n — Ny, _4n,, =0)
X P(Ny,+n, — Ny, = 1)
= exp(—At1) exp(—Ahy)Ahy exp(—=A(ta — (t1 + h1))) exp(—Ah2) Aha...
. €Xp(—=A(tn — (tn—1 + hn-1)))(1 — exp(—Ahy))

= exp(—At,) (1 — exp(=Ah )N hy . hyy.

Pour conclure, il suffit de remarquer que

ti+h1  tnthn

P(4,) = / / 10<§1<.._<§n/\neXp(—)\fn)dfl...dfn.

Ceci valant pour tous les pavés [ty,t; + hi[X... X [t/ ,t, + hy[, qui constituent
une classe stable par intersection engendrant B(R") donc (717, ...,T,) a pour

densité

Lo<e,<..<é, A" exp(—AE,,).
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

Conclusion : Selon la premiére étape, la densité de (S, ..., S,) est
(81, .eey Sn) — N exp(—As1)... exp(—As,) Lgn (81, ...y Sp)-
En calculant les densités marginales, on constate immédiatement que
f(Sl,...Sn)(Sla --->5n) = f51(51>---f5n<5n);

en d’autres termes, 57, ..., S, sont indépendantes.

2. On peut démontrer que si S, ...S, sont des (v.a) indépendantes de loi E(N),

alors

T, =S, +..+S,,

suit la loi Gamma I'(n, A).
Par réccurence

Pour n = 1, la fonction de densité de T; (ou 77 = Sy) est

fr(t) = Xexp(—At)

= 3exp(—/\t)(/\t)0,

la propriété est vraie pour n = 1,
On suppose alors que pour une valeur de n la propriété est vraie c’est-a-dire,

la fonction de densité de T,, (ou T, = S1 + ... +.5,,) est

fr (1) = ﬁ@m(—m)(w—l, sit>0

0, si non.
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

Il reste & démontrer que la propriété est vraie pour n + 1. V¢t > 0, on a
Tn+1 - Sl —|— SQ —|— —|— Sn —|— Sn—i—l - Tn —|— Sn+1.

Si 7T, admet comme fonction de densité fr et S,.1 admet comme fonction de
densité fs, .., avec T;, et S, sont indépendantes, la fonction de densité de

T, 4+ S,11 est le produit de convolution, alors

an+1(t) = {an*fSnJrl}(t)

= [ r s w)da

B f ﬁeXp<—Au><Au>n—1Aexp<—A<t — u))du

)\nJrl

¢
= — —At n=lq
(n_l)!exp( )Ofu u

Antt {n
S A M) —
i exp(—At) "

(n—1)

= %exp(—)\t)()\t)”.

Donc

T, ~T(n,\).

Propriété 2.1.3 (Loi de N(t))
Pour tout t > 0, la variable aléatoire N(t) représente la nombre d’évenements se

produissant dans l'intervalle de temps [0,t] suit la loi de Poisson de paramétre At.
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

Preuve. La démonstration repose sur l'identité

Alors

Donc

(T, <ty ={N({t)=n}, (t>0,n30).

(M)t ¢
(n—1)!

bf)\exp(—)\x)

dx — [ Xexp(—Az)
0

Az)"

dx
n!

Propriété 2.1.4 Soient {N(t),t > 0} et {M(t),t > 0} deuz processus de Poisson

indépendants d’intensités respectives X et i, alors le processus {X (t),t > 0} définie

par

X(t)=N(t)+ M(t), pourt >0,

est un processus de Poisson d’intensité A + L.

Remarque 2.1.1 Le résultat se généralise a la somme de n processus de Poisson.
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

Propriété 2.1.5 Un processus de Poisson est localement continue en probabilité.

Preuve. Comme le processus de Poisson est & accroissements stationnaires, on a

P(N(t+h)—N(t) >1) = P(N(h)—N(0)>1)
— P(N(h) > 1), car N(0) =0
— 1-P(N(h) <1)
— 1— P(N(h) =0)

= 1—exp(—Ah) — 0, Lorsque h — 0.

Propriété 2.1.6 Soit un processus de Poisson {N(t),t > 0} d’intensité \ > 0, Vt,

s20, 0ona

1. BIN(t)] = Var[N(t)] = M,

2. Cov(N(s), N(t)) = Amin(s, t).

Preuve.

1. Comme

N(t) ~ P(\),

alors

E[N(®)] = Var[N(t)] = M.

2. Soit s < t, alors N(s) et N(t) — N(s) sont indépendantes (car N(t) est a

accroissements indépendantes), alors

Cov(N(s), N(t) — N(s)) =0,
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

dans ce cas on a

Cou(N(s),N(t)) = Cou(N(s),N(t) — N(s) + N(s))
= Cov(N(s), N(t) = N(s)) + Cov(N(s), N(s))
— Cou(N(s), N(s))
= Var[N(s)]

= As(Amin(s,t)).

2.1.1 Distribution conditionnelle des instants d’arrivée
Processus de Poisson et loi uniforme

Propriété 2.1.7 Conditionnelement a lévénement {N(t) = n},

le n-uple (11, Ty, ..., T,) @ méme loi de probabilité que n-uple ordonné correspondant

an (v.a)ii.d de loi uniforme sur [0,¢].

Preuve. Soient 0 < z; < 29 < ... < x, < t une suite strictement croissante et
hi, ho, ..., h, des nombres strictement positifs suffisamment petit pour que : x; <
T1th <zo<ao+hy<..<ZTp1+hp1<x,<xy+h, <t.

Posons : B, =11 € [x1, 21 + hi], ..., Ty € [, Ty + hy)

P By | N(t) =n) = DB M = 1)

P(N(t) =n)
_ P ((un seul top dans [z;, z; + h](i = 1,...,n);0 si non))
B P(N(t) =n)
exp(—Ah1)Ahy... exp(—Ahy ) Ay, exp(=A(t — hy — ... — hy))
N ()"
1
=nl—hy..h,.
n n 1 n
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

On divise par h;i...h, et on fait tendre succesivements h;...h, vers 0, on trouve la

densité corréspondantes

1

f(T1,T2 ..... Tn|N(t)=n) (l'l, ,a}n) = n't_n]'E’

avec

E={(z1,..,m,): 0 <21 <9 < ... < <t}

Processus de Poisson et loi binomiale

Propriété 2.1.8 Pour s < t, La loi conditionnelle de N sachant {N(t) =n} est la

loi binomiale B(n, ;)

Preuve. Vs, t(s <t), Vk <n

P(N(s) =k|N(t)=n) =

P(N(t) =n)
_ exp(—At) (A?f')n
= CHa -
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

Exemple 2.1.2 Le nombre de clients arrivant dans une épécerie peut étre modélisé
par un processus de Poisson d’intensité A = 4 clients par heure. Quand [’épécerie
ouvre @ 9 : 00 A.M. Quelle est la probabilité qu’un seul client soit arrivé ¢ 9 : 30
A.M et que cing au total soient arrivés a 11 : 30 A.M ?

On calcule les longueure des intervalles de temps t en heures a partir de 9 : 00 A.M,

alors

1
o L’intevalle de temps entre 9 : 00 A.M et 9 :30 A.M a une longeure 71 = 3 heures.

5
o L’intevalle de temps entre 9 : 00 A.M et 11 : 30 A.M a une longeure 71 = 5
heures.
. 1 5
Et on nous demande de déterminet P(X(i) = 1,X(§) =5).

5 1
On utilise l'indépendance de X(§) — X(§

()G - (e 6)+ ()
(<)) (<))

1
) et X(§) pour reformuler la question :

= 0.0154965.
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

2.2 Estimation par la méthode du maximum de

vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance est une méthode statistique qui per-
met d’estimer les parametres d’un modeéle. La technique consiste & construire une
fonction appelée fonction de vraisemblance et & maximiser son logarithme par rap-
port aux parametre inconnus. Les estimateurs obtenus par cette méthode ont de

bonnes propriétés statistique.

Soit X une variable aléatoire réelle de loi paramétrique (discréte ou continue),
dont on veut estimer le paramétre inconnue 6. Alors on définit une fonction f telle

que

fo(z), si X continnue de densité f

Py(X ==x), si X discréte de probabilité P.

Définition 2.2.1 On appelle fonction de vraisemblance de 6 pour une réalisation

(21, ..., ) d’un échantillon, la fonction de 6 définie par
L(xy,..xn;8) = f(x1,...,20;0) = Hf(xi;e).

Définition 2.2.2 On appelle estimateur du maximum de vraisemblance de 0 (notée
par EMV) pour une réalisation (L1, ..., x,) un réel 0 qui mazimise la fonction de

vraisemblance L (x4, ...,x,;0) en 0, i.e. pour tout 0
L(zy,...,2,;0) < L (a:l, ...,xn;9> ,
une expression alternative est

g e argmgxxL (X1, ey Tp3 0)
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

Pour obtenir ’expréssion de I'estimateur du maximum de vraisemblance 6 de 6 pour
(21, ..., T,), une idée est d’exprimer L(z1, ..., z,;0) en fonction de produits de termes
exponentiels /puissances, puis de considérer la fonction de log-vraisemblance pour

(x1, ..., z,) fonction de @ définie par
[(z1,...;xn; 0) =log (L (21, ..., x5 0)),

elle n’a de sens que si 0 vérifie L(xy,...,x,;0) > 0, si cette derniére (fonction log-
vraisemblance) est dérivable en # une condition nécessaire que doit vérifier 6 est

d’étre solution de I’équation de vraisemblance

i.e. la solution 6 de cette équation est TEMV 0.

Exemple 2.2.1 On souhaite estimer le paramétre X d’une loi de Poisson a partir

d’un n-échantillon .on a
fzA) =P (X =x)=—exp (=),

la fonction de vraisembmance s’écrit

L(xy, ..,z \) = Hf(xz,)\)

Comme la fonction vraisemblance étant positive, alors on peut utiliser le logarithme
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lx1, oy xpy A) =

La dérivée premieére

d

S’annule pour

Alors 'EMV de paramétre A d’une loi de Poisson & partir d’'un n- échantillon est

Donc comment estimer 'intensité de processus de Poisson par cette méthode ?

2.3 Estimation de I’intensité d’un procssus de Pois-

son homogéne

Soit un processus de Poisson {N(t),t > 0} d’intensité A inconnue, on se propose

log(L(z1, -, 703 A))

log(exp(—An)) + log <H :z:")
i=1 Y
—An + Zlog (131')

i=1

—An + log(A) Z x; — Z log(z;!).
i=1 i=1

1 n
Y (I (21, Ty N)) = —n + X ;mz

A=

3|

n
E ZTi.
i=1

A=X.

d’estimer cette densité a partir d’observations. Donnons deux méthodes

Premiére méthode : Supposons qu’on observe le processus jusqu’a un instant

t > 0, on dispose alors des données suivantes
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

a/ n, le nombre d’évenements dans [0, ?];

b/ Les instants x1,...,z, (0 <z < ... < x, <t), oi se produits les n événements

consécutifs dans [0, ¢].

L(n,zq,...,xy;\) = P(N()=n)g(x,...,2,)
(At)" (n!

; —)(0<x1<x2<...<xn<t)
n:

= exp(—At) "

= MNlexp(—Xt),

ou g (1, ..., x,) désigne la densité de la loi de (77, ...,T;, | Ny = n) donnée par

(AD)"
—1(0<xl<$2<...<$n<t)7

g(x1, .. x,) = oy

et les temps d’arrivés T, ..., T,, détermine la trajectoire du processus sur [0, ] .

Alors
L(n,x1,....xn; A) = log (L (n,x1,...,Tn; )

= nlog () — At.

La dérivée premiére est

S’annule pour

Ainsi 'estimateur par la méthode du maximum de vraisemblance est

i=2
t
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L’estimateur correspondant est obtenue en remplagant n par N (¢), et on obtient

EAU)
t

Proposition 2.3.1 L’estimateur \ est non biaisé, exhaustif et complet.

Preuve. En effet

&

of] - 5[

BN (1)
_ % (M) = A

Comme la fonction de vraisemblance L(n,z1, ..., z,; A) est de la forme \" exp(—At),
lestimateur est bien exhaustif. Et on sait que N(¢) suit une loi de Poisson de pa-

ramétre A\t et que la loi de Poisson est compléte, donc 'estimateur \ est complet.

Remarque 2.3.1 Puisque \ est non biaisé, exhaustif et complet, alors \estl ‘unique

estimateur non baisé de variance minimum de .

2.3.1 Comportement asymptotique

Théoréme 2.3.1 Au niveau du comportement asymptotique de N(t), on a les deux

résultat suivantes

1. lim @ = A Dp.s.

t— 400

. ~  N(t .
(i.e 'estimateur \ est un estimateur consistant car A = NG tp—j> A).
—T00

2. On a de plus la convergence en loi

\/g <M o /\) i> N(O’ ]‘)a Lorsque t — +4o0.

t
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Preuve.

1. Notons X1, X, ..., X}y le nombre d’occurences d’évenements dans les intervalles
[0,1],]1,2],....][t] = 1, [¢]] (¢t > 1) ou [t] est la partie entiére de t. Les X} sont
des variables aléatoires, indépendantes, identiquement distribuées, d’espérance

mathématique . D’aprés la loi forte des grands nombres, on a

N([t]) _ X1+ Xo+ ...+ X[t] P

EXi] = A,
[t] [t] '
et de méme
N@) »s, )
t t——+o0

2. On utilise le théoreme de la limite central et la décomposition :
t (N(t) \/? N([t])
—|— =)=/ | —= A Ay
VZ(t )=y (5 -2+

[t]

N () =) (N() = N (i - 1)),

i=1

On pose

est la somme de n (v.a) indépendantes, de méme loi de Poisson de parameétre

A

- Pour le premier terme on a

[¢]

S V() - N(i-
t N([t])_ _ |t @ i=1 _
(T A)‘¢g¢: g 4

On obtient alors la convergence en loi de ce premier terme vers la loi N'(0, 1) on

t
utilise le théoréme central limite et le lemme de Slutsky (t li+m m = 1).
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Chapitre 2. Estimation de I'intensité d’un proessus de Poisson homogene

- Pour le deuxiéme terme, on a

t

(
[
< i

On pourra montrer que le premier de deux termes majorants tend vers 0 en proba-

bilité on utilise I'inégalité de Markov, comme le deuxieme tend vers 0 p.s on utilise

le premier point du théoréme, on conclut que tlim A; = 0 en probabilité. D’aprés
—+0o0

ce qui précéde et on utilise le lemme de Slutsky, on obtient la convergence. m

Remarque 2.3.2 On déduit que lintervalle de confiance(asymptotique) pour \ au

nweau 1 — o est

P g T P s T

In:[_m L0 NG +m],

ot q, , estle quantile d’ordre 1 — % de la loi N(0,1).
2

Deuxieme méthode : supposons qu’on observe le processus jusqu’a ’apparition
du n®m¢ événement. On dispose alors la donnée des instants x4, ..., z,, des apparitions

des événements. La fonction de vraisemblance est donnée par

L(n,xq,...,x0;N) = Xexp(—Azy)....\exp (—Az,)

= Nexp(—=A(x1+ ... +x,)).

Alors
L(n, X1, ey Tpy A) = log (L(n, 21, ..., Tp; A))
= nlog(A) = A(z1+ ... + z,).
Par suite
d n
Y (I (n, 1,y xs A)) = Y (x1+ oo+ x0) .
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S’annule pour
n

L
(14 ... + )

On pose
Tn - X1 + ... +Xn7

instant d’arrivée du n’®™¢ événement, on voit que ’estimateur corespondant est

- n
A= —.
T

Au niveau du comportement asymptotiqe de N(t), on a les deux résultat suivantes

Théoréme 2.3.2 On a

»

p-

1. X:Tﬁn_m.
Tn L
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Conclusion

‘étude des processus ponctuels est I'un des sujets centraux des processus sto-
chastiques et a été largement utilisée pour modéliser des événements discrets

en temps continu.

En particulier, le processus de Poisson, un processus ponctuel commun, a le plus
d’applications. Les exemples classiques incluent les arrivées de clients dans un parc
sur une période de temps, les buts marqués lors d'un match de football d’association
et les clics sur un lien Web particulier au cours d’'une période donnée. Récemment,
les processus de Poisson ont été utilisés pour caractériser 1’activité de pointe dans

divers systémes neuronaux.

Dans ce mémoire, on a définit le processus de Poisson homogéne et ces propriétés
fondamentales, puis on a estimé l'intensité A de ce processus par la méthode de
maximum de vraisemblance et on a étudié le comportement asymptotique de cet

estimateur.

Lorsque l'intensité A n’est pas une constante, c’est-a-dire devient une fonction du
temps (cas d’un processus de Poisson non homogene ), la question sera comment on

peut estimer cette intensité ?
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Annexe A : Logiciel R

Le langage R est un logiciel dans lequel de nombreuses techniques statistiques
modernes et classiques ont été implémentées. Il comporte des moyens qui rendent

possible la manipulation des données, les représentations graphiques et les calculs.

Dans ce mémoire on va donner les représentations graphiques de quelque lois de

probabilités et on va simuler le processus de Poisson homogéne.

Loi de Poisson

par(mfrow=c(2,2))

plot (0 :20,dpois(0 :20,0.75),xlab="k" ylab="P(x=k)" ,type="h",main="Poisson pour
lambda=0.75")

plot(0 :20,dpois(0 :20,3),xlab="k" ,ylab="P(x=k)" type="h",main="Poisson pour
lambda=3")

plot(0 :20,dpois(0 :20,6),xlab="k" ;ylab="P(x=k)",type="h",main="Poisson pour
lambda=6")

plot(0 :20,dpois(0 :20,10),xlab="k" ,ylab="P(x=k)",type="h",main="Poisson pour

lambda=10")
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Loi exponentielle

curve(dexp(x, 0.5), xlim = ¢(0, 3), ylim = ¢(0, 1), col = "red", lwd = 2,

ylab = "f(x)", main = "Exemples de densités associées a la loi exponentielle")
curve(dexp(x, 1), col = "green", lwd = 2, add = TRUE)

curve(dexp(x, 1.5), col = "blue", lwd = 2, add = TRUE)

curve(dexp(x, 2), col = "black", lwd = 2, add = TRUE)

legend("topright", legend = ¢("E(0.5)", "E(1)", "E(1.5)", "E(2)"),

Ity =1, lwd = 1, col = ¢("red", "green", "blue", "black"))

Processus de Poisson homogéne
par(mfrow=c(1,2))

plot(stepfun(cumsum(rexp(10,3)),
cumsum(c(0,rep(1,10)))),do.points=T ,xlab="Temps",

nn

ylab="" main="Trajectoire d’un processus de poisson d’intensité lambda=3",

lw=2,col="blue")
plot(stepfun(cumsum(rexp(10,7)),cumsum(c(0,rep(1,10)))),do.points=T xlab="Temps"

nn

ylab=""main="Trajectoire d’un processus de poisson d’intensité lambda="7",

1 w=2,col="blue")
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

E(.) . Espérence mathématique.

V(. : Variance mathématique.

Cov(X,Y) : Covariance mathématique du couple (X,Y).
P :  Probabilité

Fx : Fonction de répartition de X.

fx : Densité de probabilité de X.

(Q,F,P) . Espace de probabilité.

(E,B(E)) . Espace mesurable.

P(N) : Loi de Poisson de paramétre \.

EN) . Loi exponentielle de parameétre .

N(0,1) :  Loi normal centrée réduite.

L(n,\) : Loi Gamma de parameétre n et A.

{N(t),t =0} : Processus de comptage (ou processus de Poisson).
1d . indépendantes et identiquement distribuées.

I

L’inégalité en loi.

=

L’approximation en loi.
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Abstract

For the homogeneous Poisson process there are already common methods for

estimating the intensity, which is a constant in the homogeneous case, for example, maximum
likelihood method, moment, ect.

We deal here with the estimation of the intensity of a homogeneous Poisson process by
the maximum likelihood method.

Keywords : Homogeneous Poisson process , Intensity, Maximum likelihood method .

Résumé

Pour le processus de Poisson homogene, il y a déja des méthodes communes pour

estimer I’intensité, qui est une constante dans le cas homogéne. Par exemple, méthode du
maximum de vraisemblance, méthode de moment, ect.

Nous traitons ici I’estimation de 1’intensité d’un processus de Poisson homogene par la
méthode du maximum de vraisemblance.

Mots-clés : Processus de Poisson homogéne, Intensité, méthode du maximum de
vraisemblance.
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